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ON SOZ.

«Analitik hondoso» fonni universitet vo institutlarin «riyaziyyat» va ona yaxin ixtisaslarla yanasi
biitlin ali texniki moktoblorin birinci kurslarinda todris olunur. Lakin holo indiys goder azorbaycan
dilinds bu fonnin tam kursu yazilmamisdir. Mohz ona gore belo bir vosaitin yazilmasi zorurati
meydana c¢ixib. Vosait miuolliflorin uzun illor Azorbaycan Dovlot Pedaqoji Universitetindo
oxuduglart miihaziroalorin mohsuludur. Yazilmis vosait universitetlorin vo pedaqoji institutlarin
«Riyaziyyaty, «Riyaziyyat-informatika» vo «informatikay ixtisaslarin «Bakalavr» pillosi iiglin
Tohsil Nazirliyinin 1998-ci ilds tosdiq etdiyi proqrami tam ohats edir.

Vasait 1i¢ hissa, on bir fasildon ibarat olub, I hisse miistovi lizorinda, II hisso fozada, III hisso isa
n-Olgiilii fozalarda hondasalora hosr olunmusdur. Hor faslin sonunda bu faslo aid mosalo halli
niimunolari vo ¢alismalar verilmisdir ki, bu da tolobalorin vasaitdon sarbast istifads etmasino imkan
yaradir.

Sonda vasaitin elmi redaktoru professor M.S.Cabrayilova, raygilari professor Y.C.Salmanova va
dossent G.A.Xudaverdiyevaya verdiklori doyarli maslohatlora goro vo nohayat, tolobomiz Poniyeva
Leyla Saleh qizina vasaitin yazilmasindaki amayine gore dorin togokkiirlimiizii bildiririk.

I Hissd

MUSTOVi UZORINDD ANALITIK HONDOSO.
I Fasil
VEKTORLAR COBRININ ELEMENTLORI
§1. Vektorlar. Vektorlar iizorinds xatti amoallor.

1.Vektor anlayisi. Tobiotdo elo komiyyatlor vardir ki, onlar yalniz 6ziiniin adodi qiymati ilo
miioyyon edilir. Belo komiyyatloro skalyar komiyystlor deyilir. Bunlara misal olaraq cismin
hacmini, par¢anin uzunlugunu vo s. gostormok olar. Bu komiyystlordon forqli olaraq elo
komiyyatlor do vardir ki, onlarin tam miioyyon olunmasi {i¢iin adadi qiymotindon basqa, istiqgamati
do miioyyon olunmalidir. Belo komiyyatlora vektorial komiyyatlor deyilir. Bunlara misal olaraq
cismo tosir edon qiivvoni, onun silirotini vo s. gostormok olar. Bu komiyyatlorlo bagh elmds, o
climlodon riyaziyyatda vektor anlayis1 verilir.

Torif: Handasada baslangict va son noqtasi qeyd olunmusg (istiqamatlonmis) pargaya vektor
deyilir.

Vektor a,b,C,...... vo ya AB,CD,MN,........ kimi isaro olunur (sokil 1,a). AByazildigda A-

vektorun baslangic, B-son noqtasidir.
Vektoru toyin edon parganin uzunluguna vektorun uzunlugu deyilir vo belo isaro olunur:

b

Ogor vektorlar eyni istigamatli siialar tizorinds yerlogorsa, belo vektorlara eyni istigamoatli, oks
istiqgamotli slialar tizorindo yerlosors, belo vektorlara aks istigamatli vektorlar deyilir vo belo isaro

olunur: AB M CD, cD N EF.
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Sokil 1.

Eyniistiqamatli stialar dedikdo bu siialarin paralel olub, baslangic ndqtolorindon kegon diiz
xotdon eyni torafds yerloson stialar oldugu basa diisiiliir (sokil 1,b [AA). [BB).

Oksistigamatli siialar dedikds iso paralel olub, onlarin baslangic ndqtolorindon kecon diiz xotdon
miixtolif toroflords yerloson stialar oldugu basa disiiliir (sokil 1,b. [AA). [CC).

(Sokil 1,c)-do AB vo CD vektorlar1 eyniistigamotli, CD vo EF vektorlar: iso oksistiqgamatli
vektorlardir.
Eyni istigamatli va barabar uzunluqglu vektorlara barabar vektorlar deyilir. Uzunluglar: barabor

olub, istiqgamatlori oks olan vektorlara iso aks vektorlar deyilir. a vektorunun oksi —ailo isaro
olunur (sokil 1,d).

Fozada hor hansi a vektoru gotlirok. O noqtosindon ona paralel olan slia kecirok. Slianin

iizorindo O baslangic noqgtosindon baslayaraq uzunlugu a vektorunun uzunluguna borabar olan
parca ayiraq. Sonra bu parganin istiqamatini gotiirdiiylimiiz siianin istigamatine yonaldok.
Onda OA=a olacaqdir (sokil 1,e). G d’

- — R

Gorlindiiyl kimi, a vektorunu fozanin ixtiyari -
ndqtesing paralel kdclirmak olar. ‘ C
Paralel vo ya eyni diiz xotlor iizorinds yerloson

vektorlara kolinear vektorlar deyilir vo al b kimi b
isara olunur (sokil 2). -

Sakil 2.
Uzunlugu vahids barabar olan vektorlara ort vektorlar deyilir. a vektorunun ort vektorunu ao
=1

ilo 1sars edocayik. c’;lo

X

Askardir ki, {;10 =

Q|




2.Vektorlarin toplanmasi va ¢ixilmasi. Forz edok ki, bizo iki a va b vektorlart verilmigdir.

Hor hansit O noqtoesi gotiiriib a vektorunu bu ndqtoys, b vektorunu iso a vektorunun sonuna
kogiirok. Sonra birinci vektorun baslangicini ikinci vektorun sonu ilo birlogdirok. Alinan vektora bu
vektorlarin comi deyilir (sokil 3.).

Vektorlarin bu gayda ilo toplanmasina iighucaq qaydasi deyilir.

Qeyd edok ki, istonilon A, B, C noqtalori {igiin

AB+BC = AC (1)
miinasibati dogrudur.

Indi verilmis a vo b vektorlarmi bir noqtays kogliriib, birinin baglangicindan digorins paralel

diiz xotlor ¢okok. kosisma noqtesini D ilo isare edok. Tamamils agkardir ki, OD bu vektorlarin comi
olacaq (soklo bax).

Vektorlarin  bu cilir toplanmasma paralelogram 2 . 2
qaydasi deyilir (4,a).

Qeyd edok ki, bir ne¢o vektoru topladigda onlarin \
birini digorinin sonuna kogiirmokls siniq \ B
xott alacagiq ki, bu siniq xottin gapayicist olan vektor '
onlarin comi olacaqdir. ©gar bu toplanan \
vektorlarin uc néqtalorini A,B,C,D ilo
isara etsok, onda

B

O%D —a+brctd
olar (sokil 4, b).

Sokil 4.

Vektorlarin toplanmasinin asagidaki xassalorini qeyd edok:
1° a+o-a

2° at(-a)=o0

. a+b=b+a

4°, ((;1+ t_)) tc=a+ (E)+ (_:).

Bu xassolordon sonuncusunu isbat edok. Bunun ii¢iin verilmis a,b,c vektorlarmin birini

-

digorinin sonuna paralel kogiirok. Onda onlarin qapayicisi OC vektorunu asagidaki iki gayda ilo
toyin etmaok olar (sokil 5).



OC = OB+c¢ = (a+b)+¢
OC = a+ AC = a+ (b+¢)
Burada sol toroflor borabor oldugundan sag toroflor do borabor olacaqdir. Beloliklo
(é+ E)) +c=a+ (6+ é).
Vektorlarin toplanmasinin yuxarida gostorilon dord osas
xassasi vektorlar cobrindo miihiim ohomiyyat kasb edir.

Sokil 5.

Torif: b+ x = ésartini odayan x vektoruna a vektoru ilo b vektorunun forq vektoru
deyilir.
Gostarak ki, X = at (- l;) Bunun {igiin torifdoki b+ x=a ifadosinin her iki torofine (- t_)) -ni
olaveo edok:
—b+b+x=a+ (—k_))
—b+b=0 oldugundan alariq ki,
X = a+ (~b)
Buradaki (- t_)) vektoru b vektorunun oks vektorudur (sokil 6).
Asanligla gostormok olar ki,

a

:;H_rl;s +|b

(sokil 6,b,c).
3.Vektorlarin adads vurulmasi. Forz edok ki, bizo a vektoru vo haqiqi A4 adadi verilmisdir.

Torif: Asagidaki iki sarti odayan vektora avektorunun A adadina hasili deyilir va b=1-a
kimi isara olunur:

1. ‘B=|ﬁ,|-é

2. 2>0 oldugda b ils a eyniistiqamotli, 4 <0 oldugda /\\

iso oksistiqamatli vektorlardir. N
Maosalon:

b=2a vektoru avektoru ilo eyniistiqamatli  olub,

uzunlugu onun uzunlugundan iki dofs artiq olacaqdir (sokil 7,a).
Saokil 6.

Vektorun odads hasili yalniz vo yalniz o zaman sifir olar ki, 4 odadi vo ya a vektoru sifira
barabar olsun.

Forz edok ki, «,  haqiqi odadlor, avob ixtiyari vektorlardir.



b=27 b=-2b

v
y

a) b)
Sakil 7.
Onda vektorun adods vurulmasinin agsagidaki xassolorini asanligla isbat etmok olar:
1°l.a=a; (-l-a=-a)
2 a-(f-a)=(ap)a
3°. a-(é+l3) —aa+ab
4. (a+pf)a=aa+ fa.

4.Vektorlarin kollinearhgi vo komplanarhg: sartlori. Golocokdo ¢ox rast golinon asagidaki
teoremlori isbat edok:

Teorem 1: 9gar ava b vektorlar: kollineardirsa va a vektoru sifir vektor deyilsa, onda

b=ca-a (1)
sortini 6doyoan yegana « odadi vardir.

Isbati: Forz edok ki, a vo b vektorlar kollineardir. Onda bu vektorlar ya eyniistiqamatli, ya da

a b P T

oksistiqgamatlidir. Birinci halda — = —=a = ikinci halda —=-—=a =-— olacaqdir.
a b‘ a a ‘b a

Belaliklo, biz gostordik ki, (1) sortini 6doyon « odadi var vo o yuxaridaki qayda ilo toyin olunur.
Indi isbat edok ki, (1) boraberliyini 6doyon « odadi yeganadir. Oksini forz edok. Tutaq ki, hor hansi

tisulla tapdiq ki, b = o, a. Bu ifadoni (1) barabarliyindon torof-torafs ¢ixsaq
a-é—a1é=0:>(a—al)é=02>a—al =0=2a=¢

(r;l # 0 oldugundan)
Aling ki, @ adadi yeganaodir.

Ogor a vektoru o miistovisi tizorinds hor hansi diiz xatto paralel olarsa, onda bu vektora o
miistavisind paralel vektor deyilir.

Torif: Tutaq ki, bizo sifir olmayan a,b,c vektorlart verilmisdir. Ogar bu vektorlar har hansi

bir o miistavisina paralel vo ya hamin miistavi iizorinda yerlasarsa, onda bel> vektorlara
komplanar vektorlar deyilir.

Qeyd edok ki, agor bu vektorlardan biri sifir vektordursa qalan iki vektoru homigo bir miistovi
tizorinds yerlosdirmok olar.

Teorem 2: Ug vektorun komplanar olmasu iiciin zaruri va kafi sart

c=aa+fb 2)
sortini 6doyon yegano « vo £ odadlorinin olmasidir.



Isbati: Forz edok ki, a,b,c vektorlart komplanardir vo a# Ab. Onda onlart bir miistovi {izorina

koclirmok olar. Bu vektorlart miistovinin har hanst O noqtesine kogiiriib, ¢ vektorunun uc

noqtosindon a vo b vektorlarina paralel ¢okilmis diiz xatlorin bu vektorlarin yerlosdiyi siialarla
kasigsmo noqtosini uygun olaraq B vo A ilo isaro edok (sokil 8). Paralelogram qaydasina gora:

c= 6A+ 6!3
Lakin OA vo OB vektorlar1 uygun olaraq a vo b vektorlart

ilo kollinear oldugundan, 6A = aé, OB=g b olacaqdir.

Bunlar1 yuxarida nazare alsaq C=aat S b alinar.
Gostorok ki, buradaki o vo S odadlori yeganadir. Oksini
forz edok. Tutaq ki, @ vo f odadlori yegans deyil (2) sortini

odoyen basqa o, vo B, adadlari do vardir. Basqa s6zlo

Sokil 8.

C=a,a+f,b 2)
Bu ifadoni (2) ilo torof-torofs ¢ixsaq asagidaki ifadoni alariq

(@-a)a=(B-p)b

Buradan

- a-a -
-a.
ﬂ_ﬁl

Bu iso a vo b vektorlarmmn kollinearliq sortidir. Lakin biz forz etmisdik ki, bu vektorlar
kollinear deyil. Bels ki, bu vektorlar kollinear oldugda teoremin isbati tamamils askardir. Onda

a=«a,, f=p, olmahdir.

§2. Vektorlarin xatti asililig1.

1.Torif: Forz edok ki, él,éz,ég, ...... an vektorlarnt vo o ,a,0,......, haqiqi adadlori
verilmisdir.

vektoruna ai,a:,as,...... an vektorlarinin xatti kombinasiyasi deyilir.

Ogor a,,a,,q;.....c, adadlorindon heg¢ olmazsa biri sifirdan forgli olduqda, ai,a:,as,.....an
vektorlar sisteminin xatti kombinasiyas sifira barabar olarsa, yoni

o, it o, ax+azas+..+a,a, =0 *)

miinasiboti 6donorss, onda ai,a»,as,....an vektorlar sistemino xatti asili vektorlar sistemi deyilir.
Ogor (*) miinasibati yalniz o, =, = oy =.....= , =0 olduqda ddonarso, onda bels vektorlar

sistemina xatti asili olmayan vektorlar sistemi deyilir.

Vektorlar sisteminin xotti asililiginin asagidaki xassolorini veroak:

1°.Vektorlar sistemi yalniz vo yalniz o zaman xatti asih olar ki, onlardan biri yerdo qalanlarinin
xotti kombinasiyasi soklindo gdstorilo bilsin.

2°.Vektorlar sisteminin hor hansi bir hissesi xatti asilidirsa, onda bu vektorlar sisteminin 6zii do
xotti asilidir.



3° Xotti asil1 olmayan vektorlar sisteminin istonilon hissosi do xatti asil1 deyil.

4° Xotti asil1 olmayan vektorlar sisteminda sifir vektor yoxdur.

Verilon bu xassolorden birincisini isbat edok:

Ovvalca xassonin zoruriliyini isbat edok. Forz edok ki, verilmis vektorlar xatti asilidir. Onda heg
olmazsa biri sifirdan forqli elo «,,,,;.....,, haqiqi adadlori vardir ki, (*) miinasiboti 6donilsin.

Umumiliyi pozmadan farz edok ki, ¢, # 0. Onda (*) miinasibatini belo yazmaq olar:

Ak = A A1+ A, Ao+ Ay Qs oot Ay Biat Ay B+t A, @n 1)
burada /”ti:—ﬁ, i=12,.....k-1Lk+1....n
o

Bu iso o demokdir ki, verilmis vektorlar sistemindo ax vektoru yerds qalan vektorlarin xotti
kombinasiyasidir. indi xassenin kafiliyini isbat edok.

Forz edok ki, verilmis vektorlar sisteminds bir vektor yerds qalanlarin xstti kombinasiyasi

soklindo gostorilmisdir. Basqa s6zlo (1) miinasibati dogrudur. Onda buradan

Aai+d, @+ Azas+....+ A4 Aka—ak+ Ay Akt t+ 4, a0 =0 2

n

Bu iso verilmis vektorlarin xotti asili olmasi demokdir. Belos ki, burada ax vektorunun amsali
A, =-1#0.

2.1ki va ii¢ vektorun xatti asili olmast sorti.

Teorem 3: ki vektor yalniz va yalniz o zaman xatti asili olar ki, o vektorlar kollinear olsun.

isbati: Zoruriliyi isbat edok. Forz edok ki, <’;11 Vo é.z vektorlart xatti asilidir. Onda he¢ olmazsa,
biri sifirdan forqli elo ¢ vo «, adadlori vardir ki,

a, ar+ o, a, =0 (3)
sorti ddonsin. Forz edok ki, o, #0. Onda = —% isaro edok. Bu zaman (3) miinasibatini
asagidaki kimi yazmagq olar. l

a = Aas

Bu iso vektorlarin kollinear olmasi demokdir. Teoremin kafiliyi iso tamamilo agkardir. Belo ki,

vektorlar kollinear oldugda ai=la; vo ya l.ai—Aa, =0 sorti 0donilocokdir. Teorem isbat
olundu.

Teorem 4. Ug vektor yalniz va yalmiz o zaman xatti asili olar ki, bu vektorlar komplanar
olsun.

Isbati: Forz edok ki, a,b,c vektorlar1 xotti asilidir. Onda «, S,y -amsallarindan he¢ olmazsa
biri sifirdan forqli olmaqla

aat Y/ b+ 7/(; =0
miinasibati 6donmolidir. Forz edok ki,  # 0. Onda

=2 Py

yor

burada 1 = —z; = —ﬁ isara etsok
V4 Ve

c=Aa+ub
ifadosini alariq. Bu da vektorlarin komplanarliq sortidir.

Teoremin kafiliyini isbat edok: Forz edok ki, vektorlar komplanardir. Basqa s6zlo onlar1 bir
miistovi tizorino kdglirmok olar. Miistovi iizorinds hor hanst O ndqtosi gotiiriib, homin vektorlar: bu



noqtays koglirsak, teorem 2-do oldugu kimi onlardan birini yerde qalanlarinin xatti kombinasiyasi
soklindo yazmagq olar:

c=Jla+ ub
Vo ya
Aa+ ub—c =0,

Buiso a,b,c vektorlarinin xatti asili olmasi demakdir. Teorem isbat olundu.

§3. Vektorlar fazasi. Fazanin bazisi vo verilmis
baziso nazoron vektorun koordinatlari.

1.Biz yuxarida gostordik ki, vektorun toplanmasi vo ododo vurulmasi asagidaki 8 xassoyo
malikdir:

1°. ato=a

2° a+(-a)=0

2 a+b=b+a

4°, (é+ k_)) tc=a+ (6+ (_:)

5% 1.a=a(-1-a=-a)

6°. a-(8-a)=(a-p)-a

7°. a-(é+l3) —aa+ab

8°. é-(a+ﬂ) =a<’;1+ﬁ<’;l

Gostarilon bu 8 xassani 6doyan bos olmayan istonilon ¢oxluga vektorlar fazasi deyilir.

2.Nizamla gotirilmiis ai,az,..... an vektorlar sistemi asagidaki iki sorti ddoyerss, onda bu

vektorlar sistemino xatti vektorlar fazasimin bazisi deyilir:
1)Bu vektorlar xatti asili olmasin;
2)Fazanin istonilon vektoru bu vektorlarin xatti kombinasiyasi soklinde gdstarils bilsin.
Buradaki bazis vektorlarin sayina fozamin él¢iisii deyilir.

Indi gdstorak ki, nizamla gotiiriilmiis komplanar olmayan ii¢ a,b,c vektorlari sarbast vektorlar
fozasinin bazisi kimi gobul edils bilor. Dogrudan da, bu vektorlar xatti asili deyil. Ciinki, komplanar
deyil. Indi gdstorok ki, fozanin istonilon d vektoru bu vektorlarin xatti kombinasiyast soklindo

gostoarilo bilor. Bunun ti¢iin a,b, ¢, d vektorlarini O noqtesine kdgiiriib onlarin uc ndqtolarini uygun
olaraq A,B, C, D ilo isaro edok. (i vektorunun uc noqtosindon (_: vektoruna paralel ¢okilmis diiz

IN _
xattin AOB miistovisi ilo kasismo ndqtesini D, ilo isara edok. OD, vektorunun uc ndqtosindon a vo

b vektorlarina paralel ¢okilmis diiz xotlorin [OA) va [OB) siialar1 ilo kosismo noqtolorini uygun
olarag A vo B, ilos isaro edok (sokil 9). Sokildon goriindiiyii kimi

b=0Dos+ D,D 4)

OD. = OA + OB,



OA, vektoru a vektoru ilo, OB, vektoru iso b vektoru ilo kollinear oldugundan OA; = a,
OB: = Ab.

D, D vektoru isa ¢ vektoru ilo kollinear oldugundan

D,D=yc
Bunlar1 (4) miinasibstindo nozors alsaq
d=caa+ p b+ 7/(_:

ifadosini almig olariq. Beloliklo, gostordik ki, sarbast vektorlar
fozasinin nizamla gotiiriilmiis komplanar olmayan istonilon iig

vektoru bu fozanin bazisidir.
Demoli, geyd olunan bu foza {i¢olciiliidiir.

Sokil 9.

Biz teoremin isbati osnasinda gostordik ki, fozanin istonilon vektoru bazis vektorlar lizra (5)

ayrilisina malikdir. indi gstorok ki, bu ayrilis yeganadir. Oksini farz edok. Forz edok ki, d vektoru
gotiirdiiylimiiz bazis lizrs basqa bir ayrilisa da malikdir:

&=a<’2‘1+,8t_)+7/(_: (5)
(5) ila (5) ayrilisin torof-torofs ¢ixaq:

(@—a)a+(B—pB)b+(y—7)c=0 6)

a,b,c bazis vektorlar oldugundan onlar xatti asili deyil. Onda (6) miinasibati o zaman 6donilor
ki, buradaki biitliin amsallar sifir olsun. Basqa sozlo
a-a=0 a=a

p-f=0=1p=p
y=r=0 |r=v¢
Demaoli (5) ayrilis1 yeganadir.

Torif: Buradaki ayriliq amsallarina, basqa sozlo «, f3,y -adadlarina d vektorunun (a;b;c)
bazisina nazaron koordinatlar: deyilir vo d= &b, :kimi yazilr.
Umumi halda, ii¢él¢iilii vektorlar fozasmin bazisi {él;éz;és ilo, vektorlar fozasini iso V, ilo

isaro edirlar.

Xiisusi halda eyni bir miistoviyo paralel olan (iizorindo olan) vektorlar ¢oxlugunu gotiirsok,
analoji qayda ilo gostormok olar ki, bu vektorlar goxlugu ikidl¢iilii vektorlar fozasini toskil edir vo
bu vektorlardan kollinear olmayan nizamla gétiiriilmiis istonilon ikisi bu fazanim bazisidir. Tkidlgiilii
fozada tobii ki, vektorlarin koordinatlar iki dona, onun bazis vektorlar itizro ayrilis iso

a=aq,ei+a,e:
soklinds olacaqdir.
Vektorun koordinatlarinin asagidaki xassolorini geyd edok:
1°. Vektorlarin cominin (farqinin) koordinatlar1 bu vektorlarin uygun koordinatlarmin comino
(forqino) borabordir.

Ogor a vo b vektorlarinin koordinatlarini asagidaki kimi isara etsok

a= d'awas } %



b=H.b,b, ¥ H , i=123.

ath = & +b,a, +b,,a,+b, oldugunu alarig.
2° Vektoru adado vurdugda onun biitiin koordinatlarin1 homin adodo vurmaq lazimdir.

Ja= A, 74,/
Ogor bazis vektorlarinin uzunluglart bir-birine borabor olmaqgla, hom do qarsiligh

perpendikulyardirsa, onda bels baziso ortonormal bazis deyilir vo {i, J,K ilo isara olunur. Basqa

sozlo,

€

€,

erles eiles,eoles.
olduqda belo baziss ortonormal bazis deyilir.

Vektorun uzunlugunun koordinatlarla ifadasi

Teorem: Ogar avektoru ortonormal bazisa nozoron a= &,a,,a, :koordinatlarma
malikdirsa, onda bu vektorun uzunlugu =

d=.a’+a+a’ (1) -
diisturu ila tayin olunur. 3 *
. - Ix
Isbati: Verilmis avektorunu vo bazis vektorlarini hor 2 2l
hanst O ndqtesino  kogiiriib, bu vektorlar {izorindo o '
paralelopiped quraq (sokil 10). n
Onda a e
Sakil 10.
é= 6A1+ 5Az+ 075\3 (2)
Burada dA1, 0,1_3\2 , OAS vektorlar1 uygun olaraq i, ], k vektorlart ilo kollinear oldugundan
OA, =|OA| 1,08 =[0A|},0A, = 0A, -k
olacaqdir. Bunlar1 (2)-ds nazars alaq
a-OA~(0A,-i+[0A, - j+/0A, -k
Bu sonuncunu a vektorunun
a=a,-i+a,- j+a,-k
koordinatlarla ifadasi ilo miigayiso etsok
‘OAl = |a1|voA2 = |a2|:OA3 = |a3| (*)

alargq.
Digor torofdon, alinmis fiqur diiz paralelopiped oldugundan onun diaqonalinin kvadrati iig
Olciisiiniin (tillorinin) kvadratlar1 comino barabor olacaqdir.



2
OA,| +|0A,°

)2
PA =|oA|" +

(*) ifadosini burada noazors alsaq
2

a =a’+a’+a’
vo ya

d=.a’+a+a’
alariq.

Teorem isbat olundu.

§ 4. Iki vektorun skalyar hasili

Forz edok ki, bizs sifirdan forqli a vo b vektorlari verilmigdir.
Torif: a vo b vektorlarinmn uzunluglart ilo onlar arasinda galan bucagin kosinusu hasilina

borabor olan adoads bu vektorlarin skalyar hasili deyilir vo a-b yaxud ({;1, t_)) kimi isars olunur.

Onda a va b vektorlarmin skalyar hasili

a-b=|a- b

.COSQ 1)

olacaqdir. Burada go=g b

ailo bvektoru arasmdaki bucaq dedikdo [OA) ilo [OB) siialar1 arasinda qalan bucaq basa
diistiliir (sokil 11).
Vektorlarin skalyar hasilinin torofindon bilavasito alinir ki,

=J;g=¢f (2)

a

\'A2)
CoSp = b 3

a.a\

Ortonormal bazisdo skalyar hasilin koordinatlarla ifadosini ¢ixaragq.

Forz edok Kki, éve t_)vektorlarl {i, J,k :bazisine nozoran

asagidaki koordinatlara malikdir:

é: d’az’aa :1 b= €.b,,b,
1=123

Sokil 11.

Ucbucag]ar iigiin kosinuslar teoremina goro (sokil 11)
2 12 2

a

b

a

b

a-b =|a +p| -

-COSQ




2 2

+

2
N

b

—>

b

-

a

—|

2 a g—g

-COSp=

Burada vektorlarin uzunluglarinin koordinatlarla ifadosini nozors alsaq:
2(a-b)=(a%+a? +a?)+(b2+b? +b2)-|(a, ~b,)? +(a, b,)? +(a, ~b,)? _

bu ifadoni sadolosdirak.

a-b=a,-b +a,-b, +a,-b, (4)
diisturunu alariq. Bu diistura iki vektorun skalyar hasilinin koordinatlarla ifadasi deyilir. a va b
vektorlarinin koordinatlarla ifadssi deyilir. a vo b vektorlarmin

ézalhaz j+a3l2

b=b,i+b, j+b,k
koordinatlarla ifadssini nazora almaqla (4) diisturundan istifads edib, skalyar hasilin asagidaki
xassolorini asanligla isbat etmok olar:

2° (1-a)-b=A(a-b)
. (a+b)-c=a-c+b-c
Indi ortonormal bazisda vektorun koordinatlarinin hondasi manasini gostorok.

Forz edok ki, a vektoru {i, Ik :bazisins nozoron &,a,a, :koordinatlarlna malikdir, onda
é=a1i+a2 ]+a3I2
Bu ifadanin har iki torafini i vektoruna skalyar vuragq:
ai=a,ii+a, jitaki
i ] —ik= 0, ii=1 oldugundan
ai=a -1
voya

- - -
ajcos(a i)=a, alariq.

Analoji gayda ilo homin ifadonin har iki torafini ] vektoruna skalyar vurmagla

—>A—>>

Zcos(a j)=a,,

vo k vektoruna skalyar vurmagla
- >A—>

ajcos(a k)=a,

ifadolorini alariq.

Ogor a vektorunun bazis vektorlarla amolo gatirdiyi bucaqlar1 uygun olaraq ¢,,9,, @, ilo isaro
etsok:
a = ar cos¢g,, 1=123.




ifadosini alariq.

Xiisusi halda a vektorunun uzunlugu vahids barabar olsa onun koordinatlari
a= ebse,,Cosp,,C080,
soklindo olacaqdir.

Burada cos¢,,cos¢,,cos@, adadlorino a vektorunun yonaldici kosinuslar: deyilir.
Vektorun uzunlugu onun koordinatlarinin kvadratlari1 cominin kvadrat kokiino borabor
oldugundan cos’ ¢, +cos’ ¢, +cos® ¢, =1.

indi ds vektorlar cobrina aid bir neco moasals hall edok.

Masala 1. ABC iigbucaginin AB, BC vao AC taroflorinin M, N va P orta noqtolori verilmisdir.

AM,MB, BN, NC,CP,PA PN,PM,MN, MA, BM,NB,CN, PC, AP, NP, NM, MP vektorlarindan
barabar olanlari tapin (sokil 1). &

Holli:

M, N va P iicbucagin AB, BC vo AC toraoflorinin orta P

noqtolorioldugundan a) AM,MB vo PN vektorlari, b) /

BN, NC
Saokil 1.
va I\/TP vektorlari, ¢) CP,PA va NK/I vektorlart; ¢) BM,MA vo NP vektorlari; d) CN,NB va P_)I\/I

vektorlart; ) AP,PC vo MN vektorlar1 borabordir.

Masald 2. Masala 1-ds verilmis vektorlardan kollinear olanlarini toyin edir.
Holli:

a) AM,MB, AB, PN, BA, MA,BM vo NﬁP b) BC,BN,NC,CB,CN,NB, PN va I\/TP vektorlari, c)

AC,CA, AP,PA PC,CP,MN va NK/I vektorlar1 kollineardir. D C
Masals 3. ABCD paralelogram va parallelogramin BC vo
AD toroflorinin E vo F orta noqtolori verilmisdir. Sokildo ' I

E%D+ I;A+ C%E vektorunu qurun. & B

Sokil 2.

Holli:
— - — - — — - —

CE = DF oldugundan ED+ FA+ CA = ED+ DF+ FA= ED+ DA = EA tolob olunan vektordur
(sokil 2).
Mbosala 4. ABCD paralelogram vo onun AD vo BC toroflorinin F vo E orta ndqtalori verilmisdir.

AE— AD vektorunu sokilds gdstarin:
Holli:

AD-+ DE = AE oldugundan (sokil 2) DE = AE— AD olar.

Mosals 5. ixtiyari a vektoru ¢okin va 2a+ /3 avektorunu qurun.
Holli:
Hor hansi d diiz xotti gotiirok vo onun iizorindo ixtiyari O noqtesi geyd edok. O ndqtosindon

OA = a vektorunu ayiraq (sokil 3). O noqtosindon OB = 2a vektorunu ayirag. B ndqtoesindon iso



BC = \/§<';1 quraq. Alinmig OE tolab olunan vektordur (sokil 4, burada MNPQ torafi vahids barabor
kvadratdir, MP = /2, ME =+/3).

J3 @ Q P
P
B SR N el
0 5 A B
po—" " ,
¥ N
Sokil 3.

Mbasals 6. P, = é— 22b+ \/6(_: , I52 = \/2& —45+2 3(_; vektorlar sisteminin Xotti asili olub,

olmadigini toyin edin, burada a,b,c kollinear olmayan vektorlardir.
Holli:

I52 = \/E(z_i— 2\/%+\l6(_: =\2 I51 oldugundan, V2 P, —P,=0 olar, burada o, = V2 £0 vo
ya a, =—1# 0 oldugundan vektorlar sistemi xatti asilidur.

Masala 7. ABCD paralelogrami, garsi-qarsiya duran BC vo
AD toroflorinin E vo F orta noqtolori vo diaqonallarinin O
kasismo noqtosi verilmisdir.

D

C

AB =e; vo AD = e;bazis vektorlar1 gobul edib, EA
vektorunun koordinatlarini toyin edib.
Holli:
Vektorlarin toplanmasinin tigbucaq qaydasina asason yaza bilorik:

AE = AB+BE, BE = % BC vo BC = AD olduguna goros alariq:

- 1 - -

AE = AB+1BC = AB+ 1 AD = e+ le,.
2 2 2
*)A:_A‘>E1 EA:_ él+1é2 = _:I-a_1
2 2

Mbosalo 8. Hor hansi baziso nozoron asagidaki koordinatlara malik a vo b vektorlart
verilmisdir: a= 301 , b= #3-1 .

3a+ 2b vektorlarinin koordinatlarini tapin.

Holli:

3a+2b=3- %01 32 - 43-1 3 4+40+63-2 2 1861

Masalo 9. Diizbucaqli dekart koordinat sistemindo 6z koordinatlart ilo verilmis a vo b

vektorlari arasinda qalan bucagi hesablaym: a= #-13 | b= #3-2 .
Holli:

ol

N
a-
-

al-

Talob olunan bucagi cos(; B)z

diisturu ilo hesablayaq:

-

(=2




2-1+(-1)-3+3-(-2) -7 1

Cosp = - =

J2 (D)2 +32 1P +32 (=27 V1414 2
cosp=—~ip=27
@ 21(0 6

CALISMALAR

1.ABCD trapesiyast vo onun yan toroflorinin E vo F orta noqtolori verilmisdir.

- - - - - > - -

AB,BC,CD, DA, EF, AE,BF,FD, FC vektorlarindan a) borabor olanlari; b) borabar olmayib

kollinear olanlar1 tapin.
e T T T T e S S S e e

2.ABCDABCD paralelopipedi verilmisdir. AB,BC,CD,DA, AA BB,CC,DD, AC,BD, AC,BD, AB,BC,CD, DA
vektorlarindan barabar olanlar tapin.
3.ABC ti¢bucagi, medianlarinin M kosisma noqtasi vo AB, BC, AC toroflorinin F,Q vo R orta

noqtalari verilmisdir. Sakilde a) AB+ BR+ RC; b) AQ+ QC+CF ; v) BR+ RC+CF ; q)CF+ FB+ BA
vektorunu qurun.

4.ABCD paralelogrami, diagnollarinin O kasismo noqtasi vo AB, BC,CD, DA toroflorinin M, N, P,
Q orta noqtalori verilmisdir.

a) I\/TC— C_I): ; b) OHC—CAF P V) O—E)—O_)B 1 Q) C;A— N%F ; d) KB— OE vektorunu sokilds qurun.
5.ABCD trapesiyas1 vo toroflorinin M, N, P, Q orta ndqtolori verilmisdir. a) AT\/I + MHN ; b)
AT\/I + I\/TC 7 V) KB+ B%N+ N%F ;1 Q) KT+ N%F+ F%D vektorlarini sokildo qurun.

6.ABC tigbucagi vo onun AB, BC, CA toraoflorinin M, K, L orta ndqtolori verilmisdir. A_>K, E:)L )

CM vektorlarmi a= AB va b = AC vektorlari ilo ifads edin.
7.ABC tlicbucagi vo onun medianlarinin M kosismo ndqtosi vo AB torofinin D orta noqtesi

verilmigdir. AB,BC, AC,BM,CM vektorlarini a= KD vo b= AT\/I vektorlart il ifads edin.

8. I,m,n vektorlarinin komplanar olmayan a,b vo ¢ vektorlari tizro ayrilislar1 verilmisdir. I,m vo

n vektorlarmin komplanar olub, olmadigin1 yoxlaymn vo komplanar olduglar1 halda onlarin xatti
asililigin1 tapin:

1) I =2a-b-c, m=2b-c-a, n=2c-a-b;

O

2) I=c, m=a-b-c, n=a-b+c;
3) i=é+6+(_), r;]:l?)ﬂ_:, ﬁ:—éﬂ_:.

9.Komplanar olmayan a,b,c vektorlar: verilmisdir. Komplanar olmayan m=ab+ (_:, n=b+ %(_: :

|_3 —ath , (i = b vektorlar sisteminin xatti asililigini toyin edin.
10.ABCD paralelogrami, BC vo AD toraflorinin E vo F orta ndqtalori vo diaqonallarinin O kasigsmo

noqtesi verilmisdir. e:1 = AB, e, = AﬁD vektorlarin1 bazis vektorlart qobul edib asagidaki
vektorlarin koordinatlarini toyin edin:

a) AC;b) OD;v) FC;q) BC;d) EO;e) BD.

11.ABC {igbucaginda BK median1 vo AC torofino paralel olan MN orta xatti ¢okilmigdir. BK vo
MN diiz xatti O noqtesindo kasisirlor.



a) OE — 61 Vo OT\/I — e, bazis vektorlar gobul edib CM,0B,KM va C%B vektorlarinin;

b) KC —e; vo KN =g, bazis vektorlart qobul edib KM,CB,NC vo AN vektorlarinin
koordinatlarini toyin edin.

12.Fozada a(2;:-10), b(Lv2:-5) : c(1:2:5) vo d(L0;2) vektorlar verilmisdir. a)ab; b) ac;v) ad :
q) l;)(_:, d) bd ' e) caadadlorini hesablayin.

13. a+ 3bvektoru 7a-5b vektoruna, a— 4b vektoru isa 7a— 2b vektoruna perpendikulyardir. Sifir
vektordan forqli a va b vektorlar1 arasindak bucagi hesablayin.

14. a vektorunun birinci koordinatt 6, uzunlugu iso 2+/13 -5 borabordir. avektorunun ikinci
koordinatini tapin.

15.a) r?1=3,(c?,.r?1)=30° b) H=5,(E,F)=1350 V) le,((?,B)z—GOo olduqda, m,n va bvektorlarmm

koordinatlarini toyin edin.

16. (;1(2;3;—1), 6(0;1;4) ) E:(l;O;—B) vektorlar1 verilmisdir. Asagidaki vektorlarin koordinatlarini
toyin edin:

a) p, =2a-b-2c; b) p, =a+2b+3c; V) p, = %(é—26+ c).
17. ét(3;—2;4), t_)(5;1;6) Vo (_:(—3;0;2) vektorlart verilmigdir. Asagidaki tonliklorin hor tiglinii eyni

zamanda 0doyon X vektorunu tapin:

ax=4 bx=35 cx=0.



11 FOSIL
MUSTOVI UZORINDO KOORDINAT METODU

§5. Miistavi iizorinds Afin koordinat sistemi.

1. Torif: Miistavi iizarinds har hanst o noqtasi va {el,ez :bazisi gotiirak. Buiicliiya miistovi

iizorinda iimumi dekart koordinat sistemi deyilir vo {0, e1,€> :kimi isara olunur.

Umumi dekart koordinat sistemino bazon afin koordinat sistemi vo ya afin reper do deyilir. O

noqtosindon kegib e_1 -9 paralel olan oxa absis, e -yo paralel olan oxa ordinat oxu deyilir vo uygun
olarag (ox) vo (oy)-lo isaro edilir. O-koordinat

. M
koordinat vektorlar1 adlanir.

Indi verilmis koordinat sistemind nozoren ndqtonin / e
koordinatlar1 anlayigin1 verok. Miistovi {izorindo hor / /

- >
baslangici, ei,€2 1so uygun olaraq birinci vo ikinci /

hanst M ndqtesi gotlirtib, bu ndqtoni koordinat

baslangici ilo birlegdirak. Alinan vektora M ndqtesinin y

radius-vektoru deyacayik (sokil 9). / " X
Sakil 9

N - o
Toarif: OM vektorunun {el,ez bazisina nazoran koordinatlarina M noqtasinin {0,61,62

afin koordinat sistemina nazaran koordinatlart deyilir va M(x,y) kimi isara olunur.
Vektorlar cobrindan bilirik ki, OM vektoru

OM =Xé1+ yéz 1)
kimi yegano ayrilisa malikdir. Onda torifdon ¢ixir ki, (1) miinasibatini 6doyan (X,y) odadlori M
noqtasinin koordinatlar1 olacaqdir.

Indi forz edok ki, verilmis {O,el [P bazisino nozoran

koordinatlar1 (x,y) olan M ndqtesinin qurulmasi tolob

olunur. Bu halda OM vektorunun uygun oxlar iizorindo
paralel proyeksiyalarim1 M, M, ila isars etsak (sokil 10).

Sokil 10
OM =OM;:+OM @)

olar.

Digor torofdon OM: =xe1; OM: =xe: oldugundan M noqtesini (2) vasitesilo asanligla
qurmag olar.

Belolikls, biz gdstordik ki, miistovi {izorindo koordinat sistemi verildikdo miistovinin hor bir
noqtosing bir clit haqiqi adod uygun golir. Eloco do bir ciit (x,y) hoqiqi adodino (1) miinasibati ilo
toyin olunan M ndqtasi uygun golocokdir. Basqa sdzlo, miistavi tizerinde koordinat sistemi vermokla
bu miistovinin noqtalori ilo hoqiqi adadlor ciitii arasinda qarsiligh birqiymotli uygunluq yaratmis
oldug.



Xiisusi halda, verilmis {0,61,6‘2 afin koordinat sisteminin bazis vektorlarinin uzunluqlar

borabor olmagqla bir-birino perpendikulyar olarsa, onda belo afin koordinat sistemino diizbucaqh

€1 =|€2

dekart koordinat sistemi deyilir. Basqa s6zlo

N
M,
M

él'Le_z olduqda, belo afin koordinat sistemi diizbucaql //
/"

dekart koordinat sistemi adlanir vo {O,E,] kimi isaro ////// A

olunur. “H
70

r3

e

zY

Sokil 11
2.Bazi sadd masaldlarin koordinatlarla halli.
a)Uc noqtolori verilmis vektorun
koordinatlarinin tapilmast.

- - - .
Forz edok ki, M;M, vektorunun uc noqtolori har hansi {O,e1,e2 ~afin koordinat sistemino

nozaran (X, Y;), (X,Y,)koordinatlarina malikdir. Bu vektorun koordinatlarini tapaq. Sokil 11-don

goriindiiyii kimi MM, =OM,-OM:= &y, 3%y, 3 % -x,y,—V, . Buradan aydin
olur ki, uc ndqtolori verilmis vektorun koordinatlarin1 tapmaq {g¢iin onun son ndqtosinin
koordinatlarindan baslangic ndqtssinin uygun koordinatlarini ¢ixmaq lazimdir.

b)Verilmis parcani hor hans1 4 nisbatinds bélon néqtonin koordinatlarinin tapilmasi.

Torif: M,M-AMM, (2
sartini odayon A adadina M,M ,M, néqtalorinin sada nisbati deyilir vo =M, M,, M)kimi

isara olunur.
Bu zaman deyirlar ki, M néqtesi M;M, parcasini A4 nisbotinds boliir.

Miistovi lizorindo verilmis {0,91,62 imumi dekart koordinat sistemino nozoron geyd

etdiyimiz ndqtolorin koordinatlarint uygun olaraq (X,,V,), (X,,Y,) va (x,y) isara edok (sokil 11).
Onda M\M = R-x,y-Y,

MM, = R XY, -y
bunlar1 (2)-do nazars alsaq
g Xt AX,
{(x—xl) =206, _ [T
(y_yl):ﬂ'(yZ -Y) _ Y1+ 4,
y = — -
1+4

Bu diisturlara par¢anin A nisbotindo boliinmasi diisturlart deyilir. Xiisusi halda 4 =1 olduqgda
(3) miinasibati asagidak: soklo diisor:

©)

¢)iki ndqto arasindaki mosafa.



Forz edok ki, bizo hor hansi {O;] :diizbucaqh dekart koordinat sistemino nozaran

koordinatlar1 uygun olaraq (X;,V,;) (X,,Y,) olan M, va M, ndqgtolori verilib. Molumdur ki,
M,, M, noqtaleri arasinda mosafo

(MM, =|M,M,| kimidir.

5
Lakin M;M, vektorunun ortonormal baziss nozaran koordinatlari

Mle = &_xl’yz_h

oldugundan p(MM,) :\/(Xz _X1)2 +(Y, _yl)2 4)

(4) diisturuna miistavi tizarinds iki néqts arasindaki moasafa diisturu deyilir.

3.Miistavinin oriyentasiya edilmasi. Oriyentasiya edilmis iki vektor arasinda qalan bucagq.

Torif: Miistovi iizorinds gotiiriilmiis ¢evro boyunca harakatin istiqamatlorindan biri qeyd
olunmussa, onda deyirlar ki, miistavi oriyentasiya olunmusdur.

Adotan ¢evra boyunca harokatin saat oqrabinin oksino olan istiqgamotini miisbat istigamot qabul
edirlor. Bu zaman deyirlor ki, miistovi sag oriyentasiyalidir.

Miistovini bazis vektorlar vasitasilo ilo do oriyentasiya edirlor. ©gor miistovi ilizorindo verilmis

{el,ez ibazisindaki e1 -1 qisa yolla e, iizorino salmaq {igiin O

noqtasi otrafinda donmo saat aqrobinin donmo saat aqrobinin oks
istigamotindo olarsa, onda belo baziso sag oriyentasiyali bazis,

- —_ - {_
bu bazisin toyin etdiyi {0,61,6‘2 ~ koordinat sistemino 189 sag %
7
oriyentasiyali koordinat sistemi deyilir. A
Sokil 12.

Yox, ogor horokot saat oqrabi istigamotindo olarsa, onda {91,62 bazisino sol oriyentasiyali

bazis, koordinat sistemino iso sol oriyentasiyali koordinat
sistemi  deyilir.  Sokil 12-do  verilmis bazis sag
oriyentasiyalidir.

Sokil 13.

Oriyentasiya edilmis miistovi iizorinda ailo b arasinda qalan bucaq dedikdo a-n1 b -nin iizarino
salmaq U¢iin onlarin kasismo noqtasi otrafinda saat aqrabinin oksi istigamatindoki déonma bucagi
miisbat, oks halda iso bu bucaq monfi gobul edilir. Sokil 13-do gostorilmis vektorlar ii¢lin

a-b= @ -dirso,
B?g:—(p Vo ya
Bﬁg:Zﬂ—(o -dir.
Basqa s6zlo, miistovi sag oriyentasiyali olduqda a vo b vektorlari arasinda galan bucaq

g. B:(o -dirso



sol oriyentasiyali olduqda ave b vektorlari arasinda qalan bucaq

a b=—¢ olacaqdur.
4.Ucbucagin sahasi
Forz edok ki, bizo oriyentasiya olunmus miistovi {izorinds har hansi

Y
|

Sokil 14.

{O, i, ] -diizbucaqli Dekart koordinat sistemine nozoran topa néqtolerinin koordinatlart M, (,, ;)

. M,(X,,Y,), M;(X;,Y,) olan iighucaq verilib. Bu iligbucagin sahasini hesablamaq {iglin diistur

¢ixaraq.
Bilirik ki, topa ndqtoleri M,,M,, M, olan iicbucagin sahasi
SAzi% MM, |- |M;M,|siny *)

diisturu ilo hesablanir. Burada v = M|\M, MM ,.
Vektorun koordinatlarinin diizbucaqli dekart koordinat sistemindo hondosi monasindan bilirik

ki,
a
o Cosp = —
a1 =[alcose ‘a
= (5)
_ 0 _ a,
a:=alsing |[sinp=—%
a
(sokil 14-9 bax).
_ y 4 -
Burada ¢ a vektorunun (ox) oxu ilo amoalo gotirdiyi b

bucaqdir.

Indi diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozoron
koordinatlar1 verilmis iki vektor arasinda galan bucagin sinus va
kosinusunu hesablayagq.

)

s > - -1 4
i a=a, | b=g, a b=¢ isars edok. Sokil 15-do goriindiiyii i p
- - o
Kimi, p=p-«. - - .
Onda
Sakil 15.

sin ¢ =sin(f — «) =sin fcosa —sin acos S
(5) ifadesini burada nazars alsaq



b, a, a, b

sinp=—-—-—5-—Vvoya
‘b a |a |b
sin @ :M.
al-b
Analoji qayda ilo
a,b, +a,b, . .
cosgp = ——1——2-2 ifadosini ¢ixarmaq olar.
al-b
a=./a’ +a’
) oldugundan
a =./b’+b’
. a,b, —-ba
S|n(0 - 2 - 22 3 22 2
\/al +a, ~\/b1 +b,
cosp = a,b, +a,b,

\/a12 + a§ '\/blz + bz2

Bunlardan birincisini tigbucagin (*) saha diisturunda nozoro alaq

(Xz - X1)(Y3 B yl) - (yz B yl)(x3 — Xl)

S, =J_r% MM, |- IM;M,|-siny = £M,M, |- M, M, |x
ya
SA =i£ X; = X X3 — X%
2 YZ_Y1y3_Y1
olar.

(6)

Vo

()

Bu diistur diizbucaqli dekart koordinat sistemino noazoron tope ndqtolorinin koordinatlari

verilmis ticbucagin saha diisturu adlanir.

5.Afin koordinat sisteminin afin koordinat sistemina ¢evrilmasi.

Forz edok ki, bizo {0, eres

Vo {O,el D) timumi dekart koordinat sistemlori verilmisdir

(sokil 16). Miistovi lizorindo hor hanst M ndqtesi gotiiriib
verilmis koordinat sistemlorino nozoron onun koordinatlarini

uygun olaraq (x,y). (x,y) kimi isaro edok. Bunlar arasinda

olaqa diisturunu ¢ixaraq.

Bunun {iciin II sistemin bazis vektorlarini va eloca do baglangicini I koordinat sistemine nazaran

koordinatlarini agagidaki kimi isara edok vo onlarin I baziso nozoron ayrilisini yazaq:

e = {el Lexn 3C,e1+Cy, e



e = {clz;c22 Fc,e4Cy e

0(Xo, ¥o)
M noqtesinin I sistema nozoron koordinatlari (x,y) oldugundan

OM = xer+ yéz

vo M noqtasinin II sistemo nozoron koordinatlari (x,y) oldugundan OM = X1+ yéz eloco do
00 =x, o1+ Yo e olacaqdir. Istonilon O,0,M néqtaleri iigiin

OM =00+0OM &)
ifadasi dogrudur (sokil 16).

- -

OK/I ,00,0M va elaca da él, éz vektorlarinin yuxaridaki ifadasini (*)-da yerins yazaq.
X(_%1+ yéz =X, é1+ Yo (_92+ Xé1+ yéz
X €1+ y(_az =X, o1+ Yo e+ x(cy, o1+ Cyy éz) +y(cy, er+ C,, (_92)
Bu ifadoni e; vo e -yo nozaran qruplasdirsaq

Xe1+yez2 =(X, +C; X+Cp,Y)e1+ (Y, +CpyX+CpY)e2
Vektorlar borabardirss, onda onlarin uygun koordinatlar1 da borabardir, basqa sozlo
X=C
{ 1lX + C12 y + XO (8)
Yy=CuX+CpY+Y,
(8) diisturlarina afin koordinat sisteminin afin koordinat sistemina cevrilmasi diisturlar1 deyilir.
Afin koordinat sisteminin ¢evrilmasinin xiisusi hallarina baxaq.

a)Tutaq ki, verilmis sistemlorin baslangici iist-listo diisiir (sokil 17 a) O=0. Onda X, =y, =0
olacaqdir. Bu zaman (8) diisturu asagidaki kimi olar:
{x =C,X+CpY
y=CyX+Cpy

(81)

4

—ﬂ & a) | " Of : l:)

Sokil 17.
Bu diisturlara koordinat sisteminin 6z baslangici atrafinda dondoarilmasi diisturlar1 deyilir.
b)indi farz edok ki, ikinci koordinat sistemi birinci koordinat sisteminin paralel kogiiriilmasi
naticasinds alinmigdir (sokil 17 b). Basqa sozlo koordinat sistemlori yalniz baslangici ils forqlonir:

(_91=é1, éz =é2, 020
Onda (8) diisturlar1 asagidaki soklo diigocok:



{x:x+x0 ®)
Y=Y+Yo

Bu diisturlar koordinat sisteminin paralel kogiiriilmasi diisturlar1 adlanir.
6.Diizbucaqh dekart Kkoordinat sisteminin diizbucaqh dekart koordinat sistemind
cevrilmasi.

Forz edok ki, bizo oriyentasiya olunmus {0;] \)

{o,i,] ' kimi iki diizbucaql dekart koordinat sistemlori

verilmisdir. ©Ovvalco forz edok ki, bu koordinat sistemlori /
eyni oriyentasiyalidir vo eyni baslangica malikdir. Bilirik A% 13 4

ki, diizbucaqli dekart koordinat sistemindo vahid vektorun a
koordinatlar1 onun yonaldici kosinuslara borabardir. Basqa 6 =
s0zlo

Sokil 18.
i= ehsa;cos@0° —a) 3 ehsa;sina

j= cbs©0° +@);sin(90° + o) 2 Ssina;cosa

4)’.‘
Burada a=i i’ . Bunlar (8)-do nozors alag.
X =XCoSa —ysina + X,
y =XSina+ycosa +Y,

(91)

Bu disturun determinanti
CoSa —Sin«

sin ¢ —CcoSsa

o= =1 olacaq.

Indi forz edok ki, verilmis koordinat sistemlori miixtolif oriyentasiyalidir. Yeno do i vo i
5t >

arasindaki bucagi o iloisaro etsok (i i’ =« ), onda i vo j vektorlarinin koordinatlar
i = épsa;sina

j= eps@0° —); —sin(90° —a) 3 sha;—cosa  olacaqdir.
Yeno do bunlari (8) diisturunda nozors alaq
{x = XCOSc + Ysin a + X,

(92)

y=Xsina—ycosa + Y,
burada iso
Ccosa —Sina

= -1 olacaqdur.

sina —cosa
(91) va (97) diisturlarini birlosdirsok, asagidaki imumi diisturu alariq.
X =XCO0Sx — gy sin a + X,
{y =XSina +¢gycosa +Y,

)

¢ =1 olduqda eyni oriyentasiyali diizbucaqli dekart koordinat sistemlorinin, &€ = -1 olduqda iso
miixtolif oriyentasiyali koordinat sistemlorinin ¢evrilmosi diisturlarini almis olurug.
7.Polyar koordinat sistemi.

Oriyentasiya edilmis miistovi iizorindo hor hansi O ndqtosi vo evahid vektoru gotiirok. o

noqtosindon kegib, miisbot istiqgamoti e vahid vektoru ilo toyin olunan OP siias1 gotiirok. Bu ciir



toyin olunmus hondosi obraza polyar koordinat sistemi deyilir vo belo isara olunur: {O,(_e O-

ndqtasing polyus, OP oxuna iss polyar ox deyilir.
Gostorak ki, bu koordinat sistemi vasitosilo ndqtonin miistovi iizorindoki voziyyeti birqiymaotli

tayin olunur. [OM|=p;e OM =g isars edok (sokil 19 a).
Onda agkardir ki, p vo ¢ odadlorino miistovi {izorindo yalniz bir néqto va torsino, hor bir

noqtaya bir ciit ( p, ¢ ) adadlori uygun golocakdir. Basqa s6zlo gqeyd olunan bu adadlor M négtasinin

miistovi lizorinds voziyyatini birqiymatli toyin edir. Bu adadloro M ndqtesinin polyar koordinatlar
deyilir vo bels isars olunur: M (p,®). p -polyar masafs, ¢ -polyar bucaq adlanir. Burada 0 < p <oo

y, —ASQPST.
o =0 oldugda bu noqts polyusla iist-lista diistir vo bu he¢ bir mona kosb etmir.
Asagidaki noqtelari polyar koordinat sisteminds quraq:

M (4,%), N (3,—%) (sokil 19 b).

VICREL!

0 e P by

« T
a) N(@3.-5)

Sakil 19.

Indi noqtonin polyar koordinatlar1 ilo diizbucagl dekart koordinat sistemino nozoron

koordinatlar1 arasindaki olaqe diisturlarini yazaq. Bunun {igiin elo {O,i,] diizbucaqli dekart

koordinat sistemi gotiirok ki, onun baslangict polyusla, absis oxu iso polyar oxla {ist-listo diigsiin
(sokil 20). Gétiirdilylimiiz M noqtosinin dekart koordinatlarini (x,y), polyar koordinatlarini iso ( p, @

) ilo isara edok. Onda sokil 20-don askardir ki,

X = pCO0S
{ pe0 (10)
y=psing
Buradan
Y
p=x"+y’
y (11) M
tgp ==
X y
Bu diisturlar polyar koordinatlardan diizbucaqli '
dekart koordinatlarina vo torsino Kke¢id diisturlar: 1 ® B P
adlanir. 0 27 X

Sakil 20.



§ 6. Miistovi iizorinds koordinat metodu.

1.Miistovi iizorindo koordinat metodunun mahiyysti hondosi fiqurlar1 odadlor, tonliklor,
barabarsizliklor vo eloco do onlarin sistemlori vasitosilo analitik sokildo vermokdon ibaratdir.
Koordinat metodunu daha doqiq sorh etmok ii¢lin «Hondossi fiquru toyin edon sort» anlayisini verak.

Forz edok ki, bizo miistovi lizarinda {0,81,62 afin koordinat sistemi vo har hans1 @ fiquru

verilmisdir. Ogor @ fiquruna daxil olan istonilon néqtonin koordinatlar1 verilmis hor hansi tonlik vo
ya borabarsizliyi (sistemlorini) 6doyarsa, vo bu fiqura daxil olmayan istonilon néqtonin koordinatlar
geyd olunan tonlik vo ya borabarsizliyi (sistemlorini) 6domozsos, onda bu tonlik vo ya barabarsizliys
(sistemino) homin @ fiqurunu tayin edon sart deyilir. Xiisusi halda ogor bu sort bir dona tonlikdon
ibarat olarsa, onda bu tokliys homin fiqurun tanliyi deyilir.

Miistovi iizorinds koordinat metodunu dyronmak {igiin adston asagidaki iki mosaloys baxilir:

a)Hondossi fiqurun xassalari vasitasils onu toyin edon sorti (tonliyi) yazmag.

b)Hondasi fiquru tayin edon sort verildikdo onu koordinat sistemine nozaran qurmag.

Birinci masalays aid niimuno gostorok:

Uygun olaraq B,;(0;2) B,(0;4) ndqtolorindon kegib, (0x) oxuna paralel olan |, vo |, diiz xatlori

arasinda qalan zolagi toyin edon sorti yazin.

Askardir ki, bu zolaq arasinda yerloson istonilon néqtonin x-i no olursa, olsun y-i
2<y<4

arasinda yerlogmolidir. Elo bu da homin zolag: toyin edon

sortdir (sokil 22). 77777777 T
Ikinci mosaloys aid niimuno gdstorak. //////////// // / ,/// ///?
0<x< 4} [// L4 / / [/

i

0<y<3

sartini ddoyon handasi fiquru diizbucaqli dekart koordinat
sisteminds qurun:
Birinci sortdon moalum olur

0 X

Sokil 22.

ki, bu fiqurun biitiin ndqtalori (0x) oxunun miisbat istiqgamatinda yerlosib, absisi 4-ii agmur.

Demali belo noqgtalor coxlugu ordinat oxu ilo bu oxa paralel olub, ondan 4 vahid uzaqliqda
(miisbat torafda) yerlogon diiz xotlorin toyin etdiklori zolaqda yerlogir (sokil 23).

Ikinci sortdon iso eyni qayda ilo miioyyan olur ki, axtarilan hondosi fiqurun ndqtolori absis oxu
ilo ordinat oxundan 3 vahid ayirib, bu oxa paralel olan diiz xatlorin toyin etdiyi zolaqda yerlosir.

Basqa so0zlo, axtarilan fiqur geyd olunan zolaglarin kosismosindon ibarst olan OACB
diizbucaqlisidir (sokil 23).

2.Cabri xatt vo onun tartibi. Cevranin tonliyi.

Miistovi tizerindo koordinat metodunu Oyronorken
xott anlayisindan daha tez-tez istifado olunur. Xatto

misal olaraq diiz xotti, ¢evroni, parabolani, sinusoid B~~~
.. .. 4 /7 /F [f/éf\/‘/ Y A AT
xottini vo s. gostormok olar. / £/ AL / ALLL S F
Ogor xattin tonliyini hor hansi / / " 77;//\ vy 1 /,/‘ ///,
afin koordinat sistemina nazaran / // /‘/‘j’-—/{ TR
F(x,y)=0 (1) soklino gotirmok / [ I y / JA &

mumkiindiirsa, onda bela xatto cabri
xatt deyilir. s T
Burada F (x,y) x va y-o nozoron ¢oxhadlidir. g i

Sokil 23.



Bilirik ki, coxhadli dedikdo hadlori a,x™y" soklinds olan ifads basa diisiiliir. Burada m+k € N

ododino haddin daracasi, hadlorin an yiiksok doracasine iso bu ¢oxhadlinin daracasi deyilir. (1)
tonliyinin doracasing is9 onun toyin etdiyi xattin tortibi deyilir.
Ikitortibli xotto aid ¢evroni misal gostormok olar.

Bilirik ki, markozi koordinat baslangicinda yerlosib, radiusu r olan ¢evranin tonliyi x* +y? =r?
soklindadir. Bu tonlik ikiderocali oldugundan cevra ikitortibli xotdir. O da melumdur ki, B(e, f)
morkozli ¢evronin tonliyi

(x-=a) +(y=-p)" =r’
soklindadir. Bu tonliyi agsaq,
X* +y? + Ax+By+C=0
soklino diigor. Burada A=-2a, B=-243, C = a? +,82 —r2.

Buradan belo noticoya golmok olar ki, ogor ikitortibli xottin {imumi tonliyinde x* vo y?-min

omsallar1 eyni olarsa, onda bu tonlik ¢evronin tonliyidir.

§ 7. Vektorlar cabrinin va koordinat metodunun maktab
handass kursunun masalalarina tatbiqi

Vektorlar cobrinin vo koordinat metodunun kdmaoyilo moktob handaso kursunun bir ¢ox isbat vo
hesablama masalalorini asanligla hall etmak olar.

Belo moasololorin  holli niimunslorino baxaq: oavvalco,
vektorlar cobrinin kdmayi ilo asagidaki masalalori hoall edok.

Mosals 1. Ugbucagin bir topaden ¢ixan iki torafi vo bunlar
arasindaki bucaq verilmisdir.

Sokil A.
Bu tigbucagin geyd olunan topasindon ¢okilmis medianin uzunlugunu tapin.
Verilirr AB=c, AC=b,<A=a.
ABC iigbucagini paralelograma tamamlayaq (sokil A). Onda vektorlarin paralelogram qaydasi
ilo toplanmasindan

AD = AB+ AC.
Burada AD vektoru iighucagin A topasindon ¢ixan medianin iki mislins borabar oldugundan
2 AM = AB+ AC

olar. Bu barabarliyin haer iki torofini kvadrata ytliksoldok:
2 2 2

4AM = AB +2AB-AC+AC 1)

Har bir vektorun skalyar kvadrati, basqa s6zls, 6z-6ziins skalyar hasili bu vektorun uzunlugunun

kvadratina barabor oldugundan
2 2 2

AB = =cZ,A%C =

2

=b?, AB-AC=c-b-cosa

-

AB

-

AC

ifadalorini (1)-ds nazars alsaq:

N 2
4AM| =4m =b® +c” +2bccosa vo ya

m, = %\/b2 +¢% +2bccosa

ifadosini alariq.
Analoji qayda ilo digor medianlar {i¢iin do asagidaki diisturlar1 ¢gixarmaq olar:



m, = %\/a2 +c¢* +2bccos B

m, = %\/a2 +b?® + 2bccosy

Burada g ticbucagin BA vo BC, y iso CA va CB toraflari arasinda galan bucaqdir.

Gorlindiiyli kimi, vektorlar vasitasilo ¢ixarilmig bu diisturlar digor tisullardan kifayot qodor
asandir. Indi do bir isbat mosalasini hall edok:

Mbasals 2. ABC iicbucagimin medianlarinin kosismo ndqtosinin M, O ndqtesinin ise fozanin
ixtiyar1 noqtesi oldugunu bilorak,

oM :%[5A+ OB+ OE} 4
oldugunu isbat edin (sokil B).
Holli:

Sokil B-don goriiniir ki, vektorlarin toplanmasi
qaydasina goro,

OA = OM + MA
OB = OM + MB
OC = OM + MC

Sakil B
Bu toraf-torafs toplayag.

OA+0B+0C =3OM+[MA+ MB+ MC} 2
gostarak ki,
MA+ MB+ MC =0
Dogrudan da sokildon goriindiiyii kimi AAMB -ni paralelograma tamamlasaq,

MA+MB = 2 MF
digor torafdon

2 I\/TF =— I\/TC bunu (3)-do nazars alsagq.
I\XA+ I\XB =— I\/TC voya

I\/TA+ I\/TB+ I\/TC =0.
Bu sonuncunu (2) ifadosinds nozors alsaq,

OA+OB+0C =30M
voya O_)I\/I = %[6A+ O—>B+ O_E:} barabarliyini alariq.

Mbasala 3. Verilmis ABC iicbucaginda D noqtesi B ilo C arasinda yerlosdikdo asagidaki
baraborliklorin dogru oldugunu goéstarin:

AB’DC + AC*-BD- AD?-BC=BC-DC-BD. ¢

*) |
Isbati: j 4
Bu masaloni koordinat metodu ils hall edacayik. =

B=0| ! D C

Ela {O, i, ] :dekart koordinat sistemi se¢ok ki, onun



baslangict verilmis {icbucagin B toposi, absis oxu iso BC torofi ilo iist-listo diigslin. Bu ciir
koordinat sistemindo lighucagin
toraflorinin koordinatlarini asagidak: kimi isars edok: A(e, £), C(v,0), D(5,0).
Burada BD =6, BC =V (sokil C).

Indi (*) miinasibotino daxil olan biitiin partalarin uzunluqlarini iki néqto arasindaki mosafa
diisturuna goro hesablayagq.

AB=a’ + pB° BC=v
AC = (a—V)* + p* BD=46
AD? =(a—06)* + p° DC=v-6

Bunlar1 (*) miinasibatindo nozars alib, sadologdirak.
AB?.DC + AC-BD- AD?-BC = (a® + B2)(v- )+ | —v)? + g2 4 -
-0+ B - av—ats+ p- A5+ PS5 + V25 + B2 — 2av5 —
—a*v-38* - B -2ad =v*6 -5°v=vS(v-35)=BC-BD-DC.
Beloliklo,
AB?.DC + AC-BD- AD*-BC =BC-BD-DC.
Bu da teoremin isbatidir. Bu teorem Stiiart teoremi adlanir.
Burada D ndqtesi ligbucagin bir torofi {lizorindo gotiiriilmiis ixtiyari noqto oldugundan (*)
diisturundan tigcbucagin ixtiyari topasindon ¢okilmis median, tonbdlon va hiindiirliiyiin uzunlugunun
hesablanmas ti¢lin diistur ¢ixartmagq olar.

Bu diisturdan istifado edib medianin hesablanmasi tigiin diistur ¢ixardaq:
Bu halda D noqtesi BC pargasinin orta ndqtesi, BD=DC olacaqdir. AB=c, BC=a, AC=b va

AD=ma isaro etsok, onda BD = DC = g olacaqdir.

Bunlar1 (*) miinasibatindo nozors alsaq, median ii¢iin
, b*+c* a’
0 = —— Voya
2 4
medianlar {i¢cliin malum olan

m, = %\/ b?+c®-a’ diisturunu alariq.

Mbosala 4. Verilmis r radiuslu ¢evro tizorindo gotiiriilmiis A noqtosindon kegon biitiin votorlori
A # =1 nisbotinds bolon @ noqtaler goxlugunu tapin.
Holli: Bu massloni do koordinat metodu ilo hall edacayik.

onun moarkazi ¢evronin moarkazi ilo {ist-iista diismoklo, absis oxu é M
cevro lizorindo verilmis A noqtesindon kegsin. Bu koordinat
sistemindo A ndqtasi (-1,0) koordinatlarina malik olacaqdir. \ 0

B ndqtesinin  koordinatlarint  isa  (X,,Y,), M noqtesinin \

Ela {O, }, ] diizbucaqli dekart koordinat sistemi gotiirok ki, / ﬁ;\'i
3
I:=*

koordinatlarini is9 (x,y)-lo isaro edok.

Saokil D.
Masalonin sorting gora
AM i voya AM = 1-MB
MB
Bu ifadoni koordinatlarla yazsaq,
X_—r+/1x2_ Ay,

1+4 1+



M noqtasinin AB vatarinin uc néqtalarine diismadiyini (A # —1, 4 # 0) nazars alsagq.

« 1+ VL y _1+/‘ty (1)
! 1+4] % 4
B(X,,Y,) verilmis ¢evrs lizorinds oldugundan onun koordinatlari verilmis gevranin
X2 + y2 — r2

tonliyini 6domalidir. Basqa sozlo,
X2 +yl=r?.
X,, Y, -nin (1) ifadssindoki qiymatlorini burada nozars alsaq,

1+ A7 r P o[1+a7 ,
— | | X+ +|— =r° voya
2 1+ A 2

2 292
{x+—r J +y?= r4 - )
1+ 4 @+A2)
Biz gostordik ki, agor M(x,y) ndqtasi verilmis sorti 6doyan noqtolor coxluguna daxildirse, onda
onun koordinatlari (2) tonliyini 6doyar.

Asanligla gostormok olar ki, koordinatlar1 (2) tonliyini 6doyon har bir M(x,y) ndqtasi yuxarida

geyd olunan noqtaler ¢oxluguna daxildir. Bu noqtalor goxlugu ilo [5;0} morkozli R = %
+ +

radiuslu ¢evronin tonliyidir.
Indi ds koordinat metoduna aid bir neca masalo hall edok.

Maosalo 1. Afin koordinat sistemindon istifado edorok
A(2,-3) noqtasini qurun. ‘
- - - - (5
Halli: ©vvolco OM 1 =2e vo OM, =—-3e; vektorlarim 0
qurag.
Sonra iso bu vektorlarin komayi ilo

/“V

L N
OA = 2e1—3e; vektorunu quraq (sokil 1). e
Alman A axtarilan noqtadir. Belo ki, "
- - — Ml A
OA=0M:+0OM:
Sokil 1.

Masala 2. Topalori A(1,4), B(-5,0) vo C(-2,-1) noqtalorinds yerlogon ticbucagin medianlarinin
kasisma ndqtesini tapin.

Holli: Ucbucagin AB torofinin ndqtesini D ilo, medianlarin kosismo ndqtasini iso M ilo isaro
edok (sokil 2).

D(x,y) noqtasinin koordinatlarini tapagq: C
X:1+(—5) _ 2.
2 M e
_4+0 . . A T
y = 5 " 2, demoli D(-2;2) D B
Saokil 2.
OM . e : .
MO =2 oldugundan M (X,,Y,) noqtesinin koordinatlarini hesablaya bilarik:
-2+2(-2) -6 -1+2-2 _
0:—:_:_2’ y0:—:_ ;
1+2 3 1+2



Belaliklo, verilmis licbucagin medianlarinin kasismo noqtosi M(-2;1) olacaqdir.
Masala 3. Topa noqgtalari verilmis ABC tligbucagimin AM medianinin uzunlugunu tapin: A(5;-4),
B(-1;2), C(5;1).
Holli: AM median olduguna goéro M ndqtosi BC torofinin orta ndqtesidir. M ndqtosinin
koordinatlarini tapaq:
_ XX —1+5:2, y
2 2 2 2 2

CYaty, 2+1_§

X

Demoli, M [2; %} .

Indi AM pargasinin uzunlugunu tapaq:

2 g /
AM=_[(+2-5)*+ 34| - +u: 157 _ 157
2 4 4 2

Masald 4. Absisi x=+7 vo N(-1;5) noqtasindon masafosi MN=10 olan M noqtosinin ordinatini
tapin.
Hballi: M noqtasinin ordinatini y ilo isars etsok,

10=/(7+1)% +(y—5)> =100 =64+ (y—5)° = y*> —10y —11=0.
Y, =5+4/25+11=5+6, y, =11, y,=-1.

olar.

Masalonin gortini iki ndqte ddayir:

M, (71D, M,(7,-1).

Mosala 5. Topalori A(-1;3), B(2;-5) vo C(0;4) noqtolori olan ABC iigbucagi verilmisdir.
Ugbucagin A bucagm tapmn.

Holli: ©Ovvalco A bucagini amalo gotiron AB vo AC vektorlarint koordinatlarini toyin edak:

AB(2+1-5-3)- AC(0+L4 —3) = AB(3:-8), AC(LL)
Indi bucaq diisturundan istifads edib tolob olunan bucag: tapaq:
2> 31+(-8)-1 -5 -5
cosl AB, AC |= = =
( j V9+64-V1+1 /73../2 146

- " > _5
cos AB, AC |=———.
{ J J146
Mosala 6. Ixtiyari OAB iicbucagi verilmisdir. Oél,éz koordinat sistemindon Oél,éz koordinat
sistemina kecid diisturlarin1 yazin, burada

B
- - = — \3\
e1 =0A e, =0B h ~
- - - - . ‘\\
O=Ae = A0, e, =A0 (sokil 3).

Sokil 3.

Hbolli: 3-cii sokilo gora
O=A0(L0),e; = AB=OB—OA=—g;+€e, = e:(-L1),e2 = AO = —OA+Oe; =
- _e+0e; > e (-L0)
afin koordinat sisteminin afin koordinat sistemino ¢evrilmasi diisturlarina osason yaza bilorik:

X=—X—-y+1 :>x=—x—y+1,
y=x+0y+0O, y =X,



CALISMALAR.

1.Diagnollar1 koordinat oxlara paralel olan paralelogramin iki qonsu A(1;3) va B(2;-1) topa
noqtoesi verilmisdir. Onun galan iki topasinin koordinatlarini tapin.

2.A(0;0), B(3;1) vo C(1;7) topali lighucagin diizbucaqlt oldugunu isbat edin.

3. Topolari F(-2;1), Q(4;8) vo R(0;6) noqtalorindo yerloson licbucaq verilmisdir. Bu {igbucagin
daxili bucaglarindan korbucaq olan1 varmi?.

4.Koordinat bucaginin tonbdloni iizorindo M(8;0) ndqtesindon 10 vahid masafodo olan ndqtoni
tayin edin. (Koordinat sistemi diizbucaqlidir).

5.Morkazi C(6;7) noqtesinds yerloson radiusu r=5 olan ¢evra verilmisdir. A(7;14) ndqtosindon
bu ¢evraya toxunanlar ¢okilmisdir. Onlarin uzunlugunu hesablayn.

6.M(0;2) vo N(2;4) ndqtolorindon kegon diiz xott (OX) oxu ilo hansi bucaq amolo gotirir.

7.(0X) oxu flzerindo, koordinat baslangicindan vo A(9;-3) noqtoesindon borabar masafado
yerlagon ndqte tapin.

8.1ki qonsu A(2;0) vo B(5;3v/3) topasi verilmis diizgiin altibucaglinin moarkozini toyin edin.

9.ABC fi¢cbucagmin xaricina ¢okilmis c¢evronin morkozinin koordinatlarim1 vo radiusunun
uzunlugunu tayin edin: A(2;2), B(-5;1), C(3;-5).

10.A(-4;2) noqtesindon kegon vo B(2;0) ndqtasindo (OX) oxuna toxunan g¢evronin morkozini
toyin edin.

11.Topalarinin (-2;1), (2;-2) va (8;6) koordinatlarina goro tighucagin perimetrini vo sahosini
hesablayn.

12.Diiz xott Oziiniin iki A(-1;4) vo B(2;1) ndqtasi ilo toyin olur. Homin diiz xatt {izorinds
yerlason va absisi x=5 olan ndqtoni tapin.

13.A(1;3), B(4:;7), C(2;2) vo D(-1;4) noqtelori verilmisdir. ABCD doérdbucaqlisinin
paralelogram oldugunu yoxlayin vo AB torafini oturacaq gobul edib onun hiindiirliiyiinii hesablayin.

14.Taopalorinin koordinatlart molum olan ticbucagin medianlarinin uzunlugunu hesablayin: A(3;-
2), B(5;2) vo C(-1;4).

15.Bircins tirin agirliq markazi M(5;1) noqtasinda yerlasir; uclarindan biri isa A(-1;-3) noqtasi
ilo iist-listo diisiir. O biri ucun vaziyyatini toyin edin.

16.Ugbucagin toraflorinin orta ndqtolori molum oldugda, onun topalarini tapin: F(3;-2), Q(1;6)
vo R(-4;2).

17.Paralelogramin iki qonsu A(-4;5;-7) vo B(2;6) topa ndqtosi vo diagnollarinin M(3;1;5)
kosisma ndqtasi verilmisdir. Onun galan iki topasinin koordinatlarini hesablayin.

18.Koordinat baslangicindan ¢ixan va A(4;3) noqtesindon kegon siia {izorindo elo B ndqtasi
tapin ki, koordinat baslangicindan ona qoader olan masafs 9-a borabar olsun.

19.Polyar koordinatlarla verilmis asagidaki noqtolori qurun:

st o3} ) ofsi e

{5} o5 3] o)

20.Torofi a-ya borabor olan diizgiin altibucaqglt verilmisdir. Onun topslorindon birini polyus vo
ondan kegan tarafi polyar ox gobul edib, qalan topslorinin polyar koordinatlarini tapin.

21.ABC ticbucaginin topolorinin polyar koordinatlar1t verilmisdir: A[S; %}, 8[8; %}

C[3; %T} verilmis ticbucagin barabaryanli oldugunu isbat edin.

22.ABC iigbucagi verilmisdir. A[9;%}, 8[12;1—75[}, C{lO;%] Onun sahosini hesablayin.



23.Diizbucaqlt dekart koordinatlart verilmis A(-1;1), B(0;2), C(5;0) ndqtolorinin polyar
koordinatlarini toyin edin.

24 Polyar koordinatlar1 verilmis A[Z;%}, B{\/E;sjﬂ] C{S;%}, D[3; %} noqtolorinin

diizbucaqli dekart koordinatlarini tapin.
111 FOSIL
MUSTOVI UZORINDO DUZ XOTT

§ 8. Diiz xattin verilmasi iisullar1 vo miixtalif tanliklori.

1.Tarif: Diiz xatta paralel olan va ya onun iizorinda yerlogan har bir avektoruna bu diiz xattin
yonaldici vektoru deyilir.

Tarifdon ¢ixir ki, har bir diiz xattin sonsuz sayda yonoldici vektoru var. Malumdur ki, diiz xottin
bir ndqtasi vo yonaldici vektoru verilmissa, bu diiz xatt miistovi {izoerinds birqiymatli toyin olunur.
Bels ki, verilmis noqtaden verilmis istiqgamato paralel yalniz bir diiz xott kecirmok olar. Elaca do
diiz xottin iki ndqtasi homin diiz xatti tamamils toyin edir. Bels ki, iki ndqtodon yalniz bir diiz xatt
kegir. Beloliklo miistovi tizorinds diiz xotti asagidaki iki iisulla vermok olar:

a)bir noqtasing vo yonoldici vektoruna gors

b)iki ndqtasine gora.

2.Bu verilonloro goéro diiz xottin miixtalif
tonliklorini yazaq:

Forz edok ki, hor hansi 1 diiz xotti birinci tsulla

basqa sozlo, Ozilinlin ixtiyari M, noqtesi vo a

yonaldici

Saokil 24.
vektoru vasitosilo verilmisdir. Miistovi tizerindo hor hansi afin koordinat sistemi gotiiriib M,

noqtasinin koordinatlarini (X,,Y,), @ yonoldici vektorunun koordinatlarini iso %,a?_ ilo isaro
edak. 1 diiz xatti izarinds har hanst cari M(X,y) noqtasini gotiirok. Bildiyimiz kimi M(x,y) ndqtasi

yalniz vo yalniz o zaman 1 diiz xatti {izorinds yerlogor ki, M ;M vektoru a vektoru ilo kollinear
olsun (sokil 24). Basqa s6zlo

Mele MM =ta )
Bunu koordinatlarla yazsaq
X—X, =ta X=X, +ta
Y=Y =ta, y=Y,+ia,

alariq.

E(ilu tonliye diiz xottin parametrik tanliyi deyilir. Burada t parametrinin hor bir qiymatine diiz
xott lizorindo bir ndqts va diiz xatt tizorindoki hor bir ndqtoys bir parametr uygun golocokdir. Burada
a, vo a, diiz xattin yonoaldici vektorunun koordinatlaridir. a,a, #0 olduqda (2) tonliyini belo
yazmaq olar:

= ©)
a‘l a‘2
(3) tonliyins diiz xattin kanonik tanliyi deyilir. Buradan
aZ(X_XO):al(y_yO) 4)

Vo ya



X=X¥Y = Yo
alaZ
3.Indi farz edok ki, diiz xott 6ziiniin iki ndqtosi vasitasils verilmisdir:
M, (%5 Y1), My (X5 Y5)-
MM, :{Xz — XYW }a

vektoruna diiz xattin yonoldici vektoru kimi baxsaq, onda (3) tonliyindon asagidaki tonliyi alariq:

=0 4

X— Xl — y— yl (5)
=% Y= %
(5) tonliyins iki noqtadan kegon diiz xattin tonliyi deyilir.
4.Diiz xattin parcalarla tonliyi.
Forz edok ki, koordinat oxlarina paralel olmayan diiz xott
bu oxlar1 uygun olaraq A(a,0), B(o,b) noqtolorindo kasir B
(sokil 25). Bu noqtalorden kegon diiz xattin tonliyini yazaq: \

x—a y-0 X y

=>-——+1==
0O-a b-0 a b = \
Xy . A
_+_=1 . X
a b 0 T a \

Sokil 25.
alimmis bu tonlik diiz xosttin parcalarla tonliyi adlanir. buradaki a vo b diizbucaqli dekart koordinat
sistemindo hondosi mona kasb edir. Basqa sozlo, bu adadlor verilmis diiz xsttin uygun olarag
koordinat oxlarindan ayirdig1 par¢anin uzunluqlaridir.
5.Diiz xattin bucaq amsall tonliyi.
Diiz xattin yonsldici vektorunun ikinci koordinatinin birinci koordinatina olan nisbatins bu diiz

a
xottin bucaq amsal deyilir vo k ilo isars olunur. k = == olar.
al

Bu ifadoni (4)-do nozors alsaq:

Y= Yo =k(x—X)) (6)
tonliyini alariq.

Bu tonliys diiz xattin bucaq omsalli tonliyi deyilir. (7) tonliyini asagidaki kimi do yazmaq olar:

y =kx+b (7)
burada b =y, —kx,.

(7) tonliyindoki k vo b odadlori diizbucaqli dekart
koordinat sistemindo hondasi mona kasb edir. Belo ki,
diiz xottin yonoldici vektorunu koordinat baslangicina
kogtirsak, vektorun absis oxu ilo omolo gotirdiyi bucaq
bu diiz xattin homin oxla omalo gotirdiyi ¢ bucagina
borabar olacaqdir (sokil 26). Onda
OAA, diizbucaqli tighucagindan

a
tgp=—2=Kk.
al
Sakil 26.
Bu diiz xattin ordinat oxu ils kasigmo noqtasini tapaq. Bunun ii¢iin onlarin tonliklorini birlikde
hall etmok lazimdir:
= B(o;b)

{y=kx+b



Bu iso 0 demakdir ki, diiz xattin (0y) oxu ilo kosismo ndqtosinin ordinati
OB=h.

Beloalikla, biz gostordik ki, (7) tenliyindaki k diiz xattin diizbucaqli dekart koordinat sisteminin
absis oxu ilo amolo gotirdiyi bucagin tangensi, b iso bu diiz xattin ordinat oxundan ayirdig1 parcanin
uzunlugudur.

6.Bir noqtasinad vo normal vektoruna gors diiz xattin tonliyi.

Diiz xottin yonoaldici vektoruna perpendikulyar olan istonilon vektora diiz xattin normal

vektoru deyilir vo n ilo isars olunur.
Bir noqtesina vo normal vektoruna gors diiz xottin tonliyini yazaq.

Forz edok ki, bizo hor hansi 1 diiz xatti, bu diiz xatt iizorindos bir M, noqtesi vo n normal
vektoru verilmisdir. Miistovi iizorindo hor hansi {O; ;]
diizbucaqli dekart koordinat sistemi gotiiriib, M, ndqtosinin

koordinatlarini ( X,,Y,), n normal vektorunun koordinatlarini iso

&, f iloisaro edok (sokil 27).
Molumdur ki, diiz xsttin M cari ndqtesi yalmiz vo yalniz o

zaman | diiz xotti {izorindo yerlosor ki, M M In v yaxud

n-a =0 sortini 6dasin. Buradan

Sokil 27.

(X=Xp)a+(y—-Y,)8=0 8)

Asanligla gostarmak olar ki, koordinatlar1 (8) tonliyini 6dayan har bir ndqta 1 diiz xatti tizorinds

yerlosir. Bu iso o demokdir ki, (8) 1 diiz xattinin tonliyidir. Bu tonliye diiz xattin bir noqtasind va

normal vektoruna gora tomliyi deyilir. Bir daha qeyd edok ki, (8) tonliyi diizbucaqli dekart
koordinat sistemino nozoron yazilir.

§ 9. Diiz xattin iimumi tonliyi vo onun arasdirilmasi.

Diiz xottin miixtolif tonliklorini yazarkon gordiik ki, bu tenliklorin her biri timumi dekart
koordinat sistemindo x,y dayisonlorine nazaron birdoracalidir. Belo bir sual meydana ¢ixir:
Hor hansi afin koordinat sistemine nozoron X,y doyisonlorine goro birdaracali olan tonlik diiz
xattin tonliyidirmi?
Gostorak ki, A, B omsallarindan heg olmazsa biri sifirdan forqli oldugda
Ax+By+C=0 9

tonliyi M, (X,,Y,) ndqtosindon kecib, a = 4B, A yonoldici vektoruna malik olan diiz xottin
tonliyidir. Burada M (X,,Y,) (9) tonliyi ilo toyin olunan hondasi fiqur iizerindo yerloson ixtiyari
noqtadir. M, ndqtesi bu hondasi fiqur iizorinds yerlosdiyindon onun koordinatlart (9) tonliyini
odomalidir:
Ax, +By, +C =0.
(9) tonliyindon bu tonliyi torof-torafs ¢ixsaq
A(X_Xo)"‘ B(y - YO) =0
miinasibatini alariq. Buradan
X=Xo¥Y = VYo
—-BA

=0




voya
A(X - Xo) =-B(y- yo)
X—Xo — Y—Yo )
-B A
Bu tonliyi (3) vo ya (4) tonliklori ilo miiqayiso etsok gororik ki, (9) tonliyi M, (X,,Y,)

ndqtasindon kegib, B, A _yonaldici vektoruna malik diiz xottin tonliyidir. Bu tonliys diiz xattin
iimumi tanliyi deyilir.

Indi diiz xottin {imumi tonliyini arasdiraq. Basqa s6zlo bu tonlikdoki omsallardan birinin vo ya
ikisinin sifira borabor olan hallarinda diiz xsttin koordinat sistemine nozoran nece yerlosdiyini
Oyronak.

1.Forz edok ki, diiz xott koordinat baslangicindan kegir. Onda koordinat baslangicinin
koordinatlar1 (9) tonliyini 6domslidir, basqa so6zlo:

A-0+B-0+C=0=C=0
Indi farz edok ki, (9) tonliyinds C=0. Bu zaman (9) tenliyi
Ax+By=0
soklina diisacokdir. Koordinat baglangicinin koordinatlari bu tonliyi 6dadiyinden, diiz xstt koordinat
baslangicindan kegir. Beloliklo, biz gostordik ki, (9) tonliyinde C=0 yalniz va yalniz o zaman olar
ki, diiz xott koordinat baslangicindan kegsin (sokil 28).
2.Forz edok ki, (7) tonliyindo A=0, B=0, C=0. Onda tonliyimiz By+C=0 soklinds olacaq. Onda

bu diiz xottin yonoldici vektoru a= 4B;0  olur. Bu vektor e;= ¥  vektorunakollinear

oldugundan (E_jl =-B (_31), onda bu diiz xatt (OX) oxuna paraleldir. Bagqa sozlo 1// (OX). Oksino agor
| diiz xatti (OX) oxuna paraleldirss, onda
-B
=0-A=0
10

a= {— B; A 381 =

Belalikls, gostordik ki, (9) tonliyindo A yalniz vo yalniz o zaman sifira barabar olar ki, 1//(0X)
olsun. Tamamils analoji qayda ils isbat olunur ki, diiz xattin iimumi tonliyinde B=0 yalniz vo yalniz
o zaman olur ki, 1// (OY) olsun. Bu halda diiz xattin tonliyi AX+C =0 soklinds olacaqdir (sokil
28).

3.Forz edok ki, (9) tonliyinde A=0, C=0, B # 0. Bu halda
tonliyimiz By=0 vo ya y=0 soklindo olacaq. Burada C=0
oldugundan bu diiz xott koordinat baslangicindan kegir. A=0
oldugundan iso (OX) oxuna paraleldir. Basqa sozlo, bu tonlik
(OX) oxunu tayin edir. Analoji qayda ilo gostormak olar ki, x=0 -4
iso (OY) oxunun tanliyidir. =

Ax+C=0

Sokil 28.
Diiz xottin iimumi tonliyi ilo slagodar daha bir fakti geyd edok.

Diizbucaqli dekart koordinat sisteminds Ax+ By+C =0 {imumi tonliyina malik diiz xattin n
normal vektoru #, B koordinatlarina malikdir. Bunu gdstormok ii¢iin n vektorunun diiz xattin
a= 4B,A yonaldici vektoruna perpendikulyar oldugunu gostormak kifayatdir. Dogrudan da

na=A-(-B)+B-A=0=n-<la.

Bu isa n vektorunun normal vektor olmasi demakdir.



§ 10. 5(x,y) = Ax+ By +C ifadasinin handasi monasi

Forz edak ki, {0, e1,€2 afin koordinat sisteminonazoron AX+ By + C =0 tonliyino malik 1 diiz
xotti verilmisdir. b= #;B  vektoru gbtiiriib, onun o B
baslangicini 1 diiz xotti {izorino kogiirok. Bu vektorun uc
noqtosini B ilo isaro edok. Indi miistovi {izorinds hor hansi

_ 1\'10\ M=(x.y)
M(x,y) noqtasi gotiiriib, bu noqtadon kegib, b vektoruna -
paralel olan diiz xottin 1 diiz xotti ilo kosismo noqtosini .

M, (X, Yo) ilo isara edok (sokil 29). ol 7\ x

Onda

b={A, B}

Sakil 29.
M,M//b = M M = Ab (1)
sorti 0donilmalidir.
Askardir ki, 4>0 oldugda M noqtesi B noqtoesi ilo 1 diiz xottinin toyin etdiyi eyni

yarimmiistovida, 4 <0 olduqgda iso M noqtasi B ilo miixtalif yarimmiistovido yerlagacok.
(1)tonliyini koordinatlarla yazaq:
X=X, +AA
1)
y=y,+4B
Bunu 6 = Ax+ By +C ifadesindo nozero alsaq, agagidakini alariq:
Ax+ By +C = (AX, + By, +C) + 1(A* + B?)
M, ndqtesi 1 diiz xatti tizorinds yerlogdiyindon onun koordinatlart bu diiz xattin tonliyini
0doyacokdir. Basqa sozlo
Ax, +By, +C =0
olur. Digor torofdon A? +B*>0 oldugundan Ax+By+C ifadosinin isarosi yalmz A -nin
isarosindon asili olacaqdir. Basqa sozlo ogor 4 >0 olarsa, Ax+ By+C =0 olacaqdir. Yuxarida

geyd etdiyimiz kimi 4>0 o zaman olar ki, miistovinin M cari noqtesi B ndqtosi ilo eyni
yarimmiistovida yerlossin. Belaliklo, gdstordik ki,
Ax+By+C>0

borabarsizliyi 1 diiz xattinin toyin etdiyi B noqtesi yerloson agiq yarimmiistovini toyin edon
sortdir. Onda
Ax+By+C<0

borabarsizliyi digor yarimmiistovini toyin edon sort olacaqdir.

§ 11. Iki diiz xattin qarsihiqh vaziyyati.

Forz edok ki, {0,91,62 afin koordinat sistemino nozoron asagidaki tonliklors malik I, vo

|, diiz xatlari verilmisdir.
I, : AX+B,y+C, =0
l,: Ax+B,y+C, =0

Bu diiz xotlorin yonoldici vektorlarinin koordinatlar1 uygun olaraq a= 1B, : A i,

b= 4B,:A, olacaqdur.
Molumdur ki, miistovi lizorindo iki diiz xott ya {ist-listo diisiir, ya paraleldir, ya da kosisir.



1.Farz edoak ki, diiz xatlar iist-lista diigiir. Onda bu diiz xatlorin tonliklori eynigiiclii olmalidir.
Belos ki, bunlar eyni hondasi fiquru toyin edir. Bu tonliklorin eynigiiclii olmasindan

A_B_G

A2 BZ CZ

Ogoar (1) sorti 6denilirss, onda A, = 1A, B, =4B,, C,
tonliyindos nozors alsaq:

1)

= AC, olacaqdir. Bunlar |, diiz xattinin

AAX+ B y+4C, =0 voya
A(AXx+By+C))=0= Ax+B,y+C, =0.
Bu iso o demoakdir ki, |, vo |, diiz xatlorinin tonliklori eynidir. Yoni bu diiz xatlor ist-iista
distir.
(1Dtonliyins iki diiz xattin {ist-listo dliisma sorti deyilir.
2.Forz edok ki, diiz xotlor paraleldir. Onda onlarin a= B, A :, b= 1B,; A, yonaldici
vektorlari kollinear olmalidir. Basqa s6zlo

_B1 :i
_Bz Az.

C
Burada — bu nisbatloro borabar ola bilmoz. Oks halda birinci sorto goro diiz xotlor {ist-iisto
2

diisordi.
B_A_G
BZ A2 C2
Demoli, (2) sorti 6donildikds |, vo |, diiz xatlori paralel olacaqdir.
Askardir ki, (2) sorti 6donildikdo

)

A =AA,

B, =B,
olar. Bu iso I, vo |, diiz xotlorinin yonsldici vektorlarinin kollinearligi demokdir. Belaliklo,
gostordik ki, (2) diiz xatlarin paralellik sortdir.

3.Diiz xotlor yalniz vo yalmiz o zaman kosisor ki, onlarin a= 1B, A :, b= 4B,;A,
yonaldici vektorlar1 kollinear olmasin. Basqa sozlo
- - B
azAb V:;yaﬁ;r&—l (3)
AZ BZ

Demali (3) sorti diiz xatlorin kasisma sarti olacaqdir.

§ 12. Iki diiz xatt arasinda qalan bucagin hesablanmasu.

Forz edok ki, diizbucaqli dekart koordinat sistemino nazaron asagidaki |, vo |, diiz xatlori
Ozlorinin imumi tonliklori ilo verilmisdir:
I, : AX+B,y+C, =0
l,: Ax+B,y+C, =0
Molumdur ki, bu diiz xotlor paralel oldugda onlar arasindaki bucaq ya sifir, ya da 180°,
perpendikulyar olduqda iso onlar arasindaki bucaq ya 90°, ya da 270° deracs olacaqdur.



Forz edak ki, I, va |, diiz xatlori yuxarida qeyd olunanlardan farqli bucaq altinda kasisir. Bu
zaman dord dens bucaq omalo golir ki, bunlar da ciit-ciit 1, B
borabordir. Bucaqlardan biri molum olduqda yerdo galan /
bucaglar asanligla tapilir. Askardir ki, bu bucaglardan biri
diiz xotlorin yonoldici vektorlar1 arasinda galan bucaga
borabordir. Homin bucagi ¢ ilo isaro edok (sokil 30).

Verilmis diiz xotlorin yonaldici

Sakil 30.
vektorlar1 uygun olaraq a; = <{B; A :, b, = 1B,; A, :oldugundan, bildiyimiz kimi

éléz AA, +BB,

CoSp = 1)
\/ AZ +BZ - \[AZ +B?
‘ B,A, -
sing = 2A1822 o ?1 - (2)
a1~az \/A1+Bl'\/A2+Bz
bunlar torof-torafs bolsak,
B, B,
tgp =220~ A5 ©)
AA, + BB,

olar.
Ogar diiz xott 6ziniin Yy, =k x+b,, Yy, =k,X+b, bucaq amsali tonliyi ilo verilorsa, onlarin

yonoldici vektorlar1 uygun olaraq a: = ¥k, :, b, = Hk, olacaqdir. Bunlar1 (3) diisturunda
yering yazsaq
kz — kl
99" Tk K, )

olar.

Askardir ki, bu diiz xatlor yalniz vo yalniz o zaman paralel olar ki, tgp =0 olsun. Bu iso o
zaman miimkiindir ki,

k, —k, =0 vaya k, =k,

olsun. Bu, diiz xatlorin paralellik sorti adlanir.

Bu diiz xatlor o zaman bir-birino perpendikulyar olar ki, (4) ifadesinin moxraci sifira borabor
olsun. Bagqa sozlo

Ik, -k, =0=k, =—

Bu iso diiz xatlorin perpendikulyarlaq sorti adlanir.

§ 13. Noqtadan diiz xatts qodar olan masafa.

Noqtodon diiz xatto godor olan masafo dedikdo ndqtodon diiz xotts endirilmis perpendikulyardan
bu diiz xattin ayirdig1 par¢anin uzunlugu basa diisiiliir.

Forz edok ki, bizo hor hansi {0;] diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozoron

AX+By+C =0 {mumi tonliyino malik 1 diiz xotti verilmisdir. Miistovi {izorindo hor hansi



M (X,y) noqtasi gotiiriib (ndqtenin diiz xott {izorindo olmasi
istisna olunmur), bu néqtodon diiz xotto endirilmis

perpendikulyarin oturacagint M, (X,,Y,)-la isara edok. Onda /

alman M M vektoru miistovinin n= #4,B  normal vektoru
ilo kollinear olacaqdir. Buradan

Sokil 31

|\7| OM//;:>|\_/)| oM -fi= |\7| 0M‘-‘E|~COS(I’T |\Z OM)

MoM ‘— NTO_N n (1)
n
Lakin |[M o M ‘ M noqtosindon 1 diiz xattine qoder mosafo oldugundan
- oo I\/TOI\}Iﬁ ;(—XO)A+(;/— y)B‘ A:x+ E§y+C‘
pmmD:WOMF n ~ JatiBr JaieB

Burada M, €l oldugundan AXx, + By, +C =0 olmasi nozors alinmisdir.

Belolikla, M (;<, ;/) noqtesindon Ax+ By +C =0 diiz xattino godar olan mosafs diisturu
A ;<+ B ;/+ C

VA? +B?

p(M, 1) = (1)

soklinds olacaqdir.

Diiz xottin tonliyi bucaq amsalina gora verildikdo M (;(, ;/) noqtesindon y = kx+b diiz xattino
gadoar olan mosafs

Kx—y+b

kx—y+b
JKE+(ED2 k241
diisturu ils hesablanacaqdir.

p(M, 1) =

§ 14. Diiz xatloras aid asas masalalar.

1.Verilmis iki diiz xattin kasisma noqtasinin tapilmasi.
Holli: Forz edok ki, verilmis |, vo |, diiz xotlori hor hansi afin koordinat sisteminoe nazeron

Ax+By+C =0, AX+B,y+C, =0 tonliklorino malikdir. Onda onlarin M,(X,,Y,) kesisma
noqtosi asagidaki tonliklor sisteminin hollindon ibaratdir.

Ax+B,y+C, =0

{A2x+ B,y+C,=0

Bu sistemin halli tisulu oxucuya malumdur. Biz Kramer {isulundan istifado edok.



C1 Bl Alcl

_[CBy) Ay _|ACa|_ Ay
Xo = = Yo = =
AB, | A AB, | A
AZ BZ A2 BZ
Mbosala: 3Xx—y—-5=0, x+2y+3=0 tonliklorine malik diiz xatlorin kasisma ndqtesini tapin:
Holli:
X, = -32| _ -10+(-3) 1
3-1 6-(-1)
12
35 ‘
1-3] -9-5
= = =-2 M,(®L-2
Yo 3-1 " 6-(-1) o5-2)
12

2.verilmis noqtodon kecib, verilmis diiz xatta paralel olan diiz xattin tanliyinin yazilmasi.

I iisul. Bu masaloni hall etmok {igiin verilmis diiz xattin bucaq amsalini tapib, verilmis noqtodon
kecib homin bucaq omsalina malik diiz xottin tonliyini yazmaq lazimdir. Belo ki, paralel diiz
xatlorin bucaq omsallar1 bir-birina barabordir.

Indi farz edok ki, verilmis ndqta ( X,, Y, ) koordinatlarma, verilmis diiz xatt iso y = kx+b bucag

omsall1 tonliye malikdir. Onda axtarilan diiz xattin tonliyi
Y= Yo =k(x—X)
olacaqdir.
II iisul. Paralel diiz xstlorin tonliklori bir-birils yalniz sorbast hodlori ilo forglonir. Bagqa sozlo.
Ax+ By + C = Otonliyine malik diiz xatto paralel olan har bir diiz xattin tonliyi
Ax+By+C, =0 1)
soklindo olur. Bu diiz xatt verilmis M (X,, ¥,) ndqtesinden kec¢diyinden onun koordinatlart bu
tonliyi 6domalidir:
Ax, +by, +C, =0
Burada C, = —(Ax, + By,) tapib, (1) tonliyindo yerino yazmaq lazimdir. Bu isulla bir mosslo
hall edak.
Mosala: M, (2;-1) noqtesindon kegib, 3x—y+2=0 diiz xottino paralel olan diiz xottin
tonliyini yazin:

Holli:
Axtarilan diiz xatt verilmis diiz xatta paralel oldugundan, onun tonliyi

3x-y+C, =0 @)
soklindo olacaqdir. Bu diiz xatt M (2;-1) ndqtesindon kegdiyindon, onun koordinatlari (2) tonliyini

O0domolidir.
3-2-(-)+C, =0

Bunu (2) tonliyinds yerinos yazsaq,
3x—-y—-7=0 olar.
Beloliklo, axtarilan diiz xottin tonliyi elo bu tonlikdir.
3.Verilmis noqtadon kecib, verilmis diiz xatts perpendikulyar olan diiz xattin tonliyinin
yazilmasi.



Burada axtarilan diiz xattin bucaq emsalin1 perpendikulyarliq sortindan tapib, ikinci mosolodo
oldugu kimi diiz xoattin bucaq amsall1 tonliyinds yerino yazmaq lazimdir.

Maosala: M, (2,—1) ndqtesindon kegib, 3x—y+5=0 diiz xattina perpendikulyar olan diiz xattin
tonliyini yazin.

Holli: Bunun {i¢iin verilmis diiz xattin bucaq omsalini tapag.

y=3x+5=k =3

diiz xoattin perpendikulyarliq sortindon k, = —%.

Indi bir néqtesing vo bucaq omsalina gors diiz xattin tonliyini yazmagq olar:

1
+1l=—=(x-2
y 3 (x-2)

X+3y+1=0

4.Verilmis noqtadan ke¢ib, (OX) oxunun miisbat istiqgamati ilo ¢ bucagi amals gatiron diiz
xattin tonliyinin yazilmasi.

Bu mosaloni do diiz xottin bucaq omsalli tonliyinin yazilmasina gatiririk. Belo ki, diiz xottin
bucaq amsalinin hondosi menasi diiz xattin (OX) oxunun miisbat istigamati ilo omalo gotirdiyi
bucagin tangensino barabardir. Bagqa sozlo k =tg¢e. Yenas da diiz xattin bucaq amsalli tonliyindon
istifado edib, axtarilan tonliyi yazmaq olar:

Y= Yo =tgp(X—X,)

Maosala: Diizbucaqli dekart koordinat sistemindo M (1,2) noqtesindon kegib, (OX) oxunun

miisbat istigamati ilo 60°-1ik bucaq smalo gatiran diiz xattin tonliyini yazin.

Holli: Verilir: M,(L2) ¢ = % = tgp =3

Verilonlordon istifads edib, axtarilan tonliyi yazmagq olar:
y—2=1/3(x-1)
V3x - y+2- J3=0
Beloliklo, axtarilan tonlik y = J3x+2-4/3 va ya J3x - y+2-— J3=0 olacaqdir.
Diiz xatlar nazariyyasinin miixtalif bolmalorina aid masalalor hall edak.

Masals 1. M, (2,3) noqtesindon kegon vo yonoldicisi b(—3;2) vektoru olan diiz xattin tonliyini

yazin.
Holli: Verilmis noqtadon kecon va yonaldici vektoru malum olan diiz xatt tonliyina, yoni diiz
xattin parametrik tonliklorins osason
X=2-3t vo y=3+2t
oldgunu yaza bilorik. Bu da axtarilan diiz xattin tonlikloridir.
Mosalo 2. Ucbucagm topolori verilmisdir: A(4,6), B(-4,0), C(-1,-4). C toposindon kegon
medianin tonliyini yazin.

C
Hoalli: C toposindon kegon median AB torofinin D orta \
_~
X, + X%, ity /’ \
A >t B
D

noqtosindon kecdiyi iiglin X = o y= 5 diisturlaria

4+ (-4) _

0,
2

osason D noqtesinin  koordinatlarimi tapaq: X =

= —6 ; 0 = 3. Demoli D noqtosinin koordinatlart D(0,3) olar. Indi iki noqtodon kegon diiz xottin

X=X _ Y-y,
X, =X Yo=Y

tonliyindon istifads edocok, CD medianinin tonliyini yazagq.



X+1 y+4 X+1 y+4

0+1 3+ 4 1

Mbasald 3. y =3x+ 2 tonliyi ils tayin olan diiz xatti qurun.

Hballi: Diiz xatti qurmagq {i¢iin onun iki néqtesini tapmaq lazimdir. Qurulmasi telab edilon diiz
xottin ordinat oxu ilo B(0,2) kosismo
noqtosi molumdur: ona goéro onun daha bir ndqtesini tapagq.
Bunun {i¢ilin onun absis oxu ilo kosismo ndqtosini toyin edok.
absis oxu iizorinds yerlogon biitiin ndqtalorin

=>7IX+7=y+4=7x-y+3=0.

y
B(0,2)

|
l
ordinat1 sifira borabor oldugundan axtarilan ndqtonin ordinati P 4

sifir olar. Bunu tonlikdo nozors alsaq, X+ 4 =0 alariq. Buradan <l :
da tapilir ki, X=-4. Demali, A(-4,0), A vo B noqtolorindon /%"/ i i : il
kegoan diiz xatt axtarilan diiz xatt olacaqdir (sokils bax). T A(-4.,0) of 7 ’

Masals 4. Diizbucaqli koordinat sistemindo, koordinat oxlar1 vo x+2y —6 =0 diiz xatti

arasinda galan iicbhucagin sahasini hesablayn.

Hoalli: Diiz xattin X+ 2y —6 =0 tonliyini
5 + X =1 ! .
soklino pargalarla gotirdikdo almir ki, sahasini axtardigimiz *
AOB {igbucagmin katetlorindon biri OA=6, o biri iso OB=3. /

1 1 W—"" — sy N

Buradan da S,,o; = EOA-OB = 5-6-3= 9. ’

1y

ﬁ g
|

Mosala 5. x+2y -1+ A(Xx—y—2) =0 tonliyi ilo toyin olunan diiz xatlor dastosina daxil olub va
M(2,1) noqtasindan kecon diiz xattin tonliyini yazin.
Holli:Axtarilan diiz xott M ndqtesindon kegdiyine gdro onun koordinatlart verilmis tonliyi
odomolidir:
2+2-1)+A4(2-1-2)=0=>3=41
A -nin bu qiymatini verilmis tonlikdo yerino yazsaq, axtarilan diiz xattin tonliyini alariq:
X+2y-1+3(x—y—2)=0=>x+3x+2y-3y-1-6=0=>4x-y—-7=0.

Masala 6. ? X—=3y+ V3=0 vo x- 273y +2=0 tonliklori ilo toyin olan diiz xotlor

verilmisdir. Onlarin qarsiliqli voziyyetlorini toyin edin.
Holli: Hor iki tonliys daxil olan x, y doyisonlorinin omsallarindan diizaldilmis determinanti

yoxlayaqg:
J3

A=|2 =-3+3=0

1-2.3
Blcl
BZCZ

A

A=0 oldugundan verilmis diiz xotlor kosigmirlor. Indi A, = C.A
272

ERE

~3V3
— 2432

Demali, diiz xatlor iist-listo diisiir.

Masald 7. y—-3=0, x—y+5=0, 2y—5=0 tonliklori ilo verilmis ii¢ diiz xottin qarsiligh
vaziyyaetlorini toyin edin.

Holli: Yuxarida geyd etdik ki,

=3-43=0

determinantlarin1 yoxlayaq: A, = =-6+6=0, A, =

21



ABC,

A,B,C,|=0
AS BSCS
oldugda verilmis tonliklor ilo toyin olunan diiz xatlor bir ndgtadon kegir. Ovvalco bu sarti yoxlayaq:
01-3 3
1_15:?+ ‘:—06+6):—1¢0.
02-5
Demoli, verilmis diiz xotlor bir ndqtedon kegmirlor. Indi verilmis diiz xotlorin ciit-ciit qarsiligh
vaziyyaetlorini toyin edok.
y-3=0
01 e ..
X-y+5=0 =-1#0 demali birinci iki diiz xatt kosisir,
y-3=0
01 1-3
2y-5=0 =0, =-5+6=1%#0
02 2-5
birinci vo liglincii diiz xotlor paraleldir.
X—y+5=0
1—
2y-5=0 =2=0.
02

Buradan alinir ki, birinci vo Giglincii diiz xatlor paraleldirlor, ikinci diiz xatt iso onlarin hor ikisini

kosir.
Mbosala 8. Diizbucaqli dekart koordinat sistemindo V3x - 3y-6=0 wvo V3x - y+5=0

tonliklori ilo verilmis diiz xotlor arasindaki bucagi toyin edin.
Holli:
AA, +BB,
JAL+B] A +B;

diisturundan istifads edorok verilmis diiz xatlor arasindaki bucagi toyin edok:
NI

Cosp =

V3 3+ (-3)(-1) 3+3 6
Cosg = _ _ _
\/(\/§)Z+(—3)2-\/( 321 (-1)2 V3+9-V3+1 43 12 2
Demoli ¢ =30°.
Masald 9. Diizbucaqli dekart koordinat sisteminds ticbucagin topalori verilmisdir: A[— % ’_238}

, B(4,3), C(2;-1). Ugbucagin C topasinden ¢okilmis hiindiirlilyiiniin uzunlugunu hesablaymn.
Hblli: ©vvalca ligbucagin AB torafinin tonliyini yazaq:
3 1 3

1
Xt Ytog XFto YPog x4+l 28y+3
s 1 5,8 2841 84+3 7 28

7 28 7 28 28+1 84+3

7 28

X+l 28Y43 . ar(7x+1) = 20(28y +3) = 3(7x+1) = 28y + 3 => 21x— 28y = 0 = 3x— 4y = 0

29 87
Indi C néqtesindon 3x—4y =0 tonliyi ilo toyin olunan (AB) torofino godor olan mosafoni

hesablayaq:



(C.AB) - A% +By, +C| _[2-3+(-1)-(-4) _10_,

\VA? +B? V32 +4° 5

Beloalikla, h, = 2.

CALISMALAR.
1.Verilmis nogtadon kegon vo verilmis vektora paralel olan diiz xottin tonliyini yazin:

a) A(2-3), p,(L2), b)A(-LD), p,(2-1).

v) AGBD,  py(E-D).

2.ABC iigbucagmin topolori verilmisdir: A(-3,2), B(3,-2) va C(0,-1). Ugbucagin toraflorinin
tonliyini yazin.

3.A(-1,3), B(0,4) vo C(2,-2) ligbucagin topalaridir. A topasindon ¢okilmis medianin tonliyini
toyin edin.

4. Topalori A(4,6), B(-4,0) vo C(-1,-4) noqtalorinds yerloson {ighucagin B topasindon kegon
tonbolonin tonliyini yazin.

5.Qonsu iki A(1;-2) vo B(3;2) topasi vo diaqgonallarmin M(1;1) kosismo noqtosi verilmis
paraleloqramin toraflorinin tonliyini yazin.

6.ABCD trapesiyasinin topalori verilmisdir: A(-2;-2), B(-3;1), C{g;g] D(3;1). Onun

diagonallarinin vo orta xattinin tonliyini qurun.

7.F(2;-8) va Q(-1;7) néqtalarindan kegan diiz xattin bucaq amsalini vo ordinat oxundan ayirdigi
parc¢ani tapin.

8.Absis oxundan a =3 vahid parga ayiran vo M(-5;3) noqtesindon kegon diiz xattin tonliyini
yazin.

9.A(2;-3) va B(3;-5) noqtolori verilmisdir. AB pargasinin orta noqtesindon kegon vo ona
perpendikulyar olan diiz xattin tonliyini yazin.

10.Ucbucagin iki A(-1;5), B(3;2) topesi vo onun hiindiirliiklorinin H(5;-3) kesisma noqtosi
verilmisdir. Onun hiindiirliiklorinin tonliyini yazin.

11. 2x+8y—-15=0 diiz xottino nozoaron M(2;-5) noqtosi ilo simmetrik olan ndqtonin
koordinatlarini tapin.

12. 2x—y—10=0 diiz xattinin iizorinds elo Q noqtasi tapin ki, bu néqtadon M(-5;0) vo N(-3;4)
noqtaloring qadar mosafalorin comi an kigik olsun.

13.Ucgbucagin A(1;2), B(-1;6) vo C(5;0) topalori verilmisdir. Ugbucagin daxilino cokilmis
AMNP rombunun taroflarinin tonliyini yazin, bels ki, onun M topasi AB torafi, N topasi BC torofi
va P topasi AC torafi iizorinds yerlosir.

14.Asagidaki tanliklar ils toyin olan diiz xatlar ciitlorinin qarsiligl vaziyyetlorini toyin edin:

a) 2x+3y—-1=0, 3x—y+4=0; b) x—y+1=0, 3x-3y-2=0;

V) 2x+3y-1=0, 6x+9y—-3=0; q) x—y+3=0, x+2y-1=0.

15.Asagida tonliklori ilo verilmis diiz xatlorin qarsiligli voziyyatini toyin edin.
X =3+4t
y=1-3t
16.Tonliklori verilmis asagidak: diiz xatlor ligliiklorinin garsiligh voziyyatlorini toyin edin:
a) 2x—y+5=0, x+y-3=0, x-y=0;
b) x—y+6=0, 2x+y+5=0, 3x—-2y+17=0;
V) y+2=0, 2x—-3y+5=0, 2y+3=0;
q) x—-2y+6=0, x+y=0, 2Xx—y—-6=0.3x
17.A(3;1) noqtesindon 2x+ 3y —1=0 diiz xatti ilo 45°%1ik bucaq amols gatiron diiz xott kegirin.

6x—-3y+5=0, {



18.1ki A(3;3) va B(0;2) noqtosi verilmisdir. x+y—4=0 diiz xotti iizorinds elo ndqto tapim ki,
homin néqtedon AB parcast 145° bucaq altinda goriinsiin.
19.Boraboryanh tigbucagin B(-3;-1) topasi vo oturacagindaki C(2;1) topasi vo bu topasindoki

bucagin kosinusu verilmisdir: cos¢ = ' Ugbucagin taraflorinin tonliyini yazin.

20.Ugbucagin C(-3;2) topasi, A va B topasindoki bucagin kosinusu cosA = , COoSB 22 \G)

J5
AB torofinin 2x —y —2 = 0 tonliyi verilmisdir. Ugbucagin toraflorinin tonliyini yazin.
21.Ugbucagin toroflorinin M, (2;3), M,(-12) vo M,(45) orta ndqtolori verilmigdir. Onun
toraflorinin tonliyini yazin.
22.Paralelogramin iki torofinin X—3y=0 vo 2x+5y+6=0 tonliyi vo C(4;-1) topesi

verilmigdir. Onun galan toraflorinin tonliyini tapin.
23.ABCD paralelograminin AB vo AD toroflorinin 3x+4y—-12=0 vo 5x-12y—-6=0

tonliklori vo BC torafinin E[— 2;%} orta noqtesi verilmigdir. paralelogramin galan toraflorinin

tonliyini tapin.

24.Ucbucagm iki B(-6;2) vo C(2;-2) topesi vo hiindiirliiklorinin H(1;2) kosismo ndqtosi
verilmisdir. Ugbucagn iiciincii tapasini tapin.

25.Toroflorinin  3Xx—4y—-3=0, 5x+12y+2=0 vo 3x+4y+390=0 tonliklori verilmis
ticbucagin hiindiirliiklorinin tonliyini yazin.

26.M(1;1) noqtasindon 3 vahid masafodon kegon vo 5x—12y +46 =0 diiz xsttino paralel olan
diiz xattin tonliyini yazin.

27.ABC iig¢bucagr verilmisdir: A(1;2), B(3;7), C(5;-13). B toposindon, A toposindon kegon
mediana endirilmis perpendikulyarin uzunlugunu hesablayn.

28. X+7y—-6=0 vo 5x—5y+1=0 diiz xotlorinin amals gotirdiyi bucagin tonbdlonin tonliyini
yazin.

29.Ug¢bucagin A{%%} , B(0;4) vo C(-3;-2) topalori verilmisdir. Bu tigbucagin daxilino ¢okilmis

cevranin markozini tapin.
30. 5x—y—-5=0 diiz xott ilo, 3x—2y—-6=0 diiz xottinin koordinat oxlar1 arasindaki
parcalarinin kosisdiyini isbat edin.



IV FOSIL

IKITORTIBLI XOTLORIN KANONIK TONLIKLORINO
GORO OYRONILMOSI.

Diiz xotlor nozoriyyasini dyronorkon gostordik ki, diiz xatt bir tortibli xotdir, yoni onun tonliyi
har hans1 iimumi dekart koordinat sistemina nazaran ikimachullu birderacalidir.

Analitik hondasado hor hansi imumi dekart koordinat sistemina nozoron tonliyi ikidoracali cobri
tonlik olan ikitortibli xatlor xiisusi yer tutur. Umumi sokilds ikitortibli xattin hor hansi afin koordinat
sistemino nozoron tonliyi agagidaki kimidir:

a,,X* +2a,Xy +a,Yy° +2a,X+2a,y+a, =0 (1)

Burada aj;=aji omsallar1 istonilon hoqiqi ododlordir. a,;,a,,,8,, emsallarinin {i¢ii do birden sifir
ola bilmaz. Oks halda (1) tonliyi birderacali tonlik olardi.

Bilirik ki, istonilon iki machullu birdaracali tonlik miistovi tizorinds diiz xasttin tonliyidir. Lakin
ikidoracali tonlikdo mosalo basqga ciirdiir. Burada (1) tonliyi omsallarindan asili olaraq miixtalif
formal1 ayrilarin vo hatta bir ciit diiz xattin (kosison vo ya paralel) tonliyi ola bilor.

Biz bu ayrilordon birinin tonliyi ilo orta moktobdon tanisiq. Bu, biitiin noqtolori verilmis bir
noqtadon eyni uzaqligda yerloson noqgtolor coxlugu-g¢evradir. Diizbucaqli dekart koordinat sistemino
nazaran ¢evranin tonliyi asagidaki kimidir:

(x=a) +(y=-p)" =r’ )

Burada («, £) -cevronin morkazinin koordinatlari, r-iss radiusudur.

Olverisli diizbucaqli dekart koordinat sistemi segcmoklo daha ii¢ ikitortibli ayrinin sads tonliyini
¢ixaracagiq.

§ 15. Ellips, kanonik tonliyi v onun formasinin tayin edilmasi.

Torif: Miistovi iizorinda, fokus adlanan verilmis F, va F, noqtolorindan masafalori comi
avvalcadan verilmis 2a adadina barabar olan biitiin noqtalor ¢coxluguna ellips deyilir.
F, vo F, ndqtalari arasindaki masafoni 2c ilo isaro edak:

p(F, F,)=2c.
Askardir ki, 2a>2c¢ olmalidir. Oks halda miistovi tizorinds tarifi 6doyan heg bir ndqto ola bilmoz.
Elo diizbucaqli dekart koordinat sistemi se¢ok ki, onun baslangici [:1 F, pargasinin orta

noqtasinda, absis oxunun miisbot istiqgamati F,-don F -0

dogru yonolmis olsun (sokil 32). Bu ciir koordinat M
sistemindas ellipsin tonliyini ¢ixaragq. i /_///
Ellipsi 7, ilo isaro edok. M €7, oldugda M vo _ 7 /

F.M parcalan: " o 7 y

Sakil 32.
Mnéqtasinin fokal radiuslar1 adlanir. Fokal radiuslarin uzunluglarmi - p(F,M)=r,,
p(F,,M) =r, isaro edok. Onda, ellipsin torafino goro
n+r,=2a (1)
olmalidir.
Gotiirdiiyliimiiz koordinat sisteminds fokus noqtalori F,(c,0), F,(—c,0) olacaqdir. ©Ogor M € 7,
noqtasinin koordinatlarini (x,y)-1o isars etsok, onda iki ndqte arasindaki mosafs diisturuna goros

r,=4(x-c)*+y’

2)
r, = (X+c)* +y?



I,1,-nin bu ifadolorini (1)-do nozoro alib, r-in ifadosini saga kecirib hor iki torofi kvadrata
yiiksoltsok asagidaki ifadoni alariq:

a\(x—c)*+y®> =a’ —cx=>x’(a* —-c?)+ y’a® =a’*(a’ -c?) *)

a>c oldugundan

a’-c*>0
a® —c? =b? isaro etsok vo (*) ifadosinin hor iki torofini a® -b? # 0 bolsok asagidaki tonliyi alarig:
X2 y2
? + b—z = 1 (3)

Biz gostordik ki, M € 7, oldugda bu ndqtonin koordinatlari (3) tenliyini 6doyir. Indi do géstorok
ki, (x,y) koordinatlart (3) tonliyini 6doyen hor bir M ndqtesi (1) miinasibotini 6doyir, yoni y,

coxluguna daxildir.
Tutaqg ki, M, (x,, y,) noéqtasinin koordinatlari (3) tonliyini 6doyir, onda:

2 2 2

Xl yl _ 2 _ K2 Xl

¥+b—2—1:>y1 =b |:1—¥:|

yZ-nin bu giymatini M, ndqtasinin radius-vektorunun r,,r, uzunluglarinin
r=p(F, M) =(x,—c)* +y;

r, =p(F2, M1) =\/(X1 +C)2 + y12

ifadolorindo nozors alib, sadoslogdirsok, agsagidakilart alariq:
C
rn= Ha+ g X,

C
r2=i[a——x2}
a

Qeyd edok ki, r,r,,M; noqtesinin radius-vektorlarinin uzunluqlaridir. Ona goro do (4)
ifadasindo isaroni elo gétiirmok lazimdir ki, ifadonin sag torofi sifirdan bdyiik olsun. (3) tenliyindon
goriiniir ki,

(4)

M, (X, ;) €7, :>|X1| =a

c <
vo —<I oldugunu nazars alsaq
a

a+ s X,>0
a
a-< X, >0
a
Belaliklo
c
n=a+—Xx
=>r+r,=2a.
rb=a—-—x
2 a 1
Bununla gostordik ki, koordinatlari (3) tonliyini 6doysn hor bir ndqte y, ellipsi lizerindo
yerlosir.

Belaliklo, (2) tonliyinin y, ellipsinin tonliyi oldugunu géstordik. Bu tonliya ellipsin kanonik

tonliyi deyilir.
Kanonik tonliyi vasitasils ellipsin formasini tayin edak.
Ellipsin formasini toyin etmok ii¢lin onun (2) tonliyindon alinan asagidaki xassolorini qeyd edok:



1°.0gor M(x,y) ndqtesinin koordinatlar1 (2) tonliyini 6doyirse, onda bu néqto ilo koordinat
oxlarina vo koordinat baglangicina nazoron simmetrik olan M (X,—y), M,(-X,y) va M,(—x,—Y)

noqtalorinin do koordinatlar1 bu tonliyi 6doyir. Demali, ellips koordinat oxlarina vo koordinat
baslangicina nozoron simmetrikdir.

2°.(2) tonliyindon goriiniir ki,

X| <a, |y| <b. Bu iso o demokdir ki, ellips mohdud oyridir vo

toraflori 2a, 2b olan diizbucaqlinin daxilinds yerlosir.
3° Koordinat baslangicindan keg¢on
X=at
y =a,t

diiz xotti ilo ellipsin kasismo noqtalorini axtaraq. Bunun ii¢iin diiz xottin tonliyi ilo (2) tonliyini

birlikds holl etmok lazimdir.
at)’ (a,t)? a’ a)
%+(;—2):1:{—12+—§ t? =1.
a a

Bu tonlikdo t?-nin omsali sifirdan bdyiik oldugundan tonliyin iki hoqiqi kokii vardir. Bu da onu
gostorir ki, koordinat baglangicindan kegon hor bir diiz xstlo ellipsin iki kosismo ndqtesi vardir.
Demoli, ellips qapali ayridir.

4° Ellipsin koordinat oxlar ilo kosismo noqtolorini tapsaq, gororik ki, ellips absis oxunu
A (a,0), A, (-a,0) noqtalorinds, ordinat oxunu isa B (0,b) vo B,(0,—b) ndqtalorinds kasocokdir.
Bu noqtalars ellipsin topa noqtalori, [:1 F, vo Ble _parcalarina is9 uygun olaraqellipsin bdyiik vo
kicik oxlar1 deyilir. Fokus noqtslori yerloson boyiik ox fokal ox adlanir. Boazon bu parcalarin
p(A,A)=2a, p(B,,B,)=2b uzunluglarina da ellipsin boyiik vo kigik oxlari, a vo b adadlorine
159 uygun olaraq yarimoxlar deyilir. Oxlarin kasismo ndqtosing isa ellipsin morkozi deyilir.

5° Ellipsin formasini toyin etmok ligiin onun I koordinat riibiindo yerloson hissasini qurmagq
kifayotdir. Qalan riiblordo onu koordinat oxlarima vo koordinat baslangicina nozoron simmetrik
olmasindan istifads edib qurmagq olar. Bu riibdo ( X >0, y > 0) istonilon ndqtonin koordinatlari

y = B [a2 _ x2
a

miinasibatini 6doyir. Noqtonin x-absisi sifirdan a-ya qodor artdigca y-ordinati b-don sifira qodor
azalacaqdir.

Ellipsin bu xassolorini noazors alsaq onun formasiin asagidaki kimi (sokil 33) oldugunu
miioyyan etmis olariq.

Sakil 33.
Ellipsin eksentristeti. Ellipsin fokuslar1 arasindaki masafonin boyiik oxunun uzunluguna olan
nisbotino onun eksentristeti deyilir vo € ilo isars olunur.



2C ¢
e=—=—
2a a

c<a oldugundan 0<e <1.

geyd edok ki, e adadi ellipsin basiqligin1 miioyyon edir. Daha doqiq desok, € bdyiik olduqgca
onun formasi ¢evradon daha ¢ox forglonir (sokil 34).
Ellipsin parametrik tonliyi.
Forz edak ki, biza
XZ

2
2 2

+y—=1

QD
(o2

kanonik tenliyine malik p, ellipsi verilmigdir. Moarkozi bu ellipsin morkozinde olub, radiuslar

uygun olaraq b va a olan (b<a) konsentrik iki ¢evroa ¢okok.
Ellipsin markozindon kegon hor hansi siianin

bu ¢evralarls kasisma ndqtalorini uygun olaraq P :
vo Q, (ox) oxunun miisbat istigamatilo omolo / \
gotirdiyi bucagi iso t ilo isaro edok. P

noqtasindon (0x) oxuna, Q noqtesindon iso (0y)
oxuna paralel diiz xotlor kegirib, kosismo
ndqtesini M(x,y) ilo isars edok

Sokil 34
(sokil 35). Gostorok ki, M € ;. Bunun iiglin P vo Q ndqtalorinin (ox) oxu iizorindoki ortoqonal

proyeksiyalarint uygun olaraq P vo Q ilo
isara edok, onda:

x =0Q = acost
y =MQ = PP =bsint.
Beloliklo,
X = acost
{y =bsint

Sokil 35.
X va y-in bu qiymatlarini ellipsin (3) tonliyinds yerina yazsaq, t-nin istonilon qiymatinds tonliyin
Odonildiyini gororik. Demali, M(X,y) noqtesi y, ellipsi iizorindo yerlosir. Eloco do asanliqla

gostormok olar ki, ellips lizorinde yerlogon hor bir ndqtonin koordinatlart (5) tonliyini 6doyir. Bu
tonliyo ellipsin parametrik tonliyi deyilir.
Qeyd edak ki, biz burada ellipsin ndqtslorinin qurulmasini da dyrondik.

§ 16. Hiberbola, kanonik tonliyi vo onun formasinin tayin edilmasi

Torif: Miistavi iizorinda fokus adlanan verilmis F va F, néqtalarindon masafalorinin farqi
miitlaq qiymatca avvalcadan verilmis 2a (2a< p(F,,F,)adadina barabar olan niqtalor coxluguna

hiperbola deyilir. i i
Ellipsdo oldugu kimi burada da fokuslar arasindaki moesafoni 2¢, M ndqtosinin [/IF r [/IF2 )

fokal radiuslarinin uzunluqglarini uygun olaraq r;,r, ilo isaro edok:
p(F.F,)=2c, p(M,F)=r, p(M,F,)=r,
onda c,>a olacaqdir.

Elo {O, i, ] diizbucaqli dekart koordinat sistemi gotiirok ki, onun baslangici [:l F, parcasinin

orta ndqtasi olub, (0x) oxu isa F,-don F -5 dogru yonalmis olsun (sokil 32).



Bu ciir se¢ilmis koordinat sistemindo y, hiperbolasinin tonliyini ¢ixaraq.
Askardir ki, bu sistemds fokus noqtaleri F,(c,0), F,(—c,0) koordinatlarina malik olacaqlardir.
Ogor M e y, noqtoesinin koordinatlarini (x,y) ilo isars etsok, onda

L =+(x-c)*+y?
r, =+ (X+c)* +y?

Hiperbolanin torifino goro
I —r,|=2a (1)
vo yaxud

‘\/(x—c)2 +y? —\/(x+c)2 +y2.:2a

Jx+0)? +y? = \J(x-c)? +y* +2a
Bu tonliyin hor iki torofini kvadrata yiiksaldib ellipsdo oldugu kimi sadolosdirsok, asagidaki
ifadoni alariq:

(CZ _aZ)XZ_aZyZ :aZ(CZ_aZ) (*)
¢>a oldugundan ¢ —a*>0 olacaqdir.
¢’ —a®=b?
isaro edib, (*) ifadasinin biitiin hadlarini a® -b® # 0 ifadasine bdlsak, asagidaki tonliyi alariq:
XZ y2
PO @

Demoli, M(X,y)=y, oldugda onun koordinatlari (2) tonliyini 6doyir. Indi gdstorok ki,

koordinatlar1 bu tonliyi 6doyan hor bir M, (X,,y,) noqtesi (1) miinasibatini 6doyir. M, ndqtesinin

koordinatlar1 (2) tonliyini 6dodiyindon:
2

2 2
X2y X
—alz ——blz =1=y? =b2|:—1+—12}

a
Bunu r, vo r, -nin ifadesinds nazors alaq

2

2
X b
r,=+(x, —C)* +y/ =\/(xl—c)2+b2[a—121} =\/X12—2X10+02+?X12—b2 =
[ b? a’+b’ c?
:\/1+—2 X{ —2x,c+c” —b® = |[———x/ —2x,c+c® —b® = |->x} —2x,c+a’
a a
r 2
c c
“x, —-a| =4 —x —a
a a

a
2
2, 2 2 2 p2| i c? 2 c
=y +C)"+y; =X +2xCc+C"+b"| = -1| =,[5-2xc+a° =+ —x +a
a a a

Beloliklos,




Burada isars elo gotiiriilmolidir ki, sag torafin isarasi sifirdan boyiik olsun. ¢>a oldugundan ¢
a

>1, (2) tonliyindon goriiniir ki, VM, (x,,Y,) € y, Ugiin |X1| >a. Onda E|X1| >a olacaqdir. Burada
a
rI:Exl—a>O
X, =0 oldugda a Vo
C
r2 =EX1 +a>0

r1:—3x1+a>0
X, <0 olduqda
C
I’2 :—gxl _a>0

olacaqdir. Hor iki halda
I —r,|=2a

miinasibati ddonilir. Demali, koordinatlar1 (2) tonliyini 6doyan her bir M, noqtesi y, hiperbolasi
tizorindo yerlogir. Bu iso o demokdir ki, (2) tonliyi hiperbolanin tonliyidir. Ona hiperbolanin
kanonik tanliyi deyilir.

kanonik tanliyins gora hiperbolanin formasim tayin edoak.

hiperbolanin kanonik tonliyindon alinan asagidaki xassalori qeyd edok:

a)Ellipsdo oldugu kimi hiperbola da koordinat oxlarina vo koordinat baslangicina nozoron
simmetrikdir. Bu simmetriya oxlarindan fokus noqtolori yerlogon oxa hiperbolanin fokal vo yaxud
haqiqi oxu, ona perpendikulyar olan oxa hiperbolanin ikinci vo yaxud xayali oxu deyilir.

hiperbolanin simmetriya morkozi iso onun markazi adlanir.

b)Hiperbolanin koordinat oxlar1 il kasisma noqtalarini tapsaq gorarik ki, hiperbola (ox) oxu ilo
A (a,0), A,(—a,0) noqtalorinds kasisir, (oy) oxu ilo heg bir ndqtods kosismir. Mohz buna gors do

bu oxa xayali ox deyilir. A, A, ndqtaloring hiperbolanin tapa noqtalari, a vo b odadloring iso

hiperbolanin yarimoxlari deyilir.
c)Hiperbolanin tonliyini y-o gors hall etsok

y = igxfxz —-a’ alargq.

Bu ifadadon goriiniir ki, yalniz |x| > a olduqda y haqiqi qiymatlor alir. Bu isa o demakdir ki,

hiperbolanin X =ave X =-a paralel xatlori arasinda he¢ bir ndqtoesi yoxdur. Demali, hiperbola iki
hissadan ibarotdir. Bunlar hiperbolanin qollar1 adlanir. Bir qol X > a yarimmiistovisi, diger qol isa
X < —a yarimmiistovisi iizorinds yerlosir.

¢) X =0, y>0 iiciin (2) tonliyindon asagidakini alariq:

y = E\/ x> -a’.
a
Bu miinasibatdon goriiniir ki, x sonsuz artdiqca y-do sonsuz artir. Demali, hiperbola geyri-
mohdud oyridir.
X=at
y=a,t

d)Koordinat baslangicindan kegon
diiz xotti ilo hiperbolanin kosismo ndqtolorini axtaraq. Bunun {igiin diiz xottin bu tonliyi ilo (2)
tonliyini birlikds hall edok:

2 2 2 2
o e 8 e ®



(3)tenliyinin har bir haqiqi kokiina diiz xatlo hiperbolanin bir kasisma ndqtasi uygun golaocakdir.

Demoli

a’ a’

a2 50 (4)
a’ b

2
l —
2

2
olduqda diiz xott hiperbolan1 iki ndqtodo kosacak, —i
a

<0 olduqda iss diiz xatls hiperbolanin
heg bir kasismo ndqtasi olmayacaqdir.

. a . .. . .
(4)sortindo —* komiyyatinin bu diiz xottin bucaq omsali oldugunu nozors alsaq, homin diiz
a

1
xottin hiperbola ilo kosisma sorti asagidaki soklo diisor:
bZ
k?’<— voya k<9‘
a a
Demoli, hiperbola qapali ayri deyil vo koordinat baslangicindan kegon diiz xottin bucaq amsali
b <k< b oldugda bu diiz xatlo hiperbolanin iki ortaq ndqtesi var.
a a
Bu iso o demokdir ki, hiperbolanin biitlin noqtslori

b b
y==X vo y=-—X
a a

diiz xatlorinin amolo gatirdiyi elo bucaqlarin daxilinds yerlosir ki, fokus noqtelori homin bucaqlarda
yerlogmis olsun. Bu diiz xatlora (2) tanliyina malik hiperbolanin asimptotlar: deyilir.
gostorok ki, hiperbolanin asimptotlart hiperbolaya sonsuz yaxinlasir, lakin onu kosmir. Bunun

tglin y = gx tonliyine malik |, asimptotu {izerinde M,(X;,y,), », hiperbolast iizorinds

M, (X,,Y,) noqtalarini gotiirok. Belos ki, bu ndqtolor eyni x>0 absisino vo uygun olaraq y,>0 vo Y,

>0 ordinatlarina malik olsunlar (sokil 36).

b b
y,=—X, Yy, =—~/x*-a’
a a

Bu noqtolorin ordinatlarinin forqini hesablayaq:
b 2 2
yz—ylzg(x— Xz_az)

ab

Yo=Yy = ——
= X++/%x2 —a?

Bu ifadonin sol torofini 0Oziinlin qosmasina vurag, olar. Burada

)I(igl(yz -Y¥,)=0.
Demaoli, hiperbolanin geyd etdiyimiz qolu tizarinds yerlogon ndqtenin absisi sonsuz artdiqca bu
b .
noqto Yy = — X diiz xottino sonsuz yaxinlagir.
a

Biitiin bu xassolorini nazars alsaq hiperbolanin formasiin asagidaki kimi oldugunu miioyyan
edorik (sokil 36).



Sakil 36.
Hiperbolanin yarimoxlart bir-birino borabar oldugda bu ciir hiperbolaya barabaryanh
hiperbola deyilir.

Ellipsds oldugu kimi burada da e 22 odadino hiperbolanin eksentristeti deyilir. Askardir ki,
burada e>1.
§ 17. Parabola, kanonik tanliyi vo onun formasinin tayin edilmasi.
Torif: Fokus adlanan verilmis F néqtasindon va direktris adlanan d diiz xattindan eyni

uzaqhiqda yerlasan miistavinin biitiin noqtalor coxluguna parabola deyilir.
F fokus ndqtesindon d direktrisina endirilmis perpendikulyarin bu diiz xatls kasisma noqtesini D

ilo isaro edok. Elo diizbucaqli dekart koordinat sistemi d >
secok ki, onun baslangici [:D pargasinin orta MG
noqtosindo  yerlosmoklo (ox) oxu D-don F-o dogru |
yonalmis olsun (sokil 37) po(F,d) = p isaro edib, bu TS i 3
ciir se¢ilmis koordinat sistemindo y,
parabolasinin tonliyini ¢ixaraq.

Sakil 37.

Askardir ki, bu koordinat sistemindo d direktrisinin tonliyi:
P P
X=—-— voya X+—=0
2 2
soklindo olacagq.

F fokus noqtesinin koordinati iso F[g ;0} olacaqdir.

Ogor M (X,y) € y, olarsa, onda parabolanin torifino goro

_ P(M,F)=p(M,d) (1)
Iki néqte arasindaki masafs diisturundan

P’ P
pP(M,F) = [X—E} +y? va p(M,d) = x+5‘

oldugunu (1)-do nazors alsaq, asagidaki tonliyi alariq:
;
X+—

i e

Bu tonliyin hor iki torofini kvadrata yiiksaldib oxsar hadleri islah etsok:
y* =2px (2)




tonliyini alariq.
Biz gostordik ki, parabola iizorindo yerloson hor bir ndgtonin koordinatlar1 (2) tonliyini 6doyir.
Indi gostorok ki, koordinatlari (2) tonliyini 6doyon istonilon M, (X, y;) ndqtesinin koordinatlari (1)

sortini 6dayir. Tutaq ki, M, (x,, y,) ndqtasinin koordinatlari (2) tenliyini 6dayir, bagqa sozlo,
yi =2pX,
Bunu p(M,, F)-in ifadssinds nazars alaq:

P 2 P2 PZ
p(Ml’F): [XI—E} +y12 =\/X12—pX+T+2pxl :\/Xf+pX+T=

Beloliklo, gostordik ki, M, noqtesi (1) sortini 6dayir.
p(M,F)=p(M,,d)
Bu iso o demoakdir ki, M, € y,. Demali (2) tonliyi parabolanin tonliyidir. Bu tonliye parabolanin

kanonik tanliyi deyilir. buradaki p adadi parabolanin fokal parametri adlanir.

Kanonik tonliyine goro parabolanin formasini toyin edok. Bunun ii¢lin asagidaki xassolori geyd
edok:

a)Ogor M(x,y) noqtesi y, parabolasi lizorindo yerlosirse, onda (0x) oxuna nazeron simmetrik

P
x1+5‘=p(|v|1,d).

olan M(X,-y) noqtesi do parabola iizoerindo yerlosir. Demoli, parabola absis oxuna nozoron
simmetrikdir. Bu oxa parabolanin simmetriya oxu deyilir. (DF) oxu parabolanin simmetriya oxu
olacaqdir.
b)(2) tonliyindon goriiniir ki, X2 0. Bu iso o demokdir ki, parabolanin biitiin ndqtolori x >0
yarimmiistovisi tizerindo yerlogir. M (x:y)
c)Parabola 6z simmetriya oxu ilo  koordinat
baslangicinda kasisir. Bu noqtays parabolanin toposi deyilir.
¢)(2) tonliyindon goriiniir ki, parabola iizarinds yerloson ] /

noqtonin absisi X >0 sonsuz artdiqda, onda |y| -do sonsuz

d \

1 I X
artacaqdir. Bu iso o demokdir ki, parabola geyri-mohdud
oyridir.
Bu xassalori nozors alsaq parabolanin formasinin \
asagidaki kimi oldugunu miiayyon edoarik (sokil 38).

Sokil 38.

§ 18. Ellipsin, hiperbolanin direktrislori vo direktryal xassalori

Torif: Ellipsin (hiperbolanin) ikinci oxuna paralel olub, ondan % masafasinda yerlasan diiz

xatlara ellipsin (hiperbolanin) direktrislari deyilir (sakil 39).

d,

e e NN N I
i TN

- = =2 |

b)

Sakil 39 a,b.



(oy) oxuna nozoron F -lo eyni yarimmiistovi lizorinds yerloson drektriso F, fokusuna uygun
direktris deyilir vo d, ilo isara olunur. Digar direktris iso F, fokusuna uygun drektris adlanir va
d, ils isars edilir.

Gostarak ki, ellipsin biitiin noqtolori onun direktrislori arasinda yerlosir vo onun direktrislorlo
heg bir kosismo noqtoesi yoxdur.

Verilmis oyriya uygun kanonik diizbucaqli dekart koordinat sistemi gotiiriib, direktrislorinin
tonliklorini yazaq:

a a
X=-—, X=—
e e
Bu direktrislar arasindaki masafa
a
2—>2a.
e

olacaqdir. i
Belo ki, ellips iigiin e<a. Burada [p, A, fokal oxunun uzunlugu

A A, =2a<p(d;,d,)
oldugundan yuxaridaki fakt agkar olur (sokil 39,a).

Hiperbolada iso direktrislor arasindaki mosafo 2E <?2a oldugundan hiperbolanin direktrislori
e

arasinda qalan heg¢ bir ndqtasi yoxdur (sokil 39,b).

Teorem: (Drektyal xassalar). Ellips (hiperbola, parabola) miistavinin ela néqtalar coxlugudur
Ki, bu ¢oxlugun istanilon noqtasindan fokusa qador olan masafonin uygun direktrisa qador olan
masafaya nisbati sabit kamiyyat olub,hamin ayrinin eksentristetina barabardir.

Basqa sozlo

MFE
e *)
p(M,d,)
Burada M ey
Isbati: Forz edok ki, M e y ndqtasinin koordinatlari (x,y)-dir. Onda
MF, = a-Sx =|a—ex
a

a
p(M,d1)=‘g—x

Bunlarin nisbati iso

MF, Ja-ex .
p(M,d;) a
€
olacaqdir.
Analoji gayda ilo géstormok olar ki,
MF,
— < —p
p(M.d,)

Indi farz edok ki, (*) miinasibati ddonilir. Gostorak ki, M e y . Bilirik ki,
MF, =./(x—c)® +y?

a
p(M,d1)=‘g—x

Bunlar (*) miinasibatinds yerino yazib, kvadrata yiiksaldok:



2
(x—c)? +y? :ez[g—x}

x* —2cx+c% +y® =a® —2aex +e°x*
2 2 2
x> —2cx+c*+y*=a’ —2a-£x+c—2x2 :>—2+y—2 =1. burada b? =a® —c?.
a a a~ b

Beloliklo teorem ellips iiciin isbat olundu.

Teoremi analoji qayda ilo hiperbola {igiin do isbat etmok olar. Bu teoremdon goriindii ki, ellips
(hiperbola) fokusdan vo direktrisdon mosafolorinin nisboti sabit olan ndqtolor ¢oxlugudur.
Parabolanin torifindon molumdur ki, bu ayri do fokusdan vo direktrisdon eyni mosafods yerlogon
noqtolor ¢oxlugudur. Elo bu baximdan da parabolanin eksentristetini vahid qobul etmok olar. Belo
ki, bu ayrinin do hor bir ndqtesindon fokusa qodor olan masafonin onun direktrisino godar olan

masafoyo nisboti sabit olub, vahido borabordir.
§ 19. Ellips, hiperbola va parabolanin polyar koordinatlarla tonliyi.

Forz edok ki, F noqtasi ellipsin sol, hiperbolanin sag, parabolanin fokusudur. d iso bu fokusa
uygun olan direktrisdir. Ela polyar koordinat sistemi se¢ok ki, onun polyusu F ndqtosinds, polyar ox
iso F noqtosindon direktriss endirilmis perpendikulyar istigamatds olsun. Verilmis ayri tizorindo hor
hans1 M noqtasi gotiiriib, onun polyar koordinatlarini (r,¢ ) ilo isaro edok. Bu néqtodon polyar oxa
endirilmis perpendikulyarin oturacagint M, F noqtasindon polyar oxa qaldirilmig perpendikulyarin
oyri ilo kesisma ndqtesini M, vo M F = p ilo isars edak (sokil 40).

Yuxarida isbat etdiyimiz teorema gors

MF
— =€
p(M,d)
sokil 40-dan goriindiiyli kimi
p(M,d) =MD = MF + DF &)
MF r

p(M,d)=——=—
e e

MF =rcosg
Teoremi M, noqtasing totbiq etsok,

i:e: DF:E olar.
DF e

Bunlar1 (*) borabarliyinds yerina yazmagqla L cose + P -
e e

vo r(l —ecosg) = p alariq. 5 e P

Sakil 40.
Belalikls, ellips, hiperbola va parabolanin polyar koordinatlarla tonliyini yazmis oldugq:
P
r=— 1)
1-ecose
(1)ifadesindo e<| oldugda bu ellipsin, e>l oldugda hiperbolanin, e=1 olduqda iso

parabolanin polyar koordinatlarla tonliyi olacaqdir.

Indi do ellips, hiperbola vo parabola iigliin ¢ bucaginin hansi araligda doyisdiyini
miioyyonlosdirak.

Bunun iigiin ¢ -ni elo segmok lazimdir ki, moxroc miisbot komiyyat olsun. Ellips iigiine <|
oldugundan



| —ecosp =0
sorti ¢ -nin istonilon giymatlarindo, basqa soézlo
0<p<2r
araliginda doyisdikds ddonilir.

Hiperbola tigiin > oldugundan (*) miinasibati cosp>= sorti daxilindo 6denilir. cosg, = —
e e

isara etsok, onda (*) miinasibatinin 6donilmosi iiclin ¢ bucagi
Po<p <27 — @,
Vo — Py <P <P,
araliginda doyismolidir.
Parabola {igiin iso | —ecos@>0 va ya | —cos¢ = 0 miinasibati —nN<¢ <7 araliginda ddenilir.
Ellips, hiperbola, parabola kanonik tonliklori vasitosilo verildikdo (1) diisturundaki fokal

parametr adlanan p-nin ifadssini hesablayagq.
(Dtenliyini ¢ixardarkon geyd etdik ki, p ellips, hiperbola vo parabolanin fokus ndqtosindon

qaldirilmis perpendikulyarn bu oyrilorlo M, kosismo ndqtoesinin absisidir. Onda bu ndqtonin
ordinati1 da c-ys borabor olacaq. Basqa s6zlo M, noqtesinin koordinatlar1 (c,p) olacaqdir. Bunu

geyd olunan ayrilarin tonliyinds nazars almaqla p {igiin ifads ¢ixaracagiq.
1.Bunu avvalca ellips tigiin edok:

X2 y2
?‘*‘b—z :l
C2 p2 C2
¥+b—2 =1 p2 :b2|:1—¥i|
a2 _CZ b2 b2
R e N
b2
Beloliklo p=—.
a
2.Indi hiperbola ii¢iin p-nin ifadosini tapaq:
2 2
Xy
a? b?
¢t p c?
- —b—§ 1= p? _b{g—l}
CZ aZ 2 b2
p2:b2|: a2 :| p2=b2 EZ?

2

Beloliklo p = b—
a

Parabola iiciin p-ni hesablayag. Analoji qayda ilo gostormok olar ki, buradaki p parabolanin
tonliyindaki p ilo iist-iisto diisiir.

Onu parabolanin tonliyindoki parametrlo qarigmasin deya E) ilo isars edok. Onda M, ndqtesinin
koordinatlari [; E):| olacaqdir. Bunun parabolanin tonliyinds nozors alaq:
y? =2px

2

p =2~p-§=p2:p=p



Ikitartibli xatlarin kanonik tonliklorinin yazilmasina aid masalalor holl edak.

Masald 1. Boyiik oxu 10, eksentristeti % olan ellipsin kanonik tonliyini yazin.

Holli:
2a=10 e= 4
5
Bilirik ki, ellipsin kanonik tonliyi
x> y? L
Yl + of =1 soklindadir.
Burada a?® verilib, b®-ni tapag.
2 _R2 2 2
e=" :\/a—bz\/l—b—2 =e’ :1—b—2:> b =(1-e®)a’
a a a a
2
b? {1—[5} }-102
5
b® = [1—E} -100 = 36
25
2 2
X + Yy _ 1.
100 36
Masala 2. Boylik yarimoxu 6 va eksentristeti 0,5-0 barabar olan ellipsin kanonik tonliyini yazin.
Holli:

. . 1 . )
Maosolonin sortino goro a=6, e = 5 Digor torafdon molumdur ki,

C
e=—=~C=ae.
a

. e .. 1
a vo e-nin verilmis qiymotlorini nozoro alsaq € = 6-5 =3 vo ya ¢=3 alariq. b® =a®—e?

diisturundan istifado edorok b? =36-9=27 oldufunu tapariq. a vo b-nin qiymotlorini (1)
tonliyindos yerino yazsaq:
2 2
X + Y _ 1.
36 27
Bu da ellipsin tolab olunan tonliyidir.
2 2

y

Masalo 3. 1);—0 +% =1 ellipsi iizorindo, onun sag fokusundan olan mosafoni sol fokusundan

olan mosafasindon dord dofo boyiik olan ndqteni tapin.
Holli:
Axtarilan ndqtoni M(x,y) ilo isara edok. M noqtasindon sag fokusa qodor masafo I, = a—ex, sol

fokusa qodor mosafs isa r, = a+ex oldugundan, masalonin sortine asason yaza bilorik:
a—ex=(a+ex)=4a+4ex voya 5ex=-3a (*)
Ellipsin tonliyindengériindiiyii kimi a*> =100, b* =36. Onda
¢’ =100-36 =64 =c=8.

e - diisturundan istifado edok. e :%: 0,8, a vo e-nin qiymatlorini (*) barabarliyindo
a

yering yazsaq, X = —?5 alariq. X-in bu qiymatini verilmis tonlikds yerine yazdiqda:



&l
2 y’ , 175.9

+—=1=
100 36 160

y== g J7 . Demali axtarilan noqto

M [— % i+ g J7 } noqtosidir.

Mosalo 4. Fokuslar arasindaki mosafoni 20 vahid olub, M(12,3\/§) noqtesindon kegon

hiperbolanin kanonik tonliyini yazin.

Holli:
Hiperbola M néqtesindon ke¢diyindon bu ndqtonin koordinatlar1 hiperbolanin kanonik tonliyini
o0domolidir.
2 2
X
—2 - y— = 1 .
a®> b’

Bagqa sozlo:

12 @5 14 45

a2 b a b’
2¢=20 verildiyindon c=10 aliriq.
c’—a’=b?
b? =100 —a®. Biri (*) ifadesindo nozors alaq.
144 45
a? 100-a?

14400 —144a* —45a* =100a* —a*
a* —289a® +14400 =0
burada a® =t ovozlomasi aparaq.
t? — 289t +14400 = 0
D = 2897 —4.14400-1 = 25921
| 289+4/25021 2891161

L2 2.1 2
- 289 +161 _ 905
2
1, = 289;161 o

a’*=225—a=15
a’=64=a=8.
Hiperbolada c>a oldugu iiglin a =8 gotiiriirik.
b* =10 —8° =100 - 64 = 36.

2 2

Xy

=1.
64 36

)

Mbasals 5. Asimptotlart bir-birine perpendikulyar olub, direktrislorinin tonliyi X = +34/2 olan

hiperbolanin kanonik tonliyini yazin.
Holli:

. . .. b . . C o a
Hiperbolanin asimptatlarinin tonliyi y = £—Xx soklindo, direktrislorinin tonliyi iso X =+—
a

e

soklinds oldugunu bilirik. Bunu verilonlarle miiqayisa etsok va nazars alsaq ki, asimptotun (ox) oxu

ilo omolo gotirdiyi bucaq 45°-dir, onda



k=—=tg45° =1=a=b.

W.SJJICT

Direktrislorin tonliyindon iso goriiniir ki,

2

2§=2.3\/§:>§=3\/§:>%=a—=3ﬁ
e e C

o]

hiperbola iiciin ¢c* = a® +b* = 2a°.
Burada ¢ =+/2a

aZ

J2a

-3J/2=a=6.

2 2

Beloaliklo axtarilan tonlik X Y 1 soklindo olacaqdir.
36 36
x> y? . 5 o L
Mbosala 6. — +-=—— =1 ellipsi ilo ortaq fokuslu vo e = 2 ekssentristetli hiperbolanin tonliyini

yazin.
Holli: Ellipsin fokuslarmin koordinatlarini toyin edok: c? =49-24=25, c=5; F, (5;0)

F,(-5;0) hiperbolanin fokuslari ellipsin fokuslar ilo eyni oldugundan F, vo F, hiperbolanin da
fokuslaridir, yoni hiperbola {igiin c=5. Hiperbolanin ekssentristeti € = ¢ =% oldugundan,
a

S % = a =4 olur. hiperbola ii¢iin b® =c® —a® oldugundan b* = 25—-16 = 9. Onda hiperbolanin

a
2 2

tonliyi X Y _1olr
16 9

2 2
Masala 7. Tl 1—6 =1 hiperbolas1 tizorinds els ndqte tapin ki, onun asimptotlardan birino
gadar olan masafasi digorine godor olan masafasindon ti¢c dofo bdyiik olsun.

Holli: ©vvalco tonliyi verilmis hiperbolanin asimptotlarinin tonliyini yazaq: a=7 vo b=4

oldugundan, y= ig X tonliklorino osason yaza bilorik: Yy = i; X vo ya 4x-7y=0 vo
a

4x+ 7y =0. Axtarilan néqtoni M (X,, Y, ) ilo isara edok.

onda: 2ot o _3H% =Mooy 7y =0 (1)

16+ 49 V16 +49

M, (X,,Y,) nogtosi verilmis hiperbolanin iizorindo yerlogsdiyindon, onun koordinatlari

hiperbolanin verilmis tonliyini 6demalidir, yani

2 2
%o _Yo 4 )
49 16
olmalidir. (1) vo (2) tonliklorini birgs hall etsok axtarilan ndqtoni tapiriq:
7 2
X Yo _4 {23’0} y2 49y2 2 43 7 43 1443
49 16 5= -0 =] 0 D]y =t—— X =t——=Ft——
49 16 4.49 16 3 2 3 3
2X, — 7Y, =0

43 1443
3

Demali, axtarilan noqte M, {i — it 3 } koordinatlarina malik olan dord néqtodir.



Masalo 8. Parabolanin fokusunun koordinatlart vo direktrisinin tonliyi verilmisdir: F(3;0),
x+1=0. Onun tonliyini toyin edin.

Holli: Mosolonin sortindo verilonlordon aydin olur ki, parabolanin topasi O(1;0) noqtosindo
yerlosir. x=x-1 vo y=y diisturlarindan istifado edorok O koordinat baslangicini1 O noqtesine kdgiirok.
Onda O x y koordinat sistemi alinir. Bu yeni koordinat sisteminds parabolanin topasi koordinat
baslangicinda yerlosor, fokus iso (3;0) koordinatlarina malik olar, ¢ilinki x=3-1=2, y=y=0.

Yeni koordinat sistemindo parabolanin tonliyini yazsaq alariq; y° = 2rx ; 3= 2, p=4 onda

y® =8x.

Yeni koordinat sistemindon k&hno koordinat sistemino kegsok yaza bilorik: y? =8(x—1),

y? =8x —8 . Bu parabolanin axtarilan tonliyidir.

2 2
Masala 9. y* = 4x parabolasinin vo ) + 5 =1 ellipsinin ortaq toxunanlarinin tonliyini yazin.

Holli: Ax+By+C=0-axtarilan ortaq toxunanin tonliyi olsun. Onda diiz xottin ellipso vo
parabolaya toxunmasi sortindon istifads edarok yaza bilorik:

A%a’? + B?h? =C? 8A%? +2B? =C? ) )
= =8A° " +2AC-C“ =0

B?p=2AC 2B? =2AC
A _ —ct+c?+8c® -c*3c, Al—lc A= 1,
2 8 -8 470 7t 27
Buradan da 282:2~1c~c=£c2, Bzzlcz, Blzzilc.
4 2 4 ' 2

A-nmn ikinci qiymoti konar kokdir. A vo B,, bu qiymotlorini ortaq toxunanin tonliyindo

yerloring yazsaq alariq;

%Cxi%Cy+C:0:>xir2y+4:0.

Masals 10. Asagidaki polyar koordinatlarla verilmis ellipsin tonliyini yazin:
1

r=——
2—\/§COS(p

Bilirik ki, ellipsin polyar koordinatlarla tonliyi r = _P soklindadir.
1-ecose
Indi verilmis tonliyi bu soklo salaq:

1
2
r =
V3
1—7(:05@

Bunu ellipsin polyar koordinatlarla tanliyi ilo miiqayiss etsok:
b? 1
p =

a

2 2
2 olacaqdir. Ellipsin X—2+y—2 =1 tonliyini yazmagq iigiin a® vo b*-n1 tapmaq
e C_3 a’ b
a 2
lazimdir.

Bu sistemin ikinci tonliyindon ¢ = - a ifadosini tapib, birincido nozors alsaq:



2

p = — -ifadasindon iso:
a

b*’=p-a= % -2 =1 oldugunu alariq. Bunlar ellipsin kanonik tonliyinds yerins yazaq:

2 2
LA A}
4 1
Mbosala 11. Asagida polyar koordinatlarla verilmis hiperbolanin kanonik tonliyini yazin.

3

r= — 22—
4—\/Ecow

Bilirik ki, hiperbolanin polyar koordinatlarla tonliyi
P

~1-ecos @
soklindadir. Verilmis tonliyi bu soklo salaq.

r

r= .
1-——cose.

hﬁ
Ol | w

Bunu hiperbolanin polyar koordinatlarla tonliyi ilo miigayise etsok:

3
pzz ldug U is ol Hiperbol : 21k ik tonliyini
. @ oldugunu miioyyon etmis olariq. Hiperbolanin 2 12 anonik tonliyini
4
yazmagq iiciin a® vo b”-n1 tapmagq lazimdir.
p= —2 Vo €= ¢ ifadasindon
a a
3 c’-a’
4 a
¢ 9
a 4

c= % a ovaz edak.

4
Bunu birinci tonlikde nozars alsaq: 3 = — 16 =— voya
4 a a 4
ia:E, a=4 alargq.
16 4
? 3
p=—-dan b*="a=>-4=3
a 4

Beloliklo a® =16, b? =3.
Bunlar1 hiperbolanin kanonik tonliyinds yerine yazaq:



2 2

X y

16 3

2 2
Mosala 12. 6 yT =1 kanonik tonliyi ilo verilmis hiperbolanin polyar koordinatlarla tonliyini

yazin.
Holli:
Hiperbolanin r = 1 ecoso P polyar koordinatlarla tonliyindoki p vo e-ni tapib burada yerino
—eCcosg
yazmagq kifayotdir.
_b? 1. c_~at+b’ _J16+1 17
4’ a a 4 4
Bu tapdiglarimizi hiperbolanin polyar koordinatlarla tonliyinds yerins yazagq.
1
r=— 2 voyar= 1
1—\/ﬁc05q) 4—\/ﬁcosw
4
CALISMALAR.

1.Oxlar1 koordinat oxlart ils {ist-ilista diison ellips M(2;2) vo N(3;1) noqtalorindon kegir. Ellipsin
kanonik tonliyini yazin.

2.Ellipsin fokuslarmin birindan, bdyiik oxunun uclarina qodor masafslor uygun olaraq 7 vo 1-9
borabardir. Ellipsin kanonik tonliyini yazin.

3.a)Direktrislori arasindaki masafo 12-yo, boylik oxu iso 2+/3 -0 borabor olan;

b)direktrislori arasindaki moasafo 7—2 , fokuslar1 arasindaki masafs isa 2+/11 -5 borabar olan;

V11

v)direktrislori arasindaki masafo 4415 , ekssentristeti iso % -ya borabar olan ellipsin kanonik

tonliyini yazin.

4.x =18 tonliklori, kigik oxu 8-o0 borabor olan ellipsin direktrislorinin tonlikloridir. Ellipsin
kanonik tonliyini yazin.

2 2
. 1);—0 + ?31_6 =1 ellipsi tlizorindo, sag fokusdan masafoni sol fokusdan masafosindon dord dofo
bdyiik olan ndqtoni tapin.
2 2
6. ;—5 + I =1 ellipsinin N(2;1) ndqtesinds yar1 boliinon vatorinin tonliyini yazin.
X2 y2
7. 0 + P =1 ellipsina elo toxunan ¢okin ki, o, 2x —y +17 = 0 diiz xattina paralel olsun.
XZ y2
8. 6 + ry =1 ellipsine toxunan vo X+ Yy—-1=0 diiz xattino paralel olan diiz xattin tonliyini
yazin.

2 2
9.Ax+By+C=0 diiz xattinin — + E)I_Z =1 ellipsina toxunmast ii¢lin zoruri vo kafi sorti tapin.
a

10. x+y-5=0 vo x+4y-10=0 diiz xattlorinin hor ikisino toxunan ellipsin kanonik
tonliyini yazin.



2 2
11. 2—9—2—5 =1 hiperbolasi verilmisdir. Onun fokuslarinin koordinatlarin1 vo asimptotlarinin

tonliyini yazin.
12.Fokuslar1 F,(10;0), F,(-10;0) olan vo M (12;3/5) néqtesindon kegon hiperbolamin kanonik
tonliyini yazin.

13.Haqiqi oxu 48 va ekssentristeti e = g olan hiperbolanin kanonik tonliyini yazin.

14.M(24;5) noqtesindon kegon vo asimptotlarinin tonliyi y = i% X olan hiperbolanin kanonik

tonliyini yazin.
2 2
15. :)L(_G_y? =1 hiperbolas1 lizorindo yerloson, fokal radiuslar1 perpendikulyar olan ndqteni

tapin.
16.ki qosma hiperboladan birincinin direktrislori arasindaki mosafonin 7,2, ikincinin
direktrislori arasindaki masafonin 12,8 oldugunu bilorak onlarin kanonik tonliyini yazin.

17.M(2;-5) ndqtesinden x> —4y? = 4 hiperbolasinin asimptotlarina paralel diiz xotlor kegirin.

18.a) ekssentrisiteti e=2 olan; b) fokuslar1 arasindaki mosafo direktrislori arasindaki

moasafodon iki dofo boyiik olan hiperbolanin asimptotlart arasindaki bucag tapin.
2 2
19. % - ;—6 =1 hiperbolasinin, uzunlugu 20 vahid olan diametrinin tonliyini yazin.
20. x* —4y? —4 =0 hiperbolasinin M(3;-1) ndqtasindon kegon vo bu ndqteds yariya béliinen

vatarinin tonliyini yazin.
21.Hiperbola x—y—-2=0 diiz xattino M(4;2) ndqtesindo toxunur. Onun kanonik tonliyini

yazin.
22. y*=4x tonliyi ilo verilmis parabolanin fokusunun koordinatlarini toyin edin vo

direktrislorinin tonliyini yazin.
23.Topasi koordinat baslangicinda yerlason, simmetriya oxu (Ox) va fokusu F(3;0) noqtasi olan
parabolanin tonliyini yazin.

24. y* =8x parabolasi iizorinda yerloson vo fokal radius vektoru 20 vahid olan ndqtoni tapin.

25. y® = 4,5x parabolasi iizorindo direktrisdon 9,125 vahid mosafado olan ndqte verilmisdir.
Parabolanin topasindon bu néqtoys godsr mosafoni hesablayin.

26.Ax+By+C=0 diiz xottinin y* = 2px parabolasina toxunmasi iiciin zoruri vo kafi sorti toyin
edin.

27. y? = 2px parabolasina toxunan diiz xottin Xx—3y+9=0 tonliyi verilmisdir. parabolanin
kanonik tonliyini yazin.

28.M(5;-7) noqtesindon y? =8x parabolasina toxunan diiz xott kegirin.

29. 3x—y+5=0 diiz xottino paralel olan vo y?=12X parabolasina toxunan diiz xottin
tonliyini yazin.

30. 4x+3y +46 =0 diiz xottinin y* = 64X parabolasindan an qisa mosafosini hesablaymn.



V FOSIiL
IKITORTIBLI XOTLORIN UMUMI NOZORiYYOSI.

Ovvalco miistavinin xayali ndqtasi anlayisini verak.

Yuxarida gostordik ki, miistovi lizorindo hor hansi Afin koordinat sistemi verildikdo miistovinin
istonilon ndqtasing bir ciit haqiqi adad vo har bir ciit haqiqi adodo miistovinin miioyyan bir ndqtosi
uygun golir.

Noqtoys uygun golon adadlordon birini vo ya har ikisini xoyali (kompleks) adadlor gotiirmoklo
xayali noqte anlayisini toyin edocoyik. Masalon (I\/TS) , (2;3+1) vo s. kimi noqtalori xayali néqtd
adlandiracagiq. Bu ciir xayali noqtalorlo tamamlanmis miistoviys kompleks miistavi deyacayik.

Ogor verilmis xoyali ndqtolorin uygun koordinatlart kompleks qosmadirsa, basqa sozlo
M, (a+bi,c+di), M,(a—Dbi,c—di) iss, onda bu noqtolors kompleks qosma noqtalor deyacayik.
Tamamilo agkardir ki, uc noqtelori kompleks qosma olan parcalarin orta ndqtosinin koordinatlar
hoqiqi adadlordir. Dogrudan da [/I 1»M, parcasinin M(x,y) orta ndqtosinin koordinatlari

a+bi+a—bi
X=——————=a
2
c+di+c—di
=~ —=c¢
2
haqiqi adodlari olar.
Indi ikitortibli xatlorin iimumi tenliyine baxaq.
Cabri xott anlayisindan bilirik ki, ikitortibli xattin imumi tonliyi asagidak: sokildadir:

F(X,Y) =a,X* +2a,Xy +a,,y° +2a,X+2a,,y+a, =0 (1)
Burada++++++ vo x°,y?,z? omsallarindan he¢ olmazsa biri sifirdan forqlidir.
aX+a,y+a, =F(XY)
Ay X+a,Y+a, =F(XY) *)
X +ayY +ay =F(XY)
isaro etsok (1) tonliyini
FOGY) =R Gy +F(xy)y +FR(xy) =0
soklindo yazmagq olar. Biz ikitortibli xatlorin bir neco tonliyini yazmisiq. Basqa ikitortibli xatlor do
var. Masolon:
X—y=0
X+y=0
oldugda deyirlor ki, bu oyri iki diiz xotto parcalanir. Elo ikitortibli xotlor vardir ki, onun hogqiqi
ndqtesi heg yoxdur. Masalon:

x2—y2=0:>(x—y)(x+y)=0:>{

x>y
—2+—:—1.

2
b2

QD

Bu oyriys xayali ellips deyilir.
Elo ikitortibli xotlor do vardir ki, onun yalniz bir haqiqi ndqtosi var. Masalon:

X2 2

y
¥+b—2:0.

Bu oyrinin haqiqi ndqtasi 0)0;0) koordinat baslangicidir.



§ 20. Ikitortibli xatlorin diiz xatlo kasismasi.
Forz edok ki, bizo hor hansi iimumi dekart koordinat sistemine nozoron F(X,y) =0 tonliyino

malik y ikitortibli xatti vo M, (X,,Y,) noqtesindsn kegib, E): #4.,p, yonoldici vektoruna malik
| diiz xatti verilmisdir. onda bu diiz xottin parametrik tonliyi
{x =X, + p,t
Y =Yo+ Pt
soklindo olacaqdir. Malumdur ki, bu xotlorin kasismo noqtosini tapmaq ti¢lin onlarin tonliklorini

birlikdo hall etmok lazimdir. Bunun {i¢iin (2) sistemini (1) tonliyindo nozors alib, t-yo goro
gruplasdirsaq

)

Pt? +2Qt+R =0 (3)
tonliyini alariq.
(3)diisturu ikitortibli xottin diiz xotlo kosismosi sortidir. Bu tonlikdon tapilmis t-nin hor bir
qiymating ikitortibli xatlo (2) diiz xattinin bir kesisma ndqtesi uygun golacokdir.
Burada

P=a, p12 +2a,p,p, +ay p22
Q= Fl(XO’ yo) Py + Fz (Xof yo) P2
R=F (Xo' yo)
(3) tonliyinde P #0 oldugda bu tonliyin t-yo gors iki kokii var. P=0 olduqda tonliyin haqiqi
kokii birden artiq deyil vo bu kdklorin hoqiqi miixtslif, hoqiqi iist-iisto diison, xoyali olmasindan

asili olaraq kosismo noqtolori do hoqiqi, xoyali vo s. ndqtolor olacaq. Bu hallar1 ayri-ayriligda
aragdiraq. Bunun {i¢iin (3) kvadrat tonliyinin koklorini tapagq.

_—Q+yQ*-PR

P

t

Burada

1) P#0

a) Q% — PR>0 olduqda tonliyin iki miixtolif haqiqi,

b) Q? — PR <0 oldugda iki miixtalif xoyali,

¢) Q* - PR =0 olduqda iki {ist-iisto diison hoqiqi kokii var.

Bunlara uygun olaraq, diiz xott ikitortibli xott iki hoqiqi (sokil 40-da |, diiz xatti), iki xoyali (I,
diiz xotti) vo nohayat, list-listo diison iki haqiqi ndqtads (1, diiz xatti) kasocokdir.

2) P=0 olduqda tonlik 2Qt + R =0 soklins diisocokdir. Burada

a) Q#0, R=0 oldugda tenliyin bir kokii vo ona uygun olan bir haqiqi kesismo ndqtosi

olagokil 41-do) | diiz xatti).
b) Q=0, R#0 olduqda tonliyin halli yoxdur. Demali ikitortibli xatt diiz xotti kosmir (sokil

42b-da 1, va |, diiz xatlori).



Sokil 40 Sokil 41.

c) Q=0, R#0 oldugda tonliyin sonsuz sayda kokii olur. Onda diiz xatt oyri ilo {ist-iisto
diigiir. Bu halda ikitortibli xott iki d;, vo d, diiz xatlorine pargalanir (sokil 42 a,b).

job]
o

Sokil 42.
§ 21. Ikitortibli oyriya nazoran asimptotik istigamotlor vo asimptotlar.

Forz edoF(X,y) =0 (1) tonliyino malik y ikitortibli xotti vo asagidaki parametrik tonliyino
malik | diiz xoatti verilmisdir.
X=X, + p;t
{ 0+ Py @
Y=Y, + Pt

Torif: [ diiz xatti y ikitartibli xattini birdon artiq noqtads kasmirsa va ya onunla iist-iisto

diisiirsa, onda bu diiz xattin p= 4, p, :istiqamatina y ikitortibli xattina nazaran asimptotik
istiqgamat deyilir.

Bu torifden bilavasita ¢ixir Ki, | diiz xettinin p= #, p, yonoldici vektorunun y ikitortibli

oyrisind nazoran asimptotik istiqamot olmasi iiglin (3) tonliyinde P=0 olmalidir. Basqa sozlo, p
vektorunun koordinatlar1 asagidaki sorti 6domalidir.
ay, p12 +2a, PP, +a, p22 =0 (4)
Demali y ikitortibli ayrisina nozaran asimptotik istigamatinin tapilmasi (4) tonliyinin koklarinin
tapilmasina gotirilir.
a,k® +2a,k+a, =0 49
P

2

Burada k = —=
Pl



y ikitortibli xottinin asimptotik istigamatinin olub-olmamasi (4) vo (4) tonliyinin kokiiniin olub-

olmasindan asilidir.
2
Kk = —ap, * v a;, —a;ady

a22

A =a,a,, —a) isaro edok.

Burada A>0 olsa, onda (4) tonliyinin he¢ bir hoqiqi kokii yoxdur. Demali, bu ayri he¢ bir
asimptotik istiqgamoto malik deyil. A <0 olduqda (4) tonliyinin iki dons haqiqi kokii vo uygun olaraq
oyriys nazaran iki asimptotik istiqamot olacaqdir. A=0 olduqda (4) tenliyinin bir kokii vo uygun
olaraq oyriya nazoran bir dono asimptotik istigamot olacaqdir.

Oyrandiyimiz ikitortibli oyrilorin asimptotik istiqgamotlorini toyin edok.

2 2

% +Z—2 =1 ellips iiciin A = aiz’biz >0 oldugundan ellips he¢ bir asimptotik istigamato malik
deyil.

x> y? . . 1 1 3 : L L

27 b =1 hiperbola li¢iin A = = | 7 <0 oldugundan hiperbola iki asimptotik istigamato
malikdir.

y? = 2px parabola iiciin A=0-1+0=0 oldugundan parabola yalmz bir asimptotik istiqamoto
malikdir.

Elo bu baximdan da A>0 olduqda ikitortibli oyriys elliptik, A <0 oldugda hiperbolik, A =0
olduqda iso parabolik tip oyri deyilir.

§ 22. ikitortibli xatlorin markozi.

Ikitortibli xatlorin markozi anlayisini vermak ii¢iin asagidaki lemmani isbat edok.
Lemma: M,(X,,Y,) mnéqtasinin F(x,)=0 tonliyino malik ikitortibli xattin har hansi

p=H&.p, istigamatinda vatarinin orta noqtasi olmasu iiciin (3) tanliyinds Q=0 basqa sozla

Q= Fl(XO’ YO) P+ FZ(XO’ YO) p, =0
sartinin o6danmasi zaruri va kafidir.

Isbati: Forz edok ki, M,(X,,Y,) F(X,y)=0 tonliyino malik y ikitortibli xottinin [5

istigamotindoki vatorinin hor hansi noqtesidir. Bilirik ki, bu vator boyunca yonalmis diiz xattin
parametrik tonliyi

{x =X, + p;t
Y =Yo+ Pt
soklindadir vo onun ikitertibli xotlo kesisma noqtolorinin hor biri t parametrinin Pt* +2Qt+R =0

tonliyindon tapilan bir qiymstins uygundur. Bu qiymatlori diiz xottin tonliyinds nazors almagla
kasisma noqtolorinin koordinatlari tapilir. Forz edok ki, diiz xottin ikitortibli xatlo kasigma noqtolori

M,,M, vo bu noqtolora uygun parametrlor t,t,-dir. Onda bu ndqtslorin koordinatlari
M, (X, + Pit, Yo + Pt ). M, (X, + pit,, Yo + Pot,) olacaqdir. Bilirik ki, bu parganin M(x,y) orta
noqtosinin koordinatlari
X = XO + pltl + XO + pltZ — 2XO + pl(tl +t2)
2 2
_ 2y0 + p2(tl +t2)
Y= 2




kimi tapilir. Bu ifadolordon gériiniir ki, M,(X,,Y,) noqtesi yalmz vo yalmz o zaman [,M,

parcasinin orta noqtosi olar ki, burada t, +t, = 0 ya (3) tonliyinds Viyet teoremino gora Q=0 olsun.
Basqa sozlo
Q=F. (X, Yo) Py + F, (X5, Yo) P, =0 *)
sorti 6dansin.
Lemma isbat olundu.
Torif: Ikitartibli xattin simmetriya markazina bu ayrinin markazi deyilir.
Gostorok ki, F(x,y)=0 tonliyino malik ikitortibli xottin morkozinin koordinatlar1 asagidaki
tonliklor sistemindon tapilir:
{Fl(xi y)=ayX+a,y+a, =0 (5)
Fo(Xy) =a,X+a,y+ay, =0

Forz edok ki, C(X,,Y,)noqtasi (1) tonliyi ilo verilmis ikitortibli xottin morkozidir. Onda bu
noqtodon kegon istonilon votor yariya bdoliinmolidir. Bu ndqtodon kegon b= 1.0, Vo

(i = &.0, istigamatlorina malik vatorlorini (diametrlorini gokok. Onda (*) diisturuna gora

{Fl(xo’yo)p1+F2(X01yo)p2 =0 (**)
F(Xo, Yo + F, (X, Yo)d, =0
sortlori 6donmalidir. Lakin p#0,q# 0 kollinear olmayan vektorlar oldugundan (**) sisteminin
O0donmosi ti¢lin
Fl (Xo: YO) =0
F,(X,,¥,) =0 olmalidir.
Indi forz edok ki, (5) sortlori ddenilir, C(X,,Y,)ndqtosinin y ikitortibli oyrisinin morkozi
oldugunu gostorak.
Koordinat sisteminin baslangicin1 oyrinin C(X,, Y,) morkozino kogiirok, onda bu koordinat
sistemina nozaron ayrinin tonliyl asagidaki soklo diisor.
a,X* +2a,Xy +a,Y° +2a,X+2a,Y+a, =0
Burada

A = Fl(XO’ yo)
a, =F, (Xo’ yo)
Ag = F(Xo’ yo)
Lakin F (X,,Y,)=0
F,(Xy,Y,) =0 oldugundan sonuncu tonlik
a, x> +2a,Xy +a,Yy° +a, =0 (1)
soklino diisocokdir. Bu tonlikdon goriiniir ki, ayri C koordinat baslangicina nozoron simmetrikdir.
Belo ki, hor bir M(x,y) noqtesi ilo yanas1t M(-X,-y) ndqtasi do bu ayri iizorindos yerlosir. bagqa sozlo,
noqtolordon birinin koordinatlart bu tonliyi 6dodikds digorinin do koordinatlar1 homin tonliyi 6doyir.
Teorem isbhat olundu.
Beloliklo, isbat olundu ki, (1) tonliyino malik ikitortibli xottin morkozinin koordinatlart (5)

tonliklor sistemindon tapilir. Demoali, ikitortibli xottin morkozinin olub-olmamasi (5) tonliklor
sisteminin hallinin olub-olmamasindan asilidir:

a;X+a,y+a, =0
ayX+ayy+ay, =0

(5)

Indi bu tenliklor sistemini arasdiraq. Burada



alla12
aZl a22

1. A= #0

oldugda (5) tonliklar sisteminin yegano halli var. Demali, bu halda oyri yegano morkozo malikdir.

a a,a
2. A=0vwvo A = o
a20 a‘22 aZlaZO
Determinantlarindan he¢ olmazsa biri sifirdan forqli olduqda, (5) tonliklor sisteminin holli yoxdur.
Basqa s6zlo oyri heg bir morkozo malik deyil.

3. A=A, =A, =0 olarsa, (5) tonliklor sisteminin sonsuz sayda hslli olacaq. Buna uygun olaraq

voya A, =

oyri sonsuz sayda morkozo malikdir. Bu noqtolor ¢oxlugu diiz xotti toyin edir ki, ona da ikitortibli
xottin markazlar diiz xatti deyilir. Bu halda oyri iki diiz xotto parcgalanir.
Oyrinin birdon artiq morkozi olduqda, belo oyrilor markazsiz ayrilar adlanir.

§ 23. ikitartibli xattin toxunanu.

Ogor ikitortibli xattin morkoezi bu xattin lizorindadirse, onda bu ndqtoys onun xiisusi noqtasi
deyilir. galan ndqtalars ikitartibli xattin adi noqtalori deyilir.

Forz edok Ki, {O,el,ez ~afin koordinat sistemino nozoran F(x,y)=0 tonliyino malik y

ikitartibli xatti verilmisdir.

Ogor | diiz xatti y ikitortibli xottini Ust-listo diison iki ndqtods kasorss, onda bu diiz xatto
ikitortibli xattin homin noqtods toxunam deyilir (sokil 43).

Gostorok ki, ikitortibli xott Ozilinlin istonilon adi M. /
noqtosindo yegano toxunana malikdir vo bu toxunanin
tonliyi
Fl(xo’yo)x""':z(xo’yo)y’*'Fo(xo’YO):0 (6)
soklindadir. F d
X=X, + p;t

Y=Y+ Pt
tonliyino malik | diiz xatti y ikitortibli xattine M (X,,Y,)

Isbati: Forz edok ki, {

noqtasinds toxunur. Sokil 43.

Onda torifa goro, diiz xatlo ikitortibli xott list-listo diison iki M, noqtesinde kosismolidir. Bu isa
diiz xottin (2) tonliyinds parametrin t =t, =t, =0 giymotino uygundur. Digor torafdon (3) kosismo
sortindo Viyet teoremino géro Q =t, +t, =0 olacaqdir. indi forz edok ki, (3) kosismoa sortindo Q=0.
Digor torofdon M, € ¥ oldugundan burada R=F(X,,Yy,) =0, onda (3) tonliyi Pt* =0 soklino
diigor. Burada kasismo noqtalari iki dons oldugundan P #0 onda t* =0 voya t, =t, =0 olar.

Lakin kosigmo sortindon alinan parametrlorin bu qiymatinde diiz xott ikitortibli xotti iist-listo
diison iki M, noqtosinds kosir. Belo ki, (2) tonliyinde iki dofs t=0 gotiirmaklo hor dofs M,

noqtosinin koordinatlarini almis olacagiq.
Beloliklo, biz gostordik ki, | diiz xattinin M, ndqtesindo y ikitortibli ayrisine toxunmasi tigiin

Q=F Xy, Yo) P, +F,(X,,¥5)p, =0 (*)
sortinin 6donmasi zaruri va kafidir. Bagqa s6zlo, | diiz xottinin M, (X,, Y,) noqtesinds y ikitortibli

xotting toxunmast iigiin onun p= #, p, yonoldici vektorunun koordinatlar1 (*) miinasibotini

odomolidir. Onda bu miinasibatdon tapilan bz 4. p, yonoldici vektoruna vo M, (X,,Y,)
ndqtasine gora toxunanin tonliyini yaza bilorik. (*)-dan



F (X,
P F(XY0)
Y—Y, =K(Xx—X,) tonliyindo yerino yazsaq, M,(X,,Y,)noqtesindo ikitortibli  ayriy o
toxunanin

~ Fi(Xq:Ys) (x—

F, (Xo: Yo) %)

Y=Y =
Vo ya
F1(X01 yo)x+ Fz (Xo' yo)y_ [:1()(0! yo)xo + FZ(XO! YO)YO } 0
tonliyini alariq.
Lakin M, (X,,Y,) € ¥ oldugundan F(x,,Yy,)=0 vaya

F (X1 Yo) = Fi(Xo, Yo )X+ F, (X, Yo) Y + Fo (%o, ¥o) =0 (7
sorti 6denmalidir. Buradan
F1(X01 yo)x + Fz (Xo' yo)y = _Fo (XO! yo)
bunu (7)-ds nozars alsaq:
Fu (X0 Yo )X+ Fy (X0, Vo) Y + Fo (X, ¥) =0
Bunu agiq sokilds yazaq, M (X,, Y,) noqtesinds y ikitortibli oyrisins toxunanin tanliyinin
(A Xo + 85, Yo +850) X+ (8 Xg +8 Yo +85)Y + 850Xy + 85 Yo +8g =0 8
soklinds oldugunu gororik.
Bu diisturdan istifado edorok kanonik tonliys malik ellip, hiperbola va parabolanin toxunaninin

tonliyini yazaq.
2 2

Ellipsin =+ =1 kanonik tonliyini iki
a

1 1 .
ay =—, 8y :b—z. ay =—1 vo qalan omsallarin sifira borabor oldugunu gororik. Bunlar
a
toxunanin (8) tonliyinda nazars alsaq, ellipsin toxunaninin tonliyinin
Xy X
02 + y02y =1
a b

soklinds oldugunu alariq.
Analoji qayda ilo géstormok olar ki, kanonik tonliklori ilo verilmis hiperbolanin vo parabolanin
M, (X, Y,) noqgtasindoaki toxunanlarin tonliyi uygun olaraq

XX VoY _y
a> b’
YoY = p(x + Xo)
soklindadir.

§ 24. ikitartibli xottin diametri

Forz edak ki, biza har hansi afin koordinat sistemina nazaran
F(X,Y)=a,X* +2a,Xy +a,,y° +2a,,X+2a,,y+a8y, =0

{imumi tonliyino malik y ikitortibli oyrisi vo asimptotik istigamoto malik olmayan p= £, p,
vektoru verilmisdir.

torif: y ikitortibli xattinin hor hanst p= 4, p, istigamatina paralel biitiin vatarlorin orta

noqtalor coxluguna y ikitartibli xattinin p= 4, p, istigamati ilo qosma diametri deyilir (sakil
44).



Gostorok ki, y ikitartibli oyrisinin istonilon p = €, p, geyri-asimptotik istigamati ilo qosma
olan diametri vardir. Yuxarida istifads etdiyimiz lemmaya gors ixtiyari istiqamoto malik olan har
bir votorin M(X,y) orta ndqtasinin koordinatlari

R Y)p, +F(xy)p, =0 vaya

Ay X+a,y+a,)P, +(ayX+ayy+a,)p, =0 )
sartini 6domolidir. Bu tanliyi x,y doyisonlorine nozoran qruplasdirsaq
(A Py +8, P)X+ (3, Py +85, P,)Y + 8Py +8, P, =0 (99

alarig. Bu tonlikdoki (x,y) geyd olunan noqgtaler ¢coxlugunun ixtiyari (cari) noqtesinin koordinatlari
oldugundan (9) diametrin tonliyi olacaqdir.

Gostorak ki, bu tonlik diiz xoattin tonliyidir. Basqa s6zlo, x vo
y-in amsallar ikisi do birden sifir deyil. Oksini forz edok Forz
edak ki, bu omsallarin ikisi do birden sifirdir.

a; P, +a,P, =0
a, P +ax, P, =0

Sokil 44.

Bunlari (3) tonliyindoki P-nin ifadasinds nazors alsaq:
p=a, pl2 + 28-12 PP, t3y pz2 = (all P, +ay, pz) p, + (a12 P, +ay pz)Pz =0

Bu iso EJ -nin geyri-asimptotik istigamot olmasina ziddir. Demali (9) diiz xattin tonliyidir.

Diametrin asagidaki bazi xassolorini geyd edok:
1° Biitiin diametrlor morkozdon kegir. Bunu bilavasito (9) tonliyinden gérmok olar. Bu xassodan
asanligla ¢ixir ki, agor y ikitortibli xatti birden artiq markazs malikdirss, onda bu oyrinin yalniz bir

dono diametri var.
2°.Ogor y ikitartibli oyridirsa, onda morkozdon kegon vo geyri-asimptotik istigamats malik olan

har bir vator bu oyrinin diametridir.

§ 25. Qosma diametrlor. gosmahq sorti. Ikitartibli ayriys
ndzaran qosma istigamatlar.

Tarif: Biri digarina paralel vatarlarin orta noqtalor coxlugundan ibarat olan diametrlora biri
digarina qosma olan diametrlor deyilir.
Onlarin istigamoting iso y ikitortibli oyrisino nozoron qosma istiqgamatlor deyilir.

Forz edok ki, bizo F(X,y) =0 lmumi tonliyino malik »
ikitortibli oyrisi verilmisdir. Bu oyriyo nozoron bir-biring

qosma olan p= 4.0, o q= .9,  vektorlarmm D /

gosmaliq sortini ¢ixaraq. Bilirik ki, E): 4.0, vektoru ilo

gosma olan diametrin tonliyi (9) soklindadir. (ivektoru bu diiz
xotlo paralel oldugu tigiin

@y p +a,p,)ia,p +a,p, B
olmalidir (sokil 45). Sokil 45.
Basqa sozlo
_AuPitayP, 8P ta, P,
0 a,
(10)miinasibatina y ikitartibli ayrisine nazaran istiqgamatlorinin qosmahiq sorti deyilir. bu sorti
diiz xotlorin bucaq omsallari vasitasilo ifado edok. Burada

= ay; PG, +a, (9, p, + P,0,) +ax, P4, =0 (10)



i = kl’q_z = kz
P 0.
isaro etsok, (10)-sorti asagidak: soklo diisor:
aykik, +a,(k, +k,)+a,; =0 (10)

(10)miinasibatina K; vo k, bucaq omsallarina malik diametrlorin qosmaliq sorti deyilir.

§ 26. Ikitortibli oyriya nazoran bas istiqgamatlor.
9yrinin bas diametrlari.

Torif: 9gar y ikitortibli xattina nazaran qosma istigamatlar bir-birina perpendikulyarsa, onda

bela istiqamatlaora ikitortibli xatta nazaran bas istiqamatlor deyilir.
(1)tonliyino malik ikitortibli xatlorin bas istiqgamaetlorini tapagq:

Torifo goro ogor bve (i ikitortibli xotto nozoron bas istiqgamotdirss, onda onlarin bucaq
omsallari
k, = _t sortini 6domalidir.
2
Bunu (10) tonliyinds nozars alsaq, bas istiqgamatlor {i¢lin asagidaki ifadoni alariq:

1
—8y +a12{_k_+k2:|+all =0

2
voya
a12k2 +(ay —ay)k—a, =0 (11)
Alinan diistur y ikitortibli xattinin bag istigamatinin tapilmasi diisturudur. Bu tonliyin koklorini
tapaq:

Kk = A, —ap \/(azz B all)z + 43122
2a,,
Burada asagidaki hallar miimkiindiir:
1) a,, # 0 olsa, onda (11) tonliyinin iki haqiqi kokii var. Bagqa s6zlo bu halda oyriys nazoron iki
bas istiqamat var. Belo ki, bu diisturdak: kokalt1 ifade a, -lorin istonilon qiymetinde manfi deyil.

2) a, =0, a,,—a,; #0. Bu halda (11) tonliyi p,-p, =0 soklino diigiir. Buradan p, #0,

0, =0 voya p,=0, 0, #0 olur. Buiso p= #§,0 , q= &g, voya p=3 , q= 1
vektorlart ikitortibli oyriyo nozoron bas istigamotlor olacaqdir. Basqa s6zlo, bu halda koordinat
oxlarinin istigamati ayriye nozaran bas istiqgamatlordir.

3) a, =0 a, —a,, =0.Buradan a,, = a,, oldugundan ikitortibli xottin imumi tonliyi

a,X* +a,y’ +2a,X+2a,,y+a, =0

soklinds olar. Bu tonliyin biitiin hadlorini a,;-0 bolsok tonliyimiz
asagidaki soklo diigor:

x> +y? +Ax+By+C=0
tonliyidir. Cevronin is9 istonilon sayda bir-birine perpendikulyar
olan diametrlori oldugundan, demoli bu halda ikitortibli xatto
nozoron sonsuz sayda bas diametrlor mévcuddur (sokil 46).

Sakil 46.
Hor bir bag istigamoto malik diametro bu ayrinin bas diametri deyilir. Bas istigamotlorin
tapilmasi1 diisturlarindan bilavasito ¢ixir ki, ikitortibli oyri ya iki deno, ya da sonsuz sayda bas
istiqgamotloro malikdir.



§ 27. Ikitartibli xotlorin tasnifati.

Ikitortibli xattin tosnifat1 dedikdo asagidakilar basa diisiiliir:
Elo diizbucaqli dekart koordinat sistemi segilir ki, bu sistemo nozoron ikitortibli xattin tonliyini
sada soklo gotirmokls miistavi iizarinds ne¢a ndv ikitortibli xottin méveud oldugu miioyyan olunsun.

Forz edak ki, biza {O, i, ] diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozoron
a,X* +2a,Xy +a,Yy° +2a,X+2a,Y+a, =0

imumi tonliyino malik » ikitortibli xotti verilmisdir. Elo &1, j diizbucaqli dekart koordinat
sistemi secok ki, koordinat oxlarinin istigamaoti bas istiqamoato yonolsin. Bu halda ikitortibli xotlorin
imumi tonliyinde a,, = 0 oldugunu gdstorok. Bunun ii¢lin oxlardan birinin (ox) oxunun k=0 bucaq
omsalini bas istigamatlorin tapilmasi ti¢iin olan
a12k2 +(ay; —ay)k—a, =0 (11)
diisturunda nazors alsaq, a,, =0 olar.
Onda bu ciir secilmis koordinat sistemins nazaron y -nin yeni tonliyi asagidak: soklo diisacokdir:

a11X2 +azzy2 +28,,X+ 28,y +ay =0 *)
Indi {O, i, ] :koordinat sisteminin baglangicini ikitortibli xottin morkozino paralel (oxlarin

istigamotin doyigsmodon) koglirsak, bildiyimiz kimi oyrinin tenliyinde a,, =0, a,, =0 olacaqdir.
Bu halda ayrinin tonliyi asagidaki soklo diisor:
allxlz +ay y* + 8y =0 (1)
Omsallardan asil1 olaraq bu tonlik asagidaki tonliklordon birina gatirilir:
1) a,, # 0oldugda

2

a) ?-Fb—z_l
X2 y2

b) ¥+b—2:—1

2 2

) b
a“ b

2) a,, =0 olduqda isa
XZ y2

VO
XZ yZ

b)g"ﬁ‘b—zz

Beloliklo (1) tonliyi gostorilon bes tonlikdon birino gatirilir ki, bu tonliklorlo toyin olunan xatlor
morkazli xatlordir (yegans markozo malikdir).

Forz edok ki, ikitortibli xott sonsuz sayda morkozo malikdir. Onda koordinat sisteminin
baslangicin1 bu morkozlorden birine ko¢iirmokls koordinat vektorunun istiqgamatini ayriye nozoran
asimptotik istigamats yonaltsak, onda (*) tonliyi

a, x> +a, =0 (12)
soklina diisor. Bu halda

a)ogor a,,-in ay, -in isarslori miixtalif, bagqa sozlo a,; - a,, <0 olduqda, ikitortibli xattin tonliyi
x* —a® =0 soklino,

b) a,, -a,>0 olduqda, a,, vo a,-in isaralori eynidirso, ikitortibli xottin tonliyi x*+a* =0
soklina diisacokdir.



c)nohayat (II) tonlikdo a,, = 0 oldugda bu tonlik x* =0 sokline diisocokdir.

Ogor oyri markozsiz oyridirsa, onda askardir ki, bu oyrinin yalniz bir dona bas diametri vardir.
Koordinat sisteminin baglangicini diametrin hor hansi bir néqtasine kogtirsak ikitortibli xattin tonliyi
a,Yy’>+2a,x=0voya y* =2px

soklina diisar.
Beloliklo biz gostordik ki, miistovi lizorindo asagidaki tonlikloro malik 9 ndv ikitortibli xott

movcuddur.
x> y? :
1. ¥+Z—2=1 ellips
2 y2
2. — —=-=1 hiperbola
a’> b P
2 y2
3. 5+ =-1 xayali ellips
a b
Xt _y° X_y X,y
4, ——-2-=0voya ——==0, —+==0 kosison hoqiqi iki diiz xatt.
a’> b PR a b yon hedid e
2 2
S. —2+y—2=0 Vo ya i—il=0, XiiYoo kasison xoyali iki diiz xatt
a a b a b
6. x> —a®=0 voya x—a=0, x+a=0 iki paralel hoqiqi diiz xott
7. x*+a®* =0 voya x—ia=0, x+ia=0 iki paralel xoyali diiz xott
8. x* =0 iist-iisto diison iki haqiqi diiz xott
9.y? = 2px parabola.

§ 28. ikitartibli xatlorin iimumi tanliyinin sadolosdirilmasi.

Forz edok ki, bizo {O,i,] diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozoron F(X,y)=0
tonliyino malik » ikitortibli xotti verilmisdir. Bu diizbucaqli koordinat sistemini 6z baslangici

otrafinda elo o bucagl qodor dondorak ki, alinan yeni {O,i,] :koordinat sisteminda koordinat

oxlarindan birinin, masalon i -in istiqgamati bas istiqgamoto yonalmis olsun. Bilirik ki, bu zaman
alinan tonlikds xy-haddinin smsali a,, =0 olacaqdr.
Onda, alinan koordinat sistemino nazaran ayrinin tonliyi
A, X2 +a, Y% +2a, X+ 28,y +a, =0 1)
soklino diigor. Burada
a,, =a,, Cos’ a +a,, Cosasina +a,, sin’a
a,, =a,, sin”a —a,, cosasina +a,, Cos* «
*) ay, = 8, COSar + a,, Sinx
Ay =—8,,Sina +a,, cCosa

8gp = o
Molumdur ki, bu zaman ¢evirma diisturlari
X =XCOS& — ySina
{y = XSina + ycosa



i istiqamati ikitortibli xotlo nozeron bas istiqgamoto yonoldiyinden onun €pse,sin o koordinatlar
bas istiqgamatlorin tapilma
2 2
a, P; +(ay —a5,)PiP, —a, Py =0
diisturunu 6domolidir. Bagqa sozlo
- 2 - - 2
a,,sin“ o +a,, sin@cosa —a,, cosasin e —a,, cos” « =0
Buradan
sin o(a,, cosa +a,, Sin ) = cosa(a,, CoS + a,, Sin &)

alinan nisbati A ils isars edok:

a, Cosa +a,Sina @, Cosa +a,, Sina

cosa sina
Bu sorti 6doyon A adadinin olub-olmadigint miiayyan etmaliyik. Sonuncu ifadodon

=1

a,, Cosa +a,, sina = Acosa @)
a, COSa +a,, Sina = Asina
vaya
(a, —A)cosa+a,sina=0
: (4)
a, cosa +(a,, —A)sina =0

(4)tonliklor sisteminin omsallarindan diizoldilmis bas determinant sifirdan forqli ola bilmoz. Oks
halda, bu bircinsli xatti tonliklor sistemi yegana trivial hallo malik olardi, basqa s6zlo,

cosa =0
sina =0
olardi. Lakin eyni bucagin sinus va kosinusu sifir ola bilmaz. Onda
ay — /’i’alZ -0
=0 voya
a21a22 - /1
12 _ (ail =+ azz)ﬂ, + a11a22 — a'l22 = 0 (5)

olar. (5) tonliyi ikitortibli ayrinin xarakterik tanliyi adlanir. Bu tonliyin koklorini aragdiraq:
L @uray)Ey(a, +a,)’ +da)

2
Buradan goriiniir ki., xarakteristik tonlik iki done hoqiqi koke malikdir. Bels ki, kokalt1 ifade
omsallardan asili olmayaraq manfi ola bilmoz. Bu isa 0o demakdir ki, (4) tonliklor sistemini 6doyan

homiso iki dono A ododi var. Bu koklori 4, vo A, ilo isaro edok. Sistemdoki tonliklorden birini
gotiiriib, onun har iki torafini cosa # 0-a bolsok asagidaki ifadani alariq:
A—ay

tga = (6)
a12

Belalikls biz gostordik ki, diizbucaqli dekart koordinat sistemini (6) tonliyindon tapilan «
bucagi qodor dondorsak, koordinat oxlar1 bas istigamoto yonalmis olacaqdir ki, bu ciir koordinat
sisteminds a,, =0 olur.

Indi (1) tonliyindoki digor amsallarin tapilmasi ilo mosgul olaq. ©vvalco a,, v a,, amsallarini
hesablamaq tigiin Sina vo COSe -1 tga ilo ifado edok:

J1+t9%a ’ J1+t9%a
(*) ifadesindoki tonliklordon birinci ilo ikinci tonliklori torof-torofo toplasaq:
any +a8, =8 tay (7

Sing =

olar.
a,, = (a, cosa +a,, sin@)cosa + (a,, Cosa + a,, Sin &) sin



soklinda qruplasdirib, (3)-ii nozors alsaq
a, =4 Ccos’ a+Asina=1

a,, = A, oldugunu alariq.

Digor torafdon, Viyet teoreminoa gors (5) xarakteristik tonliyindon

A+l =8, +a,.
Bunu (7) ifadosi ilo miigayiso etsok,
a,+a, =4 +4, olar.

a,, = 4, oldugunu burada nazors alsaq, alariq ki, a,, = 4,.

Belolikls, biz gostordik ki, diizbucaqli dekart koordinat sistemini 6z baslangici strafinda (6)
tonliyindon tapilan & bucagi qodor dondarsak, ikitortibli xattin tonliyi

AXP + A, ¥% + 28X+ 28,y + 8, =0
soklino diigor. Burada yuxarida qeyd etdiyimiz kimi
ay, = a,, COSr + a,, Sin
{azo =—a,,SIN @ +a,, COSx
Belolikla, biz ikitortibli xottin imumi tonliyinin sadslasdirilmasi tisulunu gostordik.

§ 29. Umumi tanliyina gora ikitartibli ayrinin qurulmasi.

Biz yuxarida oyrinin @imumi tonliyinin sadolosdirilmasi yolunu &yrondik. Bundan istifado
edorok, limumi tonliyino goro ikitortibli oyrini qura bilorik. Bunu asagidaki ardicilligla etmok
lazimdir.

a)oyrinin 4> —(a,, +a,,)A+a, -a,, —a;, =0 xarakterik tonliyini yazib, onun k&klorini tapmagq.

A-a, . . :
b) tge = Y ifadosindon COSa vo Sin & -n1 tapmagq.
a12

c)Koordinat sistemini o bucagi qodar dondormok. Basqa s6zls elo {O, 0] :koordinat sistemi

quraq ki, burada i = epsa,sine , j= 4sina,cosa  olsun.
d) a,, vo a,, tapmag.

e)Koordinat sistemini oyrinin O moarkozino paralel kdglirmoklo alinan {O,i,j :koordinat

sisteminds ayrini kanonik tonliyino gére qurmag.

Indi {imumi tonliyino gora ikitortibli xattin qurulmasina aid bir masalo hall edok.

Mbasala: Asagidaki timumi tonliyi ilo verilmis ikitortibli xatlori diizbucaqli dekart koordinat
sisteminds qurun:

9x* —24xy +16y* —20x +110y —50 = 0.
Halli:
1)Verilmis bu oyrinin A* —(a,, +a,,)A+a,, -a,, —a, =0 xarakteristik tonliyini yazib, onun
koklorini tapaq:
A*—254=0
4,=0, 1,=25

2)Yeni se¢ocoyimiz {O, I, ] :koordinat sisteminin bazis vektorlarinin koordinatlarini tapaq:



t 4

coser = —— — = =
\/1+tg o \/1+9
16
sina = tga2 -4 3
J1+tg%a \/1+9
16
z . e . : - o |14.3 - - 3.4
3) i= épsa;sina , j= dsina;cosa  oldugundan i = o 1= olacaqdir.

{O,E, ]} koordinat sistemini qurag.

Bildiyimiz kimi qurdugumuz bu yeni O{O,i, ]} diizbucaqli dekart koordinat sistemindo

verilmis ikitortibli xattin tonliyi
X2+ A, Y% +2a,,X + 28,y +ay, =0
soklina diisocokdir. Burada 4, =0, 4, =25.
4) a,, vo a,, amsallarini hesablayag.
&y, =, COSx +a,, Sinax =25
a, =—a,Sina+a,,cosa =50 Verilmis tonlikdon
Ay =—50
Bunlar1 sonuncu tonlikds yerins yazsaq,
25y? +50x +100y —50 =0
y? +2x+4y-2=0
Indi bu tonlikdan ayrinin morkozini tapagq.
Bunu iki disulla, ya oyrinin morkozinin tapilmasi
diisturlarindan istifado etmokls, ya da tonliyi X vo y-o nazaron

tam kvadrata gotirmoklo etmok olar.
Biz ikinci tisuldan istifado edacayik.

(y+2)?-4+2x-2=0
(y+2)°-2x-6=0
(y+2)*+2(x-3)=0
Buradan goriiriik ki, oyrinin morkozi O(3,-2) ndqtosi
olacaqdir.
5)Oyrinin markozini bu ndqtays kogiirsak onun tonliyi
Y?=-2X
soklino diisor ki, bu da parabola oyrisidir. Bu zaman ¢evrilmo
diisturlar

{x =X+3
olar.

y=y-2
6)Nohayot, aldigimiz {O,i,j idﬁzbucaqh dekart koordinat sistemindo y® =-2X kanonik

tonliyino gora parabolani qurmaq olar (sokilo bax).

Indi V foslo aid bir ne¢o mosalo holl edok.

Mosolo 1:3x* —2xy +3y? +4x +4y —4 =0 oyrisinin morkozini toyin edin.



Holli: Molumdur ki, (1) oyrisinin morkozi
;X + a8, Y, +a, =0, Ay Xy +8yY, +a, =0
tonliklor sistemi ilo toyn olunur. ona gors yaza bilarik:
3X, — Y, +2=0 }:>9x0 ~3y,+6=0 }:>SXO _ g -1
— X, +3Y,+2=0 — X, +3y,+2=0
X-in bu qiymetini ikinci tonlikds yerine yazaq: 1+3y,+2=0, y, =-1. Demali, oyrinin morkozi
M, (—1—-1) ndqtesindadir.
Mosala 2. 3x* +10xy + 7y® +4x+ 2y +1 =0 xottinin asimptotlarmin tonliyini yazin.
Holli: Xottin asimptotlariin tonliyi
(a‘llx + alZ y + a10) pl + (a21x + a‘22 y + aZO) p2 = 0
soklindodir. Burada p,, pverilmis xotto nozoron asimptotik istigamoti toyin edon vektorun
koordinatlaridir. Homin koordinatlar
ayn pi+2a12 PLP2 + 8y pz2 =0
tonliyi ils toyin olunur.
3p7 +10p,p, +7p; =0=3k* +10k +7 =0 burada
K _ P K = -5++25-21 _ -5+2 .
P, 3 3
_=5+2 -5-2

-1, k, =—:—Z.Onda
3 3 3

k(a,x+a,y+a,)+(@,Xx+a,y+a,)=0

ky

Masalo 3: M (L0) ndqtosindon kegon vo 3x* +7xy+5y? —2x—2y =0 ikitortibli xottino

toxunan diiz xattin tonliyini yazin.

Holli:
M, (1,0) noqtesindon kegon diiz xatlor dostosinin tonliyini yazaq:
y =k(x-1) *)

Qobul edak ki, bu verilmis xatto toxunan diiz xottin tonliyidir. Onda verilmis tonlik ilo bu tonlik
birgadir, yani onlardan ibarat olan tonliklor sisteminin halli vardir. Ona goéra

3x° +7xy +5y° —2x—-2y =0
y =kx—k

tonliklar sistemini hall edak:

3x% + 7x(kx—K) +5(kx—k)?* —2x — 2(kx —K) = 0 = (5k* + 7k +3)x* — (10k® + 9Kk + 2)x + (5k* + 2k) =0
M, noqtesindon kegon diiz xott verilmis tonliklo toyin olan xotts toxundugundan, x
dayisenindon asili alinmis kvadrat tonliyin diskriminant1 sifira barabar olmalidir, yani
(10k? + 9Kk +2)* —4(5k? + 7k +3)(5k* +2k) =0

voya
2

5k*+12k -4=0=k = -7, k =-2
k, va K, -ni novba ilo (*) tenliyinds nozors alsaq, tapiriq:
2X+5y—-2=0, 2x+y-2=0.
Mosolo 4. X2 —3xy +2y? —4x—2y+5=0 xottinin a = (L;2) vektoruna qosma olan diametrin
tonliyini yazin.

Holli: b =(p,; P,) vektoruna qosma olan diametrin tonliyi



(A Py +25, P )X+ (85 Py +8, P,)Y + (8 Py +3xP,) =0
soklindadir. Bu tonlikden istifade edorok yaza bilorik:

{1-1+[—§]Z}X+H—§}-l+2-2}y+((—2)-1+(—1)-2) =0= —2x+gy—4:0 vaya

4x—-5y+8=0
Mosolo 5: Oxlarin dondorilmosi vasitosilo 23X +72xy +2y* +25=0 oyrisinin tonliyini

sadolosdirin:
Halli: Ikitortibli xottin xarakteristik tonliyini yazaq:

AF—(23+2)A+(23:1-36%*)=0=>A* —-254-1250=0= 4, =25, A, =50

Onda verilmis tonlik —25x? +50y? + 25 =0 soklini alar. Buradan da tapiriq:

x> -2y* =1,

Mosalo 6: Diizbucaqli dekart koordinat sisteminin oxlarmmin dondorilmosi vo koordinat

baslangicinin kogiiriilmasi vasitosilo
40x? +36xy + 25y* —8x—14y+1=0

tonliyini sado soklo gatirin.

Halli: ©vvalca xattin xarakteristik tonliyinin koklorini toyin edok:

A* —(40+25)1 +(40-25-18°)=0= 1> - 651 +676 =0

AF =522 -131+676=0= (1-52)A-13(1-52)=0= (1 -52)(A1 -13) =0= 4, =52,
A, =13.

Onda 52x* +13y? + 2a,,X +2a,,Y +a,, = 0 olar. 4 -in qiymotindon istifads edorok tapa bilorik:

gu-htn 200 12 2, 2
a,, 18 18 3 3
buradan da
2
sina = 9o __ 3 _2

\/1+tg2a \/1+4 3
9

1 1 3
COSa = = =

Jl+tg%a \/1+4 J13
9

sina va COS -1n qiymatlarindan istifado etmoklo a,, vo a,, omsallarini tapmaq olar:

12 -14 -26
ay, =&, COSar +ay Sina = (4)\/_ (- )13 \/_ NRRNE
8 21 13

8, = —a,, Sin a + a,, Cosa = (—1) - (—4)

O E T s
Onda

52x* +13y* —4413x —2,/13y +1=0,

52| x —2£ 2 13y—2@y+£
52 52 132

Burada
X =x —Zi +i; Y=y° Vi3 + 1
52 52 13 13



CALISMALAR.

1.Asagidaki tonliklor ilo verilmis xotlorin morkozini tapin:
a) 5x* +8xy +5y® —18x—-18y +11=0.
b) 2x—y—-4x+2y+11=0.
V) 4x% +4xy +y* —10x-5y+6=0.
q) X* —2xy +2y? —4x-6y+3=0.
d) x> —2xy +y? —3x+2y-11=0.
e) 3x* —2xy +3y° +4x+4y—-4=0.
2.Asagidaki xatlore nozoran asimptotik istigamoto malik olan vektorlar: tapin.
a) 4x* —5xy +y* -3x+7=0.
b) x* —6xy +9y* —12x+14y -7 =0.
V) x® —2xy +5y* -3x+5=0.
q) x> —axy +5x -y =0.
3.Tonliyi verilmis: a) 10x* +21xy +9y* —30y +4 =0.
b) x*3xy —10y® +6x—-8y =0. V) 3x® +2xy — y> +8x+10y-14=0.
q) 3X* +7xy +4y° +5x+2y—-6=0. d) 10xy -2y’ +6x+4y+21=0.
xottin asimptotlarinin tonliyini yazin.
4, 4xy —5y* +2x+6y+1=0 ikitortibli xottin M(-4;1) ndqtosindon kecon diametrinin tonliyini
yazin.
5. 5x* —6xy +3y* — 2x =0 xottinin 2x-3y=0 diiz xattino paralel diametrini tapin.
6. X —2xy +y? —2x—2y =0 vo x* = 2xy + y* — 2x — 2y = 0 xottinin ortaq diametrini tapin.
7.0ki A(2;1), B((1;4) nogtesi vo 3x* —3xy +y° —3x+2y-5=0 xotti verilmisdir. Xottin A
ngqtasindon kegon diametrine qosma olan vo B ndqtasindan kegon votorinin tonliyini yazin.
8.Koordinat baslangicindan kegon vo 3x* +7xy +5y° +8x+5y+1=0 xottino toxunan diiz

xattin tonliyini yazin.
9.Diizbucaqli koordinat sisteminda

a) 3x% +2xy +3y* +6x -2y -5=0, b) 5x% +24xy —2y* +4x-1=0, V)
x* —3xy + y* +1=0 xottinin bas oxlarmin tonliyini yazin.
10.Koordinat baglangicinin kogiiriilmasi vasitosilo
a) 2x* —8x+4y+9=0, b) x* +6y> —6x+12y+13=0,
V) X2 +y?-2x-4y+5=0, q) x> +y>-2x+6y+9=0,
d) x> +2y° —4x+12y+23=0 e) x* -4y’ —4x—-8y—4=0 tonliklorini sadolosdirin.



VI FOSIL
MUSTOVININ CEVRILMOSI.
§ 30. inikas va ¢evrilmolor.

Torif: Forz edok ki, biza hor hanst bos olmayan X,Y c¢oxluglart verilmisdir. Ogar X
coxlugundan gotiiriilmiis har bir x elementina Y coxlugundan olan y elementi miiayyan qayda ilo
qarst qoyulmussa, onda deyirlor ki, X ¢oxlugunun Y ¢oxluguna inikas verilmigdir vo asagidaki
kimi isara olunur:

f: X->Y

X e X elementino y €Y elementi uygundursa, onda bu uygunluq
f(x)=y
kimi yazilir.
Torifdon bilavasits ¢ixir ki, X vo Y adadi ¢oxluglar olarsa, onda funksiyanin torifi inikasin torifi
ilo Ust-listo diisiir. Demali, funksiya inikasin xiisusi halidir. Funksiyada oldugu kimi burada da X
coxluguna inikasin tayin oblasti, Y c¢oxluguna iso onun
qiymatlar ¢oxlugu deyilir.

N,
/— A
y = f(x) oldugda y elementins x-in obraz, x elementina y-in ~"
proobrazi deyilir. t \

1)Ogor X, # X, oldugda f(x)=# f(x,) (y,=y,) olarsa, N . -
onda bu ciir inikasa inyektiv inikas vo ya inyeksiya deyilir.
2)Ogor f inikasi zamani X ¢oxlugunun obrazi Y ¢oxlugu ilo

iist-listo diisorso, basqa sozlo f(X)=Y olarsa, onda bu ciir
inikasa suryektiv inikas va ya suryeksiya deyilir.

M, ™M

Saokil 47.

3) f : X —Y inikas1 hom inyektiv, ham do suryektiv olarsa, onda bu inikasa biyektiv inikas vo
ya biyeksiya deyilir.

Misal 1. Forz edok ki, bizo @ g¢evrasi verilmisdir. Bu ¢evra iizorindo gotiiriilmiis hor bir M
noqtasini bu ¢evronin diametri izarindoki ortoqonal proyeksiyasina qarst qoyaq (sokil 47). Alinan
inikas qarsilight birqiymaetli olmayacaqdir. Belos ki, diametroa perpendikulyar olan votorin M,,M, uc
noqtalorine onun diametrls eyni bir M kosismo ndqtesi uygun olacaq. Lakin bu zaman ¢evronin
buitiin ndqtolori bu diametrs inikas olunacaqdir. Demsli, bu

f:o— B
inikas1 inyektiv deyil, lakin suryektivdir.

Misal 2. Hor hans1 ABC ii¢cbucag: gotiirok. Ugbucaq iizorindo gdtiiriilmiis, hor bir ndqtoys onun
AB diiz xatti iizorindoki ortoqonal proyeksiyasini C
qarst qoyaq. Toyin olunan f :A — (AB) inikasi
inyektivdir, suryektiv deyil. Belo ki, licbucagin M/
toraflori tizorinds gotiiriilmiis hor bir noqtoys | diiz /|
xatti lizorindo yegana noqto uygun golir. Lakin bu /|
tigbucaq tizarindaki noqtalor ¢oxlugunun obrazlar /

IRB_ parcasint toyin edir. Bu da (AB) diiz Z
xottindon forqglidir: ’

Sokil 48.

f:(A)= B ¥ (AB).
Demoali, bu inikas inyektivdir, lakin suryektiv deyil. ©gor biz Y giymotlor ¢oxlugunu (AB) diiz
xatti deyil, IKB: parcasi gotiirsoydik, onda tayin etdiyimiz inikas hom inyektiv, hom do suryektiv,
basqa s6zlo, biyektiv inikas olard.



Misal 3. Eyni morkozli vo bir-birino iki néqtodo toxunan @ g¢evrasi vo y eIIIpSI verilib.
Morkazdan krgon hor bir diiz xattin ¢evra ilo koasismo ’
noqtosini ellipslo kasisma ndqtosine qarsi qoyaq. Alinan

fro—>y
inikast hom inyektiv, hom do suryektiv olur. Basqa
s0zlo biyektiv inikasdir (sokil 49).

Sakil 49.

Torif: Coxlugun oz-6ziina biyektiv inikasina ¢cevirma deyilir. Bazonbuna ¢evrilma doa deyilir.

Biz adaton miistavinin ¢evrilmalarindon danisacagiq. Onda bu halda ¢evirmoys asagidaki kimi
torif vermak olar.

Miistavinin 0z-6ziina biyektiv inikasina ¢evirma deyilir. Ogor ¢evirma miistovinin ixtiyari
néqtasini 6z-oziina gevirarsa, belo ¢evirmaya eynilik ¢evirmasi deyilir. Bu ¢evirmaya bazon vahid
cevirma doa deyilir.

Forz edok ki, bizo f(X)=y ¢evirmosi verilmigdir. hor bir yeY elementino elo xe X
elementini qars1 qoyaq ki, f(X)=y olsun. Basqa sozlo, x elementi y-in obraz1 olsun, onda belo
cevirmoyoa f cevirmasinin tors ¢cevirmasi deyilir vo

f(y)=x
kimi igars olunur. Askardir ki, har bir ¢gevirmonin tors ¢evirmasi var.

Cevirmalar qrupu vo onun alt qrupu. Forz edok ki, bizo f vo g ¢evirmolori verilib vo f
cevirmasi X elementini y-9, g ¢evirmasi do y elementini g-o gevirir:

f=y, ay)=z

Bunlarin ardicil tosiri naticasindo x elementi z-o ¢evrilir. Basqa s6zlo, X — z. Bu da ¢evirmadir
vo bunu f -g kimi isars edirlor.

f-g(x)=z
cevirmasine f vo g ¢evirmolorinin kompozisiyasi deyilir. Cevirmalorin kompozisiyasi asagidaki
sortlori 6daso, onda G ¢evirmalor goxluguna bu ¢evirmalarin kompozisiyasina nozoran qrup deyilir:
1. hg,feG=h-(g-f)=(h-g)-f
2. f,0eG=f.geG
3. feG=1"eG.

Beloliklo, G c¢oxlugunda bu sortlor 6donildikdo deyirlor ki, G c¢oxlugu c¢evirmolorin
kompozisiyasina nazoran qrupdur va bels isars olunur: (G,).

H= & asagidaki sortlori 6dadikds bu ¢oxluga G-nin alt grupu deyilir:

1. HeG

2.H coxlugu G-ds tayin olunan amals nazaran qrupdur.

Qeyd edak ki, eyni bir coxlugun biitiin ¢evirmalari onlarin kompozisiyasina nazaran qrup toskil
edir. Onda H € G-nin G ¢oxlugunun alt qrupu olmasi ii¢iin qrupun tarifindoki sonuncu iki sorti
0domasi kifayatdir:

1. f,geH=f.geH

2. feH=f'eH

§ 31. Miistovinin harakati.

Torif: Miistavinin iki noqtasi arasindaki masafani dayismayan hor bir ¢cevirmaya miistavinin
harakati deyilir. Basqa sozlo agar miistavinin f cevirmasi

f(M)>M. f(N) >N
oldugda p(M,N) = po(M, N) olarsa, bu ¢evirmo miistavinin harakati adlanir.
Eynilik ¢cevirmasi horokatin on bariz niimunasidir. Horokoto aid digor misallar gostorok:



Misal 1. Paralel kogiirmo.

Forz edok ki, bizo hor hansi bv& 0 vektoru verilib. Miistovinin hor bir M ndqtosine elo M

noqtoesini qarsi qoyaq ki, M_)M = p olsun. ) - - M
Mbolumdur ki, bu ciir inikas biyektivdir. Basqa sozlo /'U _— /////
cevirmadir. Bu ciir ¢evirmoya p vektoruna malik parallel /-:;:/”/ / .
kogiiriilma deyilir. o -

- : . : "
Ogor pparallel kogiiriilmosi M noqtesini M-o vo N N }/,/«
noqtesini N-o ¢evirirse, onda
Sakil 50.

MM = NN = p = MN = MN
Indi parallel ko¢iirmonin koordinatlarla ifadosini ¢ixaraq.

Miistovi tizorindo har hansi diizbucaqli dekart koordinat sistemi gotiiriib, [?) =4.p, :, M(X,y),
M(x,y) isara edok.

MM = b oldugundan
X—X= X=X+
Y-y=p0, y=Y+DpP;
Askardir ki, koordinatlar1 (x,y) olan hor bir M ndqtasini koordinatlari (1) diisturundan tapilan

M(x,y) ndqtesine c¢eviron ¢evirmo b= 1.0, vektoruna malik parallel kogiirmadir. Demoli (1)

diisturlar1 parallel ko¢iirmonin koordinatlarla ifadasidir.
Misal 2. Ox simmetriyasi.

Ogor | diiz xotti [/Il\/l _ parcasmnin orta noqtesindon > !
kecib, ona perpendikulyar olarsa, onda M vo M
noqtalorina | diiz xottino nozoron simmetrik noqtalor I =l o
deyilir. | diiz xattino simmetriya oxu deyilir. P

Forz edok ki, bizo hor hansi | diiz xotti verilmisdir. J ™M
Miistovinin hor hanst M noqtesine elo M ndqtosini qarsi 0 < <
qoyaq ki, bu noqtalor | diiz xottino nozoron simmetrik
olsun.

Sokil 51.

Tamamilo askardir ki, bu ciir ¢evirmo iki ndqto arasindaki mosafoni doyismir. Belo ¢evirmoyos 0X
simmetriyasi deyilir (sokil 52).
Ox simmetriyasinin koordinatlarla ifadasini verak:

Elo {0, i, ]} diizbucaqli dekart

L\

koordinat sistemi gotiirok ki, onun absis oxu simmetriya oxu ilo iist- "]
iisto  diigsiin.  Se¢ilmis koordinat sistemindo M  ndqtesinin

koordinatlarini (x,y), M noqtasinin koordinatlarini iss (x,y) ilo isaro
edok. Bu ciir koordinat sisteminde [MM  parcasi absis oxuna

perpendikulyar olub, bu oxla yartya bdliindityiindon onun M, orta

noqtosinin  koordinatlar1 (x,0) olacaqdir. Par¢anin yariya bdliinmo
diisturlarindan

Sokil 52



X+X
=X

X=X
: :»{ )
Y*¥ _o y=-y
2
Asanligla gostormok olar ki, (2) diisturlar ilo toyin olunan
I'M > M

cevirmoasi (0x) oxuna malik simmetriya c¢evirmosidir. Cevrilmo iki noqto arasindaki mosafoni
doyismir. Basqa s6zlo horokatdir.

Misal 3. Moarkazi simmetriya.

Ogor verilmis O noqtosi [/Il\/l _ parcasini yartya béliirsa, onda M vo M noqtalari O ndqtosing
nozoron simmetrik noqtalor adlanir. O ndqtosine v M(X.Y)
simmetriya morkazi deyilir.  Mistovinin hor hanst M ‘
noqtasing elo M ndqtesini qarst qoyaq ki, bu ndqtalor verilmis <

O noqtosino nozoron simmetrik olsun. Forz edok ki, O It M (x.0) _
morkozli simmetriya noticosindo a ey - !
M—>Mvoa N-—>N L

onda sokil 54-don tamamilo askardir Ki, ,
MN = MN M(x¥)
Sakil 53.

Indi el diizbucaqli dekart koordinat sistemi secok ki, onun morkozi simmetriya markozi ilo {ist-
iista diissiin. Bu ciir koordinat sistemina nazaran bu ¢evirmoanin koordinatlarla ifadasini verak.

Bu koordinat sisteminds M ndqtosinin koordinatlarini (x,y) vo M ndqtasinin koordinatlarimi (X,
y) ilo isars edok. [/I M parcas1 koordinat baslangicinda yariya boliindiiyiindon

X+ X

=0 X = —X
2 :{ 3)
y+y _o  ly=-y
2

Bu diisturlar markazi koordinat baglangicinda olan simmetriyanin koordinatlarla ifadosidir.
Misal 4. Donma.
Forz edok ki, bizo oriyentasiya olunmus miistovi tizorinda
har hanst O ndqtesi vo o bucagi verilmisdir. Miistovinin hor - N
bir M ndqtosine elo M noqtosini qarst qoyaq ki, M — M
(M = O) asagidaki sortlori 6dosin:
1. OM =0OM J

2. OM OM =« 7 X
Askardir ki, bu ciir toyin olunmus f :M — M inikasi ;
qarsiligh  birqiymetlidir.  Basqa  sozls,  miistovinin ) /
¢evirmasidir. Bu ¢evirmoys donmo deyilir. Burada O néqtesi ~ ~—— ™
donme morkazi, & bucag iso donmo bucagi adlanir.

Sokil 54.
Baslangici donmo ¢evirmosinin O morkozindo yerloson diizbucaqli dekart koordinat sistemi
gotliriib, donmonin bu sistemo nozoron koordinatlarla ifadesini ¢ixaraq (sokil 55). Bunun ii¢lin M

noqtosinin koordinatlarini (x,y), M ndqtesinin koordinatlarini (x, y) ilo isaro edok. Onda OM vo

OM vektorlarinin koordinatlar1 uygun olaraq

OM = Ry



OK/I = ){ y olacaqdir.

Bu vektorlar arasinda qalan bucagin sinus va kosinusunu bizo malum olan diisturlarla yazagq:
Xy
Xy

sina =

:Xy_
X2 +

<l\)é

-

OM

‘OK/I

XX + Yy
X2 +y?
Bu diisturlarin birincisini y-9, ikincisini x-o vurub, toraf-torofs toplasaq
XCOSax — ysin o = X
sonra onlardan birincini x-o ikincini y-o vurub torof-torafs ¢ixsaq ~ XSina + ycosa =y alariq.

Belalikla, donma ¢evirmasinin koordinatlarla ifadasini

CoOScx =

X =XCOSa — ySina 4)
y =Yysina + Xcosa
almis oluruq. Beloliklo, asanligla géstormok olar ki, (4) diisturlari 4’
vasitosilo toyin olunan ¢@:M — M ¢evirmoesi o donmo TRM
bucagina malik donmadir. Bu g¢evirmo iki ndqts arasindaki / : N
mosafoni doyismir, basqa sézlo horokotdir. Indi horoksts aid bozi ‘ ‘ = O .
faktlar1 geyd edak. Bunun {igiin «afin reper» anlayigini verak: \\ : / \
yd
Sakil 55.

Hor bir afin koordinat sistemini bir diiz xatt izorinds olmayan ii¢ noqto ilo vermok olar. Ogor

{O,el ez}aﬁn koordinat sisteminda bazis vektorlarin uc ndqtelorini uygun olaraq. E; vo E, ilo

isaro etsok, onda él = OE;,, (_92 = OE olar vo verilmis &E,,E, noqtalor iiglityii afin koordinat
sistemi ilo eynigliclii olar. Ona gors do bazon afin koordinat sistemini ti¢ ndqts ilo verirlor. Belo ti¢
ndqtoys miistovi lizorinds afin reper deyilir vo R= 4,B,C kimi yazilir.

Xiisusi halda |OE;|=|0OE,

vo OE;-LOE; olarsa, onda belo repera

>

ortonormal reper deyilir.
Teorem: Hoarakat hor bir afin reperi afin repera, xiisusi halda /
ortonormal reperi ortonormal repera ¢evirir.
Isbati: ’ / J
Tutaq ki, bizo R= #4,B,C reperi vo g horokoti verilmisdir. B L A
A,B,C nogtalorinin g horokatindoki obrazlarint A.B.C ilo isaro edok.
A,B,C bir diiz xatt iizorinds yerlogsmoadiyindon Sakil 56.
AB<AC<BC.
Lakin harokat iki ndqte arasindaki masafoni dayismadiyindon
AB=AB, AC=AC, CB=CB
onda
AB<AC+BC.
Bu o demokdir ki, A, B, C bir diiz xatt iizorindo yerlosmoyib. Basqa s6zlo,
g(R)=R= 4B,C_
Teoremin ikinci hissosi tamamilo agkardir. Dogrudan da, ogor R= #4,B,C reperi ortonormal

reperdirso, onda ZA=90" ‘AB = |AC” =1. (sokil 56).



Lakin yuxarida qeyd etdiyimiz kimi horakat iki ndqte arasindaki masafoni doyismadiyindon
|AB| :|AC| =1
va Pifaqor teoremina gora
BC? = AB? + AC? oldugundan buradan
BC? = AB® + AC?.

Bu iso o demokdir ki, (/Pifaqorun tors teoremino gora) A bucagi diiz bucaqdir.

Teorem (o9sas): Forz edok ki, bizo iki R= A, B,C vo R= A,B,C ~ortonormal reperlori
verilmisdir. onda R-i R-a ¢eviran elo yegana

9:M(xy) > M(x,y)
harakati var ki, bu horokat miistovinin hor hansi M(x,y) ndqtosini elo M(x,y) noqtesine ¢evirir ki,
M-in R-a2 nozaran koordinatlart M-in R-a nazaran uygun koordinatlarina barabar olsun.

Isbati: Miistovinin hor bir M(x,y) noqtesino elo M(x,y) noqtosini qarsi qoyaq ki, M-in R-o
nozoran koordinatlart M-in R-o nozaron uygun koordinatlarina barabor olsun. Askardir ki, bu ciir
toyin olunmug

g:M(xy) >M(xy)
cevirmasi iki noqto arasindaki masafoni doyismir. Basqa s6zlo horokotdir. O da askardir ki, bu
horakat A(0,0)-n1, A(0,0)-a, B(1,0) noqtasini B(1,0)-a, C(0,1) ndqtasini C(0,1)-2 ¢evirir. Bu iso o
demokdir ki, R-i R-o ¢eviron g ¢evirmasi yeganadir. Teoremin ikinci hissasi g horokatini toyin
etdiyimiz qaydanin 6ziidiir.

Hoarakatin novlari va koordinatlarla ifadasi.

Torif: Ogar g horakati har hanst R reperini 6zii ilo eyni oriyentasiyali repera ¢evirirsa, onda
bela harakata birinci nov, ozii ila aks oriyentasiyali repera cevirirsa, onda bela harakats ikinci nov
harakat deyilir.

Indi horoketin analtik (koordinatlarla) ifadosini verak.

Forz edok ki, bizo g harokati vo hor hanst R ortonormal reperi verilib. Onda bu harokot R
reperini hor hansi R ortonormal reperins ¢eviracokdir.

g:R—>R

Miistovi tizorinda har hanst M ndqtesi gotiiriib, onun R reperino nozoran koordinatlarini (x,y),

M = g(M) ndqtosinin koordinatlarini iso (x, y) ilo isaro edok. Onda M ndqtesinin R-o nozoron

koordinatlar1 da (x,y) olacaqdir.

Indi M néqtesinin R va R reperlorino nozoron koordinatlar: arasindaki olaqo diisturlarini yazaq
(diizbucaqli dekart koordinat sisteminin diizbucaqli dekart koordinat sistemino ¢evrilmasi
diisturlari):

X =XCoSax —¢gysina + X, *)
y=Xsina+egycosa +Y,

Lakin (x,y) M noqtasinin (X, y) is9 bu ndqtonin obrazi olan M ndqtesinin eyni R reperina
nazaran koordinatlart oldugundan bu diisturlar g harokatinin koordinatlarla ifadesi olacaqdir. Belo
ki, asanligla gostormok olar ki, bu diisturlarin toyin etdiyi ¢evirma iki ndqto arasindaki mosafoni
doyismir:

Harakatin koordinatlarla ifadasinin determinantini hesablayaq:

Cosa —eSina

S = =gcos’a+esina=¢g(cos’a+sin’a)=¢

Sin xgcosa

Bu iso o demokdir ki, harokatin koordinatlarla ifadosindoki determinant miisbat biro barabor
oldugda bu horakot birinci ndv, monfi birs barabor olduqda iso bu horokat ikinci novdiir.

Bu qaydadan istifado edorok asanliqla gostormok olar ki, harokato aid yuxarida gostordiyimiz
misallarda paralel kdgiirmoa, donmo vo morkozi simmetriya birinci név, ox simmetriyasi iso ikinci
nov horakotdir.



Harakatlar qrupu vd onun alt qruplari.

Miistovinin biitiin horokotlor ¢oxlugunu D ilo isaro edok. Gostorok ki, D horokotlorin
kompozisiyasina nazoron qrupdur.
Forz edok ki, f vo g cevirmolori horokotdir. Basqa sozlo f,geD. Gostorok ki, f-g

kompozisiyasi da harokotdir. Bunu gostormok tigiin forz edok ki,
g:M—>M, N>N, f:-M—>M, N—>N.

g-nin harakot olmasindan MN = MN

f -in horokat olmasindan iso MN = MN alinar.

Buradan alinir ki, MN = MN . Buiso f - g ¢evrilmasinin horokot olmasi demakdir. Basqa sozlo

f-geD=f-geD.

Eloco do g € Doldugda g € D . Bels ki, g-nin harokot olmasindan

MN = MN *)

Digor torafdon

g:M—>M, N—>N
vo (*)-dan g' iiciin MN = MN.
bu iso g'-in horokat olmas1 demokdir. Basqa sdzlo
geD=g'eD

Beloliklo biz gostordik ki, D harokstlor ¢oxlugu grupdur. Ona harakatlor qrupu deyilir.

Istonilon g e D harakati naticasinds biri digarins kegon fiqurlara konquryent fiqurlar deyilir.

Bozi hallarda konquryent fiqurlar1 barabar fiqurlar kimi basa diistiriik. Coxluglar baximindan bu
dogru deyil. Bels ki, miixtalif yerlords duran hondasi fiqurlar (ndqtslor ¢oxlugu) bir-birine barabor
ola bilmaz, yalniz onlarin 6l¢iilori barabor ola bilor. Mohz ona gora do belo fiqurlara konquryent
fiqurlar deyilir.

Indi D goxlugunun alt gruplarina baxaq. Biitiin birinci ndv harokotlor ¢oxlugunu D, ilo isaro
edok. Gostarak ki, bu ¢oxluglar da birinci név harakatlorin kompozisiyasina nazoran qrupdur.

Forz edok ki, g vo f harokatlorinin hor biri birinci ndv horokatdir vo

g:R—>R, f:R—R cevirir.

Onda g-nin birinci név harokst olmasindan R reperi R-lo eyni oriyentasiyali, f -in birinci nov

horakat olmasindan iso R reperi R ilo eyni oriyentasiyali olacaqdir. Basqa sozlo R-i R-o ¢eviron
f - g kompozisiyasi birinci n6v hoarokat olacaqdir. Tamamilo askardir ki,
feD, = f'eD,.

Belolikla, biz gostordik ki, D, birinci ndv harakatlor ¢oxlugu bu horakatlorin kompozisiyasina
nazaran qrupdur. Bu qrupa birinci nov harakatlor qrupu deyilir. tamamils agkardir ki, D, € D
oldugundan D,D -nin alt gqrupudur.

Askardir ki, ikinci ndv harokatlor coxlugu qrup deyil. Bels ki, istonilon ikinci ndv iki harokatin
kompozisiyast birinci nvdiir. Eyni qayda ils gostormak olar ki, T-paralel kogiirmalar ¢oxlugu, O-
morkozi simmetriyalar ¢coxlugu vo @ -dénmolor ¢oxluqlarinin har biri birinci név horokoatlor qrupu
olub, D,-in alt qruplaridir. Lakin ox simmetriyalar ¢oxlugu ikinci ndv horokatlor goxlugundan
ibarat oldugundan bu ¢oxluq qeyd olunan omals nozoran qrup deyildir.

§ 32. Oxsar cevirma.

Forz edak ki, bizo k >0 hoqiqi adadi verilmigdir. ©gor miistovinin hor bir f ¢evirmasi
f:M—>M, N —N cevirdikda

MN =KMN sorti 6danilarss, onda bels gevirmoya k omsalli oxsar ¢evirma deyilir.



Askardir ki, kK =1olduqda oxsar ¢evirma harokat olur. demali horakat oxsar ¢evirmonin xiisusi
halidir. Oxsar ¢evirmonin xiisusi hali olan daha bir ¢gevirmayo, homotetiya ¢evirmasine baxagq.
Forz edok ki, bizo M, ndqtesi vo k haqiqi adadi verilmisdir.

l*)

Miistovinin hor bir M ndqtasine elo M ndqtesini qarst qoyaq ki, M
- - N
MM =k MM :
Pl
sorti 0donilmis olsun. Askardir ki, bu ciir inikas garsiliqh birqiy- e
motlidir. Basqa sdzlo miistovinin gevirmasidir. Bu gevirmoya M, ° S \

Gostarok ki, bu ¢evirma oxsar ¢evirmonin xiisusi halidir.
Dogrudan da (*) sortindon M vo N noqtalori tigiin

|
morkozli homotetiya cevirmasi deyilir. \Q

N
Sokil 57.
M M = kM M
M.N =kM_N
Buradan MN = k MN (1)

Vo ya ‘M_)N‘:|k|-‘M_)N‘

Bu iso 0 demokdir ki, homotetiya miisbot k omsalli oxsar ¢evirmadir.
Indi homotetiyanin asagidaki xassalorini qeyd edok:
1°. Homotetiya onun markazindon kecon har bir diiz xatti 6ziina cevirir.
2° Homotetiya morkozdon kegmoyan diiz xatti 6ziino paralel olan diiz xatta gevirir.
3° Homotetiya bucag1 ziino (konquryent) baraber bucaga gevirir.
4° Homotetiya ii¢ ndqtonin sado nisbatini doyismir. Bu xassoni isbat edok. (1) miinasibatindon

MM, My =M MMk
MM » MM -k

Teorem 1. k, omsalli h, ilo, K, omsalli h, homotetiyasinin hasili K, -K, omsalli homotetiyadir.
Isbati:

Ogor h :M —M = OM =k, OM
h,:M — M = OM =k, OM

onda h,-h,:M >M = OM =k, -k, OM
Bu iso dediyimiz teoremin isbatidir.
Teorem 2. Farz edak ki, biza |k| amsalli h homotetiyast vo miisbat k amsalli f oxsar ¢evirmasi

verilmigdir. Onda f oxsar ¢evirmasi har hanst harakatlo bu homotetiyanin hasilina barabardir.
Basqa sozlo

f=h-g
. 1
Isbati: f-h'=g isaro edok. f -in omsali k,h'-in omsal P oldugundan g = f -h™ omsali
vahido barabar olacaqdir. Basqa sozlo, g horokotdir. g = f -h' ifadesinin her iki torofini h-a vursaq,
g-h=(f-h")-h
g-h=f(h™"-h)

f=g-h



Bununla da teorem isbat olundu.
Bu teorem onu gostorir ki, homotetiya ilo horokotin ortaq xassolori oxsar c¢evirmonin
xassoloridir. Indi oxsar ¢gevirmonin koordinatlarla ifadssini ¢ixaraq.

Forz edok ki, k omsalli h homotetiyas1 M(x,y) ndqtasini M (;(, ;/) noqtosing ¢evirir. g horokati
iso M (;(, ;/) noqtasini M(x, y) néqtesinag ¢evirir. Basqa sozlo
h:M(x,y) = M(x,Y)

g:M(xy) > M(xy).
Bu ¢evirmoalorin koordinatlarla ifadasini yazaq

X = kx )
y =ky
x=;(cosa—g;/sina+x0 @)

y=Xsina+gycosa+Yy,

Indi X Vo ;/ -nin (2) ifadesini (3)-do nozors alsaq;
X = kxcosa — &kysin o + X,
y =kxsin o + ekycosa + Y,

alarig. Bu oxsar ¢evirmonin koordinatlarla ifadosidir.

Asanligla gostormok olar ki, oxsar ¢cevirmalor ¢oxlugu bu ¢evirmolorin kompozisiyasina nozoron
grupdur. Bu grup oxsar cevirmoalor qrupu adlanir. Horokot oxsar g¢evirmonin xiisusi hali
oldugundan D harokatlor qrupu P oxsar ¢evirmalar qrupunun alt qrupudur: D € P.

Ixtiyari oxsar ¢evirmo zamani biri digorino kegon F vo F fiqurlarina oxsar fiqurlar deyilir vo
F ~ F kimi yazilir.

§ 33. Afin cevirmo.

Torif: Bir diiz xatt iizorinda yerlagon ii¢c noqtoni bir diiz xatt iizorinda yerlason ii¢ noqtaya
¢eviran va onlarin sada nisbatini saxlayan miistavinin har bir ¢evirmasina afin ¢evirma deyilir.

Basqa sozlo ogor hor hanst f ¢evirmasi d diiz xatti {izorindo yerlogon A,B,C noqtolorini uygun
olaraq eyni bir d diiz xatti iizorindo yerlogon

f(A=A, f(B)=B, f(C)=C.

noqtalaring gevirarsa vo (AB,C) = (ABC) olarsa, onda bu f gevirmasino afin ¢evirma deyilir.

Qeyd edok ki, oxsar ¢evirmo diiz xotti diiz xotto ¢evirdiyindon vo ii¢ ndqtonin sado nisbatini
doyismodiyindon bu c¢evirmo do afin ¢evirmodir. Horokot iso oxsar ¢evirmonin xiisusi hali
oldugundan afin ¢evirmonin do xiisusi halidir.

Afin ¢evirmoys aid osas teoremi isbat edok:

Teorem: Foarz edak ki, biza nizamla gotiiriilmiis har hanst R va R reperlari verilmisdir. onda
R-i R-a ¢eviron yegana afin gevirmasi vardir ki, bu ¢evirma miistavinin har bir M noqtasini elo M
noqtasina c¢evirir ki, bu zaman M-in R-2 nazaran koordinatlart M-in R-2 nazaran uygun
koordinatlarina barabar olur.

Isbati: Hor bir M néqtesine elo M ndqtasini garst qoyaq ki, M-in R-o nozoron koordinatlar1 M-
in R-o nozoron uygun koordinatlarina borabor olsun. Askardir ki, bu ciir uygunluq qarsiligh
birqiymatlidir. Demsli, miistovinin ¢evirmoasidir. Gostorak ki, bu ¢evirmo afin ¢evirmasidir vo bunu

f ilo isars edok. Bunun {igiin bir diiz xatt iizorinds yerlogon M;,M,, M noqtalari gotiiriib, onlarin R

reperine nazoran koordinatlarini uygun olaraq (X;,Y;), (X,,¥,), (X,y) ilsisara edok.



Onda bu noqtalorin obrazlari olan M;M, vo M noqtolorinin R-o nazoron koordinatlarr da
homin odadlor olacaq. Basqa sozlo, X; =X, Y; =Y;, M €(M;,M,) . Onda molum diistura goro
X+ AX, o tAy,
144 142
Lakin burada (x,y) hom do M noqtesinin koordinatlari oldugundan onda M-do [/lle:

parcasint da A nisbatindo bolocok. Bu iso o demokdir ki, toyin etdiyimiz bu ¢evirmo afin
¢evirmosidir.

Tayin etdiyimiz qaydadan bilavasito ¢ixir ki, M, M M,
f cevirmosi yeganadir. Teorem isbat olundu. A d #

T T

Bu teoremin noticasi kimi sdylomok olar ki, M M M
hor bir afin ¢evirmo afin reperi afin repero B 1 . ke
cevirir. ) ' v

Sakil 58.

Indi afin ¢evirmonin koordinatlarla ifadesini verok. Forz edok ki, bizo f afin cevirmoesi vo R
reperi verilmisdir. R reperinin bu ¢evirmodoki obrazini R ilo isaro edok M iso miistovi iizorindo
oOtiiriilmiis hor hanst M ndqtesinin obrazi olsun. M-in R-a nozoron koordinatlarini (x,y) ilo isara
etsok, yuxaridaki teoremo géro M = f(M) noqtesinin R-o nozoran koordinatlart da (x,y) olacaqdir.
Bu M ndqtasinin R-o nozoron koordinatlarini iss (x, y) ilo isara edok. Onda eyni bir M ndqtosinin R
vo R reperlorino nozoron koordinatlart arasinda olago diisturlarindan (imumi dekart koordinat
sisteminin iimumi dekart koordinat sistemina ¢evirmasi diisturlari):

X=CyX+C,LY+X,
{ _ 1)
Yy=CuX+Cpy+Y,

Digor torofdon bu diisturlar M vo M ndqtalorinin eyni bir R reperino nozeron koordinatlari
arasindaki olago disturu oldugundan bu disturlar f afin ¢evirmasinin koordinatlarla ifadosi olacaq.
Bels ki, asanligla gostormak olar ki, koordinatlar1 (1) vasitasils toyin olunan

f:M->M
cevirmoasi bir diiz xott {izorindo yerloson {i¢ ndqtonin sado nisbatini doyismir. Burada &:.Co :
&, Cy “odadlori ikinci reperin bazis vektorlarinm, ¥ ,Y, 159 baslangicinin birinci repera nazaron

koordinatlaridir.

Horokotdo oldugu kimi burada da gostormok olar ki, afin ¢evirmelor ¢oxlugu da onlarin
kompozisiyasina nazaran qrup toskil edir. Bu qrup A ils isars edok. Askardir ki, D harakatlor vo H
oxsar ¢evirmalar qrupun afin ¢cevirmoalor qrupunun alt qruplardir.

Istonilon afin gevirmo vasitosilo biri digorino cevrilon F vo F fiqurlarina afin ekvivalent
fiqurlar deyilir.

Miistavinin ¢cevirmalaring aid asagidaki masalalori hall edak.

Mosala 1. Diizbucaqgli koordinat sisteminds a = (—14) vektoru ilo toyin olan paralel kogiirma
cevirmasinin analitik ifadasini toyin edin.
Hoalli: Yuxarida qeyd etdiyimiz kimi diizbucaqli koordinat sistemindo paralel kogiirma
¢evirmoasinin analitik ifadasi
X=X+X,, Y=Y+Y,

soklinds olur. Bu diisturlarda a vektorunun koordinatlarini yerino yazsaq, alariq: X=X-1,
y =Y +4. Bu, tolab edilon diisturlardir.



3
Masalo 2. Miistovi M(2;3) noqtosi otrafinda @ bucagi qodor donmiisdiir, belo ki, Cosa = T

SN = — e Bu donmo zaman1 X+ 2y —3 =0 diiz xattinin ¢evrildiyi diiz xattin tonliyini yazin.

Holli: Miistavinin M (X,, Y,) noqtesi otrafinda @ bucagi qodor donmonin analitik ifadasi
X=XCosax—-ysina+X,, Y=XSina+ycosa+y,
soklino malikdir. Masslonin sartindo verilonlori nozors alsaq bu diisturlar asagidaki sokli alarlar:

x=§x+ﬂy+2, yz—ix+§y—3.
5 5 5 5
Axirinc diisturlardan x,y doyisonlorini x, y vasitosilo ifado etsok alariq:
5 57 5 5 5 5
X,y-in bu qiymatlorini masalonin sortinds verilmis diiz xatt tonliyinds yerino yazsaq, alariq:

11x+2y-43=0
Bu, axtarilan diiz xattin tonliyidir.

6 2 8 5
Mosala 3. x=gx+gy—1, y=—gx+gy+1 oxsar c¢evirmd zamami X+Y-1=0 diz

xattinin ¢evrildiyi diiz xattin tonliyini yazin.
Holli: Oxsar ¢evirmonin masalonin sortindo verilmis analitik ifadoesindon istifado edorak X,y
dayisenlarini X, y-don asili ifads etsok, alariq:
3 4 7 4 3 1
X=—=X——Yy+—, Yy=—X+—y+—.
10 10" 10 10 10" 10

X,y-in bu qiymatlorini verilmis tonlikds yerins yazsaq alariq:

3 4 7 4 3 1

—X——VY+—|+| =X+—=y+—[-1=0.

10 10" 10 10 10° 10
Buradan da tapa bilorik: 7Xx—y—-2=0.

Mosalo 4: X=7x—-y+1, y=4X+2y+4 afin ¢evirmoasinin ikiqat diiz xattini tapin.

Halli: Qobul edok ki, Ax+By+C=0 (1) diiz xoatti verilmis afin ¢evirmasinin ikiqat diiz xattinin
proobrazidir. Onda

A(7Tx—-y+1)+B(4x+2y+4)+C=0
Vo ya
(7TA+4B)x+(-A+2B)y+(A+4B+C)=0 (2)

axtarilan diiz xattin tonliyi olar.

Moalumdur ki, (2) diiz xatti verilmis afin ¢evirmasinin ikiqat diiz xatti olmasi {liciin (1) tonliyi ilo
(2) tonliyinin omsallar1 miitonasib olmalidir:

7TA+4B = JA, (7-A)A+4B =0,
- A+2B=/B, voya —-A+(2-1)B=0, (3)
A+4B+C=4C A+4B+(1-4)C=0

A vo B omsallar1 eyni zamanda sifira barabar olmadigina gors (3) sisteminin birinci iki tonliyino
osason yaza bilorik:

-12-1
A4 =6, 4, =3 (4) tonliyinin kokloridir. (3) sisteminin birinci iki tonliyindon istifado edorok

7-14
‘ ‘20 voya 2 -91+18=0 (4)

A B nisbatini tapmaq olar:
(7-6)A—4B=0=>A=-4B=A:B=—4
_A+(2-3B=0=-A=B=A:B=-1.



(3) sisteminin axirinet tonliyindaen istifade ederak C-ni tapa bilorik:

A+4B A+4
c="0 1 indi Ax+By+C=0 vo ya Ax+By+ ; L 0 tonliyindon istifado edorak yaza
bilorik:
A =06 oldugda Ax+ By+ A6+4lB =0=> A[x+ﬂ+ B[y+ﬂ =0.

Bu halda A: B = -4 oldugundan tapariq:
1 4 4 4

-4 X+=|+|Yy+=-|=0=A4AX-——+y+-=0=4x-y=0.
5 5 5 5

A+4B

A =3 oldugda Ax+By+ =0, A[x+ﬂ+8(y+2)=0.

Bu halda A: B =-1 oldugundan alariq:
2X—2y—-3=0. Demali, 4Xx—Yy =0 vo 2Xx—2y =0 verilmis afin ¢evirmonin ikiqat diiz xatloridir.

CALISMALAR.
1.Diizbucaqli koordinat sistemindo analitik ifadoni X =X+1, y=y—2 goklindo olan paralel

ko¢iirma zaman1 2X— Yy +1=0 diiz xattinin ¢evrildiyi diiz xatti tapin.

2.Miistovi M(-1;3) noqtesi strafinda & =45° bucagi qodor déniir. Bu ¢evirme zamani koordinat
oxlar1 hansi diiz xatlora ¢evrilir?.

3.Morkozi koordinat baslangicinda yerlogon vo toroflorindon birinin tonliyi 4X+2y—-1=0
soklinds olan diizgiin altibucaqlinin toraflorinin tonliyini yazin.

4.Borabartorafli tigbucagin topolorindon biri M(1:1) noqtasinda, digar ikisi iss koordinat oxlari
izorindo yerlosir. Bu topalarin koordinatlarini tapin.

5.Borabartarafli igbucagin torafinin 2X—Y =0 tonliyi vo medianlarinin M(5;1) kasisma noqtosi
verilmisdir. Qalan iki torofin tonliyini yazin.

6.A(2;1), B(3;-2), C(1;0), A(-1;-5), B(-3;1), C(1;-3) noqtalari verilmisdir. ABC vo ABC
tighucaqlarinin homotetik oldugunu isbat edin vo h(h(AABC) == AABC) homotetiyasinin analitik
ifadosini yazin.

7.Bazis vektorlarini uygun olaraq

a) a1 = (0:5), by =(-50); b) a2 = (3-+3), bz =(-/3:-3);

- - - 15 12 - 12 15
b) as =(2;2), bs=(-22); q) as= [—E;E} bs = [_E’E} vektorlarina ceviron oxsar
cevirmonin koordinatlarla ifadssini yazin.
33 3 3 2+/3
8. X= i X——y+1, y=—x- i Yy —1 oxsar ¢evirmosi zamani diiz xattin ¢evrildiyi diiz

2 2
xattin tonliyini yazin.

2 2

9. M(0;1) noqtesini M(-3;3) ndqtasing, a= &2) va b= (L,0) vektorlarini iso a= (-7,-2) va

b = (1,—2) vektorlarina ¢eviran afin ¢gevirmonin analitik ifadasini toyin edin.

10.Afin ¢evirmosinin koordinatlarla ifadolori verilmisdir:
X=X-3y+2, y=2X+y—-3. Bu ¢evirmo zamani a) 2X+y+2=0; b) 3x-2y+1=0 diz
xattinin obrazini tapin.

11. X=2Xx+y—-2, y=X-y—1 afin gevirmasi vo A(1;1) noqtasi verilmisdir. A ndéqtosindon
kecan vo bu ¢evirmo zamani yens do A ndqtosindon kegon diiz xotto ¢evrilon diiz xatti toyin edin.



I1 HiSSO
FOZADA ANALITIK HONDOSO
VII FOSIL

FOZADA KOORDINAT SISTEMLORI VO BOZi
MOSOLOLORIN KOORDINATLARLA HOLLI.

§ 34. Fozada iimumi dekart koordinat sistemi.

Torif: Bir miistavi iizorinds yerlagsmayon nizamla gotiiriilmiis istonilon dord noqtaya fazada
iimumi dekart koordinat sistemi va ya afin koordinat sistemi deyilir. Afin koordinat sistemina
afin reper da deyilir va R= § A, A,, A, kimi isara olunur.

— — —

Bu dord ndqte bir miistovi tizorinds yerlosmadiyindon OA:; =e1, OAz =e2, OAz = (_93 nizamla
gotliriilmiis komplanar olmayan vektorlar olacaqdir. Bunlar

komplanar olmadigindan {él,éz,éa’} vektorlarint fozanin A
bazisi kimi qobul etmak olar. Onda afin koordinat sistemino
fozanin o noqtesindon va {él,éz,éB} bazisindon ibarot - e ___i__ ‘
~
hondosi obraz kimi baxmaq olar. Basqa sozlo, \\
R={0,e1,ez,e3} vo €A AA, ;
Saokil 59

eyniglicli hondosi obrazlar olacaqdir. Elo ona goro do afin koordinat sistemi olaraq
R= {O,él,éz,és}dérdlﬁyﬁnﬁ do gotiiriirlor. O-koordinat baslangicindan kegib, istigamaotlori bazis

vektorlarla miiayyan olunan oxlara koordinat oxlar1 deyilir vo uygun olaraq (0x), (oy), (0z) kimi
isar\o olunur. Bu oxlar absis, ordinat, aplikat oxlar1 adlanir. iki koordinat oxlarmin omolo gotirdiyi
miistovilor koordinat miistavilori adlanir vo uygun olaraq (xoy), (x0z), (yoz) kimi yazilir.

Fozada ixtiyari M noqtesi gotiiriib, bu ndqtoni verilmis afin koordinat sisteminin baglangici ilo

birlogdirok. Alinan OM vektoruna M noqtasinin radius vektoru deyilir.

N -
Torif: M noqtasinin OM radius vektorunun {el,ez,es}bazisine nazaran koordinatlarina M

noqtasinin {0,81,62,63} afin koordinat sistemino nozoron koordinatlari deyilir vo M(x,y,z) kimi

isars olunur.

Biz «Vektorlar cabrinin elementlori» faslindo gostordik ki, fozanin hor bir vektoru {el,ez,ea‘}

bazisine nazoran yegana

OM = xei+yez+zes (1)
ayrilisina malikdir.
Demoli, fozada afin koordinat sistemi verildikde har bir ndqtays bu ndqtenin koordinatlar
adlanan (x,y,z) adadlor ti¢liiyii uygundur. Tarsing, istanilon {i¢ adods fozada bir néqte uygun golir.



Bu iso o demakdir ki, fozada afin koordinat sistemi verildikde haqiqi adadler ii¢liiyii ilo fozanin
noqtolori arasinda qarsiligli birqiymaetli uygunluq yaranir.

Koordinat sistemi verildikde noqtonin koordinatlarin tapilmasi vo koordinatlart molum olan
noqtonin qurulmasi ilo masgul olaq.

Verilmis noqtonin koordinatlarinin tapilmast (1) miinasibotindon agkardir. Belo ki, bu ayrilis
yegans oldugundan ayrilis omsallar1 olan koordinatlar da yegano olacaqdir.

Indi (x,y,z) koordinatlarma malik ndqtonin qurulmasi ilo mosgul olaq. Bunun {i¢iin verilmis

- - - - - -
koordinat sistemindo OM1 =Xxe1, OM; = ye,, OM 3 = zes vektorlarini, sonra iso

—

OMo,=0OM:+0OM: = X1+ yéz
vektorunu qurag. Daha sonra
OM =OM,+OM; = xt_e1+ y(_ez+ zt_es

vektorunu qurmaqgla M ndqtasini qurmus olacagiq (sakil 60).
')

Sokil 60.

Qeyd edok ki, OM;M M siniq xattino néqtanin koordinat siniq xatti deyilir. Qeyd edak ki,

bu siniq xott ndqtonin fozadaki voziyyetini birqiymatli toyin edir. Ona goro do, bozon, ndqtoni
qurmagq ti¢lin onun koordinat siniq xattini qururlar.

Indi koordinat riiblorinin isarolorini toyin edok. Molumdur ki, koordinat miistovilori fazanin 8
hissayo boliir. Bunlardan dordii (xoy) miistovisindon yuxarida qalan dordii bir miistovidon asagida
yerlosir. Yuxarida yerloson 4 riibdaki biitiin ndqtolorin aplikati miisbat, asagidaki 4 riibds yerloson
noqtolorin aplikatt monfi olacaqdir. (xoy) miistovisine nazoron simmetrik olan biitiin néqtolorin
absis vo ordinatlar1 eyni olacaqdir. Bunu agagidaki cadvoldon do gdrmak olar:

~~

Riiblor |1 I im v (v VI |Vl | VI

koordinatlar
X + |- + - + |- + -

y + [+ |- |- |+ |+ - -

z + |+ |+ |+ |- |- |- -




Ogoar bazis vektorlarin uzunluqglar1 bir-birina borabar olub vo garsiligh perpendikulyar olarsa,

basqga sozlo

€1l =|€2| =|€3

=1 vo eile,,eides,erles

belo afin koordinat sistemina diizbucaqli dekart koordinat sistemi vo ya ortonormal reper deyilir vo

{0, ; ] Iz} kimi isara olunur.

Asagidaki sado mosalslorin koordinatlarla ifadesine baxaq:
1.Uc noqtalori verilmis vektorun Kkoordinatlarinin tapilmasi. Forz edok ki, M;M,

vektorunun uc nodqtolori hor hansi afin koordinat sistemino nozoron (X, VY;,Z;),

koordinatlarina malikdir. Onda bu ndqtalorin radius vektorlar1 da uygun olaraq:

OM:= %,y,,z, ,OM2= #%,Y,,2, koordinatlarina malik olacaqdir. Lakin M,M, vektoru
M,M, =OM :—-OM 1 oldugundan (sakil 61).

= R XY, ~ Y2y -
Beloaliklos, biz gostgrdﬂ( ki, vektorun koordlnatlarl
onun uc noqtalorinin uygun oordinatlarinin
forqine borabordir.

2.Parcanmn A nisbatinda béliinmasi. Forz edok
M ndqtesi [/l1 _ pargasini 4 nisbatinds béliir. 1
hissada Verdlyll’an torifo gora

M,M = A1 MM,
sorti 6donmalidir.

SN
// \

0 1

Sokil 61.

(X2,¥2:2,)

*)

M,,M, vo M néqtalorinin koordinatlarin1 uygun olaraq (X, V:,2;), (X5,Y,,2,) vo (X, Y,2)ilo

isara etsok, onda
MM = ){_ X Y=Y, 2

MMz = % —X, Y, - Y,Z,— 2
Bunlari (*) barabarliyinds nozors alsaq

X=X, = AX, —X)

y=¥1=4(y,-y) voya
2-12,=A(z, - 2)

_X + X,

1+ 4

_% + Ay,

1+ 4

z, + 1z,

1+ 4

diisturlarini alariq. Bu diisturlara par¢anin A nisbotinds boliinmasi diisturlar deyilir.
Xiisusi halda M noqtosi [/l1 _ parcasini yartya bolorss, (2) diisturlart asagidaki

diisacokdir:

1)

soklo



3.1ki noqta arasindaki masafa.

Forz edok ki, bizo hor hansi {0, i, k} diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozoron uygun

olaraq (X,,Y;,Z;) va (X,,Y,,Z,) koordinatlarma malik M, vo M, noqtolori verilmisdir. Onda

molumdur ki, M;M, vektorunun koordinatlari asagidaki kimi olacaqdur.

MM, = ’é X Ya =Yl 4
Vektorlar cobrindon molumdur ki, vektorun uzunlugu onun uygun koordinatlarinin kvadratlar
cominin kvadrat kokiine barabordir. Basqa s6zlo

M, M, :\/(Xz _X1)2 +(Y, _y12 +(z, _Zl2

Digor torofdon M,;,M, néqtolori arasindaki o(M,,M,) mosafosi M;M, vektorunun
uzunluguna barabar oldugundan

p(Ml’MZ) =‘M1M

2| = \/(Xz _X1)2 +(Y, - yl)2 +(z, _21)2-

§ 35. Dekart koordinat sistemlarinin ¢evrilmasi diisturlari.

Ovvalco timumi dekart koordinat sisteminin ¢evrilmasi diisturlarini ¢ixaraq:
1.Forz edok ki, bizo R:{O,él,éz,éa} vo R:{o,él,éz,és} kimi {imumi dekart koordinat

sistemlori (afin reperlori) verilmisdir. Fozada hor hanst M ndqtesi gotiiriib, onun birinci repera
nazaoran koordinatlarini (X,y,z), ikinci repera nozoron koordinatlarini (x,y,z) ilo isars edok.

Koordinat sisteminin g¢evrilmasi dedikdo qeyd etdiyimiz hor hanst M noqtssinin R va R
reperloring nozoron koordinatlart arasindaki olago diisturu basa diisiiliir. Bu diisturlar1 ¢ixarmaq
iiclin R reperinin bazis vektorlarinin va baslangicinin R reperine nazoran koordinatlarini asagidaki
kimi isaro edok:

€1 = %1’(321'(:31 ;
€,= ezz’czz’csz }

€3 = dwczsrcss
0(Xq. Yo12o)
Molumdur ki, istonilon ii¢ O, O M ndqtaloari {igiin
OM =00+ 0OM *)
miinasiboati dogrudur (sokil 62). Yuxarida geyd olunan vektorlarin bazis vektorlar {izro ayrilisini
yazaq:
OM = xé1+ yé2+ Zés



00 = x, o1+ Yo er+ Z, es
OM = xé1+ yé2+ Zés
Bunlar (*)-da yerino yazaq:

Xe1+ Ye2+2€3 = X, €1+ Y, €2+ Z, €3+ X€1+ Y €2+ Z€3

Sonra e1,e:; vo €s-in birinci bazis iizro ayrilisini yazaq:

él =Cy4€ +Cp€, +Cy8
e = C,,€ +C,,€, +Cye,
es = C13€; +Cs€; +Cy384
Bunlar1 sonuncu ifadado yerino yazib, sag torofi él,éz : es bazis vektorlarma nazoron

qruplagdiraq:

Sakil 62.

Xe, + Ve, + 28, = X,& + Y€, + 2, + X(C,€, +C,,€, +Cy€;5) + Y, (C1,€ +Cp, +Cpp€;y) +
+2(Cy5€; +Cps€, +Cyq8;)

Xe1+ yé2+ zes = (Xo + XCyy + YCpp + zcls)il+ (Yo + XCypy + YC,, + zczs)é2+ (z, + XCqyy + YCqp + zc33)é3
Burada barabar vektorlarin uygun koordinatlarinin barabar oldugunu nazors alsaq
X =CyX+Cp,Y +CuZ+X,
Y =CuX+CpY+CxuZ+Yy, 1)
Z=CyX+Cyy +CayZ + 2,

diisturlarini alariq.
Bu disturlara imumi dekart koordinat sisteminin iimumi dekart koordinat sisteminoa

cevrilmasi diisturlar1 deyilir. Burada
C11C12C13
C =17CxCx%Cy
CSlC3ZCS3
Matrisino R iimumi dekart koordinat sistemindon R iimumi dekart koordinat sistemino Kkecid
matrisi deyilir.



Molum oldugu kimi buradaki ¢, -lor ikinci koordinat sistemindoki bazis vektorlarmim birinci
sistema nazaron koordinatlaridir.
Xiisusi halda, oagor R vo R reperlorinin koordinat baglangiclar1 ist-iisto diisorso, onda
Xo = Yo = Z, =0 olar. (1) diisturlar1 bu zaman
X=CyX+Cp,Y+C;Z
Yy =CyX+CpY+CypuZ (2)
Z=CyX+CyY+CyZ
soklina diisar.
(2) diisturlarina koordinat sisteminin 6z baslangici otrafinda dondarilmasi diisturlar: deyilir.

Ogor R va R reperlori bir-birindon yalniz baslangici ilo forglonarss, onda (1) diisturlari asagidaki
soklo diisar.

X=X+ X,
Yy=Y+VY, (3)
Z1=171+1,

(3) diisturlarina koordinat sisteminin paralel ko¢iiriilmasi diisturlar1 deyilir.
2.Diizbucaqh dekart koordinat sisteminin diizbucaqhh dekart koordinat sistemino
cevrilmasi.

Indi forz edok ki, R vo R reperlori ortonormal reperlordir: R = {0, i, j, IZ} R= {O, i, ], IZ} .

Indi reperin i vektorunun birinci reperin bazis vektorlar1 ilo omolo gotirdiyi bucaqlar1 uygun

olaraq «,,,,a,, ] vektorunun bu vektorlarla omalo gatirdiyi bucaqlart g, 3,, B, vo nohayat k
vektorunun homin bazis vektorlarla omalo gatirdiyi bucaqlart y;,y,,y, isara edok. Bildiyimiz kimi
vahid vektorun koordinatlari onun yonsldici kosinuslarina barabar oldugundan (I hissa §5).

i = epsa,;cosa,;cosa,
j= €bsp;cosfy;co8

k= epsy,;cosy,;co8y,
Bunlar (1) diisturunda nozors alsaq
X = XCOS¢; + YCOS B, +ZCOSy, + X,

y = XCOScx, + YCOS 3, +2COSy, + Y, 4)
Z =XCO0Sa, +YCOSf, +2C0Sy, + Z,
diisturlarini alariq.
i, j vo k vektorlar1 vahid vektorlar oldugundan,
cos’ a, +cos’ a, +C0s, a; =1
cos® B, +cos’ B, +cos® B, =1
cos® y, +C0S, ¥, +C0s” y, =1
i-j=1i-k=j-k=0 oldugundan
COS¢, COS 3, +COScx, COS 3, +COScr; COS 3, =0

COSa, COSy, +COSe, COSYy, +COSc, COSy, =0
Ccos B, COSy, +CO0S 3, COSy, +COS B, COSy, =0



(4) disturlarina diizbucaqh dekart koordinat sisteminin diizbucaqhh dekart koordinat
sistemina cevrilmasi diisturlar1 deyilir.

§ 36. Fozanin oriyentasiya edilmasi.

Fazada hor hansi {O, €1,€e2, 63} afin reperi gotiirib onun bazis vektorlarinin uc noqtelorini uygun

olarag E,,E,,E, ilo isaro edok. Bu ndqtolordon kegon E, -
don E,-yo, E,-don E;-o, E,-don E; -0 dogru cevro

boyunca  horokotin  istiqgamoti saat oqrobinin  oks
istigamatindo olarsa,

onda deyirlor ki, {0,é1,é2,é3}koordinat sistemi  sag

oriyentasiyalidir.

Saokil 63.
Qeyd olunan harakat saat aqrobinin istigamotinds olarsa, onda deyirlor ki, bu koordinat sistemi

sol oriyentasiyalidir vo {él, ez , és} ticliiyli uygun olaraq sag vo sol oriyentasiyali ti¢liiklor adlanir.

Ogor fozada oriyentasiya olunmus koordinat sistemi verilorso, onda deyirlor ki, fozanin 6zl
oriyentasiya olunmusdur. Biz bir dekart koordinat sistemindon digorina ke¢id diisturlarin1 yazarkon
ikinci bazisin birinci baziso nozoran koordinatlarindan diizoldilmis matrisdon istifado edirik ki, bunu
da homin bazislorin birindon digorino kecid matrisi deyilir. Masalon, timumi dekart koordinat
sistemindon timumi dekart koordinat sistemina ke¢id matrisi

C1Cp5Cy3
”CO ” =1 C2C%Cs I,j=123
C31C3,Cq3

soklindo idi.
Qeyd edok ki, oagor verilmis koordinat sistemlori (bazislori) eyni oriyentasiyalidirsa, onda bu
matrisa uygun olan determinant sifirdan bdyiikdiir. Basqa s6zla: R vo R eyni oriyentasiyali olduqda

C11C12 C13
D= €5C,Cys | >0
C31C32C33
olur. R va R reperlori miixtolif oriyentasiyali olduqda isa D<0 olur.

§ 37. iki vektorun vektorial hasili.

Farz edak ki, bizo oriyentasiya olunmus fozada {0, I, ], k}dﬁzbucaqh dekart koordinat sistemi

) :’;1, b vektorlar1 verilmisdir. Asagidaki ii¢ sorti 6doyon C vektoruna bu vektorlarin vektorial hasili

deyilir va c=ab kimi Vo ya c= [c’:l, B} kimi isars olunur.

1. ¢ vektorunun uzunlugu bu vektorlarin uzunlugu ilo onlar arasinda qalan bucagin sinusu
hasilino borabor olsun. Basqa s6zlo:



c

a

b

-Sina

2. (ELZ;I hom da (ELE) olsun.

3. {é, 6, (_:} t¢liiyii fazani oriyentasiya edon {i, J, k} ti¢liiyii ilo eyni oriyentasiyali olsun.

Indi gotiirdilyiimiiz {O, i, ], k} diizbucaqli dekart koordinat sistemina nozoron koordinatlari

f;l= %,82,83 Vo t—)= bi,bz,b3 olan vektorlarin vektorial hasilinin koordinatlarla ifadasini
¢ixaraq. Bu hasilin koordinatlarini c= 61,02,03 ila isars edok. Forz edok ki, 5;1 vektoru 6 vektoru

ilo kollinear deyil. Basqa sozlo a# b . ©ks halda geyd olunan hasil (birinci sorto asason) sifira
barabaer olar.
Ikinci sorto gora

ca=ca +c,a,+ca, =0

(1)

‘b=cb, +c,b, +c,b, =0

(]

Askardir ki, burada c#0 oldugundan onun koordinatlarindan he¢ olmazsa biri sifirdan

. . . . . . . . . .. C C
forqlidir. Forz edok ki, ¢; # 0. (1) tonliyinin har iki torafini  C, -2 bolsak, C—l Vo C_2
3 3
dayisanlorina nozaran ikimachullu
c
a, —++a,-=>=-a,
C, C,
C C
b, = +b, % =-D,
C3 CS

xotti tonliklor sistemini alariq. Bu tonliyin bas vo kdmoke¢i determinantlarini asagidaki kimi isaro
edok:

alaZ a2a3 a3a1
S Y R " el Y @
1~2 2~3 3~1
Kramer gaydasina gora
Cl A1 C2 AZ
—=—, ==—voya
c;6 A ¢ A
c,¢ ¢ ¢ @A
L= = =t=dc, =ALt (3)
A, , A B
C, = At

Buradan t-ni toyin edok. Ugiincii sorta goro {a,b,c} ucliyt {i, j,k} ilo eyni oriyentasiyali
oldugundan birincidon ikinciys ke¢id matrisine uygun determinant
ala'Za'3
b,b,b; >0
C,C,Cs

olacaq. Bu determinant1 axirinci satro gore agaq:



a,a,4a,
blb2 b3 =G
C,C,Cq

a,85
b, b

a8,
b;b,

&8,

0
byb, |

+C, +C,

C,,C,,C,-lin (3) ifadasindaki qiymatlorini burada yerino yazsaq:
a1a2 a3
b.b,b, | = (AT + A, + A’t>0 = t >0 alariq.
C1C2C3

¢ vektorunun uzunlugunu (3) diisturundaki koordinatlari ilo hesablayagq:

= Je2+c2+c2 = \[(tA,)? +(tA,)? + (tA)? = 4t A2 + A2 + A

=+t A + AL + A
Lakin, yuxarida gostordik ki, t>0. Onda

=t\JAL + AL + A (4)

Indi ¢ vektorunun uzunlugunu vektorial hasilin torifindoki ikinci sorto gora hesablayaq:

c

c

c

oo - 2 2 2 2

‘c = a-bsina:\/a -b| -(1-cos®a) :\/a bl —(a-b)?

Buradaki |al, l_)‘ Vo (é . l_)‘) skalyar hasilinin koordinatlarla ifadosindo yerino yazib,
sadolosdirak,

C|= A2 + A% + A (5)

C

oldugunu alariq.
(4) ilo (5)-1 miiqayiso etsok vo t>0 oldugunu noazars alsaq t-nin miisbat vahid oldugunu alariq.
Bunu (3) ifadesinds nazars alsaq
a2a3 a3a1 ala'Z
b,bs | o5b, | [o,b,

c= AL A, A, ivaya (Ez{
Belalikls, biz gostordik ki, diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozaron koordinatlart uygun
olaraq &,a,,a; , H,b,,b, olan iki vektorun vektorial hasilinin koordinatlari bu vektorlarmn

koordinatlar1 vasitasilo agsagidaki kimi toyin olunur:

(;=éx6: a2a3'a3a1’a1a2
b,bs |'bsb, | {b,b,
soklindo vo ya

albli
- |a,as|7 |@a.T |4, |- -
C=23- 31j+12k=a2b2j
bbs | |bsby [ [byb, .
azh, k

Belolikla



ab i

axb =|a,b, j (6)
ash, k

Xassalori:

Vektorial hasilin (6) ifadesindon istifado edorok M
asagidaki xassalorini asanligla isbat etmak olar: f S /

1°, axb =—bxa ,,/ | ‘ /

2°. (4 é) xb = ax @ l_)) = /I(c’;lx E)) }"{k Cas //

. i Y
3. (a+a)xb =axb+axb My M,
Sakil 64.

I"Jg:bucagln sahasi. Forz edak ki, biza {0, ], k} diizbucaqli dekart koordinat sistemina nozaron

topa noqtolori uygun olaraq asagidaki koordinatlara malik M,,M,,M, ti¢cbucagt verilmisdir:
Ml(xl’ yl’ Zl) ] MZ(XZl y2122)1 MS(X37 y3, 23)

«—

Bilirik ki, bu tigbucagin sahasi M;M, vo M,M; vektorlari {izorinds qurulmus parallelogramin

sahasinin yarisina borabordir (sokil 64). Bu vektorlar tizorinds qurulmus parallelogramin sahasi iso
homin vektorlarin uzunluglar: ils onlar arasinda qalan bucagin sinusu hasilina borabordir. Basqa
s0zlo

1 1.~
SA :_SAZE‘MlMZ

-IM;M,|sin ¢

2

N
Digor torofdon bu borabarliyin sag torafi vektorial hasilin torafindoki birinci sorto géoro MM,

vo M,;M; vektorlarinin vektorial hasilinin uzunluguna borabardir. Basqa sozlo

M, M,x MM,

5, =2 ®

—

Indi M;M, vo M;M; vektorlarinin vektorial hasili olan vektorun vo onun uzunlugunun
koordinatlarla ifadasini tapib (1) diisturunda yerins yazagq:

MM, = ’é_xp)&_ylazz_zl ., MM, = )é_xl’y3_yl723_zl:

Y, = Y12, — 7, Xz_lez_yl}
Ys = Y14, -7, ’ X3 =X Y3 =Y
X, — X —

L2 1Yo = Y1

X3 =X Y3 =Y

- - Z,—172,X,—X
WMgWMF{ 2o

2
Yo =V, -7,

_1J
2 Ys = Y1Z3— 7,

xlisusi halda iigbucaq (xoy) miistovisi tizorindo yerlosdikdo

Nz, —z,% — %,

2 2
Yo =V1Z, -7,

Ys = Y14, -7

2
- - Z,—172,X,—X
WMﬁMM3 2

L — ;X — X

Belolikls biz aldiq ki,

2

2
Z,—2,X, — X X, =X, Y, =Y
+2 172 l+2 172 1

X3 =X Ys— Y1

SA:ﬂMmeMmM

L3 — 11 X3 =X



X X,1

voya S, :E YiYo
2,7,1

hasilinin tigiinciiys skalyar hasiline homin vektorlarin qarisiq hasili deyilir
olunur.
olumdur ki, qarisiq hasil skalyar komt n odaddir. Gostarak ki, bu
miitloq gqiymotco homin vektorlar iizorindo qurulmus parallelepipedin hocmini ifado edon odods

borabardir. Bunun ii¢iin a,b,c vektorlar1 {izorindo parallelepiped quraq (sokil 65). a ilo b
vektorunun vektorial hasilini m ilo isara edak:
m = axb
a Vo b vektorlar1 bu parallelepipedin oturacaqglarinin torsfloridir. Onda bu oturacagin sahasi:

Sot =

axb| =

olub, bu parallelepipedin hiindiirliiyli iso m vektoru boyunca yonalmis olacaqdir. Onda bu
parallelepipedin hiindiirliiyii

h=lc COS@.

Burada ¢,E: ilo m vektoru arasinda gqalan bucaqdir (sokil 65). S, -in va h-in bu qiymatlorini
parallelepipedin hacmi diisturunda yerina yazsaq

Vpar = Sot -h=

(ax b) d = (a,b,c)

clcosp = ‘

ifadosini alariq.
Belalikls biz gostordik ki, ti¢ vektorun garisiq hasili onlar tizarindo qurulmus parallelepipedin
hacming barabordir:

Vpar = (a’ b’ C)

D

Indi har hansi {O, i, ], I;} ¢

diizbucaqli dekart koordinat sistemina nozaron asagidaki i
koordinatlara malik 1ii¢ vektorun qarisiq hasilinin ®
koordinatlarla ifadasini ¢ixaraq: " }B J C

é-: d'amas :1[): b"bzvbs ia -

é: ‘%’szcs

|
|
I
|
|
|
|




Sokil 65.

o e (8| [,
axb = . . \G)
b2 bl blbl b1b2
a,a,a,
TR a3 a,a,
(axb)-c= -C, + -C, -C3 =|b,b,b,
b2 b3 b3bl ble
ClC2C3
Beloaliklo, ti¢ vektorun garisiq hasilinin koordinatlarla ifadasi asagidaki kimidir:
a1a'2 a‘3
(axb)-c=(a,b,c) =|b,b,b, 1)
CchCS

Gostarak ki, ii¢ vektorun komplanarliq sortini (1) diisturundan asanligla almaq olar. Belo ki,

a,b,c vektorlar1 tizarinds qurulmus parallelepipedin hacmi yalniz va yalniz o zaman sifira barabor
olar ki, bu vektorlar komplanar olsun. Basqa s6zlo

ala2a3

bo,b, | =0 vaya (a,b,c)=0

C1C2C3

sorti ii¢ vektorun komplanarhq sarti olacag.
Tetraedrin hacmi. Topo noqtolori A,B.C,D olan tetraed gotiiriib, bu noqtolorin hor hansi

{0; ] &} diizbucaqli dekart koordinat sistemina nazoran koordinatlariniuygun olaraq (X, Y;,7;) ,

(X3, ¥2:25) , (X3, Y3,25) (X4, Y4,2,) isaro edok.

Qeyd olunan tetraedrin hocmini onun topo ndqtolori vasitosilo ifado edok. Bunun {igiin
- >

gotiirdliylimiiz tetraedri parallelepipeds tamamlayaq. Basqa sozlo tillori AB, AC, AD vektorlarindan
ibarot olan parallelepipedi quraq (sokil 65). Bilirik ki, geyd olunan tetraedrin hocmi alinmis

parallelepipedin hocminin % -no borabardir. Basqa sozlo

Ly

et — 4 VY par
6 p

\Y
Digor torofdon, yuxarida qeyd etdiyimiz kimi, bu parallelepipedin hocmi onun tillori olan

AB, AC, AD vektorlarinin qarisiq hasilini ifads edon adads barabardir. Basqa s6zls,

Vo =
6

tet

[KB, AC, AQD}

Indi KB, AE, A%D vektorlarinin (1) diisturundaki koordinatlarla ifadosini tapib, burada yerino
yazaq,
AB = R XY, — V1.2, — 7,
AC= & XYV~ ViZo—2,
AD = R —X, Y=Y 2, -2,

1 X, =X Yo = Y12, 7
Vtet=Em0dxs_xlly3_yl’z3_zl (2)

Xy =Xy Ya = Y124y — 44



Beloalikla, aldigimiz (2) diisturu diizbucaqli dekart koordinat sistemine nazoron topa ndqtalori
verilmis tetraedrin hacmi diisturudur.

§ 39. Fozada koordinat metodu. Sathin tanliyi.

Miistavi lizarinds koordinat metodunun mahiyyati ilo II fasilds tanis olmusuq. Fozada koordinat
metodunun mahiyyoti miistovi lizorindo oldugundan demok olar ki, he¢ forqlonmir. Burada da
mahiyyot fozada koordinat sistemi gotiirmoklo, hondasi fiqurlart odadler, tonliklor, barabarsizliklor
vo ya onlarin sistemlori vasitasilo vermokdon ibaratdir. Bunun {i¢iin «fiquru toyin edon sort» anlayisi
verilir.

Forz edak ki, bizo fozada hor hansi {0, 6_31, éz , és} afin koordinat sistemi vo @ fiquru verilmisdir.

Ogoar @ fiquru iizerinds yerloson istonilon ndqtonin gotiirdiiyiimiiz afin koordinat sistemino nazaran
koordinatlari, verilmis hor hansi tonlik vo ya borabarsizliyi (onlarin sistemlorini) 6doyirsa vo bu
fiqur ilizorindo yerlogsmoyon ixtiyari ndqtonin koordinatlar1 homin tonlik vo ya borabarsizliyi
0domirsa, onda bu tonlik vo ya barabarsizliyo (onlarin sistemino) @ fiqurunu tayin edon sort
deyilir. Ogoar bu sort bir tonlikdon ibarat olarsa, ona fiqurun tonliyi deyilir.

Koordinat metodunun mahiyyatini daha dorindon dyronmak {i¢iin adoton asagidaki iki masaloyo
baxilir.

a)Fiquru toyin edon sort vasitasilo onu koordinat sistemindo qurmaq. Masalon: koordinatlari z>0
olan ndqtolor ¢oxlugu fozada verilmis &xy,2 ~ afin koordinat sistemino nozoron, (xoy)
miistovisindon yuxarida yerlogon ((0z) oxunun miisbat istigamatindo) noqtolorden ibarotdir. Basqa
s0zlo, (xoy) miistovisinin toyin etdiyi elo yarimfozadir ki, buradaki biitiin noqtslor li¢iin z>0.

b)Verilmis fiqurun xassolori vasitasilo, onu toyin edon sorti, xiisusi halda onun tonliyini yazmagq.

Fazada hondasi fiqur olaraq sath anlayisindan daha ¢ox istifads olunur.

Sothi toyin edon sort

F(x,y)=0 1)

soklindadir ki, buna da sathin iimumi tanliyi deyilir. Sotho misal olaraq oxucuya moktab kursundan
tanis olan miistovi, sferik sath, silindr vo konusu gostormok olar.

Xassoalorina goro, verilmis koordinat sistemino nozoron, sferik sothin tonliyini yazaq.

Oxucuya molumdur ki, sferik soth morkoz adlanan verilmis hor hanst R ndgtosindon R
masafosindo yerlogon fozanin biitiin ndqtaler ¢oxlugundan ibaratdir.

Fazada har hansi {0, i, ], k} koordinat sistemi gotiiriib, sferik sathin yuxarida verdiyimiz torifino

g0ra tonliyini yazagq:
Gétiirdiiylimiiz koordinat sistemind nozaron, bu sothin B morkoazinin koordinatlarin1 (e, 5,7) ,
M cari (ixtiyari) noqtasinin koordinatlarini isa (x,y,z)-1s isars edak. Onda, verdiyimiz torifs géro
p(O,M)=R
Onda, iki ndqte arasindaki mosafa diisturuna gora

Jx—a)? +(y-p)2 +(z-7)? =R

va yaxud
(x=a)* +(y-p)* +(z-7)* =R )
Bu tonlik B(e, £,7) morkozli, R-radiuslu sferik sathin tonliyi olacaq. Xiisusi halda, sferik
sothin markozi koordinat baslangici ilo {ist-listo diisorse, bu zaman
a=p=y=0
olar vo uygun olaraq (2) tonliyi
x> +y*+12* =R? (3)
soklino diisar.



Ogor (1) tonliyinds métorizolori agib doyisonlors nazaron qruplasdirsagq.
X*+y*+2° + AX+By+Cz+D=0 (4)
tonliyini alariq ki, bu da sferik sothin timumi tonliyi adlanir.
Burada A=—-2a, B=-28,C=-2y vo D=a’ + > +y* —R%.
Indi iki fiqurun kesismasinin va birlosmasinin tanliklorini yazaq:
Forz edok ki, bizo hor hansi afin koordinat sistemino nozoron F (X,y,z2)=0, F,(X,y,2)=0

tonliklorino malik @, vo @, fiqurlar1 verilmisdir.

Molumdur ki, bu fiqurlarin kosismosi hor iki fiqura daxil olan noqtalor coxlugu oldugundan, bu
noqtalorin koordinatlart verilmis tonliklorin hor ikisini 6domalidir. Basqa s6zlo,
F.(x,y,z)=0
- _ (5)
2(%,y,2)=0
sistemini 6domalidir.
(5) sistemi @, (1@, kasismosinin tanliyi olacaqdir.
Iki fiqurun birlosmasi iso bu fiqurlardan he¢ olmazsa, birino daxil olan ndqtalor coxlugundan
ibarotdir. Onda bu coxluga daxil olan hor bir ndqtonin koordinatlari verilmis fiqurlarin
tonliklorindon he¢ olmazsa birini ddomolidir.
Bu iso yalniz vo yalniz o zaman olar ki, geyd olunan ¢oxlugun ixtiyari ndqtesinin koordinatlari
F(xy.7), F(xy2)=0 (6)
tonliyini 6domis olsun.
(6) tonliyi @, vo @, fiqurlarinin birlosmasinin tanliyi olacaqdir.

Indi da bu faslo aid bir neco masals hall edak.

Mosala 1: ABC iicbucagi verilmisdir: A(2;-1;4), B(3;2;-6), C(-5;0;2). Onun A topasindon kegon
medianin uzunlugunu hesablayin.

Holli: BC torofi ilo A toposindon kegon medianin
kasisma noqtasini D ilo isars edok. Medianin torifino
gdra D ndqtesi BC torofinin orta noqtesidir, yoni D
ndqtasi BC par¢asimi 4 =1 nisbotinda boliir (sokil 1). e
Ona goro (3) diisturundan istifado edorok D P -
noqtasinin koordinatlarini tapaq: A

i

X:3+—(_5):—1, y:ﬂzl, 7 = _6+2 —
2 2 2
Demoli, D(-1;1;-2). indi AD-ni hesablayaq:
AD =./(-1-2)% + (1+1)? + (-2-4)> =49 =7
Masala 2: A(2;-1;7) va B(4;5;-2) noqtalari verilmisdir. AB diiz xatti ilo koordinat miistovilorinin
kasisma noqtalorini tayin edin.
Holli: AB diiz xotti ilo Oxy miistovisinin kosismo ndqtosini M, (X, Y;,0) ilo isaro edok.

Goriindiiyii kimi M, ndqtesinin tgiincii koordinati sifira borabordir. Bundan da par¢anin 4
nisbatinds bdliinmasi (2) diisturlarinin liciinciisiindan istifads edarak tapa bilorik.
0o T+4(2)
1+ 4
ikinci diisturundan da istifado edib, M, ndqtasinin X; vo Y, koordinatlarini tapa bilorik:

7
voya 7—24, =0, buradanda 4 = 2 alinir. Qeyd olunan diisturlarin birinci vo



2+z-4
2

- 4428 32
- _4+28 32
L7247 9
7
, TS i
- _ _u
1+; 2+7 3

32 11
Demoli, M;| —;=;01.
9 3
Buna oxsar olarag AB diiz xotti ilo Oxz miistovisinin kosisma noqtesini M, (X,;0;2,) ilo vo

Oyz miistovisi ilo iso kosismo noqtesini M, (0;y,;Z,) ilo isaro edok. M, noqtosinin ikinci
koordinatindan istifado edorak tapa bilorik:

-1 .
0=1t4S 5y g 4 -1
1+ 4, 5
Onda
1 1
24eh 044 14 7 T+.(2) g
X2= 1 :5 1=E=§~22:—1:E
1+= * 1+
5 5
MZF;O;E]
3 2
M, ndqtasinin birinci koordinatindan istifads etdikdo
0:2+ﬂ,1_4 4 =2, 11:—1_
1+ 4 2
Onda
-1+ 1 -5 7+ 1 -(-2)
2 -712 2
yl: 1 = l :—7_ Zl= l :16.
1-= -~ 1-—
2 2 2
M, (0;-7;16).

Masala 3: Tili a-ya borabor olan ABCDAB,C,D, kubu verilmisdir. {B,i,j,lz} sistemindon

{Dliilz} sistemino ke¢id diisturlarin1 toyin edin.

- - - -

Burada i =BA, j=BC, k=BB:, i=DC,, j=D,A ,

k=D,D (sokil 2).
Holli: Sakildon aydin goriiniir ki,

>
o, =(i, 1)=r
- A

a,=(i, j)=§

—> A

a,=(i, k)=% Sokil 2



- A7

B,=(], I)—

3 =(TF)=n

pi=(}, K =2

y,= (EAT)—— (k. [)=Z = (K, 'K)=r
X, =a,Y, =a,Z, =a.

Onda (2) diisturlarindan istifado edorok yaza bilorik:

T T
X =XCOS7w+YyCOS—+ZCOS—+a=—-X+a.
2 2
T T
y=XCOSE+ yCOS7r+ZCOSE+a=—y+a_

T T
Z=XCOSE+ ycosE+zc057r+a:—z+a.

Masaloe 4: A(2;-3;1), B(-1;1;1), C(-4;5;6) vo D(2;-3;6) noqtalori verilmisdir. Bu néqgtalorin bir
miistovi lizorinda yerlosib-yerlosmadiyini toyin edin. Onlar bir miistovi lizorinds yerlogdikdo ABCD
dordbucaqlisinin sahasini hesablayin.

Holli: Askardir ki, ogor AB, AC vo AD vektorlar1 komplanardirsa, onda A,B,C vo D ndqtalori
bir miistovi lizorinds yerlosor. Ona goro geyd olunan vektorlarin komplanar olub-olmadigini toyin
edok. Bunun {i¢iin homin vektorlarin koordinatlarini tapadg:

AB = (—1-2:1+31-1) = AB = (34:0);
AC =(-4-25+3,6-1) = AC = (-6;8,5);
AD = (2-2;-3+3;,6 -1) = AD = (0;0;5).

AB, AC,AD vektorlarinin komplanar olmasi tiigilin onlarin koordinatlarindan diizoldilmis

uctartibli determinantin sifira borabar olmasi zoruri vo kafi sortdir. Ona gbro bu vektorlarin
koordinatlarindan ibarat olan iigtartibli determinanti1 hesablayaq:

-3-60
480 =-120+0+0+0+0+120=0.
055

Determinant sifira borabar oldugundan AB, AC, AD vektorlari komplanardirlar, ona goro do
A,B,C vo D néqtolori bir miistovi iizarinda yerlosirlor. Indi ABCD dordbucaglisinin sahoasini
hesablayaq. Bu moqgsadlo A vo C noqtolorini birlosdirorok dordbucaqlini iki ABC vo ACD
ticbucaqlarma ayiragq.

Vektorlarin vektorial hasilindon istifado edorok, ligbucaglarin sahasini hesablayaq:

40> 10-3° |-34

1= -7 1 25
S...=—|| AB,AC | == + + =—\/400+225+0——\/625—
e 2[ ] 2\/85 5-6 |68 2’
s = Macap]=L B P8, [o8 | y N
Me ol T 2\ |os| (RO 00 |
= —\/1600+900+0 = —stoo _ 0. AN

2 AN



25 50 75
SABCD = SAABC +SAACD :?"'?:?

75
Spoco =~ “KUbY. Sokil 3.

Masala 5: Topalori A(2;-1;-1), B(5;-1;2) C(3;0;-3) vo D(6;0;-1) néqtalorinds yerloson tetraedrin
hacmini tayin edin.
Holli: ABCD tetraedrinin hocmini hesablamagq {i¢iin, avvalco onun bir topasindon ¢ixan ii¢ tili

ilo st-isto diison AB,AC,AD vektorlarinin koordinatlarin1 toyin edok: AB =(3;0;3),

AC = (11-2), AD =(4,10) . Bu vektorlar {izarindo qurulmus tetraedrin hocmini malum diisturdan
istifado edorak, hesablayaq:

303
1 - - - 1 1 1 1 1
V agco =5 {AB, AC,AD} =5 11-2 =E|0+0+3—12+6+0| =g|—3| =3 Vageo = Ekub.v
410
CALISMALAR.

1.Afin koordinat sisteminda A(3;2;1), B(-2;1;3), C(-2;-4;-3), D(1;-3;2), E(1;2;-3), F(-2;3;-1) G(-
3;4;-1), K(2;-5;-3), L(3;1;0), S(1;0;3), T(0;1;4), R(1;0;0), P(0;3;0) ndqtalorini qurun.
2. ABCDAB,C,D, kubunun A topasindon ¢ixan tillori koordinat vektorlari gobul edilmisdir.

{ A, i, j, k} koordinat sisteminds kubun topoalarinin koordinatlarini toyin edin.

3. OM = 32;6: vektoru verilmisdir. Onun koordinat oxlar1 ilo amolo gotirdiyi bucaqglarin

kosinuslarini hesablayn.

4.Ugbucagin topolori A(3;5;-4), B(-1;1;2) vo C(-5;-5;-2) ndqtolorindo yerlosir. Onun
barabaryanli olub-olmadigini toyin edin.

5.0xz miistovisi tizorinda yerloson va A(1;1;1), B(-1;1;0), C(3;1;-1) noqtalorindon barabor
uzaqliqda olan ndqtoni tayin edin.

6.ABC ii¢bucag verilmisdir. A(3;-2;4), B(3;-1;0), C(-5;0;2). B ndqtesindon kegon medianin
uzunlugunu toyin edin.

7.Ugbucagin topalori A(2;-1;3), B(4;0;1) va C(6;6;4) ndqtalorinds yerlsir. B bucaginin tanbdloni
ilo AC torofinin kasisma ndqtasini tapin.

8.Paralelogramin ardicil {i¢ topasi verilmisdir: A(3;0;4), B(1;2;3), C(9;6;4).

a)diaqonallarinin kesisme ndqtesini;

b)dérdiincii D topasinin koordinatlarini;

¢)AC diaqonalinin uzunlugunu hesablayin.

9.A(2;-1;1) vo B(4;5;-2) noqtalari verilmisdir. AB parcasini koordinat miistovilori hansi nisbatdo
boliir?.

10. ABCDAB,C,D, paralelepipedi verilmisdir. Noqgtonin {A, él,éz,é3} koordinat sistemindoki

x,y,z koordinatlarini, onun {O,el,ez es} sistemindoki X,y,z koordinatlar1 ilo ifado edin, burada

e1=ATB, e2:A7D, 63=KA1, 612061, 822062, 612061, O=AC,NBD,,
O, =BC,NB,.C,, O, =CD,NDC,, O,=AC, NB,D,.



11.N6qtonin {O, él ,éz , és} sistemindoki X,y,z koordinatlar {O, (_91, (_32 , (_93} sistemindoki X,y,z

koordinatlari il ifads edilmisdir.
Q) X=X—-3y+2z, y=X+Yy, z=x+1:
b) x=x-1,y=y+3, z=12z:
C) X=X—-Yy+2+1, y=Xx-y+2z+2,2=2-3;
C) X=X—-Yy+2z+1, y=—-X—-y+2z+2,2=2-3,

O noqtosinin vo €1,€2,e vektorlarmin {O, €1,€2, 83} sisteminds koordinatlarini tapin.

12. {o,i,],li} Vo {o,i,],k} diizbucaqli koordinat sistemlori verilmisdir, belo ki,

a, =arcco _u o, =arcco _2 o, =arcco 2 p, =arcco _2 S, =arcco _14
t 15| % 15 3 3t 15| 2 15 |

1 2 1 2 i . -
B, =arcco 3 7~ =arcco 3| 72 = arcco “3 7 =arcco 3l Koordinat sisteminin
birindan o birina kegmoak {igiin ¢evirma diisturlarini yazin.

13. a= 34;1: vo b= 3—2;1: vektorlart verilmisdir. Bu vektorlar {izorindo qurulmus

paralelogramin sahasini toyin edin.

14.A(1;2;-3), B(5;2;0) vo C(3;2;-2) noqtalari verilmisdir. C noqtesindon AB diiz xattino qodor
mosafoni tapin (vektorial hasildon istifads etmoklo).

15.ABCD tetraderi verilmisdir: A(2;-4;5), B(-1;-3;4), C(5;5;-1), D(1;-2;2). Onun AH
hiindiirliiyilinii tapin.

16. AB= 43,0 | AD = 412 vo A—>Al = 4325  vektorlant iizorinde  qurulmus
ABCDA B,C,D, paralelpipedi verilmisdir.

a)paralelpipedin hocmini; b) A, topasindon ABCD f{iziino endirilmis hiindiirliiyiin uzunlugunu
hesablayn.

17. AB= 1,0 :, AC = 34,0 vo AD= 34;2 :Vektorlarl tizorindo ABCD tetraedri verilmisdir.
a) Tetraedrin hacmini; b) tizlorinin sahasini; ¢) D topasindon ¢okilmis hiindiirliiylin uzunlugunu; d)
AB vo BC tillari arasindaki bucagin kosinusunu tapin.

18. AB= &§1.-1 , AC= Z-14 vo AA = 43,2;2 vektorlar iizorindo qurulmus ABCA B,C,
prizmasi verilmigdir.
a)Prizmanin hocmini, b) onun iizlorinin sahosini; ¢) B,C, vo AA ftillori arasindaki bucag: toyin

edin.

19.ABC iigbucag: verilmisdir: A(-1;1;2), B(1;1;0), C(2;6;-2) a) licbucagin sahosini; b) daxili
bucaglarinin kosinusunu; ¢) BH hiindiirliiyiiniin uzunluguna hesablayn.

20.Haocmi V=5 olan tetraedrin A(2;1;-1), B(3;0;1), C(2;-1;3) topalori verilmigdir. onun Oy oxu
iizarinds yerloson D topasinin koordinatlarini tapin.
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FOZADA MUSTOVILOR VO DUZ X3TLOR
§ 40. Miistovinin verilmasi iisullar: vo miixtalif tonliklari.

1.Miistavinin verilmasi iisullari. Molumdur ki, eyni bir @ miistovisina paralel olan vo bu
miistovi lizarinda yerloson vektorlar ¢oxlugu iki 6lgiilii V vektorlar fozasini toyin edir. Bu fozaya
bazon @ miistovisinin vektorlar fazasi, onun vektorlarina iso @ miistavisinin vektorlari deyilir.

Ogor kollinear olmayan a vo b vektorlar1 @ miistovisinin vektorlaridirsa, onda ¢ vektoru

yalniz vo yalniz 0 zaman bu miistovinin vektoru olar ki, a, b va C vektorlari komplanar olsunlar
(tic vektorun xotti asili olmast sorti). Vektorlarin bu xassosindon istifade edib, miistovini miixtolif
iisullarla vermok olar.

N i
Ogor elo A Bea-niqgtolori varsa ki, p=AB olsun, onda p-vektoruna « miistavising

paralel vektor deyilir.
Forz edok ki, bizo @ miistovisi vo bu miistovi iizorinde M, ndqtasi verilmisdir. Kollinear

olmayan a vo b vektorlari bu miistovinin vektorlari olsun. Onda M noqtesi yalniz va yalniz o

zaman o miistovisinin noqtosi olar ki, MyM vektoru bu miistovinin @ vo b vektorlar1 ilo
komplanar olsun (sokil 66).

M eca < MM =Aa+ ub

Burada 4 vo u omsallar hoqiqi adodlordir. Demali, @ miistovisini vermok iiglin onun bir
noqtosini vo kollinear olmayan iki vektorunu vermok PRSP S SO —
kifayotdir. e

Eloco do ogor @ miistovisinin bir diiz xatt {izorindo M
olmayan M,,M, vo M, noqtalori verilmigss, onda M |

noqtosi yalmiz vo yalniz o zaman @ miistovisinin

IN
noqtasi olar ki, M;M, , Y

M;M; vo M ;M vektorlari komplanar vektorlar olsunlar, yoni
Meae MM=AMM,+uM M,
Beloliklo, @ miistovisi asagidak: verilonlors géra birqiymatli toyin olunur.

a) M, noqtesi vo kollinear olmayan iki a va b vektora verildikds. Bu zaman «
miistovisini o =[|\/|0,a, b} kimi igara edocoyik. Bu @ va b vektorlarina & miistovisinin yonaldici

vektorlar1 da deyirloar.

b)Biz diiz xott iizorindo yerlosmayon ii¢ M,,M, vo M, néqtalori verildikda. Bu zaman
miistovini & = 1,,M,, M, kimi isaro edocoyik.

Bunlar fozada miistovinin verilmasi iisullar1 adlanir.

Yuxarida verilonloro goro miistovinin miixtolif tonliklorini yazagq.
2.Bir noqtasi vo yonosldici vektorlarina gors miistovi tonliyi. Forz edok ki, @ miistovisi

oziiniin M, ndqtasi va kollinear olmayan iki @ va b vektorlari vasitasi ilo verilmisdir.



Fozada hor hans1 R = {O, €1,€2, es} timumi dekart koordinat sistemi gétiiriib, M, noqtesinin vo

a,b vektorlarinin bu koordinat sistemina nazaran koordinatlarini asagidaki kimi isara edok:

Mo (X0 Y0:20) » 8= gvazvas , b= b;’bz’bs ;
Yuxarida geyd etdik ki, M ndqtasi yalniz vo yalniz o zaman @ miistovisinin ndqtasi olar ki,

M,M = Aa+ ub 1)
sorti 6donmis olsun. Bu ayrilis1 koordinatlarla yazaq
X=X, = A, + b, X=X, + Aa, + ub,
Y= Yo =48, + b, =Y =Y, + 48, + b, (2)

1-12,=Aa,+ ub, Z=1,+Aa, + ub,

a vo b vektorlari kollinear olmadigindan

a.a,a
rang[blbzbﬂzz
1~2M3

olar.

Askardir ki, koordinatlar1 (2) tonliyini 6doysn har bir ndqto (1) miinasibotini 6doyir, yoni &
miistovisi tizorinda yerlasir. Demali, (2) miistovinin tonliyidir. Bu tonlik miistovinin parametrik
tonliyi adlanir.

Bilirik ki, ti¢ vektor yalniz vo yalniz o zaman komplanar olar ki, onlarin qarisiq hasili sifra
barabar olsun. Basqa sozlo

{MZM,AB}:O
vo yaxud
X=XoY = Yol =2,
a,a,a, =0 @)
bbb,

Koordinatlar1 (3) tonliyini 6doayon har bir ndqto (1) miinasibatini do 6dodiyindon, M ndqtosi &
miistovisi lizarinds yerlogocokdir. Bu 1so o demakdir ki, (3) tonliyi do @ miistavisinin tonliyidir.
Qeyd edok ki, miistovinin (2) tonliyindo A,z parametrlorini yox etsok, (3) tonliyindo iso

determinant1 ag1b, X, y vo z doyisonlorine gore qruplasdirsaq, har iki tonliyin bu doyisonlors nazaron
birdaracali oldugunu gorarik.

3.Uc noqtadon kegon miistovi tanliyi. Forz edok ki, @ miistovisi 6ziiniin iic M;,M, vo M,
noqtolori vasitosi ilo verilmisdir.

R I{O,él,éz,éS} imumi dekart koordinat sistemino nozoron bu ndqtolorin koordinatlarini
M. (X, ¥:,21) , My (X,,Y,,2,), My(Xs,Y,,2,) iloisaro edok.

Ogor biz Ml_)M2 =R -X,Y,~ Y. 2,— 7, :VS M;M3 = R - X, Y~ V1,23 - vektorlarin1 o
miistavisinin yonoldici vektorlar1 qabul etsok, (3) tonliyina gére miistavinin tonliyi
X=X Y—-Yi12—-1
X, =X Y, = Y12, = 2,|=0 4)
X3 = XY, = Y123 =4,
soklindos olar. Bu tanliys ii¢ noqtadon kecon miistavinin tonliyi deyilir.



4.Miistovinin parcalarla tonliyi. Forz edok ki, @ miistovisi verilmis R = {0, €1,€2, 63} imumi

dekart koordinat sisteminin oxlarindan heg birino paralel deyil va koordinat baglangicindan ke¢mir.
Onda bu miistovi koordinat oxlarinin hor birini kosocokdir. Kosismo ndqtolorini uygun olaraq
A(a,0,0), B(0,b,0) vo C(0,0,c) ilo isaro edok. (4) tonliyino gora bu ndqtolordon kegon miistovinin
tonliyi asagidaki kimi olacaqdir:

x—ay—-0z-0

0-ab-00-0=0

0-a0-0c-0

vo yaxud
X — ayz
—ab0 [=0
—alc
Bu determinanti ag1b biitiin hodlori abc # 0 hasilino bolsak, asagidaki tonliyi alariq.
X y z
2 + b + e 1 (5)

Bu tonliys miistovinin parcalarla tanliyi deyilir. Koordinat sistemi burada diizbucaqli oldugda
a, b vo ¢ adadlori miistovinin koordinat oxlarindan ayirdig: pargalar olacaq.

§ 41. Miistovinin iimumi tanliyi vo onun arasdirilmasi.

1.Miistovinin iimumi tonliyi. Biz yuxarida yazdigimiz miistovi tonliklorine nazor yetirsok,
onlarin har birinin x, y vo z doyisonlorind nozoron birdoracali oldugunu gororik. Tabii olaraq belo
bir sual meydana ¢ixir: x, y, z doyisonlorino nozoran bir doracali olan har bir tonlik fozada miistovini
toyin edirmi?
Gostorok ki, machullart amsallariin {igii do birdon sifir olmayan haor bir
Ax+By+Cz+D=0 (6)
tigmochullu birdaracali tonlik hor hans1 R = &e,,e,,e, iimumi dekart koordinat sistemino nozoron

milayyan miistavinin tonliyidir.
Umumiliyi pozmadan farz edok ki, A # 0 (6) tonliyini asagidaki sokilde yazaq:

D B C
A A A
Ogor bu tonlikdo Y =4, zZ = u qobul etsok, onda (6) tonliyini agagidaki sokildo yazmaq olar:
__b b, ¢
A A A
y=4
Z=H

Bu sistemi miistovinin parametrik tonliyi olan (2) sistemi ilo miigayiso etsok, goérarik ki, bu

, D . :
sistem M, {— A ;O;O} noqtesindan kegib

:;1 = {— E ;1;0} Vo 6 = {— 9;0;1}
A A

yonoldici vektorlarina malik olan miistovinin tonlikloridir.
Qeyd edok ki, bu vektorlar oavozino onlarla kollinear olan (-B,A,0) va (-C,0,A) vektorlarin1 da
bu miistovinin yonaldici vektorlar1 gobul etmok olar.



D
Belolikla, biz gostordik ki, (6) tonliyi hor hansi afin koordinat sistemino nazoron M o[_ K;O;O}

noqtosindon kegib, z_i= E’q,—A,O \') t_)= G,O,—A: yonoldici vektorlarina malik olan miistovinin

tonliyidir. Bu tanliys miistovinin iimumi tanliyi deyilir. Eyni qayda ilo B #0 vaya C #0 oldugda
da (6) tonliyinin miistovi tonliyi oldugunu gostormok olar.
2.Miistavinin iimumi tanliyinin arasdirilmasi. Ovvolco hor hansi timumi dekart koordinat

sistemind nazoran koordinatlari ilo verilmis P = ﬁl, P2: P vektorunun Ax+By+Cz+D=0 timumi
tonliyina malik @ miistovisine paralellik sortini miioyyan edok.

Forz edok ki, p//a. Onda o miistovisi iizorinda elo M, (X, Y,,Z;), M,(X,,Y,,2,) ndqtalori
vardir ki,

MM, = b sortini 6doyir.
Bu baraborliyi koordinatlarla yazaq:

X, =X =P
Yo=Y1 =P, (*)
Z,—1; = P;

M, e «, M, € & oldugundan bu noqtalorin koordinatlari @ miistavisinin tonliyini 6domalidir.
Ax, +By, +Cz,+ D=0
Ax, + By, +Cz,+D=0
Bunlar torof-torofs ¢ix1b (*) miinasibotini burada nozaro alsaq
Ap, +Bp, +Cp; =0 (7
sortinin 6donildiyini gororik.

Indi do gostarok ki, (7) sorti ddonildikdo b// o . Bunun {igiin @ miistovisi tizorindo hor hansi
M, noqtasi gotiiriib bvektomnu bu noqtays kdgiirok vo son noqtasini M, ils isaro edok. Alinan

IR
M,;M, vektorunun M, uc noqtesinin @ miistovisi lizerindo oldugunu gostorak. Bunun iigiin

—

MM, = [_) borabarliyinin (*) koordinatlarla ifadesindon M, néqtesinin (X, Y;,Z;) koordinatlarini
tapib miistovinin tonliyinds yerino yazsaq, M; € & oldugundan bu ifads sifra ¢evrilmalidir.

A(X, + py) +B(y, + p,) +C(z, + p;) + D=0
voya

AX, + By, +Cz, + D—(Ap, + Bp, +Cp,) =0

(7) ifadosini burada nozoro alsaq, AX, +BY, +Cz, + D=0 oldugunu alariq ki, bu da M,

noqtosinin @ miistovisi lizorindo olmasi demokdir. Demali, (7) sorti 6donildikdo @ miistovisi
tizarinds elo M, vo M, noqtolari tapmagq olar ki, M, M, // b olsun.

Beloaliklos, biz gostordik ki, p = ﬁl, P,. P; ivektoru Ax+By+Cz+D=0 timumi tonliyino malik &

miistovisine yalniz vo yalniz o zaman paralel olar ki, (7) sorti ddonilmis olsun. Bu sorts b

vektorunun @ miistovisino paralellik sorti deyilir.
Indi miistovinin {imumi tonliyinin arasdiraq. Umumi tonliyi ilo verilmis @ miistovisinin A, B,

C, D omsallarindan biri vo ya bir negasi sifra borabor olanda R ={0,é1,éz,é3} imumi dekart

koordinat sistemina nozoron onun vaziyyatini miioyyan edok.



Forz edok ki, (7) tonliyindo
a) A=0,B#0,C#0,D=0.Onda miistovinin tonliyi
Ax+By+Cz=0
soklino diisiir. Koordinat baslangicinin koordinatlar1 bu tonliyi 6dodiyindon miistovi koordinat
baslangicindan kegir. Torsino, ogor @ miistovisi koordinat baglangicindan kegirso, onda koordinat
baslangicinin koordinatlar1 onun tonliyini 6domalidir:
A-0+B-0+C-0+D=0=D=0
Beloliklo, D=0 0Oec«a
by A=0,B#0,C#0,D#0 oldugda miistovinin tonliyi By+Cz+ D =0 soklino diisocokdir.

Onda e: = 0,0 vektoru bu tonliklo toyin olunan miistoviyo paralel olacaqdir. Dogrudan da, (7)
sortindon

0-1+B-0+C-0=0
yoni A=0 oldugda @ miistovisi (0x) oxuna paralel olacaqdir. ©ksino, ogor @ miistovisi (0x) oxuna

paralel olsa, onda e = 0,0 vektorunun koordinatlari (7) sartini 6domalidir:
A-1+B-0+C-0=0=> A=0.
Beloliklo,
A=0< all(ox).
Analoji qayda ilo gostarilir ki,
B =0< a/l(oy).
C=0< all(oz).
Demoli,
Ax+Cz+D=0 tonliyi (oy) oxuna, Ax+By+D=0 tonliyi iso (0z) oxuna paralel olan miistovilorin
tonlikloridir.
V) A=0,B=0,C=0,D=0
Bu halda miistovinin imumi tonliyi
Bx+Cz =0
soklino diisacokdir. Birinci iki hali nozoro alsaq, deys bilorik ki, bu tonlik (ox) oxundan kecon

miistovinin tonliyidir. Yoni
(A=0,D=0)<= (x) cx

Eloca do
(B=0,D=0) = (0y) cx
(C=0,D=0)<=(0z) cx
q) A=0,B=0,C=0,D=0.
Bu halda miistavinin tonliy1

Cz+D=0
soklino diigocokdir. B) halina goéra bu tonliklo toyin olunan miistovi ham (ox) oxuna, hom do (oy)
oxuna paraleldir. Demosli, bu tonlik (xoy) miistovisino paralel miistovinin tonliyidir vo (x0y)
miistovising paralel olan har bir miistovinin tonliyi bu sokildadir. Yoni:
(A=0,B=0) < a/l(xoy)
Eloca do
(A=0,C=0) < all(xoz)
(B=0,C=0) < a/l(yoz)
d) A=0,B=0,C#0,D=0.
Bu halda miistovinin tonliyi
Cz=0 vo ya z=0 soklino diigocokdir.
A=0, B=0 olmasindan alinir ki, bu tonliklo tayin olunan miistovi (xoy) miistovisina paralel olar.
D=0 olmasindan alinir ki, koordinat baglangicindan kecir. Demali, z=0 tonliyi ilo toyin olunan



miistovi (xoy) miistovisi ilo iist-listo diislir. Molumdur ki, torsi do dogrudur. Demoli, z=0 tonliyi
(xoy) miistovisinin tonliyidir. Eloco do y=o tonliyi (xo0z) miistovisinin, x=0 tonliyi isa (yoz)
miistavisinin tonliyi olacaqdir.

§ 42. Ax+By+Cz+D-¢oxhadlinin isarasinin handasi manasi.

Fozada hor hans1 R ={0, el,ez,e3} imumi dekart koordinat sistemi  gotiirlib

P(x,y,z) = Ax+By+Cz + D ifadosino baxaq. Bilirik ki, koordinatlar1 bu ifadani sifra ¢eviron

noqtolor ¢coxlugu miistovidir. Bu miistovini @ ilo isaro edok. @ miistovisi 0z {izorindo yerlosmoyon
fozanin noqtolor coxlugunu iki hissoye ayiracaqdir. Bu hissalorin har biri @ miistovisi ilo birlikde
qapali yarimfoza adlanir. Baglangict @ miistovisi tizerinde olan har hans B, ndqtesinds yerlogon

B,B=b= 4B,C

vektoru gotlirok. Bu vektor @ miistavisine paralel olmadigindan onun B uc ndqtasi yarimfozalardan
yalniz birindo yerlogocokdir. @ miistavisi iizorindo olmayan har hanst M(X,y,z) ndqtasi gotiiriib, bu

ndqtadon b = B;B vektoruna paralel diiz xatt ¢okok. Bu diiz xattin miistovi ilo kosismo ndqtasini

M, (%o, Yo, Z,) -la isara edok (sokil 67).

Askardir ki, M M = Ab . Burada 4 >0 yalniz vo yalniz o zaman olar ki, M ndqtasi B noqtasi ilo

B
M,M = b /f /
sartini koordinatlarla yazag: / / ’ //
B M,
/
/

eyni yarimfozada yerlogsin. M

X=X, = AA X=X, +AA
Y=Y, =AB=>Jy=y,+4B
z-2,=4AC z=12,+4C /¢

Sakil 67.

X, y, z dayisonlorinin bu ifadalorini P(X,y,z) = AX+By+Cz + D ¢oxhadlisinds nozors alsaq
A(X, + AA) + B(Yy, + AB) + C(z, + AC) + D = Ax, + By, + Cz, + D+ A(A* + B* +C?)
alariq.
M, € « oldugundan
Ax, +By, +Cz,+ D=0
olar. Onda
P(x,y,z2)= Ax+By+Cz+D
ifadasinin isarasi yalniz 4 -nin isarasindon asili olar. Demoali, 4 >0 olduqda
Ax+By+Cz+D>0 (8)

olar. Bu isa o demokdir ki, (8) barabarsizliyi B ndqtasi yerlogon yarimfozani toyin edir.
Ax+By+Cz+D<0

boraborsizliyi iso digor agiq yarimfozani (B ndqtasi yerlosmoyon) toyin edon sort olacaqdir.



§ 43. Iki vo iic miistovinin qarsiligh vaziyyati.
1.9vvalcea iki miistavinin qarsihigh vaziyyatina baxagq.

Molumdur ki, fozada iki miistovi 3 ciir voziyyatdo ola bilor:
a)bir diiz xott boyunca kasisor;

b)paralel olar;

v)iist-iista diisor.

Forz edok ki, @ vo [ mistovilori hor hanst R I{O,el,ez,eS} tiimumi dekart koordinat

sistemino noazoron asagidaki tonliklori ilo verilmisdir:
a:AX+By+Cz+D, =0
B:AX+B,y+C,z+D, =0
Bu tonliklor vasitosi ilo miistovilorin fozadaki qarsiligli voziyystini toyin edok. Bu iso
miistovilorin tonliklorindon ibarat olan asagidaki sistemin holli ilo alagodardir.

Ax+By=Cz+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0
Asagidaki kimi igarsloma aparaq:

r, = rang ABC, r, = rang ABLCD,
' AZBZCZ , ' AZBZCZDZ

(9)

Molumdur ki, I, <1, <2,

Kronekker-Kapelli teoremino gora (9) sisteminin hollinin olmasi tiglin I, =, olmaldir.

a)Ogor I, =r, =2 olarsa. Onda (9) sistemi birgodir. Bu halda, @ vo £ miistovilori heg
olmazsa, bir ortaq ndqtoys malikdir. Bu isa miistovilarin bir diiz xatt boyunca kasismasi demokdir.

b) =1, r, =2 oldugda (9) sistemi uyusan deyil, bu halda @ vo £ miistovilari heg¢ bir ortaq
noqtoys malik deyildir. Basqa sozlo, a/l 5.

v) I, =1, =1 oldugda (9) sistemindoki tonliklorin omsallar1 miitanasib olacaqdir, basqa s6zla,
bu tonliklor eyni noqtalor ¢oxlugunu toyin edocokdir. Bu halda miistavilor list-iisto diisocokdir.

2.Indi ii¢ miistovinin qarsihqh voziyyatino baxaq. Forz edok ki, @, f vo 7 miistovilori hor
hans1 R= {0, él, éz , és} imumi dekart koordinat sistemino nozoron asagidaki tonliklorilo
verilmisdir:
a:Ax+By+Cz+D, =0
p:AX+B,y+C,z+D, =0
y i AX+B,y+C,z+ D, =0
Askardir ki, bu miistovilarin qarsiligli vaziyyati onlarin tanliklorindan ibarat olan
Ax+By+C;z+D, =0
A,x+B,y+C,z+D, =0 (10)
Ax+B,y+C,z+D,; =0
sisteminin hollinin arasdirilmasi ilo slagodardir. Asagidaki kimi isarslor aparaq:
Al BlCl Al Blcl Dl
r,=rang| A,B,C, r, =rang| A,B,C,D,
A3 BSCS A3 BSCS DS



r, = rang ABC, r, = rang ABGCD,
’ A’lBlCI ’ A’lBlC]. Dl

Molumdur ki, , <1, <3; r, <r, <2.

1) r, =1, =3 olarsa, (10) sistemi yegana hallo malikdir, demoli, o, f vo y miistovilori yalniz
bir ortaq ndqtoys malikdir.

2) =2, r,=3 olarsa, (10) sistemi uyusan deyil, demali bu ii¢ miistovinin ortaq ndqtasi
yoxdur. I, =2 oldugundan r,-lardan he¢ olmazsa, biri 2-ya borabardir. Bu halda, miistavilorden
ikisi kosisir. Uciinciisii iso onlarin kesismo xottinden kecir. Burada iki hal ola bilor:

a) r,-larm hamisi 2-yo barabor olduqda miistovilar ciit-ciit kasisib, kasismo xatlori bir-biring
paralel olacaq.

b) r,-lardan biri 1-o0 borabar oldugda, bu matriso uygun olan miistovilor (masolon, I, =1
oldugda @ va B miistovilari) bir-birina paralel olub, tiglincii miistovi bunlar1 kasacokdir.

3) r,=r, =2 olduqda (9) sistemi uyusan olub, sonsuz sayda hollo malik olacaqdir. Bu halda,
miistavilar bir diiz xatt boyunca kosigocokdir.

4) r,=1, r, =2 olan halda tonliklor sistemi uyusmayandir, demsli, miistovilor heg¢ bir ortaq
noqtoys malik deyildir. Burada iki hal ola bilor:

a) r,-lardan he¢ olmasa biri 1-o borabordir. Onda bu matriso uygun olan miistovilor Ust-listo
diisiib, qalan tli¢iincli bunlara paralel olacaqdir.

b) r,-larin hamisi 2-yo barabardir. Bu halda miistovilarin ii¢ii do bir-birina paralel olacaqdir.

5) r, =T, =1 oldugda (9) sisteminin tonliklorinin {i¢ii do eynigiiclii olacaqlar, demali, onlarin
toyin etdiyi mistovilor iist-listo diigocoklor.

§ 44. Miistavilar dastasi vo miistavilor baghsi.

1.Eyni bir d diiz xottindon keg¢on miistovilor ¢oxluguna d oxuna malik miistavilor dastasi
deyilir. d oxuna malik dostoni 7(d) ilo isars edacayik.

Ogor miistovilor dostasinin oxu verimigso, onda bu dosto birqiymatli toyin olunur vo fozanin
istonilon noqtasindon bu dastonin yegans miistovisi kegir. Belo ki, hor bir noqte vo diiz xotdon
yegand miistovi kegirmok olar. Asanligla gostormok olar ki, ogor 77(d) doastosinin istonilon iki & vo

£ miistovisi hor hans1t R = {0, e1,€>, 63}afin koordinat sistemina nazaran

a:AX+By+Cz+D, =0
p:AX+B,y+C,z+D, =0
Tanliklori ila verilmisss, onda dastanin istanilon miistovinin tonliyi
A(Ax+By+Cz+D)+u(Ax+B,y+C,z+D,)=0
soklindadir. Burada 4 vo u ikisi do birdon sifir olmayan hoqiqi adodlordir.

2.Eyni bir miistoviys paralel olan miistovilor ¢oxluguna paralel miistavilor dastasi deyilir.
Askardir ki, ogor paralel miistovilor dostosinin hor hans1 @ miistovisi
Ax+By+Cz+D=0

tonliyi ilo verilmissa, onda bu destonin istonilon miistavisinin tonliyi
Ax+By+Cz+D, =0

soklindo olacaq. Belo ki, paralel miistovilorin tonliklori yalniz sorbast hadlori ilo forglonirlor.
3.Eyni bir M, noqtesindon kecon miistovilor ¢oxluguna M, morkazli miistavilor baghsi

deyilir. Bu ciir bagli moarkazli vo yaxud moxsusi bagl adlanir.



Gostormak olar ki, fozada gotiirlilmiis imumi dekart koordinat sistemino nazoron moXxsusi
baglimin M, morkozi (X,,Y,,Z,) koordinatlarina malikdirss, onda bu baglinin istonilon
miistovisinin tonliyi

A(X_ Xo) + B(y_ yo) +C(Z - Zo) =0
soklindadir.

Eloca da agor markazli baglinin 3 miistavisi

Ax+By+C;z+D,;=0
Ax+B,y+C,z+D, =0
AXx+By+C,z+D, =0
tonliklorine maliksa, onda bu baglinin istonilon miistovisinin tonliyi
A(AX+By+Cz+D,)+ u(Ax+B,y+C,z+D,) +k(A,x+B,y+C,z+D,) =0
soklindadir. Burada A, £ va k i¢ii do birdan sifir olmayan hoqiqi odadlordir.
Belalikls, baglinin markozi onun vaziyyatini fozada birqiymatli toyin edir.

§ 45. Miistovilor nazoriyyasinin bazi metrik masalalori.

Hondoasados elo masalolor var ki, onlar bilavasito parcanin uzunlugu vo ya bucagin élciisii ilo
olagelidir. Bu ciir masalalor handasanin metrik masalalori adlanir. Miistovilor nozariyyasinin avvalki
paragraflarinda 0yrondiyimiz masalolor iimumi dekart koordinat sistemindo sadoco holl olunurdu.
Onlardan forqli olaraq metrik masalslor iimumi dekart koordinat sisteminda bir qodor miirokkab hall
olunur. ona gora do biz miistovilor nozariyyssinin metrik mosalalorini, bir paraqrafa yigib, onlarin
hallina diizbucaqli dekart koordinat sistemindo baxacagiq.

1.Miistavinin normalmin vektoru. Torif: Miistaviya L olan hor bir diiz xatts miistavinin
normali, bu diiz xattin yonaldici vektoruna isa miistavinin normalinin vektoru va ya miistavinin

normal vektoru deyilir va N ila isara edilir.

Gostorak ki, agor hor hanst R = {0, i, k} diizbucaqli dekart koordinat sistemino nazoron o

miistovisi
Ax+By+Cz+D=0 (11)
tonliyino malikdirss, onda

n= 4B,C

vektoru bu miistovinin normalinin vektorudur. Dogrudan da, ogor a = &,3,,8;, vektoru miistovi

iizorindadirse, onda vektorun miistoviys paralellik sortindon
Aa, +Ba, +Ca,; =0

miinasiboti 6donilmalidir. Lakin bu boraberliyin sol torofi N vektoru ilo miistovinin ixtiyari a
vektorunun skalyar hasili oldugundan demali,

na=0=n-la.
Basqa s6zlo, n vektoru diizbucaqli dekart koordinat sistemindo (1) tonliyi ilo verilmis «
miistavisinin normalinin vektorudur.
2.Miistavinin daha bir tanliyini diizbucaqh dekart koordinat sistemindd ¢ixaraq. Miistovini

yuxarida gostorilmis verilmo iisullarindan basqa, asagidaki daha 2 iisulla vermok olar:
a)Bir noqtosi vo normal vektoruna goro.



Forz edok ki, @ miistovisi lizorindo hor hans1 M ndqtosi vo bu miistovinin n normal vektoru

verilmisdir. Askardir ki, M noqtasi yalniz vo yalniz o zaman @ miistovisi lizerinds yerlagor ki,

M ;M vektoru miistovinin N normal vektoru ilo ortogonal olsun (sakil 68).

Demali, bu verilonlor miistovinin voziyyatini fozada birqiymatli toyin edir.
Bu verilonloro géro miistovinin tonliyini yazaq:

Fozada hor hansi R ={O,i, j,k} diizbucaqli dekart koordinat sistemi gotiirib, M,, M

noqtoalorinin vo n normal vektorunun koordinatlarin1 asagidaki kimi isaro edok:
Mo (Xo, Yo, 20) » M(XY,2)
n= 4B,C
Onda yuxarida dediyimiz kimi,
M ca e MM Ln (12)
basqa sozlo,
M,M- n=0 vo ya
A(X=Xo) +B(y—Y,)+C(z2—-2,)=0 (13)
Askardir ki, koordinatlar1 (13) tonliyini 6doyan har bir ndqte (12) miinasibatini do 6doayir, yoni

o miistovisi  iizorindo yerlosir. Demoli, (13) « "
miistovisinin tonliyidir. i

Bu tonliyo miistovinin bir ndéqtasind vo normal M,
vektoruna gord tonliyi deyilir.
b)Miistovini, koordinat baslangicindan bu miistoviys
gador olan P mosafosine vo koordinat baslangicindan "
o

kecon normalinin No vahid vektoruna goro do vermok
olar.

Sakil 68.
Dogrudan da koordinat baglangicindan @ miistovisine endirilmis perpendikulyarin oturacagini

H ilo isaro etsok, M ndqtesi yalniz vo yalniz o zaman & miistavisi lizerinds yerlagor ki, HM
vektoru OH va ya onun vahid No ilo ortoqonalolsun (sokil 69), basqga sozlo

M e a < HM Ln, (14)
Demoli, bu verilonlor do miistovinin vaziyyatini birqiymatli tayin edir.
Bu verilonlora géro miistavi tanliyini yazagq.

Forz edok ki, tjlo vahid normal vektoru koordinat oxlari
ilo uygun olaraq «, 3,y bucaqlar1 omolo gatirir. Onda bu

vektor  no = epsa,cosB,cosy koordinatlarina, H

N
noqtosinin koordinatlari iss OH = f{cosa, pcos, pcosy

vektorunun koordinatlarina barabor olacaqdir. M néqtasinin
koordinatlarini (x,y,2) ilo isaro etsok,

HM = ¥ pcosa,y— pcosf,z— pcosy :olar. o

Sokil 69.



(14) miinasibotindon
HM - r_lo =0 voya
(Xx—pcosa)cosa+(y— pcospB)cosf +(z— pcosy)cosy =0
Xcosa +YycosfB+zcosy—P =0 (15)
Burada cos® & +cos, 3 +cos’ ¥ =1 oldugu nozors almmusdir.

Askardir ki, koordinatlar1 (15) tonliyini 6doyen har bir ndqte (14) miinasibatini do ddoyir, yani
o miistovisi iizorindo yerlogir. Demoli, (15) tonliyi @ miistovisinin tonliyidir. Ona miistovinin
normal tonliyi deyilir.

3.Noqtadon miistaviys qadar olan masafs. Forz edok ki, bizo hor hansi R:{O,i,j,lz}

diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozoron @ miistovisi 0ziiniin
Ax+By+Cz+D=0

iimumi tonliyi vo M; ndqtosi (X;,¥;,Z;) koordinatlar1 ilo verilmisdir. M; noqtesindon bu

miistoviya godor olan masafoni hesablayagq. M, =
M, ndqtesindon o miistovisino endirilmis 4

perpendikulyarin  oturacagimi = M (X,, Y,,Z,) -la ‘

isaro edok: ‘

Askardir ki, M, néqtesindon @ miistovisino gador o

olan p(M,, @) mosafosi M;I\/I o Vvektorunun d

uzunluguna barabar olacaqdir (sakil 70).

Sakil 70.
pP(M;,a) = ‘MIMO

Verilmis miistovinin r_1 = 4 B,C inormahmn vektoru M, M vektoru ilo kollinear oldugundan

M,M,-n=|M,M,|-|n

(1) voya

M,M;,-n

‘ L _

p(lea):

n

Bu ifadoni koordinatlarla yazib,
Ax, +By, +Cz,+D =0
oldugunu nazars alsaq; bels ki,
M, ex
|Ax, + By, +Cz, + D|

p(M,, @) =
' VA% +B%? +C?

Bu diistur noqtadan miistaviya gqadar olan masafy diisturu adlanir. Miistovinin tonliyi normal
sokildoa verildikdo (16) diisturu sado sokil alir. Bu halda

(16)



Sokil 71.

A=cosa,B=cosp,c=cosy,D=-P
Onda
P(M,, @) =|x, cosa+y, cosf+12,cosy —P|
Bels ki,

JA® + B2 +C? = Jcos? o +cos’ B +cos? y =1
4.1ki miistovi arasindaki bucagin hesablanmasi. Forz edok ki, @, vo @, miistovilori hor hansi
diizbucaqli dekart koordinat sistemins nozoron agagidaki tonliklorls verilmisdir:
ot AX+By+Ciz+D, =0
B, AXx+B,y+C,z+D=0
Bu miistovilor arasinda galan bucagi hesablayaq.
Askardir ki, 2 miistovi kosisirse, onda ciit-ciit qarsiliqh olan dord ikilizlii bucaq amalo gatirir ki,
bu bucaqlardan birinin adadi giymoti malum olsa, qalan bucaqlar1 asanligla tapmaq olar (sokil 71).
Belo ki, ¢, = @5, 0, = @,,¢, + ¢, = 7 . Bu bucaqlardan biri miistovilorin

n=4,B,C, vo

':]2 = 742’ B,.C,
normal vektorlar1 arasinda qalan bucaga borabordir. Bizim sokildo bu bucaq ¢,-ys borabor
olacaqdir.

>A>

n, n,=0 ilo isaro etsok,
NNz AA, +B,B, +CC,

cos¢ = T 2 2 2 2 2 2
Ni|-(N2 \/A1+Bl +C1 '\/A2+Bz+cz

alariq ki, bu da iki miistavi arasindaki bucagi hesablama diisturudur.
§ 46. Fazada diiz xattin verilmasi iisullar1 vo miixtalif tanliklori.
1.Fazada diiz xattin verilmasi iisullari. Biz miistovi {izorinds diiz xottin verilmasi lisullarindan

danisarkon geyd etdik ki, diiz xattin bir ndqtasi vo yonoldici vektoru, eloco do iist-iisto diismoyon iki
ndqtasi onun vaziyyatini birqiymatli tayin edir. Bu iisullar elo fozada da dogrudur.



Fozada diiz xotti daha bir {isulla vermok olar. Paralel olmayan iki miistovi yegano diiz xott
boyunca kosisdiyindon, bu miistovilor kosismo xattinin voziyyotini fozada birqiymotli toyin edir.
Beloaliklo, miistavi iizorinds oldugundan forqli olaraq fozada diiz xotti asagidaki ii¢ lisulla vermok
olar:

a)Bir ndqtasine vo yonaldici vektoruna gora.

b)iki ndqtasine gore

v)iki miistovinin kosismosi kimi.

Indi bu verilonlora gora diiz xattin miixtolif tonliklorini yazaq.

2.Diiz xoattin parametrik vo kanonik tonliyi. Forz

edok ki, diiz xott 6ziiniin M, ndqtesi vo a ydnaldici

M

vektoru vasitosi ilo verilmisdir. Askardir ki, M ndqtosi
yalniz vo yalniz o zaman d diiz xotti iizorindo yerlosor ki, M, /

I _ a
M M vektoru a vektoru ilo kollinear olsun (sokil 72). « v M;
Basqa sozlo

$qa soz "

b)
Sokil 72.

Medo MM =ta
olsun.

Fozada hor hansi timumi dekart koordinat sistemi gotiiriib, M, M ndqtolorinin vo a yonaldici
vektorunun koordinatlarini

Mo(XrVorZ), M Y,2), a= &.a,.8,
kimi isaro edok.
Onda (17) miinasibatindon

X—X, =at X=X, +at
Y=Yy =a,l=qy=Y,+a,t (18)
Z-17,=a,; z=17,+a,t

Askardir ki, koordinatlar1 (18) tonliklorini 6doyan hor bir M(X,y,z) ndqtasi (17) miinasibatini do
Odoyir. Bu iso o demokdir ki, (18) tonliklor sistemi d diiz xottinin tonliyidir. Ona diiz xattin
parametrik tonliyi deyilir. ©gor d diiz xatti koordinat oxlarindan heg¢ birina paralel olmasa, basqa
sozlo a, -a, -a; # 0 olsa, (18) tonliyini

X=X _ Y=Y _ -1,
al a2 a3
soklindo yazmagq olar. Bu tonliys diiz xattin kanonik tanliyi deyilir.
3.iki néqtadon kecon diiz xattin tonliyi. Indi forz edok ki, d diiz xotti dziiniin iki noqtosi ilo

verilmisdir. Onda askardir ki, M ndqtesi yalniz va yalniz o zaman bu diiz xott {izorinde yerlosor ki,

MM vektoru M; M, vektoru ils kollinear olsun (sokil 72). Basqa sozlo

Medeo MM=tM,M, (19)
Fozada verilmis hor hansi iimumi dekart koordinat sisteminod nozaron M;,M, vo M néqtalorinin

koordinatlarin1 uygun olaraq (X, ¥:,Z;), (X5, ¥,,2Z,) vo (X,y,z) isaro edok, (19) miinasibotindon
alanq:



X=X, =t(X, = X,) X=X +t(X, —X,)
Y=Y :t(Y2 - yl) =YY=V, +t(Y2 - Y1)
2=12=1(z,-17) 2=12,+1(z,-17)
d diiz xotti koordinat oxlarindan he¢ birino paralel olmadiqda, yoni X, —X; #0, y,-y, #0,
z, =z, #0 oldugda bu tonliklori
X=X _ Y=Y _ Z-174
Xy =% Yo = Y1 Z, -4
soklindo yazmagq olar ki, bu da 2 noqtadon kegan diiz xattin tonliyi adlanir.

4.Fozada diiz xattin iimumi tonliyi. Forz edok ki, d diiz xotti kosison @, vo &, miistovilorinin
kosismo xotti kimi verilmisdir (sokil 73) vo timumi dekart koordinat sistemino nozoron bu
miistovilor asagidaki tonliklors malikdir:
a, - AX+By+Ciz+D=0
a, AX+B,y+Cz+D=0

gostorak ki,
X+By+Cz+D, =0
Al 1 1 1 (20)
Ax+B,y+C,z+D, =0
sistemi d diiz xattinin tonliyidir. Dogrudan da, ogor hor hanst M noqtasi d diiz xatti iizorindadirsa,
onda bu ndqto hom «; -in, ham do «@,-nin iizorindo yerlosdiyindon onun koordinatlari iistovilorin
hor ikisinin tonliyini 6doyacokdir. Basqa sozlo, M € d olduqda onun koordinatlar1 (20) sistemini
0dayacokdir.
Oksing, ogor M ndqtosinin koordinatlar1 (20) sistemini
0doyirso, onda bu néqto hom sistemin birinci tonliyi ilo toyin

o, miistovisi lizorindo, ham dos ikinci tanlikls toyin olunan «,

miistovisi lizorinds yerlosocokdir. Basqa sozlo, M ndqtesi bu
miistovilorin kosisma xatti olan d diiz xatti tizorindadir.

Sakil 73.

Beloliklo, gostordik ki, (20) sistemi d = ; N e, diiz xattinin tonliyidir.
Ona diiz xottin iimumi tanliyi deyilir.
Qeyd edok ki, burada @, vo @, miistovilori kasisdiyindon

rang{AlBlCl } =2
A;B,C,
Indi diiz xattin (20) iimumi tonliyini parametrik soklo gatirok.
Forz edok ki, M (X,,Y,,Z,) diiz xatt lizerinds yerloson har hansi ndqtadir. Onda bu ndqtonin
koordinatlar1 (20) sistemini 6doyacaokdir.
AX,+By, +C;z,+D, =0
{Azx0 +B,y, +C,z,+D,=0
Bu sistemin tonliklorini (20) sisteminin uygun tonliklorindon toro-torofs ¢ixsaq, asagidaki
sistemi alariq:

A(X=%)+B(Y-Y¥)+Ci(z2—-2,)=0
A, (X=X%,)+B,(y—-y,)+C,(z—-2,)=0
Molumdur ki, diiz xstt eyni zamanda koordinat oxlarinin {igiino do paralel ola bilmoz.



Umumiliyi pozmadan forz edok ki, z—2, # 0 (yeni diiz xatt (0z) oxuna paralel deyil). Onda bu
tonliklorin har ikisini (z —z,) -a bolsak,

X=X -
A =+ B, Y=o =-C,
-1, -1, 1)
A2 X=Xy + Bz Y=Y, :_Cz
-1, -1,
Ikimochullu xatti tanliklor sistemini alariq.

B,C
rang{Al L }=2
A,B,C,

oldugundan bu matrisin tinsiirlorindon diizoldilmis determinantlardan he¢ olmazsa, biri sifirdan
forqlidir.

Forz edok ki,
B
AB, #0.
A,B,
X=X -
(21) sistemini ) Z zo machullarina gors hall edak.
%o %0
BICl ClAl
X=Xo _ B.C,|. Y=Y _ C,A
z-z, |AB,|’ z-2, |AB,
AZ BZ AZBZ
Burada L% _ t isaro etsok, asagidaki tonliklor sistemini alariq:
1
A,B,
B,C B,C
X=X, =|_' |-t X=X, +| " |t
BZCZ BZCZ
C C
Y=Y = A -1 Y=Y+ A g
CZAZ CZAZ
B B
z—zO:All- z:zo+A11-t
AZBZ AZ BZ

Ogor bu tonliklori diiz xattin parametrik tonliyi ilo miiqayiso etsok, gororik ki, diiz xott (20)
imumi tonliyi ils verildikde onun yonoldici vektorunun koordinatlar agagidaki kimi toyin olunur:

é:{Blcl C1A1 AlBl}

BZCZ CZAZ A2 BZ
Buradan goriiniir ki, xiisusi halda d diiz xsttinin (20) tonliyi R = {0, i,k

} diizbucaqli dekart

koordinat sistemino nozoron verilorso, onda onun n normal vektoru bu miistovilorin normal
vektorlarinin vektorial hasilina barabar olur:

N=nNixnN2



§ 47. Fozada iki diiz xattin qarsihqh voziyyati.

Molumdur ki, fozada iki diiz xott asagidaki 4 voziyyatlordon birinds ola bilarlor:

a)Carpaz ola bilorlor;

b)Kasisa bilorlor;

v)Paralel ola bilorlor;

q)I“Jst-iista diisorlar;

Indi tonliklori ilo verilmis diiz xotlorin qarsiligh voziyyatini tayin edok.

Forz edok ki, d, vo d, diiz xotlori hor hans1 afin koordinat sistemina nozoron Ozlorinin
asagidaki parametrik tonliklori ilo verilmisdir:

X=X +at X=X, +bt
dl: y=y +a;t dz: VZY2+b2t
Z=1, +a,t 2=1,+b,t

a)9vvalco bu diiz xatlorin bir miistovi tizorinds olmasi sortini miioyyan edok.
Askardir ki, diiz xatlor yalniz vo yalniz o zaman bir miistovi iizorindo yerlosor ki, bu diiz xatlorin
a vo b yonoaldici vektorlar1 ilo M,;M, vektoru komplanar olsun (sokil 74). Burada M, vo M,

noqtolori uygun olaraq 0, vo d, diiz xotlori iizerindo verilmis néqtolordir. Bu ii¢ vektorun
komplanarliq sorti

Xo =X Y, = Y12, =44
a,a,a, =0
b,b,b;
oldugundan d, vo d, diiz xatlorinin ¢arpaz olmasi sorti
X, =X Y, = Y12, — 74
alaz a3

b,b,b;

olacaqdir.

b)iki diiz xott yalniz vo yalniz o zaman kosisor ki, bir miistovi {izorinda yerlosib paralel
olmasinlar. Bu isa 0 zaman olar ki,

[é,l_),M:Mz}:O

a#Ab
sortlori 6donilmis olsun. Bagqa sozlo,

Sakil 74.
X, =X Y2 = Y12, = 44 a,a,a,
a,a,a, =0 rang =
b1be3
b,b, b

sortlori d, vo d, diiz xatlorinin kosismo sortlori olacaqdir.
v)molumdur ki, iki diiz xott yalniz vo yalniz o zaman paralel olar ki, onlarin yonoldici vektorlari

kollinear olsun. M,;M, vektoru iss bu vektorlarla kollinear olmasin (sokil 74).



a=1b, MM, #1a

rang el ] rang %88 =2
b1b2b3 1 X =X Y, = Y12, = 44

sortlori diiz xatlorin paralellik gortlori olacaqdir.

Vo ya

q)Ogor d;, =d, olarsa, onda askardir ki, a vo b vektorlari kollinear olmagla yanasi, MM,

vektoru da bu vektorlarla kollinear olmalidir vo oksino a,b va M;M2 vektorlart bir-biri ilo
kollinear olarsa, onda bu diiz xatlar iist-iisto diisor. Belaliklo,

a=2b=pMM,
vdya
Xo =X Yo = Y12, =24
rang| a,a,a, =1
b,b, D,

sorti d, vo d, diiz xotlorinin {ist-iisto diismo sortidir.

§ 48. Diiz xatlo miistavinin qarsihqh vaziyyati.

Molumdur ki, diiz xotlo miistovi asagidaki voziyyatlordon birinds ola bilorlor: a) kasisar, b)
paralel olar, ¢) iist-iisto diisor.

Indi tonliklori ilo verilmis diiz xotlo miistovinin qarsiliqli voziyyatini miioyyon edok.

Forz edok ki, hor hansi iimumi dekart koordinat sistemins nozaron d diiz xatti vo & miistovisi
0zlorinin asagidaki tonliklori ilo verilmisdir:

X=X, +at
d:sy=y,+a,
Z-7,+a,t

a:Ax+By+Cz+D=0
Bunlarin qarsiligh voziyyetini miioyyan etmak liclin onlarin tonliklorini birlikde hall etmoklo
ortaq noqtalorini axtaraq:
Bunun {igiin miistovinin tonliyindoki X,y,z-in diiz xottin tonliyindoki ifadesini nazars alaq
A(x, +at) + B(y, +a,t)+C(z, +a,t)+ D=0
Bu tonliyi t-yo nozoron qruplasdirsaq
(Aa, +Ba, +Ca,)t = —(AX, + By, +Cz, + D) (22)
tonliyini alariq.
(22) tonliyinin har bir kokiine d diiz xatti ilo @ miistovisinin bir ortaq ndqtasi uygun golocokdir.
Burada asagidaki hallardan biri ola bilor:
a)tonliyin yalniz bir kokii var. Bu ise yalniz va yalniz o zaman olar ki,

Aa, +Ba, +Ca, #0 (23)
sorti ddonilmis olsun. Uygun olaraq d diiz xotti @ miistovisi ilo yalniz vo yalniz o zaman yegano
ortag noqtoyo malik olar ki, (23) sorti 6donilmis olsun. Demoli, (23) sorti d diiz xottinin «
miistavisi ilo kasisma sarti olacaqdir.

b)Tanliyin heg bir kdkii yoxdur. Bu iso yalniz vo yalniz o zaman olar ki,
Aa, +Ba, +Ca, =0 }

24
Ax, +By, +Cz,+D #0 (24)



sartlori 6donilmis olsun. Bu halda uygun olaraq d diiz xatti ilo @ miistovisinin he¢ bir ortaq ndqtosi
olmayacaqdir. Basqa s6zlo (24) sorti d diiz xotti ilo @ miistovisinin paralellik sartidir.
v)Tonliyin sonsuz sayda halli var. Bu iso yalniz vo yalniz o zaman olar ki,
Aa, +Ba, +Ca,; =0
Ax, +By, +Cz, + D=0

sartlori 6donmis olsun. Bu halda d diiz xotti ilo @ miistovisinin sonsuz sayda ortaq noqtosi olacagq.
Basqa sozlo, diiz xott miistovinin iizorindo yerlosocok. belsliklo, (25) sorti d diiz xattinin «
miistavisi iizarinds yerlosma sortidir.

(25)

§ 49. Fazada diiz xattd aid asas metrik masalalar.

1.iki diiz xatt arasindaki bucaq. Forz edok ki, d, vo d, diiz xotlori hor hansi diizbucagl
dekart koordinat sistemina nozoron asagidaki tonliklori ilo verilmisdir:

X=X +at X=X, +b,t
d,:qy=y, +a,;t d,:qy=y,+b,t
z=1+agt z=12,+hst

Fozanin har hansi noqtosindon uygun olaraq d; vo d, diiz xotlorina paralel ¢okilmis, d, vo d,

diiz xatlorinin amoala gotirdiyi bucaglara bu diiz xatlor arasinda galan bucaq deyilir. Malumdur ki, bu
bucaglardan birini bildikds galanlarini tapmaq miimkiindiir. Bu bucaqlardan biri iso diiz xatlorin

yonoldici vektorlar1 arasinda qalan bucaga borabor oldugundan, verilmis d;,d, diiz xotlori
arasindaki ¢ bucagi

T |

a

Cosp =

al -

b

diisturu ilo hesablanir. Diiz xatlorin verilmis tonliklorindon &,a,,8, , B,b,b, koordinatlarin

tapib sonuncuda nozors alsaq, iki diiz xott arasinda galan bucaq iigiin asagidak: diisturu alariq.
a,b, +a,b, +a,b,

JaZ +a2 +a2|b? +b? +h?

Burada xiisusi halda d; vo d, diiz xotlori bir-birino perpendikulyar oldugda cos¢ =0 vo

torsino, COS@ =0 olduqda iso bu diiz xotlor perpendikulyar olacaqdir. Basqa sozlo, (16)
diisturundan

cosgp = (26)

d,1d, & ab, +a,b, +a,b, =0
bu diiz xotlorin perpendikulyarhq sartidir.

2.Diiz xatls miistavi arasinda qalan bucaq. Forz edok ki, bizo hor hanst @ miistovisi va bu
miistoviys  perpendikulyar olmayan d diiz xotti
verilmisdir. 1 /

Moktob kursundan bilirik ki, diiz xotlo miistovi Zah
arasindaki bucaq dedikde diiz xottin bu miistovi / i % | /
tizorindoki ortoqonal proyeksiyasi ilo amolo gotirdiyi iti (i |
bucaq basa diisiiliir. Tutaq ki, fozada verilmis hor hansi l '
diizbucaqli dekart koordinat sistemino nozoron d diiz xatti " /
vo @ miistovisi agsagidaki tonliklors malikdir: /

d

=1}

A

Sakil 75.



X=X, +at
d:qy=y,+a,
z=1,+ast
a:Ax+By+Cz+D=0
Bunlar arasindaki bucaqlar1 hesablayaq. d-diiz xattinin miistovi ilo amalo gotirdiyi bucag ¢,

miistovinin n = A4, B,C normal vektorunun bu diiz xattin a= 8.a,,a, yonoldici vektoru ilo
omolo gotirdiyi bucagi ¥ ils isars edok. Onda ¥ bucag iti bucaq olduqda

4
2 5 v
v bucagi kor bucaq olduqda iso
3 T
¢_W_E
olacaqdir (sokil 75).
Bu iki hali birlosdirsak:
sin ¢ = |cosy/|
alariq. Onda
P
sin g = |cosy/| = —
P

Bu ifadoni koordinatlarla yazsaq
|Aa, +Ba, + Ca,|
JA?+B?+C? [a? +a? +a?
diisturunu alariq ki, buna da diiz xatlo miistovi arasinda qalan bucagin hesablanmasi diisturu
deyilir.

sing =

3.Noqtadon diiz xattda godar olan mosafs. M, noqtosindon d diiz xottino godor olan mosafd
dedikdo, M, néqtesindon diiz xotto endirilmis perpendikulyarin bu diiz xatlo mohdud edilmis
parcasinin uzunlugunu basa disiiliir.

Forz edok ki, bizo d diiz xotti vo M, ndqtasi verilmisdir vo hor hansi diizbucaqli dekart
koordinat sistemina nozoran bu diiz xatt

X=X, +at
d:qy=y,+a,t
Z=17,+a,t

tonliyino, M, néqtosi isa (X;,Y;,Z;) koordinatlarina malikdir. M, ndqtasindon d diiz xattino qodor
olan p(M,,d) mosafosini hesablayaq. bunun iigiin d diiz xotti iizorindo verilmis (tonliys bax)

M, (Xo, Yo, 2,) nogtasi ilo M, ndqtasini birlogdirib,
MM, = (X, = X5, Y, — Yo:2, — Z,) vektorunu toyin edok. Askardir ki, axtarilan mosafo MM,

vektoru ilo diiz xottin a= &,a,,a, :yénaldici vektorlari M,

iizorindo  qurulmus  paralelogramin  hiindiirliyiino
baraboardir (sokil 76).

My =



Digor torofdon bu paralelogramin sahasi homin vektorlarin vektorial hasilinin uzunluguna
barabar oldugundan M; néqtasindan d diiz xattina godor olan masafs

Sakil 76.
‘MoMlxé
= p(M,,d) =
a
Vo ya
2 2 2
Y, —¥,0z, — 2z, +21_20X1_X0 +X1_XOY1_YO
a,a, a;a, a,a,

p(M,d) =

Jai+al +al
diisturu ils toyin olunacaqdir.

Diiz xatlar baghsi. 1. Eyni bir M ndqtosindon kegon fozanin biitiin diiz xatlor ¢oxluguna M,

morkozli diiz xatlor baglist deyilir.
Baglinin morkozi fozada baglinin voziyystini birqiymatli toyin edir vo fozanin hor bir M
noqtesindon baglinin yegana (MM,)) diiz xatti kegir.

2.Eyni bir diiz xatto paralel olan fozanin biitlin diiz xatlor ¢oxluguna paralel diiz xatlor baghsi

deyilir.

Paralel diiz xatlor baglisina daxil olan hor hansi bir diiz xattin a yonaldici vektorunun istigamati
baglinin vaziyyatini fozada birqiymatli toyin edir. Morkazli baglida oldugu kimi, burada da fozanin

har bir M noqtesindon baglinin bir d = [M , a} diiz xatti kegir.

§ 50. Fozada diiz xatlor vo miistavilor nazariyyasinin moktab
handasd kursunun stereometriya masalalari hallina tatbiqlari.

Bu fosildo Oyrondiyimiz fozada diiz xotlor vo miistovilor nozoriyyasinin komayilo moktab
hondoss kursunun miirokkab hesab olunan bozi isbat vo eloco do hesablama masalslori
miivoffoqiyyatlo holl olunur. Bu zaman slverisli diizbucaqli dekart
koordinat sistemi seg¢moklo, verilonlor vasitosilo fiqurun osas
ndqtalarinin koordinatlar1 toyin olunur ki, bu da mosolonin hallini
asanlasdirir.

Indi biz bu paraqrafda belo mosololordon bir negosini holl
edacoyik.

Masala 1. Diizgiin dérdbucaqli SABCD piramidanin yan tizii
oturacaq miistovilo @ bucagi omolo gotirir. SB tilinin orta ndqtosi
oldugda AKC va SAB miistovilori arasindaki ¢ bucagini tapin.

xeyli

Sokil 1.

Holli:

S topasindon ABCD miistovisino endirilon hiindiirliiylin oturacagimi O ilo isars edok.
Diizbucaqlidekart koordinat sistemini elo secok ki, koordinat baslangici O ndqtesinds, koordinat
oxlar1 iso AC vo BD diaqonallar1 vo SO hiindiirliiyli ilo iist-listo diismoklo oxlarin istiqgamoti
sokildoki kimi olsun (sokil 1)

AC =BD =2a, SO=h gobul etsok, onda hamin diizbucaqli dekart koordinat sistemino nazaron
piramidanin topalorinin vo K ndqtosinin koordinatlar1 asagidaki kimi olacaqdir. A(a,0,0),



B(0,a,0), C(-a,0,0), D(0,—a,0), S(0,0,h), K(O,%,g), SAB, ABC vo AKC miistovilarin tonliyini

toyin edok. ABC miistovisi xoy koordinat miistovils iist-iisto diisdiiyii ii¢lin onun tonliyi z=0 (ABC)
olur. SAB miistovisi (0x), (oy) va (0z) koordinat oxlarindan uygun olaraq a, a vo h pargalarini
ayirdigindan, onun parcalarla tonliyini yaza bilorik:
X 'y z
" + b + . 1 (SAB)
AKC miistovisi (0x) oxundan vo K noqtosindon keg¢diyi {iclin onun tonliyi asagidaki kimi olar:
—hy+az=0 (KACQC)
Iki miistovi arasinda qalan bucaq diisturundan istifads edib, SAB vo ABC miistavileri ii¢iin yaza
bilorik:

h a
COSox = =
1 1 1 on?+a?
a? a? n?

SAB vo KAC miistovilorin tonliklorindon istifads edib, onlar arasinda galan ikiiizlii bucaq igiin
alanq:

-h a
‘a h a’-h’

Cosp =

\/2+hlz.m J2n? +a? Aa? +h?

aZ

h
- m isaro edok. Onda yuxaridaki ifadslordon toyin edorik:

COSa = 1 = 1
o= 2 _\/2 2
h m+1
\/Z[} +1
a
2
1_[h} 2 2
cosp = a _ 1-m _ 1 ‘ 1-m
2 2 2m2+1-v1+m? 2m2 41 Vi+m?
2] e[}
a a

1
COSa = ———ifadosindon m ii¢iin alariq:
v2m? +1

, l-cos’a
2cos’ o
Bunu aldigimiz ifado (COS¢ {i¢iin) yerino yazib, sado elementar ¢evirmalor aparsaq, alariq:

3cos® o —1
CoOSp=—"—_
V2(1+cos® @)
Cavab
3cos’ -1
CoSp =

\2(1+cos® @) |



Mbosala 2. Diizgiin ticbucaglt SABC piramidanin SO hiindiirliiyii h oturacagin torofi iso a-dir. SB
tilinin orta noqtasi K oldugda AKC va OBC miistavilari arasinda galan ¢ bucagim tapin.

Holli:

SABC piramidanin SO hiindiirliiyiiniin oturacagi O vo SB
tilinin orta ndqtesi K olsun. AB=BC=CA=a, SO=h. Onda 0
noqtosi AD vo BM medianlarin kosismo noqtasi olar (sokil 2).

ON//AC olmagla ON ¢akok. Diizbucaqli dekart koordinat
sistemini elo sec¢ak ki, (0x), (0y),

(0z) oxlar1 uygun olaraqg ON, OB, OS istigamatinds olsun. Onda ¢
piramidanin topalorini vo K
ndqtesinin koordinatlarini toyin eds bilorik:

S0,0,h), A[—% _af3 0} C{Z :‘/— o}, B{O, a;/_ o} K[O a3 E} M[o_a\/_ }

6 6 2 6

OBC miistovis (xoy) koordinat miistovisi il tist-listo diigdiiyii {i¢iin onun tonliyi
Z=0 (OBC) olar.
KM diiz xottin tonliyini yazaq:

h
x—0 y—a/3 7y
o 6 _h (KM)
a3 a3 2
6 6
vaya
_av3 _h
X 6 2
6: a3 ~h (KM)
- T3

AKC ilo OBC miistovileri arasinda qalan bucaq, bu miistovilorin amalo gotirdiyi ikiiizlii bucagin
KMB xatti bucagina borabordir.

OBC miistovisinin normal vektoru n= QO,l: vo KM diiz xottinin ydnoldici vektorunun

; av3 h
koordinatlar1 p = {0 —T,—E} oldugundan yaza bilarik.
_h
. 2 hvJ6
singp =

\/az S 223’ +3n°
3" 2

hv/6
242a% +3h?

Masals 3: OA, OB, OS tillari ciit-ciit perpendikulyar vo uzunluglart OA=a, OB=b, OS=h olan

SOABC diizbucaql1 piramida verilmisdir. oturacagt OABC diizbucaqli, AK=C olmaqgla AC torofi
iizorindo K noqtosi gotiiriilmiisdiir. SBC vo SOA miistovilori arasinda galan ¢ bucagini tapin.

Cavab:



Holli:

Diizbucaqgli dekart koordinat sistemini elo se¢ok ki,
(0y), (0z) koordinat oxlar1 uygun olarag OA, OB va OS
istiqgamotindo olsunlar (sokil 3).

Bu koordinat sisteminde piramidanin topolori vo K
ndqtesinin koordinatlar asagidaki kimi olar:

0(0,a,0), A(a,0,0), B(0,b,0), C(ab,0), S(0,0,h),
K(a,c,0), SBC vo SOK miistovilori arasindaki bucaq,
uygun olaraq bu miistoviloro perpendikulyar olan
vektorlar arasindaki bucaga borabordir.

Bels vektorlar ovozina

(0x),

b:{Bﬁc,sﬁs} vo

q :[OS,OK} vektorlarint gotiirsok, onda ¢ = (E),(_]) olar. B%C,SHB,OHS vo OA vektorlarinin

koordinatlarini toyin edok: BC ﬁOO SB— &b, h OS = &0, h OK = dOO

Iki vektorun vektorial hasili diisturunu totbiq etsok, p ) q vektorlarin koordinatlari tigiin

alariq:
- - > 00 0 0 .
p:[BC,SB}: 122 1P 2 an, ab
b —h| |- h0l'|0b -
- > o Oh| [hQ| |00
Q={OS,OA}= Jdo, = 3hc,ah,0
c0| |0a] |ac

Iki vektor arasinda galan bucaq hagqinda bildiyimiz diistura asason yaza bilarik:
a’h?
Ja’h? +a’’vJa’h+c’h?
Bu ifadoni sadslogdirsok tolob olunan SOK vo SBC miistovilari arasindaki bucagin kosinusu
tiglin alinar:

Cosp =

a’h?
CoSp =
V@ +c?)- (o, +1,)
Cavab: SOK va SBC miistavilori arasindaki bucaq CoS¢ = an olur.

J@*+c?)-(b? +h?)
Mbasald 4. Yan tillari a, b,c olmaqgla qarsiligh perpendikulyar olan ticbucaqli OABC piramidanin
h hiindiirliyt tigiin

miinasibatinin dogru oldugunu isbat edin.
Holli:

OABC ii¢bucagli piramidanin O ndqtesindon ¢ixan OA, OB vo OC tillerinin uzunluqlan uygun
olaraq a, b vo ¢ olmagqla garsiligh perpendikulyar oldugunu forz
edak. h piramidanin hiindiirliyiidiir.

Oxyz diizbucaqli dekart koordinat sistemini elo quraq ki, O
koordinat baglangici, OA, OB, OC iso uygun olaraq (0x), (0y),
(0z), koordinat oxlar1 istiqgamotinds olsun (sokil 4).




Sorto géro OA=a, OB=b, OC=c oldugundan homin koordinat sistemino nozoron piramidanin topa
ndqtalarinin koordinatlarini toyin eds bilorik:
Se AL
0(0,0,0), A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c)
ABC miistovisinin koordinat oxlarindan ayirdigi a,b vo ¢ pargalarindan istifado edib, onun
parcalarla tonliyini yazaq:
5 + X + £ =1
a b c
Vo ya bcx +acy +abz —abc =0 (ABC)

O koordinat baslangicindan ABC miistovisine qador olan mosafo h hiindiirliiyline barabardir.
Digor torafdon verilon ndqtodon miistoviya qodor olan masafo diisturuna osason yaza bilorik:

|— abc| abc

h = =
Jb%c? +a%c? +a%h?  b2c? +a’c? +a’h?

har torofi kvadrata yiiksaldok:
he a’b®c?
b’c? +a’c* +a’b?

Buradan da alinq:
b?c’ +a’c*+a’h® 1

a’b?c? h?

voya

1 1 1 1

a? b? ¢? h?

Masala 5. Diizbucaqli paralelepipedin tillorinin uzunlugu a, b va c-dir.

)oturacagin diaqonal1 ilo onunla ¢arpaz olan paralelepipedin diaqonali arasindaki mosafoni;

2)B diaqonallar arasindaki bucagi tapin.

Holli:

Diizbucaqli paralelepipedin oturacaqlarinin torsflori a, b yan tili iso ¢ olsun. OA=a, OB=b,
OC=c (sakil 5). Diizbucaqli dekart koordinat sistemini elo gotiirok O koordinat baglangici, OA, OB,
OC iso uygun olaraq, (ox), (0oy), (0z) oxlar1 istigamatinds olsun. OD diaqonali ils {ist-iisto diison diiz
xotti d;, AB ilo iist-iisto diisoni iso d, ilo isaro edok. homin koordinat sisteminda O(0,0,0),

A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c), D(a,b,c) koordinatlara malik \D

olar. Onda d; diiz xottin yonaldici vektoru [_): &b,c ,

: | N o
d, diiz xottin iss ydnoldici vektoru q = 4a,b,0 olar. f \\\ R 4
d, vo d, diiz xotlorin uygun olaraq O(0,0,0) vo L___E_ i) B 2
A(a,0,0) noqtolorindon kecdiyini nozors alsaq, onlarin y /Cl/ —1 A B
parametrik tonliklorini yaza bilorik: - N
A C\d:
Sakil 5.
X =at Xx=a-—at
d,:qy=Dbt,(teR) d,:qy=Dbt,(teR)
z=ct z=0

1)iki garpaz diiz xott arasindak1 mosafo diisturuna osason yaza bilorik:



B

Digor torafdon E),(_} vo OA= 0,0 :Vektorlarln koordinatlarini nazors alsaq, alariq:

p(dl’dZ):

2

o - - bc|” |ca ab |°
[OA, p,q]: + + = Jb%c? +a’c’ +4a’h?
bo, |0-a |-ab
Bu xotlori yuxaridaki diisturda nazors alsaq
abc

p(d;,d,) =

J4a%h? +c?(a% +b?)
olur.

2)Fozada iki ¢arpaz diiz xott arasinda galan bucaq, onlarin yonaldici vektorlar1 arasinda galan
bucaga barabordir. Ona goro do d; vo d, diiz xatlori arasindaki ¢ bucagi yaza bilorik:

(e1Y7) __Paq

o
E) \6) (_1 vektorlarin koordinatlarini nozars alsaq, alariq:
b? —a?
Ja? +b? +c2/a? +b?
Alinan diisturdan goriiniir ki, d, vo d, diiz xetlorin biri-birino perpendikulyar olmas: iigiin a=b

olmalidir. Yoni paralelepipedin oturacagi kvadrat olduqda, oturacaqdaki diagonali onunla ¢arpaz
olan paralelepipedin diaqonalina perpendikulyar olur.

CCoSQp =

Fozada miistavi va diiz xatlors aid miixtalif masalalora baxag.

Masala 1. Verilon tonliklorine gore miistavilori qurun:
a) 2x+3y+4y-16=0 b) 3x+2y-6=0
v) 22-5=0 q) Xx—-4y+2z=0

Holli:
a) 2x+3y-4z-16=0 tonliyindo D =-16 # 0 oldugundan, miistovi koordinat baslangicindan kegmir.

R={0,el,ez,es} afin reperindo tolob olunan miistovini z

qurmaq iiclin onun koordinat oxlarindan ayirdig1 pargalari
tapmaq lazimdir. Miistavinin (ox) oxundan ayirdig1 pargani
tapmaqdan 6trii verilmis miistovinin tonliyi ils (ox) oxunun

=0
{z 0 tonliyini birlikde holl etmok lazimdir. Onda

2X-16=0=>x=a=8 olur.

Demoli, miistovi (ox) oxunu E(8,0,0) noqtosindo kosocokdir.



X
Analoji gqayda ilo bu miistovinin tonliyini (0y) oxunun { 0 tonliyi ilo birlikdo hall etsok,
z

1
bu miistovinin (oy) oxu ilo F[O,Sg ,0} noqtasinds kasisdiyini va (0z) oxunun tonliyi ils birlikdo

hall etsok, bu oxla K(0,0,4) ndqtosinds kasisdiyini miioyyon etmis olaraq (sokil 1).

b)3x+2y-6=0 miistovi tonliyindo C=0 oldugundan, onda miistovi (0z) oxuna paraleldir.
Digor oxlardan iso sonlu parcalar ayirir.

Yuxaridaki tisulla miistovinin (ox) vo (oy) oxlarindan ayirdigi pargalar1 tapsaq, a=2, b=3
olur.

Bu parcalari (ox) vo (oy) oxlarinda ayirib, onlarin M vo N
uc noqtalorini  birlesdirsok, miistovinin (xoy) koordinat
mistovisindo (MN) diiz xotti onun izi (kosismo xotti)
olacaqdur. Verilon miistovinin (xoy) vo (yoz) koordinat
miistovilorindaki izlori (0z) oxuna paralel oldugundan (MM)//
(NN)//(0z) olar (sokil 2).

Sokil 2.
V)2z-5=0 tonliyindo A=B=0 oldugundan, miistovi (xoy) koordinat miistovisino, eyni
zamanda (ox) vo (oy) oxlarina paralel olur. (0z) /z

oxundan miistovi C = g pargasini ayirir. Onun (x0y) %
va (yoz) koordinat miistovilorindoki izlori (ox) vo
(oy) oxlarmna paralel olacaqdir (sakil 3). y
Q)X-4y+2z=0 mistovisi, D=0 oldugundan
koordinat baslangicindan kecir. Miistovini qurmagq 0
liclin onun koordinat miistovilori ilo kosismo xottini
tapmaq lazimdir. X
Sakil 3.
Miistovinin (xoy) miistovisi ilo
. .{X—4y=0 e
kosismo xotti (x02)
z=0 s

oo | X+22=0 /
mustovisi 1l y=0 vo (yoz) / Y

= / —

v 2y_2=0 . . ////
mustoavisi 1l diz xotlori

x=0 & TR
olacaqdir.
Sakil 4.

Alman diiz xotlori miivafiq koordinat miistovilorindo qursaq, uygun olaraq (OQ), (ON) va
(OP) diiz xatlorini qurmus oluruq (sokil 4).

Masals 2. Asagidaki hallarda:

a)N(3;-5;4) noqtasindan kegan va (xoy) koordinat miistovisine paralel olan;

b)P(2;-3;-2) ndqtesindan va (0z) oxundan kegon;

v) M;(134) vo M,(2,5-6) noqtolorindon kegon vo (oy) oxuna paralel olan miistovi
tonliyini yazin.

Holli:
a)(xoy) koordinat miistovisino paralel olan miistovi tonliyi
Cz+D=0



olur. Miistovi N(3;-5;4) noqtesindon kecgdiyi {igiin bu ndqtonin koordinatlari verilmis miistovinin
tonliyini 6domalidir: 4C+D=0.

Buradan da D=-4C olur. D sarbast haddin qiymatini yerina yazaq

Cz-4C=0
C(z-4)=0, C#0 oldugundan
Zz—-4=0 tolob olunan

miistovi tonliyi olacaqdir.

b)(0z) oxundan kegon miistovi tonliyi asagidak: sokildo olur:

Ax+By=0
Miistovi P(2,-3,-2) néqtosindon kegdiyi tigiin
2A-3B=0 voya

2
B= 3 A (A#0) olur. Bu qiymati tonlikds yerins yazaq

Ax+§Ay=0

A(Bx+2y)=0

A # 0 oldugundan 3x+2y=0 olur.
v)Miistovi (oy) koordinat oxuna paralel oldugundan, tonliyi
Ax+Cz+D=0

olur. M;(13,4) vo M,(2,5-6) noqtolori miistovi iizorinda yerlosdiyindon, onlarin koordinatlart
miistovi tonliyini 6domalidir.
3A+4C+D=0
{SA -6C+D=0
A,C vo D-ya goro alinan bircinsli tonliklor sistemini hoall etsok
A:C:D=5:1:(-19) alariq.
Miitonasiblik amsalim1 A, (4 # 0) ilo isaro edok. Onda
A=51; C=4; D=-194  olur.
Bu giymatlori miistovi tanliyinds yerins yazaq vo 4 # 0 oldugunu nozars alsaq
S5A4-Xx+42-194=0
A(Bx+2z-19)=0, 4#0
5X+2-19=0
tolob olunan miistovi tanliyi olar.
Masals 3. M;(30,4) vo M,(52,6) noqtalorindon kegon vo 2x+4y+6z-7=0 miistovising
perpendikulyar olan miistovi tonliyini yazin.

Holli:
Talob olunan miistovinin ixtiyari ndqtesi M(x,y,z) olsun. Onda M,M = ¥-3,y-0,z-4
vo MM, = %22 vektorlari homin miistovi iizorindo yerlogocokdir. 2x+4y+6z-7=0

miistovisinin N = 44,6 normal vektoru, M;M vo M;M, vektorlar1 komplanar oldugundan,
onlarin qarisiq hasili

(M,M-M,M,-n)=0
olur. Vektorlarin qarisiq hasilini koordinatlarla yazsaq, alariq:



X—3yz -4
222 =0
246

Determinant1 agib, sadalosdirsok
X—2y+z2-7=0
talob olunan miistovi tanliyi olur.
Adigimiz cavabin dogruldugunu yoxlamaq iigiin mosaloni basqa iisulla hall edok. M, (3,0,4)
noqtosindon kegon miistovi tonliyi
A(x—3)+B(y—-0)-C(z-4)=0
Bu miistovinin M, (5,2,6) ndqtesindon  kecdiyini vo 2x+4y-6z-7=0 miistovisino
perpendikulyar oldugunu nazars alsaq, alariq:
2A+2B+2C =0 A+B+C=0
{2A+4B+6C —0 {A+ZB+3C -0

C # 0 olsa, sistemin birinci va ikinci tanliyini C-ya boliib, alinan

A B
sistemi hall etsok c =1, c = -2 vo ya A=C, B=-2C olur. Onda tolob olunan miistovi tonliyi

C(x-3)+(-2C)(y-0)+C(z—-4)=0
voya
X—2y+z2-7=0
olur.

Masals 8. Koordinat miistovilori ilo kosigsmosindon alinan tigbucagin toroflori AB = 342,
BC=AC=5 olan miistovi tonliyini yazin.
Holli:

X z
Tolob olunan miistovinin g+%+€ =1 pargalarla tonliyini yazaq. Tutaq ki, ABC

ticbucaginin topalori A(a,0,0), B(0,b.0), C(0,0,c) ndqtolorindadir. iki ndqte arasindaki mosafo
diisturuna asason tigbucagin toroflorinin uzunlugunu tapaq:

AB=+a?+b? BC=+b’>+c?, AC=+a’+c?

Onda asagidaki sistemi alariq:

va2+b2=3\/§ a=+3
Vb*+c*=5 voya <b=%3
[a2 +¢c? =5 c=%4

olur.
Beloliklo, masolonin sortini 6doyon

voya
+12x+12y+972+6=0

sokkiz miistovi almis olurug.



Mosala 5. Umumi tonliyi ilo verilmis diiz xatti qurun vo onun iizorinda bir neca ndqtonin
koordinatlarini toyin edin:

X+3y+3z-6=0
{ 1)

3x+3y+4z-10=0

Holli:
I iisul. Diiz xatti toyin edon miistovilor biri-birine paralel olmadigindan onlarin kesisma xotti
tolob olunan diiz xott olacaqdir. Sadalik {i¢iin diiz xottin diizbucaqli dekart koordinat sistemindo

verildiyini gobul edak.
Bu miistovilorin pargalarla tonliklorini yazsaq, gororik ki, birinci miistovi koordinat oxlarindan
1 1 1
uygun olaraq &, =6; b, =2; ¢, =2 pargalarini, ikinci miistovi iso @, = 35, b, = 35 , C, = 25

pargalarini ayirir.
Koordinat oxlar1 {izerinds geyd olunan pargalar1 ayirmagla, basqa sozlo, verilmis miistovilorin

koordinat oxlar ilo uygun olaraq A (6,0,0), B,;(0,2,0), C,(0,0,2) vo A{%,0,0] BZ{O,%,O]

C, [O,O,E} noqtolorini qurmagla verilmis miistovilori vo onlarin kosismo xottini asanliqla qurmaq

olar.
Diiz xott lizorinds yerlogon ndqtonin koordinatlarini tapmaq iiciin verilon sistemi hall etmok

lazimdir.
133
N =
334

matrisin ranq1 ikiys barabar oldugundan iki tortibli determinantlardan he¢ olmasa biri sifirdan forqli
olmalidir.

13
A= [=3-9=-6=0
33
Onda z doyisonino qiymatlor verib, homin sistemdon x vo y tapa bilorik.
X+3y=6
a)z=0 olsun. Onda
3x+3y =10

olur.

4 4
Alman sistemi holl etsok, x:2,y=§ olur. Onda M 1[2;5;0} noqtesi diiz xott iizorindo

yerlosir.
b)z=2 olsun. Onda

X+3y=0
3Xx+3y=2

olur.
: . : 1 1 e s n .
Alnan sistemin halli X=1y = 3 Bu halda M, 1;—5 ;2 | noqtasi diiz xatt lizarinda olacaqdir.

IT iisul. Verilon diiz xsttin koordinat miistovilori {izorindoaki izlorindon istifado etmoklo do diiz
Xotti qurmagq olar.
Diiz xott boyunca miistovilori iizorindo yerlogmirso, onda onun izi ndqto olacaqdir. (x0z)
miistovisi tizorindo diiz xottin izini tapmagq li¢iin, onun tonliyinds y=0 yazmaq lazimdir.
X+32-6=0
3x+4z-10=0



Alinan sistemi holl etsok, x=1,2: z=1,6 olur. beloliklo E(1,2; 0; 1,6) noqtesi diiz xotlo (x0z)
miistovisinin kosismosidir.

Analoji, (xoy) miistovisinda diiz xattin izini tapmagq ii¢iin onun tonliyindo z=0 yazmaq lazimdir:
X+3y—-6=0
3x+3y—-10=0

4 4
Alnan sistemin holli X=2;y = 3 olur. Onda diiz xattin (xoy) miistovisi tizorinds izi F{Z; 3 ;O}

olacaqdir.
Bu iki noqgto tolab olunan diiz xotti qurmagq ticiin kifayot edir.
Analoji yolla diiz xattin (yoz) miistovisi lizarinds izini tayin etsok, onda (EF) diiz xatti {izorindo
olan noqto oldugunu gorarik.
X—-2y+3z-4=0

Masals 6. diiz xatt tonliyini kanonik soklo gatirin.
3X+2y-52-4=0

Holli:
Bu mosaloni hall etmok {igiin diiz xottin hor hans1 ndqtesini vo istigamatlondirici vektorunu
bilmok lazimdir.
Sistemdo istirak edon mochulun omsallarindan diizolmis matrisin ranqi ikiye borabar
oldugundan, machullardan birini, masalon x=0 gabul edib, alinan
-2y+3z-4=0
2y—-52-4=0
sistemi holl edo bilorik.
Buradan da y=-8, z=-4 olur. Demoali, M(0,-8,-4) ndqtasi verilon diiz xattin tizorindadir. Onun
istigamatlondirici vektoru is9

ijk
p=[1-23|=4i+14 j+8k = 4148
32-5
olur.
Onda diiz xottin kanonik tonliyini yaza bilorik.
X y+8 z+4 X y+8 z+4
214 8 V27T
x-1_y+1_z . U :
Masals 7. 9 =i "7 diiz xattin 2x-y-3z+6=0 miistovisi iizorinds proyeksiyani tapin.
Holli:

Proyeksiyalanan Q miistovisi verilon diiz xotdon kecib, verilon P miistovisino perpendikulyardir.
Diiz xott tonliyindon goriiniir ki, M ;(1,—1,0) noqtasi onun {izorindadir. Onda Q miistovisi do hamin
noqtadon kecor:

Ax-1)+B(y+1)+Cz=0

Diiz xott Q miistovisina paralel oldugundan 9A-4B-7C=0 olur.

Proyektlonan miistavi ilo verilon miistovinin perpendikulyarliq sortina osason yaza bilorik: 2A-
B-3C=0.

Son iki tenliyi birgs gotiiriib, alinan



9A-4B-7C =0
2A-B-3C=0

sistemi hoall etsak

A B
c- -5, c- -13 vo ya A=-5C, B=-13C olur.

Bu giymatlori proyektlonon miistovi tonliyinds yerine yazaq:
—-5C(x-1)-13C(y+1)+Cz=0 voya
5x+13y—z+8=0 olur.
2X—-y—-32+6=0
5x+13y-z+8=0

Mosalo 8. Iki ¢arpaz diiz xott arasindaki on qisa mosafoni hesablaym. x=2+t, y=-2+3t, z=-1-2t,
X=t, y=t, z=1+t.

talob olunandir.

Onda {

Holli:

Diiz xotlorin tonliklorindon istifads edib onlarin ¢arpaz oldugunu gostormak olar. Verilon diiz
xotlorin yonoldici vektorlari E)= #-3-2 \) (i= 1<:L1: olur. Onda n= E)x(i = 1{3,—4: vektoru

homin vektorlara paralel olan miistovinin normali olar. M;(2,-2,-1) vo M,(0,0,1) diiz xatlori

iizorindoki noqtolori birlosdirsok, M;M, = %£-2,-2 vektorunun N normal vektor iizorindoki

proyeksiyasi talab olunan masafs olacaqdir.

M,M,-n
- [ L2 }_2.1—2.3—4(—2)

d=npM,M, =
s " J1+32 4 (4)?
4226
13
CALISMALAR.

1. M,(L2,~1) ndqtesindon kegon, p= %70 Vo q= 432 “vektorlarina paralel olan miistovi

tonliyini yazin.

2. M;(321) vo M,(2,-31) noqtolorindon kegon, p = 41,2 vektoruna paralel olan miistovi
tonliyini yazin.

3.(0x) va (oy) koordinat oxlarindan miisbot baraber pargalar ayiran va M,(3,-2,1) , M,(0,3,5)
ndqtalarindon miistovi tonliyini yazin.

4. M;(311) nogtesindon kegib, 3x-y+2z+4=0 vo x+2y-z+5=0 miistovilorino perpendikulyar

olan miistavi tonliyini yazin.
5.Koordinat baslangicindan olan masafasi 10 vo miistoviys endirilon perpendikulyar vektor

- (1.2 2 e o
n= 5;5;—5 oldugda miistovinin tonliyini yazin.

6. n= F4,12 vektoruna perpendikulyar vo koordinat baslangicindan P=3 masafado yerlogon
miistavi tonliyini yazin.



7. M (11-2) vo M,(-2,41) néqtolorinden kecib, x-z=1 miistovisi ilo 60° bucaq smols gotiren
miistavi tonliyini yazin.
8.1ki kosison 5x-2y+5z-3=0 vo 2x+y-7z+2=0 miistavilorin omolo gotirdiyi ikiiizlii bucag yariya
bolon miistovi tenliyini yazin.
9.3x+y-22-6=0 vo x-2y+5z-1=0 miistovilorin kosismo xottindon kecon miistovilor dostasindon
M(2,-3,4) ndqtasindon kegon miistavinin tonliyini yazin.
10.Koordinat oxlarindan 2,8,1 adadlori ilo miitonasib pargalar ayiran vo M(1,-6,0) noqtesindon 2
vahid mesafods olan miistovi tanliyini yazin.
{3x—4y—27=0 {4x+y—6z—2=0
11. Vo
2X+y-2z+1=0 y—-3z2-2=0
diiz xatlori arasindaki bucagi toyin edin.
12.Diiz xatlorin bir miistovi lizorinds yerlogdiyini gostorin.
2x-32+2=0 Xx-12z2+49=0
2y-72-6=0 4x—-372+148=0
13.A(2,-2,0) noqtasindan kegib, (oy) oxu ilo 60° bucaq amolo gatiron vo x=1+t, y=-3, z=2-2t diiz
xatti ilo kasigon diiz xatt tonliyini yazin.

Xx+2 y-3 z+1

4 4
14M(234) ndqtosindon kegib, — == Xre_Yy_z

1 1 va > I = T diiz xotlarina

perpendikulyar olan diiz xatt tonliyini yazin.

15.M(4,-3,1) noqtesindon kegib x=6t, y=2t, z=-3t vo x=-1+5t, y=3+4t, z=4+2t diiz xotlorino
paralel olan miistovi tonliyini yazin.

16.6x+3y-z-41=0 miistovisi tizarindo A(1,-3,2) ndqtesinin proyeksiyasini tapin.

17.x+2y=0 miistovisi iizorinda yerloson, x=t, y=4t, z=1-t vo x=4+2t, y=1, z=2-t diiz xatlor ilo
kasison diiz xott tonliyini yazin.

18.A(1,3,5) noqgtasindon x=-30+6t, y=2t, z=-2,5-t diiz xatto godar olan masafani tayin edin.

IX FOSIL

IKITORTIBLI SOTHLORIN KANONIK TONLIKLORINO
GORO OYRONILMOSI

§ 51. Ikitartibli sath. Kasisma metodu.

Biz 7-ci fosil 39-cu §-da fozada «handossi fiquru toyin edon sort» anlayisini verarkon, gostordik
ki, har hans1 iimumi dekart koordinat sistemins nozoran sathin tonliyi
F(x,y,2)=0 1)
soklindadir.
Ogoar bu tonliyin sol tarafi x,y,z-doyisonlarine nazaron ikidoracali ¢oxhadlidirss, onda bu tonliys
ikitortibli sothin tonmliyi deyilir. Basqa sozlo, ikitortibli sothin fozada verilmis hor hansi

R= {0, €1,€2, 63} reperind nazoran imumi tonliyi

F(X,Y,2) =a,X* +a,Y° +a3,2° +28,Xy + 28,5 X2 + 28,,YZ + 28,,X + 28, Y + 28,2+ 3, =0  (2)
soklinds olacaqdir.
Burada yiiksok doracoli hadlorin @, (i, j =1,2) omsallarindan he¢ olmasa biri sifirdan forqli
olmalidir vo a;j=a;;
Biz ikitortibli sothin {imumi xiisusi tiplorini aragdiracagiq. Bunun {iciin kasismd metodu
adlanan agagidaki anlayisla tanig olaq.



Bu metodun totbiqi zamani diizbucaqli dekart koordinat sistemindon istifade etmok daha
mogsadyonliidiir. Kosismo metodunun mahiyyoti ondan ibaratdir ki, S ikitortibli sothin koordinat
miistovilorine paralel miistovilor ilo kosib alinan kosismo xottini miloyyon edirlor. Homin xotlorin
noviino gors verilmis ikitortibli sathin formasi hagqinda miihakima yiiriidiliir.

Kasismo metodunun totbiqi asagidaki teoremo osaslanir.

Teorem: Foarz edak ki, bizo hor hansi Rz{O,i, j,k} ortonormal reperina nazaron (1)

tanliyina malik S sathi va (xoy) miistavisina paralel, z7=h miistavisi verilmisdir. Onda S ikitortibli
sathinin verilmis miistavi ilo kasigma xattinin (xoy) miistovisi iizarindaki ortoqonal proyeksiyasi

{0, i, ]} reperinda
F(x,y,h)=0 ©)
tanliyina malik olur.

Isbati: Tutaq ki, S ikitortibli sothi (xoy) miistovisino paralel olan 7 miistovisi ilo kosilmisdir.
Alnan xotti y ilo, onun (xoy) miistovisi lizorindoki ortoqonal proyeksiyasini iso 7 ilo isara edok

(sokil 77). Isbat etmoliyik ki, 7 xotti {O; ]} reperindo (3) tonliyino malikdir. Bunun ii¢iin

gostormok lazimdir ki, y xottinin (xoy) miistovisi tizarindoki har bir ndqtesinin koordinatlari (3)
tonliyini 6dayir, lakin (xoy) miistovisinin 7 xotti izorinds olmayan noqtalorinin koordinatlari iso
homin tonliyi 6domir. y oyrisi ilizorindo ixtiyari A ndqtesi gotiirok. Tutaq ki, A ndqtesi (xoy)

miistovisindo {O,E, j}reperine nozaron (x,y) koordinatlarina malikdir. Homin ndqto {O; ]l;}

reperinds (x,y,0) koordinatlarina malik olar. A ndqtosi 7 oyrisi lizorinds oldugundan, o, 7 oyrisinin
har hans1 A ndqtesinin ortoqonal proyeksiyasidir. A vo A noqtolori (0z) oxuna paralel olan bir diiz
xatt Tizarinds olduglarindan, onlarin birinci iki koordinatlart eyni olar, bundan slave, A noqtesi 7
miistovisi lizorinds oldugundan, o, A(x,y,h) koordinatlarina malik olar. A ndqtssi eyni zamanda (2)
sathinin tizorindadir, ona gora da F(x,y,h)=0. Buradan goriin ki, A(x, y) noqtasinin koordinatlar1 (3)
tonliyini 6dayir.

Indi (xoy) miistovisindo 7 xotti iizorindo olmayan ixtiyari B(X;,Y;) noqtosi gotiirok. Gostorok
ki, B noqtesinin koordinatlar1 (2) tonliyini 6domir. B noqtssindon (0z) oxuna paralel diiz xatt

kecirib, onun 7 miistovisi ilo kasigdiyi noqtoni B ilo isaro edok. B ndqtosi R = {0, I, k} reperino

nozoron (X, Y;,0) koordinatlarina malik oldugundan, B ndqtesi (X;,Y;,h) koordinatlarina malik
olar. Lakin B noqtesi 7 xatti izarinde olmaz, yoni B ndqtosinin koordinatlart S ikitartibli sothinin
tonliyini 6domaz:

F(x,,y,,h)#0.

Z




Sokil 77.

Beloaliklo, gostordik ki, miistovinin ndqtosi 7 xatti {izorinds deyilss, onda onun koordinatlari (3)
tonliyini 6domir.

Natica. (xoy) miistovisinin (2) sothi ilo kosismo xotti {O,E, j}reperinda F(x,y,0)=0 tonliyina

malikdir.
Eyni qayda ilo S ikitortibli sothinin (xoy) va (yoz) koordinat miistavilari ilo kasigsme hallar1 ti¢iin
do bu teoremi isbat etmok olar.

§ 52. Ellipsoid.

X2 y2
a0
tanliyini ddayan fazamin biitiin noqtalori ¢oxluguna ellipsoid deyilir, burada a>0, b>0, c>0
ixtiyari haqiqi adadlardir (1) tanliyina ellipsoidin kanonik tanliyi deyilir.
(1) tenliyins x,y,z) machullari kvadratlarla daxil oldugundan, ellipsoid ikitortibli sathdir.
Ellipsoidin (1) kanonik tonliyino gbra onun hondasi xassolorini vo formasini aragdiraq.
Koordinat baslangicinin, yani 0O(0,0,0) ndqtoesinin koordinatlart (1) tonliyini 6domadiyindon
ellipsoid koordinat baslangicindan ke¢mir.
(1)ellipsoidinin koordinat oxlar1 ilo kasisma ndqtalarini tapaq. (ox) oxu ilo kasisma ndqtalarinin

koordinatlarini toyin etmak {igiin ellipsoidin tonliyi ilo (0x) oxunun tonliyini birlikde hall etmok

Torif: Fazada verilmis hor hanst R = {0, i, ], IZ} ortonormal reperina nazaran koordinatlar
2
z
— =1 1)

lazimdir:
X2 y2 ZZ
? +b—2 +C—2 = 1
y=0,z2=0

Bu sistemi hall edib, kosismo noqtalorini aling: A (a,0,0), A,(-a,0,0). Eyni qayda ilo (oy)
oxu ilo B;(0,b,0), B,(0,~b,0) vo (0z) oxu ilo C,;(0,0,c), C,(0,0,—C) kosismo noqtolorini
tapiriq.

Beloliklo, ellipsoid koordinat oxlarinin hor biri ilo koordinat baslangicina nozoron simmetrik
olan iki noqtodo kasisir. A, A,,B;,B,,C,,C, ndqtalorino ellipsoidin tapa noqtalari [3~1A2 :

Ble : [:1C2: pargalarina onun oxlari, bu oxlarin kasismo noqtesing iso ellipsoidin markazi

deyilir. a,b vo ¢ adadlorine ellipsoidin yarimoxlarinin uzunluqglar: deyilir. Bu adadlar ciit-ciit
forqli olduqda, (1) ellipsoidina iicoxlu ellipsoid deyilir.

X,¥,z machullar1 (1) tonliyins yalmiz kvadratlarla daxil oldugundan, bu tenliyi M(x,y,z)
noqtasinin koordinatlari ilo yanasi asagidaki néqtolorin koordinatlari da 6doyir:

Ml(_X’ y,Z), MZ(X’_y’ Z)! Mg(X, y,—Z), M4(X,—y,—Z),
My (=X, y,-2), Ms(=xy.2), M (=X, y,~2).
Bu onu gostorir ki, ellipsoid koordinat miistovilaring, koordinat oxlarna va koordinat

baslangicina nozoron simmetrikdir. Burada koordinat baslangici ellipsoidin morkozidir.
Ellipsoidin ndqtalorinin koordinatlarinin doyigsma oblastini toyin edok, (1) tonliyindon aliriq:

ona gora



x* <a’ y? <b®z* <c?
Vo ya
—a<x<a, -b<y<b, -c<z<c

olar. Bu onu gostarir ki, ellipsoid 78-ci sokildo tosvir olunan diizbucaqli paralelpipeddon konara
cixmayan mohdud coxluqdur. Buradan ellipsoidin biitiin miistovi kosiklorinin do mohdud
ikitortibli xotlor oldugu alinir.

Ellipsoidin (xoy) miistavisina paralel olan

z=h (2

miistovisi ilo kosikloring baxagq.

(1)ellipsoidi ilo (2) miistovisinin kosismosindon alinan xottin (xoy) miistovisi iizorindoki

ortoqonal proyeksiyasi, § 51-doki teoremo goro {O,E, ]} reperindo

-1- ®3)

tonliyins malik olar.

Tutaq ki, h=0, yoni (1) ellipsoidi ilo (xoy) miistovisinin kasisma xottine baxaq. Bu halda
2 2

X y—l

+ 2 =
a®> b’

oldugunu aliriq: bu iso yarimoxlar1 a,b olan ellipsdir. a=b olarsa, onda Xx°+y?=a® gevrosini

alarg.

Sokil 78. Sakil 79

Indi |h| < C barabersizliyini 6doyan h-n ixtiyari qiymatlorine baxaq: (3) tonliyini asagidaki
+

kimi yazaq:
=1
2 ? 2
i) oo

2 2
alza,/l—h—z, blzbwfl—h—2
C C

2 2

+y—=1

b}

X y?
l_

o‘:
N N

voya

isara etsok

sJJ|><
Ll N}



Beloliklo, (2) miistovisi ilo (1) ellipsoidinin kesismo xatti, yarimoxlar1 &;,b, olan ellipsdir. h

horfi 0-dan c-ya qodor artdigda @, vo b, yarimoxlar kigilir, ona gors ellips do kigilir vo h=c
oldugda C(0,0,c) noqtesine yi1gilir. Ellipsoid ilo yalniz bir C ortaq ndqtasi olan z=c miistovisino C
noqtasinds ellipsoids toxunan miistovi deyilir. h adadi 0-dan c-ys gadar azaldiqda ellips kigilib, h=c¢
oldugda C,(0,0,—C) noqtesina yi1gilir. Onda, z=-c miistavisi (0z) oxu iizorindo olan C; ndqtosindo
ellipsoids toxunar.

|h| > C olduqda (2) miistovisi ila (1) ellipsoidinin kasismasi bos ¢oxluq olar.

Eyni qayda ilo gostormak olar ki, (1) ellipsoidinin (yoz) va (xo0z) miistovilaring paralel olan x=1
vo y=m miistovilari ilo kosismasindo da eyni naticalor alinir.

Belalikla, (1) ellipsoidi 79-cu sakilda tasvir olunan sathdir.

Qeyd edak ki, a=b=c olduqgda (1) ellipsoidi a radiuslu sfera olar:

x*+y?+z%=a’.

§ 53. Hiperboloidlar.

1.Biroyuqlu hiperboloid. Fazada verilmis hor hanst R ={O,i, j,k} ortonormal reperina

nazoran koordinatlart
XX Q)

tanliyini dédayan fazanin biitiin noqtalari ¢coxluguna biroyuqlu hiperboloid deyilir. a,b,c sifirdan
boyiik ixtiyari haqiqi adadlordir.

(Dtonliyina biroyugqlu hiperboloidin kanonik tanliyi deyilir.

(Dtonliyina x,y,z machullar1 kvadratlarla daxil oldugundan, biroyuqlu hiperboloid ikitortibli
sothdir.

Biroyuqlu hiperboloidin (1) kanonik tonliyinoe géro onun hondssi xassolorini vo formasini
arasdiraq.

Koordinat baslangicinin, yani 0(0,0,0) ndqtasinin koordinatlari (1) tonliyini ddomadiyindon
biroyuqlu hiperboloid koordinat baslangicindan ke¢mir.

(1)biroyuqlu hiperboloidinin koordinat oxlar1 ilo kasisma ndqtslorinin koordinatlarini toyin
edok. Bunun ii¢iin biroyuqlu hiperboloidin (1) tonliyi ilo )ox) oxunun y=0, z=0 tonliyini birlikdo
hall etmak lazimdair.

2 2 2
x_2+y__z_=1
a> b* ¢?
y=0,z=0

Bu sistemi holl edib, kosismo ndqtolorini tapiriq. A (a,0,0), A,(-a,0,0) . (oy) oxu ila biroyuglu
hiperboloidinin isa kosismo ndqtolori B,(0,b,0), B,(0,—b,0) olar. (0z) oxu ilo biroyuqlu
hiperboloidin hoqiqi kosigmo noqtolori yoxdur.
A, A,, B,,B, ndgtalorina biroyuqlu hiperboloidin

topo nogtalori, A, , B.B, parcalaria onun
haqiqi oxlari, bu oxlarin kosisma ndqtasing iso
hiperboloidin markazi deyilir. a,b vo ¢ odadlori
biroyuqlu hiperboloidin yarimoxlar1 adlanir. a,b
haqiqi yarimoxlar, ¢ isa xoyali yarimoxdur. Bu
ododlor ciit-ciit forli olduqda, ona iicoxlu
biroyuqlu hiperboloid deyilir.

Sakil 80.



X,¥,z machullar1 (1) tenliyine yalmiz kvadratlar ilo daxil oldugundan, ellipsoidde oldugu kimi,
biroyuqlu hiperboloid do koordinat miistovilorine, koordinat oxlarina vo koordinat baslangicina
nazaran simmetrikdir.

(1)biroyuglu hiperboloidinin (xoy) miistovisina paralel olan

z=h @)
mistovisi ilo kosiklorine baxagq.
(1)biroyuqlu hiperboloidi ilo (2) miistovisinin kesismosindon alinan xottin (xoy) miistovisi

iizorindo ortoqonal proyeksiyasi {O,E, ]} reperindo

e €)

2 2
2 2
1 bl

/ b? [ b?
a=a 1+c_2’ b,=Db 1+C—2.

Bu is9 ixtiyari h {i¢iin ellips tonliyidir. h=0 olduqda, yoni (1) biroyuqlu hiperboloidi ils (xoy)
miistavisinin kosismasi naticasindo
2 2

X y_l

QD

tonliyino malik olar.
Burada

a2 b
ellipsi alinir. Bu ellipso (1) sothinin bogaz ellipsi deyilir. h-in

I /// y

Sokil 81. Sakil 82.

artmasi ilo &, vo b, yarmmoxlar (3) ellipsi ilo birlikdo bdyiiyiir. (1) sothi ilo (2) miistovisinin
kasiklorinin xaritasi 80-c1 sokildo gostorilmisdir.
Indi (1) biroyuqlu hiperboloidi ilo (yoz) miistavisine paralel olan
X=t (4)
miistovisinin kasismasine baxaq. Kasismo naticasinde alinan xattin (yoz) miistovisi iizorindoki

ortoqonal proyeksiyasi {O, I, J, k} reperindo

y2 Z2 |2

Y R
tonliyina malik olar. a>||| olan miixtalif qiymaotlorinds (yoz) miistovisinds hiperbolalar ailosi

alinar; bu hiperbolalarin asimptotlar1 eyni olub, (oy) hagiqi oxuna malik olar. | = a oldugda homin



hiperbolalarin asimptotlari1 alinar. ||| > aoldugda (5) tonliyi hoqiqi oxu (0z) oxu ilo iist-iisto diison

ortaq asimptotlu hiperbolalar ailasini verar. (1) biroyuqlu hiperboloidinin (4) miistovisi ilo kosisma
xaritasi 81-ci sakilda gostarilmisdir. Biroyuqlu hiperboloid 82-ci sokilds tosvir olunmusdur.

(1)biroyuqlu hiperboloidi ilo (x0z) miistovisino paralel olan y=m miistovisinin kosismosindo do
eyni natico alinir.

2. Ikioyuqlu hiperboloid. Hor hanst R = {0, i, k} ortonormal reperina nazaran koordinatlart

X2 2 22
F ®
tanliyini édayan fazanin biitiin néqtalor ¢coxlugunu ikioyuqlu hiperboloid deyilir. burada a, b, c-
sifirdan boyiik ixtiyari haqiqi adadlardir; a>0, b>0, c>0 gabul olunur.
(6)tanliyina ikioyuqlu hiperboloidin kanonik tanliyi deyilir.
X,y,z machullar1 (6) tonliyino kvadratlarla daxil oldugundan, ikioyuqlu hiperboloid ikitortibli
sothdir.
Kanonik tonliyino gérs ikioyuqlu hiperboloidi arasdiraq.
Koordinat baslangicinin (0,0,0) koordinatlar1 (6) tonliyini 6domadiyindon ikioyuqlu hiperboloid
koordinat baglangicindan ke¢mir.

Ikioyuglu hiperboloid (0z) oxunu iki ndqtads kesir: C,(0,0,c) vo C,(0,0,—c). C, vo C,
noqtaloring ikioyuqlu hiperboloidin tapa néqtalari, [:lC2 _ parcasina iso onun haqiqi oxu deyilir.

(ox) vo (oy) oxlart ikioyuqlu hiperboloidi haqiqi ndqtslords kosmir. ¢ odadine ikioyuglu
hiperboloidin haqiqi yarimoxu, b vo a adadloring iss xayali yarimoxlari deyilir. a,b,c adadlari forqli
oldugda (6) ikioyuglu hiperboloid iicoxlu hiperboloid adlanir.

X,y,z machullar1 (6) tonliyino yalmiz kvadratlarla daxil oldugundan, ikioyuqlu hiperboloid
koordinat miistavilorinin har birina koordinat oxlarinin har birine vo koordinat baslangicina nazoron
simmetrikdir. Simmetriya oxlarinin kasigsma noqtesine ikioyuqlu hiperboloidin markazi deyilir.

Burada koordinat baslangici ikioyuqlu hiperboloidin markozi olacaqdir.
2

(6)tonliyindon ¢ixir ki, C—zzl, ona goro z=C vao z<-C. Beloliklo, ikioyuqlu hiperboloidin

biitlin noqtalori z=c vo z=-c paralel miistovilori arasinda qalan zolaqdan konarda yerlogmisdir.
(6)ikioyuqlu hiperboloidinin (xoy) miistovisina paralel olan
z=h (7)
miistovisi ilo kasiklarina baxagq.
(6)ikioyuglu hiperboloidi ilo (7) miistovisinin koasismosindon alinan xattin (xoy) miistovisi

tizorindoki ortoqonal proyeksiyasi {0, I, j} reperinda

XZ y2 h2

2 T ®
tonliyino malikdir. h=0 oldugda (xoy) miistovisi ilo (6) ikioyuqlu hiperboloidinin he¢ bir ortaq
noqtosi yoxdur. |h| < Colduqda da (7) miistovisi {i¢lin eyni natico alinir. |h| = C olduqda, (8) tonliyi

2 2

Xy
E;E'+'E;; ::O
soklina diigor. Bu tonliyi X,y machullarinin yalniz sifir qiymatlori 6doyir, yoni
Z=C 9)

miistovisinin (6) ikioyuglu hiperboloidi ilo yalmz bir C,(0,0,C) ortaq ndqtesi vardir. (9) miistovisi
(6) ikioyuglu hiperboloidine C, néqtesinds toxunur. Eyni qayda ilo z=-c miistovisi (6) ikioyuqlu
hiperboloidine C,(0,0,—C) ndqtosinds toxunar.



2
|h|>C oldugda, (8) xotti yarimoxlarnt a, =a,[—-1 vo

o |

2
b, = b1/2—2—1 olan ellipsdir. h artdigda @, vo b, yarimoxlari vo ona

gora do ellips geyri-mohdud bdyiiyiir. H<c oldugda da simmetrik
voziyyot alinir. Belolikla, (6) sothi iki oyuqdan ibaratdir. (6) ikioyuqlu
hiperboloidi 83-cii sokildo tosvir olunmusdur. Gostormok olar ki,
ikioyuglu hiperboloidi hiperbolalar vo parabolalar {izro koson
miistovilor do vardir.

Sokil 83.

§ 54. Paraboloidlor.

1.Elliptik paraboloid. Har hanst R = {O, i, k} ortonormal reperina nazaran koordinatlar

2 2
X Y o )
P q
tanliyini odayan fazamn biitiin noqtalor coxluguna elliptik paraboloid deyilir. Burada p va q
haqiqi adadlar olub, p>0, 9>0.
(Dtonliyino elliptik paraboloidin kanonik tanliyi deyilir.
(Dtonliyini O(0,0,0) koordinat baslangicinin koordinatlar1 6dadiyindon elliptik paraboloid
koordinat baglangicindan kegir.
(1Delliptik paraboloidinin koordinat oxlar1 ilo kasismo noqtolorini tapaq. Elliptik paraboloidin
(0x) oxu ilo kasisma noqtalorini toyin etmak iigiin onlarin tonliklorini birlikds holl etmok lazimdir:

x?+y?
pq =21.
y=0,z=0.

Aydindir ki, bu sistemin yegana halli var: x=0, y=0, z=0. Belaliklo, elliptik paraboloidin (ox)
oxu ila bir ortaq ndqtesi vardir ki, o da koordinat baslangicidir. Eyni qayda ilo gostarmok olar ki,
koordinat baslangict (1) elliptik paraboloidi ilo (oy) vo (0z) oxlarinin yegans koasismo noqtesidir. O
noqtosing elliptik paraboloidin topasi deyilir.

X,y machullar1 (1) tonliyina yalniz kvadratlarla daxil oldugundan, elliptik paraboloid (xoy) va
(yoz) koordinat miistovilarine nazoran simmetrik olub, (xoy) miistovisine nazoran simmetrik deyil.
Buradan alinir ki, elliptik paraboloid (0z) oxuna nozoron simmetrikdir, lakin (0x), (oy) oxlarina vo
koordinat baslangicina nazaron simmetrik deyildir.

Elliptik paraboloidin (1) tonliyindon ¢ixir ki, sothin biitiin ndqtalori iigiin Z = 0 olar; borabarlik
yalniz ndqte koordinat baslangicina diigondo Odonilir. Buradan aliriq ki, elliptik paraboloidin
topasindon basqa biitiin noqtalori (xoy) miistovisindon eyni bir torafds yerlosir.

(1)elliptik paraboloidin (xoy) miistavisina paralel olan

z=h (2)



miistavisi ilo kasigsmosindon alinan xotto baxaq. Homin xattin (xoy) miistovisi tizorindaki ortoqonal

proyeksiyasi {0, i, ]} reperindo

N

N

0

Sokil 84. Sokil 85.

tonliyino malik olar. Yuxaridaki mithakimomizdon bu naticoys golirik ki, yalniz h>0 qiymatlori
iiclin kosikloro baxmaq menalidir. h>0 olduqda (3) xotti, yoni (1) elliptik paraboloidi ilo (2)

miistovisinin kosismo xotti a=,/2hq, b=,/2hq yarimoxlu ellips olar. h artdiqda, a vo b

yarimoxlar1 vo ona gora do kasikdo alinan ellips geyri-mohdud olaraq boyiiytir (sokil 84).
Indi (1) elliptik paraboloidinin (yoz) miistovisino paralel olan
x=1
miistovisi ilo kasigmasindon alinan xatto baxaq. Homin xottin (yoz) miistovisi {izorindoki ortoqonal

proyeksiyasi {O, i, IQ} reperindd

y2=2qz—%|2 (a)

tonliyino malik olar. l-in ixtiyari qiymotlorindo (4) xotti q parametrli parabola olar. homin
parabolalar 85-ci sokildos tosvir olunmusdur.

Eyni qayda ilo (1) elliptik paraboloidini y=m miistovisi ilo kossok, onda m-in miixtolif
qiymatlorindo kosigma xotlori eyni oxlu parabolalar olar. homin parabolalar 86-c1 sokilds
gostorilmisdir.




Sokil 86. Sokil 87.

Elliptik paraboloid 87-ci sokilds tosvir olunmusdur. p vo q kamiyyatlorina elliptik paraboloidin
parametrlori deyilir.

2.Hiperbolik paraboloid. Har hanst R = {0, I, k} ortonormal reperina nazaron koordinatlart

2 2

L 22
P qQ

tanliyini édayan fazamn biitiin noqtalori ¢coxluguna hiperbolik paraboloid deyilir, burada p>0,
0>0 ixtiyari haqiqi adadlardir.

(5)tonliyina hiperbolik paraboloidin kanonik tonliyi deyilir.

(5)hiperbolik paraboloidi koordinat baslangicindan kegir.

(5)hiperbolik paraboloidi koordinat oxlari ilo yegana noqtads koordinat baslangicinda kasisir.

(5)hiperbolik paraboloidi (x0z), (yoz) koordinat miistovilorina nozoron simmetrikdir, (xoy)
miistovisine nazaron simmetrik deyildir. Buradan alinir ki, hiperbolik paraboloid (0z) oxuna nozaron
simmetrikdir, lakin (oy), (0x) oxlarina vo koordinat baslangicina nozoron simmetrik deyildir.

Indi (5) hiperbolik paraboloidi ilo (xoy) koordinat miistovisina paralel olan

z=h (6)

miistovisinin kasigsmosindon alinan xotto baxaq. Bu xottin (xoy) miistovisi iizorindoki ortoqonal

proyeksiyasi {O, i, ]} reperindo
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Sokil 88. Sakil 89.
XY o
0 g (7

tonliyino malik olar. h=0 olarsa, (7) asagidaki iki diiz xstto pargalanir:

x Y XY o 8

JoJa o Ja ¥

Belalikls, (xoy) koordinat miistavisi (5) hiperbolik paraboloidini (8) diiz xatlori boyunca kasir.

h>0 oldugda (7) tonliyi ortaq asimptotlu vo topalori (0x) oxu iizorinds olan hiperbolalar ailosini
ifado edir. h<0 olduqda iso hamin hiperbolalarla qosma olan hiperbolalar alinir (sokil 88).

(5) sothinin x=I miistovisi ilo kasisma xotti parabola verir ki, onun da (yoz) koordinat miistovisi

=0 vo

iizorindoki ortoqonal proyeksiyasi, {0, ], 12} reperindo
y?=-2pz+ 9,
p

tonliyina malik olar. Bu parabolalarin hamisi eyni oxa malikdirler (sokil 89).



Eyni qayda ilo (5) hiperbolik paraboloidinin y=m miistovisi ilo kasigmasi naticasinds konqruent
parabolalar alinar (sokil 90):

x> =2pz + 9

Hiperbolik paraboloid 91-ci sokilds tasvir olunmusdur.

-
N

Sakil 90. Sokil 91.

§ 55. Firlanma sathlari.

Ogor sothin hor bir noqtosi ilo yanasi, bu noqtonin verilmis hor hansi d diiz xotti otrafinda
firlanmasindan alinan ¢evra do bu soth {izarinds yerlogorso, onda belo sathlors firlanma sathlori
deyilir.

d-diiz xatti iso bu sothin firlanma oxu adlanir.

firlanma sothlorinds hor bir néqtonin cizdig1 ¢evrs firlanma oxuna perpendikulyar olan miistovi
tizorindo yerlosir. Basqa sozle, firlanma sothlorinin firlanma
oxuna perpendikulyar olan istonilon kaosiyi ¢evradir ki, bu
cevrolor do sathin paralellori deyilir.

Firlanma sothinin oxundan kecon hor bir miistovi kosiyi
meridianlari adlanir.

Firlanma sothlorini basqa ciir do toyin etmok olar: Hor hansi
miistovisi tizorindo 7 xotti vo d diiz xotti gotlirok. Bu 7 xottinin

xotti otrafinda firlanmasindan almman soth firlanma sathi
olacaqdir. Bu zaman y -xotti bu sothin dogurani, bu doguran
iizorinde yerloson hor bir ndqtonin  d-oxu otrafinda

firlanmasindan alinan ¢evralor iso bu sothin paralellori olacaqdir (sokil
92).

XN

Sokil 92.

Indi hor hansi {O,i, j,k} diizbucaqli dekart koordinat sistemindo (x0z) miistovisi {izorindo

x =[(2)
y=0

tonliyina malik olan xattin oz oxu atrafinda firlanmasindan alinan sothin tonliyini ¢ixaraq.
Bunun {i¢iin soth tizorinds hor hans1 M(X,y,z) cari ndqtosi gotiirok.

Sothin bu nodqtoadon kegon @ parallelinin (gevrasinin) markezini M, radiusunu iso r ils, bu

yerlosib

¢evranin (xoz) miistovisi ilo kasismoa noqtalorini iso M; vo M, il isars edok (sokil 92). Onda
MM =M M, =M M, =r



oldugundan (x0z) miistovisi izarinds yerlogon M, voa M, néqtalarinin koordinatlart uygun olaraq
M,(r,0,2) vo M,(-r,0,2)

olacaqdir. Buradaki z M noqtesinin aplikatidir.
Belo ki, (xoy) miistovisino paralel olan ¢evro iizorindo yerloson hor bir M ndqtesinin aplikati

eyni olmagla
r=0M =/x*+y? *)
olacaqdir.

Askardir ki, M(x,y,z) yalmiz vo yalniz o zaman bu soth iizorindo yerlogor ki, M; vo M,
noqtolorinden biri 7 xtti {izorinds yerlogsin. Umumiliyi pozmadan farz edok ki, bu ndqte M, -dir.
Onda bu ndqtonin koordinatlar1 7 xattinin X = f(z) tonliyini 6domslidir. Basqa sozlo,

r=1(z)
sorti ddonmolidir. r-in (*)-daki qiymatini burada nazors alaq

VX2 +y? =1(2) (1)

Beloliklos, biz gostordik ki, (x0z) miistavisi lizerinds yerloson vo

x= f(z2)
tonliyino malik olan xoattin (0z) oxu otrafinda firlanmasindan alinan sothin tonliyi (1) vo ya
X +y®=1%(2) 1)

soklindo olacaqdir.
Analoji qayda ilo gdstormok olar ki, (xoy) miistovisi tizorinds yerlogon vo tonliyino malik olan
7 Xottinin (0x) oxu atrafinda firlanmasindan alinan sothin tonliyi
x> +2% = f%(x) 2)
soklinds olacaqdir.
Indi asagidaki firlanma sothlorino baxag.

1.Firlanma ellipsoidi. Tutagq ki, y ellipsi (x0z) miistovisindo yerlogib vo {O,i,k} reperind

nazoaran

2
X il 9)

2
2

o))
(@]

tonliyino malikdir. Bu ellipsin (0z) oxu otrafinda firlanmasindan alinan sotho firlanma ellipsoidi
deyilir. (2) barabarliyindan istifads edib, onun tonliyini tapaq:

(9) tonliyindon
2
2 2 A
X" =a [1_c_2]

onda (1) tonliyino asason bu oyrinin (0z) oxu atrafinda firlanmasindan alinan sathin tonliyi
2 2 2 2
2 2 2 z X y z
X +y :a|:l—c—2:|—)?+?+c—2:1. (10)

soklinds olacaqdir. Bu tonlik firlanma ellipsoidinin tonliyidir.

2.Firlanma hiperboloidlori. Tutaq ki, 7 hiperbolasi (x0z) miistovisindo yerlosib vo {0; |;}

reperinda

x? z°
el (11)

2

(¢}

tonliyino malikdir.
a) 7 hiperbolasin1 (0x) oxu otrafinda firladaq, onda ikioyuqlu firlanma hiperboloidi alinar.

Onun tonliyini tapaq. (11) tonliyindon



2
X

22=C2 — 4.
a

Onda bu xattin (ox) oxu otrafinda firlanmasindan alinan sathin tonliyi
2 2 2 2
X X Z
y:+2°% = C{—az —1} Vo ya LS S =1

oldugunu alariq ki, bu da ikioyuqlu hiperboloidin tonliyidir.
b)indi 7 hiperbolasini (0z) oxu atrafinda firlatsaq, biroyuqlu hiperboloid alariq. Dogrudanda

(11) tonliyindon

Bunu (1) tonliyinds nazaron alsaq,

2 2 2 2
z X z
x? +y2 =a{l+—2} Vo ya —2+y—2——2:1
C

a a C
tonliyini alariq ki, bu da biroyuglu hiperboloidin tonliyidir.

3.Firlanma paraboloidi. Tutaq ki, 7 parabolasi (xoz) miistovisinda olub, {0;]} reperina

nozoran
x> =2pz
tonliyino malikdir. 7 parabolasini (0z) oxu otrafinda firlatsaq, firlanma paraboloeidini alariq. Onun
tonliyi
Zyy?=2pz vo a—2+—2=22
X" +y Y Yy 0 p

soklinds olacaqdir.

§ 56. Silindrik sathlar.

1.9gor soth {lizorindoki har bir M ndqtasilo yanast bu ndqtodon kegib, verilmis E) # 0 vektoruna

paralel olan diiz xott do bu soth {izorindo yerlosorso, onda belo sothloro silindrik sathlor vo ya
silindr deyilir.

Silindrik soth iizorinds yerlosib, [5 vektoruna paralel olan diiz xstlors bu sathin doguranlari
deyilir.
Silindrik sothi bagqa ciir do toyin etmok olar.

Forz edok ki, bizo hor hansi 7 xotti vo |5¢0 vektoru P

verilmisdir. Bu oyrinin istonilon néqtasindon kegib, bvektoruna
paralel olan diiz xatlor ¢coxlugunun omolo gatirdiyi sath silindrik

soth olacaqdir. Burada y xotti sothin yonaldicisi, P vektoruna
paralel olan diiz xattlor iso sothin doguranlari adlanir (sokil 93).

Sokil 93.



Indi gostorok ki, 7 ydnoldicisi fozada gétiiriilmiis hor hansi {Oi, j,k} diizbucaqli dekart

koordinat sisteminin (xoy) koordinat miistovisi {izarinda yerlasib, bu miistovi {izarindoki {O,E, ]}

repering nozoran
F(x,y)=0 1)

tonliyino malik vo doguranlari (0z) oxuna parallel olan silindrik sothin R = {O, I, ], k} diizbucaql

dekart koordinat sistemino nozoran tonliyi do (1) soklindadir.

Bunun ii¢lin geyd olunan soth iizorindo hor hans1 M(X,y,z) cari noqtesi gotiirlib, onun (0z) oxu
istiqgamotindoki ortoqonal proyeksiyasini M-lo isaro edok (sokil 94). Askardir ki, belo ndqtonin
birinci iki koordinati M ndqtesinin uygun koordinatlar1 ilo eyni olub, ligiinclii koordinatt z=0
olacaqdir vo bu M(x,y,0) noqtesi yalniz vo yalniz o zaman sath {izorinds yerlosocok ki, M noqtasi y
yonoldicisi tizorinda yerlogsin.

Belolikla, biz gostordik ki, (1) tonliyi fozada gotiirdiiylimiiz R = {O, i, j,k}dﬁzbucaqh dekart

koordinat sistemina nozaran geyd olunan silindrik sathin tonliyidir.
Adaton bels silindrik sothlor 6z yonaldicilorinin adi ilo adlanir. Bu ciir sothlordon bir negasino
bbaxaq.

1.Elliptik silindr. Hor hansi {O,i],k}- ortonormal |z
reperinds koordinatlari
X2 2
27 y_z = 4
tonliyini 6doyan fozanin biitiin ndqgtolori coxluguna elliptik i yy
silindr deyilir.
Sakil 94.
(2)tonliyi elliptik silindrin kanonik tanliyi adlanir. x,y machullar elliptik 5111ndr1n (2) tonliyine
kvadratlarla daxil oldugundan elliptik silindr ikitortibli sathdir. B
(2)elliptik silindrinin yonsldicisi (xoy) miistovisi {izorinds olub |
{0; j}reperinda homin (2) tonliyi ilo ifads olunan ellipsdir. (2) AR
SENE
elliptik silindri 95-ci sokildo gdstorilmisdir. jEaE 1
AL
Lol )
x 1 u - /f’
Sokil 95.

(2)elliptik silindri: 1) koordinat miistovilorindon hor biring, 2) (xoy) miistovisino paralel olan
hor bir miistoviys, 3) koordinat oxlarindan hor birins, 4) (0z) oxunu kasib, (0x) vo ya (oy) oxuna
paralel olan hor bir diiz xotto, 5) (0z) oxu lizoerinds olan har bir néqtoys nozoron simmetrikdir. (0z)
oxuna elliptik silindrin oxu deyilir.

a=b olduqda (2) silindrins diiz dairavi silindr deyilir.

(2)elliptik silindri ilo miixtalif miistavilorin kasismo xotlorini arasdirag. (0z) oxuna paralel olan
7 miistovisi gotiirok. 7 M (xoy) = d olsun. Onda d diiz xatti (2) ellipsini ya miixtolif iki noqtodo
kosor, ya ona bir noqtods toxunar, ya da onunla he¢ bir ortaq noqtosi olmaz. Bununla slagodar
olaraq, (0z) oxuna paralel olan 7 miistovisi (2) elliptik silindrini iki doguran1 boyunca kasa bilor vo
ya ona bir doguran boyunca toxuna bilor vo yaxud da onu kosmaoz.



(oz) oxuna paralel olmayan miistovi (2) elliptik silindrinin biitiin doguranlarin1 kesmalidir, ona
g0ro noaticodo mohdud ikitortibli xatt, yoni ellips alinar. Buradan ¢ixir ki, (2) elliptik silindrin (0z)
oxuna paralel olmayan miistavilorle kasiyi ellips olar.

2.Hiperbolik silindr. Har hans1 R = {O, i, k} ortonormal reperina nozoran koordinatlari

X2 y2

PO )
tonliyini 6doyan fozanin biitiin noqtalori ¢oxluguna hiperbolik silindr deyilir. (3) tonliyi hiperbolik
silindrin kanonik tonliyi adlanir.

Hiperbolik silindrin (3) tonliyine x,y maochullar
kvadratlarla daxil olduglarindan, o, ikitartibli sathdir.
(3)hiperbolik silindrinin yonoldicisi, (xoy) miistovisindo

\G) {O,i, j} koordinat sistemindo (3) tonliyi ils ifads olunan

hiperboladir. (3) hiperbolik silindri 96-c1 sokildo tosvir
olunur.
Sakil 96.

Qeyd edak ki, hiperbolik silindr iki oyuqdan ibaratdir.

(3)hiperbolik silindri; 1) koordinat miistovilorindon har biring, 2) (xoy) miistavisino paralel olan
hor bir miistoviys, 3) koordinat oxlarindan har biring, 4) (0z) oxunu kasib, (ox) vo ya (oy) oxuna
paralel olan hor bir diiz xatta, 5) (0z) oxu lizerinds olan har bir ndqtoys nazoron simmetrikdir. (0z)
oxuna (3) hiperbolik silindrinin oxu deyilir.

Indi (3) hiperbolik silindri ilo miixtalif miistavilorin kesismo xotlorini arasdiraq. (0z) oxuna
paralel olan 7 miistovisi gotiirok. 77 () (x0y) =d olsun. Onda d diiz xatti (xoy) miistovisi iizorindo

olan (3) hiperbolasini ya iki néqtado, ya da bir néqtods (bu halda d diiz xotti asimptotlardan birino
paralel olar) kasor vo ya ona bir ndqtade toxunar vo yaxud da onunla heg¢ bir ortaq ndqtosi olmaz.
Bununla slagadar olaraq, (0z) oxuna paralel olan 7 miistovisi (3) hiperbolik silindrini iki doguran
boyunca vo ya bir doguran boyunca koso bilor, ona bir ’ '
doguran boyunca toxuna bilor, onu kasmoya bilor.

(oz) oxuna paralel olmayan miistovilorlo hiperbolik
silindrinin kosiklorine baxaq. Belo miistovilor (3) hiperbolik
silindrinin biitiin doguranlarimi1 kasar, ona gora, naticoads iki
budaqgdan ibars olan ikitortibli xatt alinar. Aydindir ki, bu xott
hiperbola olar. Demali, (0z) oxuna paralel olmayan miistovilor
(3) hiperbolik silindrini hiperbolalar iizrs kosir.

Sakil 97.

3.Parabolik silindr. Hor hans1 R = {0, ], k} ortonormal reperino nazaron koordinatlari

y*=2px, p>0. (4)
tonliyini 6doyon fozanin biitiin ndqtolori ¢oxluguna parabolik silindr deyilir. (4) tonliyi
parabolik silindrin kanonik tonliyi adlanir. Aydindir ki, parabolik silindr ikitortibli sothdir.

(4)parabolik silindrinin yonoldicisi (xoy) miistovisi iizorindo olub, {O,E,j}ortonormal

reperinda (4) tonliyi ile ifads olunan paraboladir.

(4)tonliyindon goriiniir ki, parabolik silindrin ndqtslorinin x koordinati yalniz monfi olmayan
qiymatlor alir; ona gors (4) sothinin biitiin ndqtalari (yoz) miistovisindon bir torafda, 6zii do (0x)
miisbat yarimoxunun yonoldiyi torofdo olur.



(4)parabolik silindri: 1) (x0z) miistovising, 2) (xoy) miistovisino vo ona paralel olan ixtiyari
mistoviys, 3) (ox) oxuna vo ona paralel olub, (0z) oxunu koson ixtiyari diiz xotto nozoron
simmetrikdir.

(4)parabolik silindri 97-ci sakilds verilmisdir.

(4)parabolik silindri ilo miixtolif miistovilorin kosismo xotlorini arasdirag. Ovvalco (0z)
oxuna paralel olan 7 miistovisi gotiirok 7 () (xoy) = d olsun. Onda d diiz xatti (x0y) miistovisi

iizorindo olan (4) parabolasini ya iki ndqtado, ya da bir ndqtods (bu halda d diiz xotti (oy) oxuna
paralel olur) kosor vo ya ona bir ndqtods toxunar vo yaxud da onunla ortag ndqtesi olmaz.
Bununla olagodar olaraq, (0z) oxuna paralel olan 7 miistovisi (4) parabolik silindrini iki
doguran boyunca vo ya bir doguran boyunca koso bilor, ona bir doguran boyunca toxuna bilar,
onu kosmaya bilar.

Indi (0z) oxuna paralel olmayan miistavilorlo (4) parabolik silindrinin kosismo xotlorine
baxaq. Belo miistovilor parabolik silindrin biitiin doguranlarini kasar, ona gors naticado bir
budaqdan ibarat olub, geyri-mohdud ikitortibli xatt, yoni parabola aliriq. Demsli (0z) oxuna
paralel olmayan miistovilor (4) parabolik silindrini parabolalar boyunca kasir.

4.1ki kosison vo ya iki paralel miistovidon ibarat olan silindr. Hor hans1 R :{O,E,j,k}

ortonormal reperinds koordinatlari
2 2

X

Fa ©
tonliyini 6doyan fozanin biitiin noqtalari ¢oxlugu iki kosison miistovi olar. Bu halda silindrik
soth iki kosigon miistovidon ibarotdir. (5) tonliyine homin silindrik sathin kanonik tonliyi deyilir.
(5) sothi 98-ci sokilda tosvir olunmusdur.

Z Z

11 7

Sokil 98. Sokil 99.

R= {0, ; ] Iz} ortonormal reperinds koordinatlari

x*-a*=0 (6)
tonliyini 6doyan fozanin biitiin ndqtolori ¢oxlugu iki paralel miistovi olar. Bu halda silindrik soth
iki paralel miistovidon ibaratdir. (6) tonliyino homin silindrik sothin kanonik tonliyi deyilir. (6)
sothi 99-cu sokildo gostorilmigdir.



§ 57. Ikitortibli konus. Konus kasiklori.

1.Fozada verilmis har hans1 R = {0, i, k} ortonormal reperina nazaran koordinalari

X2 2 Z2
? + Z—Z - C—2 = O (1)
tonliyini 6doyan fozanin biitiin noqtalori goxluguna ikitartibli konus deyilir, burada a,b,c-sifirdan
forgli ixtiyari adadlordir. a>0?, b>0, ¢>0 oldugunu gobul edok. (1) tonliyins ikitartibli konusun
kanonik tanliyi deyilir.
Gostorak kki, (1) tonliyi topasi koordinat baslangicinda olan konus sothini toyin edir, yoni konus
sathi koordinat baslangicindan kecon diiz xatlor vasitasi ilo omoalo galir.
Koordinatlar1 (1) tonliyini &doysn vo koordinat baslangicindan forqli olan ixtiyari
M, (Xy, Yo, Zo) nOqtasi gotiirok. Onda
X % L _g
a®> b?

olar. Aydindir ki, M (tx,,ty,,tz,) noqtslorinin do koordinatlari (1) tonliyini 6doyer:

a? b2 2|
burada t-ixtiyari hoqiqi ododdir. Lakin biitin M (tx,,ty,,tz,) noqtslori coxlugu (OM,) diiz xottini
omolo gotirir. Demali, (1) ikitortibli konusu koordinat baglangicindan kecon diiz xatlordon ibarot
olan sothdir. Bu zaman koordinat baslangici konusun tapa noqtasi adlanir. Aydindir ki, (1)
ikitortibli konusu koordinat oxlar ilo koordinat baslangicinda kosisir.

X,¥,z machullar1 (1) tonliyino yalniz kvadratlarla daxil oldugundan, onu M(X,y,z) ndqtesinin

koordinatlar1 6doyirse, onda
M:(=xy,2), M,(x~y,2), M;(x,y,-2), M,(x~y,~2),
M. (—X,¥,-2), M¢(-X-Y,2), M,(-X—Yy,~2)

ndqtalorinin koordinatlar1 da bu tonliyi 6dayar. Bu onu gostorir ki, (1) ikitortibli konusu koordinat
miistovilaring, koordinat oxlarina vo koordinat baslangicina nozoron simmetrikdir. (0z) oxuna (1)
ikitortibli konusunun oxu deyilir.

Indi (1) konusu ilo (xoy) miistovisina paralel olan

z=h )

miistovisinin kosismo xottini arasdiraq. Bu xottin (xoy) miistovisi lizorindoki ortoqonal proyeksiyasi

{0, i, ]} reperindo

(o]

XZ y2 hZ

PO ©
tonliyino malik olar. h=0 olduqda (3) tonliyini yalmiz bir O(0,0,0) noqtesi 6doyacok. homin bu
noqtoda (xoy) koordinat miistavisi (1) konusu ilo kesisir. h # 0 olarsa, onda (3) xotti, yarrmoxlari
= vo b = c
olan ellipsdir. (2) miistovisi ilo (1) konusunun kasisma xatlori bu ellipsin (0z) oxu {izro iraliys dogru
harakati naticasinds alinir.

Indi do (1) konusu ilo (x0z) miistavisina paralel olan y=1 miistovisinin kosisma xattini arasdiraq.

4

Bu xottin (x0z) koordinat miistovisi lizarindoki ortoqonal proyeksiyasinin {O, I, j} reperinds tonliyi



2 2 2
X YA t
T E T ®)
a- ¢ b
olar. t=0 olarsa, onda koordinat baslangicinda kosison
f.,.i:O, X_Z_p (6)
a C a ¢C

diiz xatlorini alariq. Demali, (x0z) koordinat miistovisi ila (1) konusu (6) diiz xatlori (onlar konusun
doguranlaridir) boyunca kasisir. t # 0 olduqgda, (5) tonliyi hiperbolasi toyin edir. Buradan aliriq ki,
(x0z) miistovisina paralel olan y =1# 0 mistovilari (1) konusunu hiperbolasi tizra kasir.

Aydindir ki, x=m miistavisi ilo (1) konusunun kasisma xatlorins baxsaq, eyni naticalor alinar.

(1)konusuna, bu konusun O(0,0,0) tops noqtesindon vo ellipsin noqtelorindon kegon biitiin diiz
xotlor ¢oxlugu kimi do baxmaq olar. Homin diiz xotloro konusun doguranlari, ellipso iso
yonaldicisi deyilir. Konus 100-cii sokildo gostorilmisdir.

a=b olarsa, onda konusa diiz dairavi vo firlanma konusu deyilir.

Bu faslin 53-cii paraqrafinda gostordik
ki,

—+—=-—=1 (7)
h 2
biroyuqlu hiperboloidi do (2) miistovisinin kosismasi noticosindo yarmmoxlarn a=a,1+—,
C

2
b:b1/1+h—2 olan ellips alinir. (4) boraborliklorine gora @, <a,
c

b, <b olar. Buradan goriiniir ki, a,b, yarimoxlu ellips (2) miistovisi

ilo (7) biroyuqlu hiperboloidinin kesismesindon alinan ellipsin
tamamilo daxilindo olar. Demoli, (1) konusu (7) biroyuqlu
hiperboloidinin biitovliikde daxilinds yerlosir.

-in geyri-mohdud artmasi ilo @a—a,, b—Db, farglori

stfira yaxinlasir. Dogrudan da,

e aln
hz a.|h| a 1+ +7 a
a=a, =|a,/1+ m(a—a,)=0.
\ h? a|h| h? \h\—m 1
a1+ +7

im (b-b;) =0

Eyni qayda ilo

oldugunu goéstormok olar.

Bu deyilonlordon ¢ixir ki, (2) miistovisinin (7) biroyuqlu hiperboloidi vo (1) konusu ilo
kasismasindon alinan ellipslor geyri-mohdud artdigda bir-birina yaxinlagirlar. Bu halda biroyuqlu
hiperboloid istonilon qodor konusa yaximlasir. (1) konusuna (7) biroyuqlu hiperboloidinin
asimptotik konusu deyilir.

Eyni qayda ilo gdstormok olar ki, [N/ -in geyri-mohdud artmasi ilo ikioyuqlu hiperboloid (1)

konusunun oyuqlarindan birinds olmagqla, ona geyri-mohdud olaraq yaxinlasir.

2.Konus kasiklori. Tutaq ki, R = {0, i, j, |2} ortonormal reperinda tonliyi



2 2
XYz _p (1)

2
2 b2 2

Q
(@]

olan ikitartibli konusu verilmisdir.

yuxarida gostordik ki, Z=h# 0 miistovisi ilo (1) ikitortibli konusunun kosismoa xotti y ellipsi
olar. Ikitortibli konusun tops ndqtasinden kegon ixtiyari @ miistovisine baxaq. Tutaq ki, bu miistovi
z=h miistovisina paralel deyildir. Onlarin kosisma xatti | olsun. | diiz xatti 7 ellipsini ya miixtolif

iki ndqtados kesar, ya ona bir ndqtods toxunat , ya da onunla he¢ bir ortaq ndqtesi olmaz. Bununla
olagadar olaraq konusun topasindon ke¢ib, z=h miistovisino paralel olmayan biitiin miistovilori ii¢
ndva ayiraq (sokil 100).

1)Ellipsi iki miixtalif ndqtads keson miistoviler (¢, ), aydindir ki, belo miistovilar konusu iki diiz
xott boyunca (yoni doguranlar boyunca) kosor;

2)Ellips ilo bir ortaq ndqtasi olan miistaviler (&, ). Belo miistovilor konus ilo bir ortaq diiz xatto
malikdir.

3)Ellips ilo kosigsmoyon miistovilor ( ;). Belo miistovilor konus ilo bir ortaq ndqtoya (topo
noqtosine) malikdir.

Ikinci halda | diiz xatti ellipsa toxundugundan, &, miistovisi konusa doguran diiz xatt boyunca
toxunar. Bu miistoviys (1) konusuna toxunan miistovi deyilir (sokil 100).

Indi (1) konusunun, topa ndqtasindon kegmoyan miistovilorla kosismasina baxaq. Tutaq ki, 7,
konusun topasindon kegmoyon miistovi, 7 -iso topo ndqtadon kecib, 7; miistovising paralel olan
miistovidir. Konus ilo 7; miistovisinin ortaq noqtolor ¢oxlugu T olsun, 7 miistovisi 3-cii novo
daxilse, onda 7; miistovisi konusun yalniz bir oyugunu kasar. Onda T ¢oxlugu mohdud ikitortibli

xott, yoni ellipsdir. 7 miistovisi 2-ci ndvo daxilso, onda 7; miistovisi konusun yalniz bir oyugu ilo
kosigorok, 7 miistovisi iizarindoki doguranindan basqa, biitiin doguranlarini kesor. Demali, T

soxlugu qeyri-mohdud ikitortibli xott olub, bir v =
budaqdan ibarotdir, yoni paraboladir. Nohayot, 7 y“
miistovisi birinci novo daxilse, onda T c¢oxlugu iki o~ ‘

budaqdan ibarat olan ikitortibli xatdir, bu budaglarin o,
har biri, aydindir ki, diiz xatt olmaz. Demaoli, baxilan
hal Gi¢iin T ¢oxlugu hiperboladir.

Belolikla, ellips, hiperbola vo parabolaya
ikitortibli konusun (xiisusi halda diiz konusun)
miistovilorlo kesismo xotti kimi baxmaq olar. Ona
goro do homin xotloro ¢ox zaman konus kasiklori
deyilir.

Sokil 101.

§ 58. Ikitortibli sathlorin diizxatli doguranlari.

Torif: Farg edak ki, bizo har hanst S ikitortibli sathi va 1 diiz xatti verilmisdir. 9gar I diiz
xattinin biitiin noqtalari bu sath iizorinda yerlagarsa, onda bu diiz xatta S sathinin diiz xatli
doguramn deyilir.

Kanonik tonliyina gora dyrondiyimiz ikitortibli sathlordon hansinin diiz xstli dogurani oldugunu
miioyyan edok:

Silindrik vo konik sathlora verdiyimiz torifdon bilavasito ¢ixir ki, bu sothin doguranlar1 onlarin
diiz xoattli doguranlaridir. Firlanma sathinin iss dogurani diiz xatt oldugda bu diiz xattin firlanma
oxu otrafinda firlanmasinda alinan biitiin diiz xotlor bu sothin diizxotli doguranlar1 olacaqdir.
Doguran diiz xott olmadiqda bu ciir firlanma sathlorinin diiz xatli doguranlar1 yoxdur.

Ellipsoid mohdud fiqur oldugundan onun diiz xatli dogurani ola bilmaz. Indi hiperboloidlors vo
paraboloidlors baxagq.



Iki oyuqlu hiperboloid iki hissodon ibarot olub, (xoy) miistovisino paralel olan Z ==c
mistovilori arasinda he¢ bir ndqtosi yoxdur. Basqa sozlo, bu sothin (xoy) miistovisino paralel
olmayan heg bir diiz xatli dogurani ola bilmoaz. Ciinki belo diiz xatlorin Z =+C miistovilori arasinda
sath tizorindo yerlogon noqtolori yoxdur. Bu sothin (xoy) miistovisino paralel diiz xstli doguran1 da
ola bilmoz. Belo ki, sothin bu miistoviys biitiin paralel kosiklori ellipsdon ibaratdir.

Elliptik paraboloidin do diiz xatli doguran1 ola bilmaz. Bels ki, bu sathin do (xoy) miistovisino
paralel kosiklari ellips olub, biitiin noqtoleri Z =0 yarimfozasinda yerlosir.

Indi géstorak ki, biroyuqlu hiperboloidin vo hiperbolik paraboloidin diiz xotli doguranlar vardir.

Bunu homin sathlor {izorindo miioyyan diiz xatlorin olmasi ilo gostoracoyik. Bunu analtik iisulla icra
edok.

Forz edok ki, biza hor hans1 R = {0, i, k} diizbucaqli dekart koordinat sistemina nazoran

x2 y2 ZZ
2 ™
tonliyino malik biroyuqlu hiperboloidi verilmisdir. Bu tonliyi asagidaki sokls salaq:
F_z: _z] 1+z:1+1} )
a ¢ bjla ¢ b
Buradan
X z [y
—4—|= 1__
ﬂq[a C} & b}
X z [y
| = 1+=
/v‘1|:a C} j’l_ b:‘
. 3 y (31)
Al —+— =, 1+
Lt
X z y
2_fl=211=-2
”{a c} { b}
(32)

Tamamilo askardir ki, ixtiyari M ndqtesinin verilmis diizbucaqli dekart koordinat sistemina
nazaran koordinatlari (1) tonliyini 6doyirss, bu koordinatlari (31) va (32) tonliklorini do 6dayacaokdir.
Vo torsino hor bir M ndqtasinin koordinatlar1 (31) vo (32) tonliklorindon birini ddoyirss, onda (1)
tonliyini do 6dayacokdir.

Digor torofdon (31) vo (32) tonliklori diiz xott tonlikloridir. Biz gostordik ki, bu diiz xstlorin
biitiin noqtalori (1) ikitortibli soth iizorindo yerlosir. Basqa s6zlo (1) ikitortibli sothinin diizxatli
doguranlaridir. Bu tonliklorin har birinds uygun olaraq, (4, : £, ) va (4, : i, ) nisbatina bir dons diiz
xott uygun golocokdir.

Bu sistemlorin hor biri uygun olaraq (4, :44) vo (A4, :#,) nisbatlorinin biitiin miimkiin
qiymatlorinds diizxatli doguranlar ¢oxluqglarini toyin edir ki, onlara da uygun olaraq birinci va ikinci
nov diiz xatli doguranlar ailasi deyilir. e

Biroyuqlu hiperboloidin diizxatli doguranlarinin asas xassslorini
qeyd edok:

1°.Biroyuqlu hiperboloidin har bir néqtasindon yalniz iki diizxotli
doguran kecir ki, bunlardan biri birinci ndv ailays, digari is9 ikinci nov
ailoyo daxildir.

2° Eyni ailoya daxil olan istonilon iki diiz xatli doguran garpazdur.

3° Miixtolif ailodon gétiiriilon istonilon iki diizxotli doguran bir
miistovi lizorindo yerlosir.

Bu xassolori analitik yolla asanligla isbat etmok olar. Biroyuqlu
hiperboloid 6ziiniin diiz xatli doguranlar il birlikde 102-ci sokildo
tosvir olunmusdur.




Sokil 102.
Tamamils eyni qayda ilo gdstormok olar ki, hor hansi {O,i. ], k} diizbucaqli dekart koordinat

sistemina nazaran

X2 y2
?—b—ZZZZ (4)
tonliyino malik hiperbolik paraboloid
Xy
S—Zl=p -z
ﬂq[a b} H
Xyl
—+=|=2
2 b | A
Vo
Xy
Ll —+=|=4,"1
2| 5 b | H,
Xy
ﬂz[g_g}zz%

tonliklori ilo toyin olunan diiz xotli doguranlar ailosine
aiddir. Basga sozlo bu tonliklords hor bir (A4, @ 14) va (

A, T 14, ) nisboting uygun olaraq har ailodon gétiiriilmiis

diizxatli doguran uygun golir.

Qeyd edok ki, hiperbolik paraboloidin diizxatli
doguranlar1 biroyuqlu hiperboloidin doguranlar1 {i¢iin
sOylodiyimiz eyni xassolora malikdir.

Hiperbolik paraboloid 6ziiniin diiz xatli doguranlari ilo
birlikde 103-cii sokildo verilmisdir.

Sakil 103.

Diiz xatli doguranlarin tapilmasina aid bir masals hall edak:

Mosala:

X2 y2 ZZ

9o 4 16
biroyuqlu hiperboloidinin M(6;2;8) ndqtosindon kegon diizxatli doguranlarinin tonliyini yazin.

Holli:
Biroyuglu hiperboloidin (3;) tonliyindon

it

543

tonliklor sistemini alariq. Verilmis M, ndqtasinin koordinatlarini bu sistemdo nozars alsaq:

o

R

()

Vo ya



A0 =2 =y =24
Bunu (5) tonliklor sisteminda nazars alib vo sadslosdirak:
4x-12y+3z-24=0
{4x+3y—3z—6 =0
M, ndqtesinin koordinatlarini (32) tonliklor sisteminds nozors alsaq, verilmis sothin digor ailoys

daxil olan diizxatli doguraninin

4x-3z=0
y-2=0

tonliyino malik oldugunu alariq.
Ikitortibli sothlorin kanonik tanliklorinin yazilmasina aid asagidaki mosalo  halli

niimunalorina baxaq:
Mosalo 1. x*+y?+2° —2x+4y—-62-22=0 kiiro sothinin morkozinin koordinatlarin1 vo

radiusunu toyin edin.

Holli:
Kiirs sothinin verilmis tonliyini asagidaki kimi yazaq:
X> = 2X+1+y* +4y+4+2° —6Xx+9-22-1-4-9=0
Vo ya
(X=-D*+(y+2)+(z-3)*=36

Bu tonlikdon goriiniir ki, kiirs sathinin morkoz S(1;-2;3) ndqtasi, radiusu iso R=6-d1r.
2 2

y [t

—+—=1 .
Masalo 2. Topasi S(4;0,-3) noqtesindo yerloson vo yonoldicisi {25 9 ellipsi olan
x=0

konusun tenliyini yazin.

Holli:
Konusun biitiin doguranlart S noqtasindon kegdiyina gors, onun ixtiyari doguraninin tonliyi
X—4 Z+3 X—4 Z+3
= e D AP ek yaxud da y=m(x-4), z=n(x-4)-3 soklinds olar, burada
a a, q 1 m n

voya

a a o : ; C ..
a—z, n= a—3. Axirincr  iki tonlikdon vo konusun yonoldicisinin tonliyindon alariq:
1 1

18m? +50n? +75n=0.

m=

y z+3 . .
n= qiymotlorini axirmci

x—4' X—4

Doguranin tonliklorindon m vo n {igiin tapdigimiz m =

boraborlikdos yerino yazsaq, tapariq:
2 2
18 Y| 150/ 23| 175 243 2
X—4 X—4 X—4
18y? +50z° +75xz + 225X — 450 = 0
o XYt =25 . ) o
Moasalo 3. Yonoldicisi 0 cevrasi olan vo doguraninin  istigamati
=

a, :a, 18, =5:3:2 nisbati ilo verilmis silindrin tonliyini yazin.

Holli:



X z
Silindrin doguraninin tonliyini 5 = 3 =§ soklindo yazmaq olar. Bu tonlikdon vo

silindrin y6naldicisinin tenliyinden istifads edib x,y,z doyisonlorini islah etsok alariq: X5 + Y¢ = 25.

o 5 3
Doguranin tonliklorino osason X, = X—EZ , Yo = y—Ez olar. Bunlar1 X, vo Y,-dan asili

axirinct tonlikds yerloring yazsaq, alariq:

2 2
{x—§z} +[y—§z} =25
2 2

AX? +4y® +347% —20xz —12yz -100 =0
CALISMALAR.

1.0(0;0;0), A(2;0;0), B(0;5;0),C(0;0;3) tetraedrinin xaricina ¢okilmis kiiro sothinin tonliyini
toyin edin.

2.Asagidaki kiiro sothlorindon har birinin markozinin koordinatlarini vo radiusunu tapin:

a) X, +y>+2°—6x+8y+2z+10=0

b) x* +y*+2° +2x—-4y-4=0

¢) x> +y®+2°-6x+10=0

d) x> +y® +2° —4x+12y-2z+41=0

e) 36x* +36y* +362° —36x + 24y —722-95=0

3. (x=4)* +y? +(z—-2)* =225 kiiro sothino toxunan vo 10x-11y-2z+3=0 miistovisino paralel
olan miistavinin tonliyini yazin.

o 3Byt -z=0
4. Konusun S(-3;0;0) topasi va yonaldicisinin tonliyi verilmisdir. Onun
X+y+2-1=0
tonliyini yazin.
X-2 'y z .. . . o .
S. 3 =57 5 diiz xottinin (ox) oxu otrafinda firlanmasindan alinan sothin tonliyini toyin

edin.

6.Topoasi S(1;2;4) noqtesinds yerloson vo doguranlart 2x+2y+z=0 miistovisi ilo 45° bucaq omolo
gatiron konusun tonliyini yazin.

7. Topasi S(1;2;3) noqtesindo yerloson, oxu 2x+2y-z+1=0 miistovisino perpendikulyar olan
doguranlar1 onun oxu ilo 30° bucaq omals gatiran konusun tenliyini toyin edin.

8.0xu x=7+3t, y=1+4t, z=3+2t parametrik tonliklor ilo verilmis vo M,(2;—10) ndqtosindon
kecon dairavi silindrin tonliyini tapin.

9.Firlanma oxu (0z) oxu ilo iist-iisto diison vo radiusu r=5 olan firlanmadan alinan silindrin
tonliyini toyin edin.

2 2
10. ISL/_G + ry =1, x=0 ellipsinin (0z) oxu otrafinda firlanmasindan alinan sathin tonliyini yazin.

2 2 2
11.x-2=0 miistovisi ilo E+i—2+?:1 ellipsoidinin kosigsmo xattinin yarimoxlarint va
topalarini toyin edin.
2 2
12.Simmetriya oxlar1 koordinat oxlart ilo iist-listo diison, E+y_ =1, z=0 ellipsindon vo

M (12;+/23) néqtosindon kegon ellipsoidinin tonliyini yazim.



2 2

13.0xlar1 koordinat oxlar1 ilo iist-iisto diison vo a) (oxy) koordinat miistovisini E+yT =1
2 ZZ
ellipsi iizro koson vo M(2;0;1) noqtesindon kegon; b) (oyz) koordinat miistovisini ?-FE =1

ellipsi iizro kason vo M, (L \/g, \/-.7'3) noqtasindon kecan ellipsoidin tonliyini toyin edin.
2

2 2
14. X—+y—+—=1 ellipsoidinin (oxz) miistavisi vo ona paralel olub, ondan iki vahid

25

masafods olan miistovi ilo kasiklarinin nisbatini yazin.
2 2 2

y

15.m-in hans1 qiymatinde x-2y-2z+m=0 miistovisi 1 + % + i 1 ellipsoidina toxunur?.
2 2 2

.Y

16. — + 2— —— =1 biroyuqu hiperboloidin yarimoxlarini va tapalarini tayin edin.
36 25 16 yuqu hip y p Y

2 2 2
1. % + I—G — % = —1 ikioyuqlu hiperboloidinin yarimoxlarini vo topalorini toyin edin.

x> y* z° 8.8
18. — + < —— = -1 sothinin M, {4;—5 ; 5} noqtesindon kegon diametrinin uzunlugunu toyin

27 2

edin.
2 2 2

19.Asagidaki diiz xatlorin har birindon % + y? 7 =1 sothino toxunan miistovi kegirin:
X y+9 z X-9 y z X
o=l =2 —=2=% o --L=
) 3 3 1 ) -1 2 1 ) 6 -1 4
20. M,(0;0;-1) noqtesindon kegon vo (oxy) miistovisino paralel olan mistovi ilo

y 7+2

2 2 2
X+ Y _Z _1 biroyuglu hiperboloidinin kasiyini toyin edin.

25 16 1
21. M;(312), M, (2 \/E3) vo M,(6;2; J15) noqtalorindon ikioyuglu hiperboloidin kanonik

tonliyini toyin edin.
2 2

22. AN S 6z hiperbolik paraboloidin y+6=0 miistovisi ilo kosiyinin parametrini vo topasini

toyin edin.
2 2

23. n= (2,-1-2) vektoruna perpendikulyar olan, X?erT: 2z elliptik parabolido toxunan

miistavinin tonliyini yazin.
24. 4x* — 2% =y hiperbolik paraboloidin iizerinda yerloson M(1;3;-1) noqtesi verilmisdir. Onun

M noqtasindon kegon diizxatli doguraninin tonliyini yazin.
2 2

25, % ~Y__27 hiperbolik parabolidinin 6x+4y-82+1=0 miistovisino paralel diizxotli
dogrunlariin tonliyini yazin.

26.Ax+By+Cz+D=0 miistovisinin ?2+—2 =27 paraboloidine toxunmasi ii¢iin zoruri vo kafi
sarti tayin edin.

27. % —y—2 =z hiperbolik paraboloidin iizorinds yerlogon vo 3x+2y-4z=0 miistovisina paralel

olan diizxatli doguranlarin tonliyini yazin.



11 HiSSO.
n-OLCULU FOZALARDA ANALITIK HONDOSO

X FOSIL
n-OLCULU AFIN VO EVKLID FOZALARL
§ 59. n-olgiilii afin fazasi.

1.Tutaq ki, «ndqtalory, «vektorlar» vo «adadlor» adlanan {i¢ nov obyektlor coxlugu verilmisdir.
Bu obyektlors asas (ilkin) obyektlor deyilir. Malumdur ki, haqiqi adadlor ¢oxlugu haqiqi adedlorin
aksiomlarin1 6doyir. Sonra, tutaq ki, odadlor ilo vektorlar arasinda asagidaki osas miinasibatlor toyin
olunmusdur:

a)istonilon iki vektora, bu vektorlarin comi adlanan iiciincii bir vektor uygun qoyulmusdur;

b)Hor bir vektor vo hor bir adodo, «vektorun odods vurulmasi» vo ya «ododin vektora
vurulmasi» adlanan vektor uygun qoyulmusdur.

Bu iki osas miinasiboto «insidentlik» (lizorinds olma) miinasibatini do daxil etsok, ii¢c osas
miinasibat alariq.

Osas miinasibatlorlo asas obyektlors birlikdo asas anlayislar deyilir.

a vo b vektorlarinin comini a+b ils, a vektorunun 4 ododins hasilini iso a4 vo ya Aa ilo
isaro edocoyik.
Vektorlarin toplanmasi, vektorun ododo vurulmasit vo insidentlik miinasibatlori agagidaki
aksionlar vasitasils toyin olunur:
I.Toplama aksiomlari

1,1.Ixtiyari iki a \) b vektorlari ti¢lin
a+b=b+a.
1,2.Ixtiyari ii¢ a,b va ¢ vektorlari ficlin
(z;+ 6) tc=a+ (B+ é).
1,3.Ela E) vektoru vardir ki, ixtiyari i;I vektoru tiglin
at0=a.
0-a sifir vektor deyilir.
1,4.Ixtiyari a vektoru figiin elo a vektoru vardir ki,
a+a=0,
a vektoruna a vektorunun oks vektoru deyilir vo ~a ilo isars olunur.

1,1-1,4 aksiomlar1 gostarir ki, vektorlar coxlugu toplama amalins goro kommutativ qrup amalo
gotirir.

II.Vektorun adads vurulmasi aksiomlari.
I1,1.ixtiyari a vektoru tigiin 1- a=al=a .

I1,2.Ixtiyari a vektoru vo ixtiyari k,1 haqiqi adadleri {igiin
k(la) = (kl)a.



11,3.Ixtiyari a vektoru vo ixtiyari k,1 haqiqi odadlori iiiin

(k+la=katla.

11,4 Ixtiyari a,b vektorlar vo ixtiyari k ododi tigiin

k(a+b)=ka+kb.
Yuxarida gostordiyimiz LI-4, 1l,1-4 aksiomlarmi 6doyon biitiin vektorlar ¢oxluguna xatti
vektorlar fazasi deyilir.
Qeyd etdiyimiz aksiomlardan bir sira naticalor alinir. Onlardan asaslarini géstorak.

1)I,3 vo I,4 aksiomlarindan ¢ixir ki, géstordiyimiz 0 ) ~a vektorlar1 yeganadir.

2)ixtiyari a vektoru va ixtiyari 4 odadi ti¢iin asagidaki miinasibatlor dogrudur:

a) —(-a)-a; b) 0-a 0; v) —a 1(a); q) 4-0=0; d) 2a=0 iso, onda A=0, ya da
a=0 olmahdr,

3)ixtiyari iki a vo b vektorlari iiciin yegana X vektoru vardir ki, a+x="b olur.

Bu sorti 6doyan X vektoruna a Vo b vektorlarinin forqi deyilir vo b-a ilo isaro olunur.

Asanligla géstormak olar ki, b-a=b+ (- c’;l) :
Xatti vektorlar fozasinda vektorlarin xotti asililig1 anlayisini verok.

Tarif. Z;.l,é.z ....... ,i_in vektorlart iigiin he¢ olmasa bir sifirdan forqli olan elo K, K,.....K

adadlori varsa ki, K, ai+Kk,az+....+K,an =0garti édonilsin, onda ai,a.,.....a. vektorlar

sistemina xatti astlt vektorlar sistemi deyilir.

Bu sort 6donilmoadikds. Basqa s6zlo bu miinasibot k-larin yalniz sifir qiymotindo 6donildikds bu
vektorlar sistemino xatti asili olmayan vektorlar sistemi deyilir.

Xatti asili vektorlarin asagidaki xassalorini qeyd edok:

1)Sifir vektorun daxil oldugu ixtiyari vektorlar sistemi xotti asilidir.

2) ai,az,.....an sisteminin hor hansi alt sistemi xoatti asilidirsa, onda biitiin vektorlar sistemi

xotti asili olar.
3)Vektorlar sisteminin xotti asili olmasi li¢lin zoruri vo kafi sort, verilmis sistemin
vektorlarindan birinin qalan vektorlarin xatti kombinasiyasindan ibarat olmasidir.

I11.Ol¢ii aksiomlar.

II1,1.Xotti as1l1 olmayan n sayda vektor vardir.

I11,2.Ixtiyari n+1 sayda vektor xatti asilidir.

1,1-4, 11,1-4, 111,1-2 aksiomlarin1 6doyon vektorlar ¢oxluguna n-ol¢iilii xatti vektorlar fazasi
deyilir va V, ilo isara olunur. n adadi bu fazanin 6l¢iisii adlanir.

n sayda xatti asili olmayan nizamla gotiiriilmiis vektorlarin hor bir sistemina V, fozasinin bazisi
deyilir.
ai,az,...an vektorlar1 V, fozasinin bazisidirss, onda bu fozanin hor bir p vektoru IlI,2

aksiomuna goro birqiymotli olaraq

p=Aai+tA,az+..+ A an 1)

soklindos toyin olunur. bu ifadoya b vektorunun é.l,é.Z, ..... an vektorlari iizra ayrihis1 deyilir.



V, xotti vektorlar fozasinin W altfozasi, V, fozasinin elo vektorlari ¢oxluguna, deyilir ki, bu

coxluq vektorlarin toplanmasi vo vektorun adods vurulmasi omallorine gore xotti vektorlar fozasi
omolo gotirsin.

Indi do «insidentlik» miinasibatini tayin edon aksiomlar1 verak.

IV,1.Heg olmazsa bir noqto vardir.

IV,2.1ki A vo B ndqtesi miioyyan ardicilligla verilmissa, onda yalniz bir a vektoru vardir ki,
A,B noqtolori a vektoruna insidentdir (uygundur).

A,B noqtoloring insident olan a vektoru AB kimi isars olunur.

IV,3.ixtiyari A ndqtoesi vo ixtiyari @ vektoru verilmisso, onda AB = a sartini 6doyan yalniz vo
yalniz bir B noqtasi vardir.

- —

IV,4.A,B,C noqtalori neca olarsa, olsun AB+BC = AC miinasiboti dogrudur.

Bu aksiom «ii¢bucaq aksiomuy adlanir.

1,1-4, 11,1-4, 111,1-2, 1V,1-4 aksiomlarin1 6doyan vektorlar vo ndqtalar ¢oxluguna n-olgiili afin
fazasi deyilir vo ++++ ilo isaro edilir.

Yuxarida gostordiyimiz aksiomlardan ¢ixan bir sira naticalori qeyd edok.

1.n-6l¢iilii afin fozasinda sonsuz sayda noqts vardir.

2.A va B noqtalori tist-listo diisiirso AB = 0 , A noqtasi B ilo tist-iisto diismiirso, AB # 0 olar.
3.A,B,C,D noqtalori AB =CD soartini 6doyan ixtiyari dérd noqtadirse, onda BD = AC olar.

4.A va B noqgtalor ciitii @ vektorunu toyin edirso onda B va A ndqtalor ciitii (—a) vektorunu
toyin edir.

Bu naticalorin hamist IV qrup aksiomlardan alinir. Masolon, IV 4 aksiomunu totbiq edorok, 3-cii
naticani isbat edok.

- - - - -

B,C,D ndqtalor tigliiylino IV,4 aksiomunu totbiq etsok, BC+CD = BD vo ya CD+BC =B

olar. AB=CD oldugundan, AB+BC = BD, digor torafdon AB+BC = AC oldugu tigin AC=BD
olur.

n-ol¢ilii afin fozasi tiglin gostordiyimiz dord qrup aksiomlara afin fozasinin Veyl aksiomlar
sistemi deyilir.

2.n-ol¢iilii afin fazada koordinat sistemi. n-ol¢iili A, afin fozasinda ixtiyari O ndqtesi qeyd
edib onu koordinat baslangici adlandiraq. A-fozanin ixtiyari noqtesidirss, onda IV,2 aksiomuna
gora, A noqtosinin radius-vektoru adlanan OA vektoru birqiymatli toyin olunar. Tarsino, a -ixtiyari
vektorsa, onda IV,3 aksiomuna géro OA = a sortini 6doyon yalniz vo yalniz bir A ndqtesi vardir.
Belalikls, noqtalarlo vektorlar arasinda qarsiligh birqiymatli uygunluq toyin olunur. Aydindir ki, O

noqtasina 0 vektoru uygundur.

Fozada O noqtoesi vo él,éZ,....,én bazisini geyd etsok, onda (1) miinasibatino goroa hor bir
vektora, miioyyon ardicilligla gotiirtilmiis n sayda adod uygun olar va tarsina.

O noqtesi vo €1,€2,.....8n bazis vektorlar: coxluguna A, fozasinda koordinat sistemi deyilir vo

{anl;eZ;----,en} ilo vo ya qisa olaraq {O,el} ilo isaro olunur. O ndqtosine koordinat baslangici,

€1,€2,....6n vektorlarina iso koordinat vektorlar: deyilir.

Hor hansi a vektorunun es,ez,....en bazis vektorlarina nazoron ayrilist



a=X, 1+ X, €2+ ...+ X, €n

olarsa, onda gétiirdiiylimiiz koordinat sistemindo homin ayriligdaki X, X,,...X, omsallarima a

vektorunun koordinatlar1 deyilir. M noqtasinin OM radius vektorunun { }bamsms nozoran ayrilig

omsallarina iso basqa s6zlo

OM =X, €1+ X, €2+.....+ X, €n
Ifadosindoki (X, X,,..X,) odadlorine M ndqtosinin {O,el} koordinat sistemino nozoron

koordinatlar1 deyilir vo M (X, X,,...X,) kimi isaro olunur.
Bu tarifa gora O koordinat baslangicinin koordinatlari (0,0,....0).

OE,=e1,0OE; =e,,.....OE., =éen

sortlorini  6doyon E ,E,,....E, noqtolorinin koordinatlar1 iss uygun olaraq (1,0.....,0),

(0,1,0,....0)......(0,0.....,1) olar.
Tutaq ki, A, fozasinda iki koordinat sistemi verilmisdir:

{O;elanw---;en} \%) {O;el,eZ,....en}

O noqtasi vo e1,€2,....en vektorlarinin {O;elyez,....,en} koordinat sistemino nazoron koordinatlari

uygun olaraq O(X), X2, X0) 61 %1’ CppeveeeiCpy ;...,en = €3,:Cyy,---L,, 0lsun. Onda

€n =C,, €1+ Cy, €2+....+ C,, En

olar. Sonra, forz edok ki, M ndqtosinin {O;el,ez,....en} koordinat sistemindo koordinatlari

(X(s Xy peeen X)) {O;el,ez,....en}sisteminds iso %, X,,...X, -dir. IV,4 aksiomundan ¢ixir ki,

- — -
OM =00+ 0OM (1)
Aydindir ki,
> - - -
OM =X, e1+ X, €2+.....+ X, €n,
R - - - -
OM = Xxle|+ X, €2+4.....+ X, €n = (C;; X, +C, X, +....+Cy, n)e1+(c21x +CpXy +.ect Cpy X, ) €2+t
+(Cpy X, +Cpp Xy +.00+ Cppy n)en

00 = —(x’ €1+ X0 €2+...+ X’ €n).
Bu giymaotlori (1) baraberliyinds yerlorine yazsaq, onda alariq:



- - - - - - -
X 1+ X, €2+ ...+ X,€n =OM =OM —-00 = (C;X; +C;, X, + ...t Cy X, ) €1+ (Cp X X +Cp X, +

A A 04 0, 0,
+Cyp X, ) €2+ .+ (Cy Xy + XXy +.0.4+C X ) €n+ Xy €14 X, €2+ ...+ X €0 = (C X, +Cp X, +

nn Xn

H ot Cyp X, + X)) €14 (Cpy Xy + Cpp Xy +ovaet Cpp Xy + X5 ) €2+ ot (C oy Xy +CpXy + oot Co X, + X0 ) €0

1n*n

e1,€2,......&n vektorlar: xatti asili olmadigindan, bu axirinci baraborlik yalniz vo yalniz onda dogru

olar ki, ei1,ez,....en vektorlarinin uygun amsallar1 barabar olsun:
X, = Cyy X + Cpp Xy Fovenit Cp X + X

1n*n

X, = Cpy X, +CppXp +ourct C o X, + X

Bu diisturlara A, fozasinda ndqtonin koordinatlarinin ¢evirms diisturlari deyilir.
§ 60. A, fazasinda k-ol¢iilii miistovilor vo onlarin qarsihiqh vaziyyati.

1.k-ol¢iilii miistavi. Tutaq ki, M,,M,M,,...M_ ndqtolar sistemi verilmisdir. Gostorak ki,

M,M,,MM,,...MM_ (1)
vektorlar1 xotti asili deyilso, onda

M,My,M M. ... MM, MM... MM, 2
vektorlar1 da xatti asili olmaz, burada 1>0. Bunun liciin gdstorak ki, (1) sisteminin biitiin vektorlar
(2) sisteminin vektorlar ilo xatti ifads olunur. Dogrudan da, IV,4 aksiomuna goro

MM, =M,M,+M,M, =(-))M .M, +M,M,,

M M, =M M.+ MM, =M M,+(~)M.M,,

MM _ =MM+MM_ =MM_+(-1)M M,.
Onda cobrdon malum olan teorema gors (2) sistemi xatti asili deyil.
(1)vektorlar sistemi xotti asili deyilso, onda M,,M;, M,,...M ndqtalor sistemino xatti asili

olmayan va ya sadaca asili olmayan noqtalar, oks halda iso xatti asihi noqtalar sistemi deyilir.
Yuxarida isbat etdiyimiz toklifdon ¢ixir ki, M, -baslangic ndqtesi olaraq sistemin ixtiyari

noqtosini gotiirmak olar.

III,1 vo IIL,2 aksiomlarindan ¢ixir ki, A, fozasinda n+1 sayda xotti asili olmayan noqto vardir,
n+1-don ¢ox olan ixtiyari noqtolor sistemi iso xatti asilidir.

Tutaq ki, A-fozanin hor hansi noqtesi, W, iso k-6l¢iilii alt vektorlar fozasidir.

AM cW, sortini 6doyon A, fozasinin biitiin M noqtolori vo W, altfozasinin biitiin vektorlart
¢oxluguna A noqtesi vo W, altfazas ilo toyin olunan K-olgiilii miistovi deyilir vo #4,W, vaya 7,

ilo isars olunur.
k =1loldugda 7, -o diiz xott, K =n-1 olduqda iso hipermiistovi deyilir. Hor bir ndqtoya sifir

Ol¢iili miistovi kimi baxacagiq.



k-6l¢iilii miistovini toyin edon ndqtalor ¢oxluguna vo W, fozasimin vektorlarina onun néqtalari
va vektorlar: deyilir. A noqtasi baglangic ndqte adlanir. torifdon ¢ixir ki, baglangic ndqte miistoviyo

daxildir, ciinki AA=0cW, .
Asanligla gdrmak olar ki, 7, miistovisinds sonsuz sayda ndqte var vo bu noqtslor arasinda heg

olmazsa bir dona xatti asili olmayan (k+1) noqtolor sistemi vardir.
Gostormak olar ki, k-0l¢iilii miistovinin torifindo baslangic ndqtonin se¢ilmasi vacib deyil, 7,

miistovisinin ixtiyari ndqtosini baglangic ndqto gobul etmok olar.
k-0l¢iilii miistovinin verilmasi {iglin onun hor hanst A noqtesinin vo W, altfozasinin verilmosi

lazimdir. W, altfozasi, ona daxil olan k sayda xotti asili olmayan ei,e.,...... ex vektorlar ilo

birgiymatli toyin olundugundan, k-6l¢iilii miistavi, bu miistavinin hor hans1 A noqtesinin vo k sayda
xotti asil1 olmayan vektorlarin verilmasi ils birqiymatli toyin olunar va torsine, A ndqtasi vo k sayda

xotti asili olmayan ei1,€2,....e«x vektorlart neco olursa olsun, A noqtesinin vo €1,€2,....6k
vektorlarinin daxil olduglart yalniz vo yalniz bir k-6lgiilii miistovi vardir. Buradan alinir ki, k+1
sayda xotti asili olmayan M,,M,,.....M, noqtalori neco olurlarsa olsunlar bu ndqtslorin daxil
olduglar1 yalniz va yalniz bir 7, miistovisi vardir.

Yuxarida gostordik ki, 7, miistovisi, bu miistoviya daxil olan A ndqtesinin va k sayda xatti asili

olmayan ai,as,...... Ak vektorlarinin verilmosi ilo birqiymatli toyin olunur. Fozada koordinat

sistemi gotiirlib, A ndqtesi vo ai,az,.....ax vektorlarinin koordinatlarini asagidaki kimi (ndqtonin
vo vektorun sirasini yuxaridaki, onlarin koordinatlarinin sirasini iso agagidaki indekslo isars edok)
isaro edok:

A, xS,...x°%), ai=&YaP,..a%

n R

. N - .
a:= &2,a?,...a? J.a = g,a,..a%

M (X, X,,......X, ) -fozanin ixtiyari noqtoesi olsun. Bu ndqto yalniz vo yalniz o zaman =,

5
miistovising daxil olar ki, AM vektoru homin miistovinin W, altfozasina daxil olsun, yoni

AM =t; 5;11+t2 ar+.... +1t, ak

burada t,t,,......t, hoqiqi giymatlor alan parametrlordir.

Bu sorti koordinatlarla yazagq. AT\/I vektorunun koordinatlarini nozars alsag,
=X %, —x2,....x, —X° }
= th?® +1,22 +..+t,a® -t +t,a? +...+tal,... La® +t,a® +.. 1,2l
voya
x, =x* +t,a® +t,a® +...+ta®, i=1n (3)
Bu tonliklora k-miistovinin parametrik tanliklori deyilir. Bunlarin monas1 asagidakindan
ibarotdir. M (X, X,,....,X,) noqtosi miistoviys daxildirse, homiso els t;,t,,.....t, parametrlori tapmaq
olar ki, onlart (3) tonliklorinde yazdigda M noqtosinin koordinatlari alinir. Tarsing, t,t,,.....t,

parametrlori neco olursa olsun, onlar1 (3) tonliklorinds yazdiqda miistovinin har hansi bir néqtasinin
koordinatlarini alariq.

a1,a2,...... Ak vektorlar1 xatti asili olmadigindan, (3) tonliklorindo t;,t,,...,t, parametrlorinin

omsallarindan diizoldilmis matrisin ranqi k-ya borabor olar. Forz edok ki, birinci k sayda
boraborliyin omsallarindan diizoldilmis determinant sifirdan forqlidir.



a®a® .. .a®
1 5(2) (k)

a,’a,’..a

2 72 2 |#£0 4

a’a®..al®
(3)barabarliklorindan t,t,,...,t, t parametrlorini birgiymatli toyin etmak olar. Homin qiymatlori

galan n-k tonliklords yerlorine yazsaq. M noqtosinin koordinatlarini slagoslondiron n-k sayda asili
olmayan xatti tonliklor alariq ki, hamin miinasibatlori asagidaki kimi yazmaq olar:

X — b11X1 - blZXZ T blk X, — blO =0,
Xz ~ DXy =Dy Xy == Dy X —byy =0,

®)
Xy — bnfk,lxl - bn—k,ZXZ T bn—k,kxk - bn—k,O =0.

M noéqtasi, yalniz va yalniz o zaman miistoviys daxil olar ki, onun koordinatlari (5) tonliklorini
0dosin. Onlara 7, miistavisinin tonliklori deyilir. Beloalikls, bels bir noticoys golirik: A, fozasinda

har bir k-6l¢iilii miistovi n-k sayda asili olmayan xatti tonliklor sistemi ils toyin oluna bilor. Xiisusi
halda, hipermiistovi bir tonlikls toyin olunur:
X +a,X, +...ax, +a, =0
Indi forz edok ki, n-k sayda asili olmayan uyusan xotti tonliklor sistemi verilmisdir:
ay X, +anX, +...a, X, +a,, =0, i=Ln-k (6)

Fozada {0, él} koordinat sistemi segilmigso, onda koordinatlari (6) xatti tonliklor sistemini

0dayan biitiin foza noqtalor coxlugu har hansi k 6l¢iilii miistovi olar. Ona gors da (6) tonlikloring k-
Ol¢iili miistovinin imumi tanliyi deyilir.

Nohayot, asanligla gostormok olar ki, £, p,,.....p koordinatlari ilo verilmis p vektorunun (6)

n

imumi tonliyi ilo verilmis miistoviyo paralel olmasi tiglin zoruri vo kafi sort, p vektorunun
koordinatlarinin

ay Py +a,p, +....+8,p, =0, i=1n-k.
miinasibotlorini 6domaosidir.
Qeyd edok ki, miistovinin biitliin noqtelori, hamg¢inin biitiin vektorlar1 A, fozasmin biitlin

aksiomlarini 6doyir, ona gora do har bir k-miistoviys k-6lgiilii afin faza kimi baxmaq olar.

2.k-olciilii miistavilorin qarsihqh voziyyati. Tutaq ki, 7, vo 7, he¢ olmazsa bir A ortaq
ndqtasi olan iki mistovidir. W, altfozasi, verilmis miistovilorin W, vo W, altfozalarinin hor ikisino

eyni zamanda daxilso, onda 7, AW, coxlugu 7, vo =z, miistovilorino daxildir. Dogrudan da,

tutaq ki, M € 7, . Bu o demokdir ki, AM vektoru W, -0 daxildir. W, < W, oldugundan AM eW,,
yoni M e 7, olar. Eyni qayda ils géstormok olar ki, M e 7, .

7, vo m, mistovilorine eyni zamanda daxil olan biitiin noqtaler vo vektorlar ¢oxluguna 7, vo
7, mistovisinin kosismosi deyilir.

Asanligla gostarmak olar ki, iki miistovi he¢ olmazsa bir A ortaq ndqtays malikss, onda onlarin
kosigmoasi hor hansi 7, miistovisi olar, burada min(k,m)>s>0. Dogrudan da, tutaq ki, W,

altfozas1 verilmis miistovilorin W, vo W, altfozalarinin kosigmosidir. Aydindir ki, s odadi
min(k,m) >s >0 miinasibotini ddoyar.



(AW, ) miistovisi yuxarida gostordiyimizo géro hom 7, mistovising, hom do 7, miistovising
daxildir. Torsina, 7, vo 7, miistavilorinin har bir ortaq ndqtasi vo har bir ortaq vektoru, aydindir
ki, AW, miistovisino daxildir. Beloliklo, asagidaki teoremi isbat etmis olurug.

Teorem. 7, va m, miistavilorinin he¢ olmazsa bir ortaq néqtasi varsa, onda homin
miistavilar, A noqtasi vo W, altfazasi ilo tayin olunan 7 ortaq miistaviya malik olar, burada

W, =W, "W,
Tutaq ki, 7, vo 7z, -iki miistovi (M 2K ) vo W, iso onlarin W, vo W,, altfozalarina daxil olan

on boyiik 6l¢iilii vektorlar altfozasidir. W, altfozasina 7, vo 7, miistovilerinin paralellik fozasi,

bu fozanin s Gl¢iisting iso homin mistovilorin paralellik indeksi deyilir. J = P odadine verilmis

miistovilorin paralellik doracasi deyilir. Aydindir ki, J = E <1. Mistavilor heg bir ortaq noqtoya
malik deyilso vo s=k iso, yoni J=1 iso miistoviloro tamamild paralel miistavilor, miistovilorin heg
bir ortaq noqtasi olmayib va J=0 olarsa, onda onlara ¢arpaz miistavilar deyilir.
7, vo 7, (K< m)mistovilorinin qarsihigli voziyyati {i¢iin asagidaki hallar miimkiindiir.
7, vo ., mistovilori yegana A ortaq ndqtays malikdir (J=0).
7, Vo m,, miistovilari hor hansi 7, miistovisi lizro kassirlor, burada kK >s>0 (0<J <1).
7, mistavisi 7, miistovising daxildir (J=1).
vo 7, miistovilori gisman paraleldir, yoni ortaq noqtalori yoxdur vo 0<J <1,

7, Vo x, mistavilori tamamilo paraleldir, yoani ortaq noqtalori yoxdur va J=1.

o gk~ wbh -
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7, Vo r, carpazdirlar, yoni ortaq ndqtalori yoxdur va J=0.
Qeyd edak ki, A, fozasinda verilmis iki miistovi ligiin 6 halinin hamisi ola bilmoaz. Masalon. 7,
diiz xotti vo 7, ikiolgiilii miistovi tigtin 1,3,5 hallar1 iki 7; vo 7; diiz xotlori ti¢iin 1,3,5,6, hallart;

T, vo 7, mistovilori tigiin 2,3,5, hallar1 miimkiindjir.
Indi {imumi tonliyi ilo verilmis iki miistovinin kosismo kriteriyasin1 verok. Tutaq ki, {0,61}

sisteminds 7, , vo x, . mistovilori imumi tonliklori ils verilmisdir:

ax, +a, =0, b, X, +b, =0,
a,. X, +a,,0, b, x. +b,, =0,

(ﬂnik) 21 20 (ﬂnic) 2i 1 20 (1)
agX +a,, =0; b, X; +b,, =

(1)sistemlorindon diizoldilmis biitlin k+1 tonliklorinin Z sistemino baxaq. 7,, Vo 7

n—-c
miistovilori yalniz vo yalniz o zaman kosisor ki, Z sistemi uyusan olsun, yani r=k olsun, burada r

va k hamin sistemin asas va geniglonmis matrisinin ranqlaridir.
§ 61. n-ol¢iili evklid fozasi.

1.n-olgiili evklid fozasini toyin etmok {igiin, n-6l¢iilii afin fazasinin asas miinasibatlorino daha
bir miinasibat daxil edok. Bu miinasiboto «iki vektorun skalyar hasili» deyilir.

Fozanin har bir vektorlar ciitiino bu vektorlarin skalyar hasili adlanan hor hans1 @ oadadi gars1
goyulur.



Skalyar hasil belo isara olunur: @ =a-b vo ya o= (é,E)). Skalyar hasil asagidaki V qrup
aksiomlar vasitosilo toyin olunur:
V,1.Ixtiyari iki a vo b vektoru ligiin a-b=ba borabarliyi dogrudur.

V,2.Ixtiyari {ic a,b,c vektoru ii¢iin a (EH- (_:) —abrac barabarliyi dogrudur.
V.3.ixtiyari E;I,l; vektorlar1 va haqiqi k adadi tigiin (k :’;1) b= k(é' l_)) barabarliyi dogrudur.

V4. a#0 iso,onda a-a>0.

Beloliklo, 1,1-4, 11,1-4, 11,1-2,1V,1-4, V,1-4 aksiomlarmi &doyon biitlin noqtolor vo biitiin
vektorlar coxluguna n-6l¢iilii evklid fazasi deyilir vo E, ilo isars olunur.

V qrup aksiomlarindan ¢ixan bir sira sado noticolori gostorak.

V,2 aksiomunun tolobini asanligla sonlu sayda toplananlar {igiin genislondirmok olar, yoni
ixtiyari a, b1,b2,...,0n vektorlari tigiin a- (b1+b2+....+bn) =a-bi+a-b2+...+a-bn.

Dogrudan da, c= k_)2+ k_)3+....+ Bn olsun, onda

é-(61+62+...+6n)=é.-(61+(_2):é-61+é-(_2:é-61+é-(52+....+5n) olar &:(63+....+Bn) isaro

etsok onda

e_1~(t_)1+t_)2+....+k_)n)=z;1-t_)1+é-(t_)z+&)=z;1~t_)1+z_i-t_)z+é~&:é~t_)1+z;1~t_)z+z;1~(t_)3+....+k_)n)

alariq. Omaliyyati bu qayda ilo davam etdirsok, naticods
é-(61+62+...+6n)Zé-61+é-62+....+é-5n

oldugunu alariq.

Sonra, V,3 aksiomundan ixtiyari a vektoru ticiin alirq:
0-a=(0-b)-a=0(b-a)=0.Ona goro 0-a=0.

V.4 aksiomundan ¢ixir ki, aa>0 bels ki, yalniz va yalniz onda aa=0 olar ki, a=0 olsun.

al ilo

Buradan aliriq ki, V a-a ododi hamiss hoqiqidir. Bu adads a vektorunun modulu deyilir vo
=Va-a . Buradan

skalyar kvadrat1 adlandirirlar. @ # 0 iso, onda a-a >0 olur, ona gora

2o 2
a) =a-aoldugu alinir, onu a =a-a ils isaro edib, vektorunun

isars olunur: (@

é.io.

X

ao| =1 olarsa, ao vektoruna vahid vektor deyilir. Aydindir ki, a0 vahid vektoru lclin an =

D |

a

a

a

vo ya a=|alao yazmaq olar. a=0 iso, [a)=0, a#0 iso, onda |a/# 0 olar. b=A1a iso, onda

al.

b-14

Indi ortoqonalliq vo ortonormallasdirilmis koordinat sistemi haqqinda anlayis verak.

a vo b vektorlarinin skalyar hasili sifra borabor olarsa, onda a vo b vektorlarina ortogonal
(perpendikulyar) vektorlar deyilir. Bu torifdon ¢ixir ki, sifir vektor fazanin ixtiyari vektoru ilo
ortoqonaldir.



Sifir olmayan ai,a:,....an vektorlar sisteminin ixtiyari iki vektoru ortogonalsa, onda bu
vektorlar sistemino ortogonal sistem deyilir. bazisin ixtiyari iki vektoru ortogonalsa, onda ona
ortoqonal bazis deyilir.

Ortoqonal vektorlar sisteminin bozi xassalarini qeyd edok:

1.0rtogonal vektorlar sistemi xotti asili deyildir.

2. E, fozasinda ortoqonal vektorlar sistemi n sayda vektordan ¢ox olmaz.

3.Ixtiyari W, vektorlar fazasinda ortoqonal bazis vardir, burada 1<k <n,
4. E, evklid fozasinda he¢ olmasa bir dens ortoqonal bazis vardir.

Biitiin vektorlart vahid vektorlar olan ortoqonal baziso ortonormal bazis deyilir. Ortonormal
bazisi g,,8,,.---&, ilo isaro edacayik. 3 vo 4 xassalorindon istifado edorok, gostormak olar ki, E

n

fozasinda homiso ortonormal bazis vardir.

Dogrudan da, 3 xassesino goro E, -do ortoqonal €i,€:2,.....8n bazisi vardir. Bazisin hor bir
vektoru sifirdan forgli vektor oldugundan,

< €1 - €2 . €n
T &y =T € ST

€2

vektorlar1 vardir ki, ortonormal bazis amaolo gatirirlor.
Ortonormal bazisi amala gatirdiyi koordinat sistemi ortonormal koordinat sistemi adlanir.

2.1ki vektor arasindaki bucaq. Sifir olmayan iki a vo b vektorunun amolo gatirdiyi bucagin
qiymati
a-b
cosp=—— vo 0<@p<rx 1)

a

b

sartlorini 6dayan ¢ haqiqi adadinas deyilir.

Bundan sonra a vo b vektorlar1 arasindaki bucagin qiymatini sadacs olaraq, onlar arasindaki
bucaq adlandirib (++++) kimi isaro edocoyik.

Isbat edok ki, sifir olmayan ixtiyari iki vektor arasinda homiso bucaq vardir. Bunun iigiin
asagidaki teoremi isbat etmok lazimdir.

Teorem. E, evklid fazasinda sifir olmayan X va Y vektorlart neca olursa-olsun

> |

y
L 1< @)

X

y

barabarsizliyi dogrudur.
Isbati. Tutaq ki, X £0 Vo Yy # 0 -ixtiyari iki vektordur. V,4 aksiomundan ¢ixan naticoya goro
ixtiyari t li¢lin
(X=ty)-(x=ty) =0 voya X X—2t - y+t? y-y >0
olar. t-yo nozoron t° 9 )_/— 2t x- §/+ x-X kvadrat tichodlisi yalniz monfi olmayan qiymatlor

aldigindan, onun miixtolif haqiqi koklori ola bilmoz; ona gore onun diskriminanti miisbot olmayan
qiymatlor alir:

(x=¥)% = (x-X)(y-y) <0



Buradan

(% ¥)? < (¢ X)(y- Y)

Xy

(x-y)?

vo ya ————— <1 yaxud
(x-x)(y-y)

X-y)*
<1. Qeyd edok ki, (—y)_sl borabarsizliyino Kosi-

9‘ (- X)(y- y)

X| -

Bunyakovski barabarsizliyi deyilir.

(1)miinasibatindon a-b=|alb cos¢ oldugu alinir.

Indi tutaq ki, £,,&,,......¢,, ortonormal bazisindo
a= .33, , b= Hb,..0,
vektorlart verilmisdir. Asanligla géstormak olar ki,
z_a-t_):a1b1+<312b2 +....+a,b, (3)
olur.

Ortonormal bazisdo koordinatlar1 ilo verilmis iki & vo b vektorunun ortoqonal olmasi iigiin

onlarin eyni adli koordinatlarinin hasillori cominin sifra borabor olmasi hom zsoruri vo hom do
kafidir:
a,b, +a,b, +...+4a.b, =0.

(3)borabarliyindo a=b gostarsok, onda

:\/E:\/af+a22+....+af (4)

a

oldugunu alariq.
(3)va (4) borabarliklorini nazars alsaq, onda ortonormal bazisds koordinatlari ils verilmis

a= &,a,.a, , b=Hb,..b,
vektorlart arasindaki bucaq

ab +a,b, +...+a,b,

cos(é-B):
JaZ+aZ +.+a%b? +b? +..+b?

diisturu ila hesablanir.

3.iki néqts arasindaki masafo. I\B: parcasinin uzunlugu [AB} -na yoni VAB:-AB

ifadosine deyilir. I\B: parcasinin uzunluguna homg¢inin A vo B ndqtolori arasindaki mosafo do
deyilir.

I\B: \E [:D parcalarinin uzunluglar1 barabarss, onda onlara konqruyent parcalar deyilir.

I\B: pargasinin uzunlugunu [:D parcasinin uzunlugundan boyiik (kigik) olarsa. Onda
X)) pargasi %ol pargasindan boyiik (kigik) olar.

E, evklid fozasinda timumi koordinat sistemi ilo yanast diizbucaqli dekart koordinat

sistemindon dao istifado olunur. e€i,€2,.....6n bazisi ortonormal bazis olarsa, onda



{0,91,62, ..... ,en} koordinat sistemina diizbucaqli dekart koordinat sistemi deyilir veo

{0, él,...én} ilo igars olunur.

Indi forz edok ki, {Oél, éz,...,én} diizbucaqgli dekart koordinat sisteminds iki ndqte 6z

koordinatlari ilo verilmisdir.
Ay Xy %) V3 B(Y1, YareeenYn)

—

AB| . Malumdur ki,

Torifo goro p(A,B) =

AB = ﬁl_xl’yZ_XZ’ ----- !yn_xnj
Onda (4) baraborliyins géros
PIAB) = (¥, =) + (Y2 =%)" +oot (¥, = %,)
Bu faslo aid asagidaki masalalors baxaq:

Masala 1: A, fozasinin ixtiyari bazisindo 6_11 = 43410 j, 6_12 = 41.2,-30 j, és = ¥;2;3 :,

as = £-6,0;2 vektorlart verilmisdir. p =2a:+a2—as+3as vektorunun koordinatlarini tapin.

Holli:
Vektorun koordinatlarinin torifine asason yaza bilorik:

a1 =—-3ei1+4ex+e3+0es, a=-—ei+2e,—3es+0ey,
as =ei+ex+2es3+3eq, as =2e1—6ex+0es3+2e4.

ai,az,as,as vektorlarmm bu qiymoatlorini p vektorunun ifadesinde yerino yazsaq vo
vektorlarin koordinatlarinin xassalarini nazars alsaq tapa bilorik:

EJ = 2(—3(_91+ 4é2+é3+0é4)+(—é1+ 2é2—3é3+0é4)—(é1+é2+ 2(_93+3é4)+
+3(2e1—662) +0es+2€4) = (—6e1+8e2+ 2e3+0es)(—e1+ 262 3es+0es) —
—(e1+e2+2e3+364) + (6e1—1862+ 02+ 664) = (<6 -1—1+6)ei+ (8+2-1-18) ez +
+(2-3-2+0)es+(0+0—3+6)es =—261—9e,—3e1+3ea/

p= 42-9-33 .
Mosalo 2: A, fozasinda iki A(2;3;-1;0) vo B(-1;2;1;3) noqtosi verilmisdir. AB pargasini

A =-2 nisbatinds bélon M (X,) ndqtasinin koordinatlarini tapin.

Holli:

(3)diisturlarina osason tapa bilorik:
_3+(-2)-2 3-4

x1:2+(_2)(_1):2+2:—4; X, 1:
1-2 -1 1-2 -1

XS:—1+(—2)-1:—1—2=3; X4=O+(—2)-3=—_6:6'
1-2 -1 1-2 -1

Demoli, M(-4;1;3;6).



CALISMALAR

1. A, afin fozasinda ixtiyari bazisdo ai= 43410 , a,= 412-30 , as= H:2;3
é.A = £-6,0;2 vektorlar1 verilmisdir. Asagidaki vektorlarin koordinatlarini toyin edin:
- - - - - - - -1 - 1- 1- -1
a) p, =a1i—2az+as; bh) p,=ar—az+ 2a3+§a4; C) Py = §a1+§az—a3 §a4 .

2. A, fozasinda koordinatlart ilo verilmis asagidaki vektorlar sistemlorinin xotti asili olub-
olmadigini yoxlayin:

a) a; = 42:5,0,-13 a, = B-3-1,2:3 L as= 372, a ={1;3;—2;—%;1};
b) by = 36564 , b :{2;3;3;2;2}, bs = §12;3.9;7 ;

- (2 2] - I e .
c) C1 :{7;—1;1;1;7}, Co= A371013 |, cs = ¥;345 , cs = H45310 .

3. A, afin fozasinda vektorlar koordinatlari ils verilmisdir. Asagidak: hallardan hor birinds xatti
asili olmayan vektorlarin sayint miioyyon edin:

a) ai= H437:0, ar=42-15109 ,  as= 42L025,  a.= {L22L4
as = 3-535-5 , as = 468154 ;

b) b= &-23L4,  bo- d462-8,  bs ={%;—§;0;1;%}, be = #5315 ,
bs = £-6,0:4;2 ;

¢) c1= HLLL0 , co= Hi-L-1-1, cs= £2,00-1, ca= H552 , ¢s = ¥-1-100 ;

y S o N 1 - ,

d) di=§-23-14, d.=€4-62-8, ds ={E;—g;0;1;5}, ds = ¥-5315

ds = £-6;0:4:2 .

4. A, fozasinda koordinatlart ilo verilmis asagidaki noqtolor sistemlorinin xotti asili olub-
olmadigini yoxlayn:

a) A(2-4,-130), A,(26;7,12,20,19), A,(53;9;31,43;46), A,(63;7;13,53,56) ;

b) B,(1,0;0,0,0), B,(62;11,14,50;56), B,(80;24;45;57;70);

¢) C,(x0;0,0,0), C,(0;2;0,0;,0), C,(0;0;50;0), C,(0;0,0,-31), C.(0;0;0;0;1), C,(0;0;0;0;0;).

5. A, fozasinda A(2;3;-1;0) vo B(2;1;3;-4) noqtalori verilmisdir. FB: pargasini a) A =2; b)

A=-3;¢c) A= > nisbatinds bélon ndqtonin koordinatlarini tapin.
6. {0,91,92,83,94,85} koordinat ~ sisteminin  €:,€,,€3,€4,8s  koordinat  vektorlarinin

€1,€2,€3,€4,65 bazisindo koordinatlar1 vo 0 koordinat baglangicinin {0,81,82,63,84,65} koordinat

sistemindo koordinatlar1 verilmisdir:



a) e = H2345 ; e = 2371013, es = F51L1621 |, es = B-T,7,7,2 , es = HA5310
0= §-23L-2 ;

b) e = 36:5:6:4 €2 = $9:7:8:6 es = 12:13:9:7 es = 466,54 es = 25153
0= 410,326 .

) e = 40000 €2 = 0111 | es = 61011 es = 11,01 , es = BLLL0
0= ¥0;2,0;3 . Cevirmo diisturlarmni yazm.

7. A, fozasmmda M;(3-2;31,0) noqtesindon kegon vo é.l = 3{2;3;1;—2 :, 6_13 = 12;-13 :,

E:l4 = §0;2;1;-1 :, éls = QO;O;l;l: vektorlarina paralel olan k=4 O0l¢iilii miistovinin yoni
hipermiistovinin imumi tonliyini toyin edin.

8. A, fozasinda M, (1;3;—12) noqtosindon kegon vo a1 = ¥2;-1;3 :, a, = 1.2;1 vektorlarina
paralel olan k=2 6l¢iilii miistovinin tonliyini qurun.

9. E, fozasinda a= 1{1;3;1:, b= $1.2,0;-1 j, c= %3;4;—1;1: vo d= Q—l;—4;01 vektorlari
verilmisdir. Onlarin ciit-ciit hasillorini hesablayin vo homin ciitlorin iti bucaq, diiz bucaq vo kor
bucaq omals gatirdiyini miioyyan edin.

10. E, fozasinda diizbucaqli koordinat sisteminda ligbucagin topaleri verilmisdir:
A(-11;5;8;1;4), B(-1;5;-7;1;-1), C(9;5;-2;1;4). ABC iigbucaginin diizbucaqli olub-olmadigini
yoxlayin.

11.Diizbucagli koordinat sistemindo M, (2;0;—3;6) ndqtosi verilmigdir. Bu ndqtonin radius-

vektorunun koordinat vektorlari ilo amalo gotirdiyi bucaqlarin kosinusunu tayin edin.
12.Diizbucagli koordinat sistemindo koordinatlar1 ilo verilmis asagidaki vektorlar arasindaki
bucagin kosinusunu tapin:

a) a; = #:11 by = £0;3-3
b) a, = ¥21;2 | b, = 48-3-50 ;
c)as= 4121, bs= &25-1;

d) as = #3,2,0 , ba= 45-3-40 .

XI FOSIL
KVADRATIK FORMALAR VO KVADRIKLOR.
§ 62. Bixotti formalar.

Kvadratik forma anlayis1 vermoak {i¢iin avvolca bixatti forma anlayigini verok.
Forz edok ki, bizo V, vektorlar fozas1 va R hoqiqi adadlor ¢oxlugu verilmisdir. ©gor bu vektorlar

fozasimin ixtiyari iki ;(, ;l vektorlarina miiayyon haqiqi adadi qarsi qoyan
g:V,xvV, - R

inikas1 asagidaki sortlori 6dayarsa, onda, bu g(;(, 3}) inikasina V, vektorlar fozasinda toyin olunmusg
bixatti forma deyilir.

glaxi+ Bxz,Y) = ag(xe, y) + Ag(xz, Y),
g(ay,+BY,) = ag(xy,)+ AI(XY,) L)



burada «, S -haqiqi adadlordir.

V vektorlar fazasinda har hansi {el ,82,€3,...6n }bazisi gotiiriib, bixotti formanin koordinatlarla

ifadosini verak: X vo Yy vektorlarinin bazis vektor lizro ayrilisini uygun olaraq: X=X, -€i vo

;/z Y, 'éi i,=1,n kimi isaro edok. (Bu yazilis1 hoddlorin 1-don n-o qodor comi kimi basa
diisocoyik). Bunlar1 bixotti formada yerino yazsagq;

g(x,y)=g(x e,y e)=xY,g(eiej)
Burada éi vo e j bazis vektorlarina uygun olan adadi g, ilo igara etsok, bixatti forma {igiin
g(x ) = goX,Y; 2)

ifadosini alariq. Burada i, j=1,n oldugundan

G =gl
n-tortibli kvadrat matris olacaqdir. Bu matriso bixatti formanin matrisi deyilir.

Beloliklo, ogor V, fozasinda hor hansi {éi } bazisi verilmisso, onda hor bir g bixotti formas1 n

tortibli G matrisini toyin edir vo torsino, burada verilmis hor bir n-tortibli G matrisi hor hansi

g (;(, 9) bixotti formasini tayin edir.

Ogor g(;(, §/) = g()}, ;() sorti Odonilorsa, onda belo g-bixotti formasina simmetrik bixatti
formasi deyilir. Askardir ki, simmetrik bixatti formanin matrisi do simmetrik olacaqdir.

Dogrudan da g(éi,éj) = g(é,—,éi) oldugundan g, =g; olacaqdir. Eloco do, torsina, hor bir
simmetrik matrisin toyin etdiyi bixatti forma da simmetrikdir.
Ogor simmetrik bixotti forma Vx#0 vektoru tigiin g()_(, )_() > Osorti 6donilirsa, onda bela

bixotti formaya miisbot-miiayyan bixatti forma deyilir.

§ 63. Kvadratik formalar vo onlarin normal $akls gatirilmasi.

1. Forz edak ki, bizo g ()_(, 9) simmetrik bixatti formas1 verilmisdir.

q(x) = g(x,x) ©)
ifadasine g bixotti formasina uygun kvadratik forma deyilir.

Ogor n-0lciilii V vektorlar fozasinda har hansi {éi } bazisi gotlirsok, onda (2) ifadasino asason

a(x) = g; X X; 4)
Buradaki G :Hgij H matrisine g bixatti formasina uygun g-kvadratik formasimin matrisi

deyilir. Askardir ki, bu matris simmetrik matrisdir.
Bir bazisdon digor baziso kecid zamani kvadratik formanin matrisinin neco doyisdiyina nozor
yetirak.



Forz edok ki, q()_() bixotti formast V, vektorlar fozasinda gotiiriilmiis digor {é} bazisino

nozoron G =|\g,| matrisine malikdir v bu bazis vektorlar ovvol gotiirdiiyiimiiz {ei}bazisins

nazaron
& =c, e 4)
ayrilisina malikdir. Onda
g; =9(cy ex,Cyer) voya gy =Cy0yCy )
Bu baraborliyi matris soklindo yazsaq,
G=CGC. (6)
C11012 e 'Cln
€5 Cy3...Cy,
Burada C =4 T matrisi {é} bazisindon
CoiCrz-+-Con

{ei } bazisino kegid matrisi, C matrisi iso onun transponira edilmis matrisdir.

Burada C matrisi bir bazisdon digor baziss kecid matrisi oldugundan, bu matris cirlasmayan

matrisdir. Onda (6) ifadesindon goriiniir ki, G matrisinin ranq1 G matrisinin ranqina borabordir.
Basqa sozlo, bir bazisdon basqa baziso kecid zaman1 kvadratik formanin matrisinin ranq1 doyismir.

Ogor kvadratik formanin r ranqi fozanin Olgiisii n-don kigikdirss, belo kvadratik formalara
cirlagan, r=n olduqda iss cirlagmayan kvadratik formalar deyilir.

Biz yuxarida gostordik ki, bir bazisdon digor baziso kegid zamani kvadratik formanin matrisi
(6) soklindo doyisir. Tabii olaraq belo bir sual meydana ¢ixir: n-6l¢iilii V vektorlar fozasinda elo
bazis segcmok olarmi ki, bu bazisdo kvadratik formanin matrisi diaqonal sokling, basqa sozlo,
kvadratik forma

q(y) =ay, (1) +ay,(Y,)* +..t @y, (Vo) (7
soklina diissiin.
Asagidaki teorem bu suala cavab verir:
Teorem 1. V, vektorlar fazasinda homiso elo bazis secmak olar ki, bu bazisda kvadratik

forma (7) soklina diissiin.

Isbati: Elo {Ei } bazisi se¢ok ki, asagidaki sorti 6dosin:

- - {i;ﬁjO}
€i-€j =19. .
1= ]9,

Biz yuxarida gostordik ki, bels bazis hamise vardir.
Tamamilo askardir ki, se¢diyimiz bu bazisdo kvadratik forma
A(X) = 05 (%) + 9 (X;)* +...4 9, (%) (8)
soklina diigor. burada r-kvadratik formanin ranqidir.
Kvadratik formanin (8) soklino onun kanonik formasi deyilir.

2. Bir bazisdon digor baziso kec¢id zamani vektorun koordinatlarinin ¢evrilmasi diisturlarini
¢ixaraq:



Forz edok ki, bizo iki {éi}va {éi}bazislsri verilmisdir. Ikinci bazisin vektorlarinin birinci

{ei} = .Cp...Cp

kimi igars edok. onda birinci bazisdon ikinci baziso keg¢id matrisi HCU‘ H soklindos olacaqdir.

bazisa nazoaran koordinatlarini

Ogor X vektoru birinci baziso nozoron ¥ , ikinci baziso nozoron ¥ koordinatlarina

malikdirse, onda X = X; e i vo digor torofdon X = Yi & = YiC; e j
Buradan
X; =CyY; 9)

(9) diisturlarina {ei}bazisindan {éi}bazisine kecid zamani x vektorunun koordinatlarmnin
cevrilmasi diisturlar1 deyilir.
Indi forz edok ki, q()_() kvadratik formasi hor hansi {éi } bazisino nazoron (8) soklino malikdir.

Buradaki ¢,;,95,043,....,0

Forz edok ki, bu amsallardan k-donosi miisbat, yerdo galan r-k donosi iso manfidir. Onda
miisbat hadlori avvals y1igmaqla kvadratik formani

Q00 =Dy - ()7 +10, - ()2 +y - (%) + .t B (7)) = Byy (X1 ==, (%)

., omsallarindan bir hissasi miisbat, digor hissasi iso manfi ola biler.

1 . S
vaya X; = ——Y, ¢evirmosi vasitosilo

b

-2
A(X) = Y7 + Y5+t Vi = Yiu —em Y7 (11)
sokling gotirmok olar.
Belalikls, biz gostordik ki, V, vektorlar fozasinda hamiss els bazis se¢mok olar ki, bu bazisdo

kvadratik forma (11) soklina diigsiin. Kvadratik formanin bu soklina onun normal sokli deyilir.

§ 64. Miisbat-miiayyan kvadratik formalar.
Kvadratik formalar iiciin atalot qanunu.

Torif: Agar q(x) = g()_(, )_() kvadratik formast istonilon X # 0 ii¢giin q()_() > 0 olarsa, onda bela

kvadratik formaya g simmetrik bixatti formasina uygun miisbat miiayyan kvadratik forma deyilir.
Gostorak ki, kvadratik forma yalniz vo yalniz o zaman miisbat miioyyan olar ki, r=n va 1=0
olsun.
Burada r-kvadratik formanin ranqt, 1 iso monfi hadlorin sayidir.

Forz edok ki, secilmis hor hansi {el}bazisinda kvadratik forma asagidaki normal soklo
malikdir.

Q(X) = X2+ X2 4ot X2 = X2, = orim X2 (6)

Forz edok ki, g-kvadratik formasi miisbot miioyyondir. Basqa sozlo istonilon X # 0 tliglin

q()_() > 0 olmalidir. Bu iso yalniz o zaman olar ki, (6) ifadesinds biitiin hadlor miisbat olsun. Basqa



s0zlo r=n, vo k=n olsun. Dogrudanda r <n olsa onda masolon, én = QO;O,....O,l}Oﬁgﬁn

q(én) = 0 olar. Bu iso kvadratik formanin miisbot miioyyon olmasina ziddir.
Ogor k <n olsa onda (6) miinasibatinda k-dan sonra golon hadlor manfi hadler olacaqdir. Bu

zaman mosalon X = B0,0,....0, X, 1) Xy g reee X vektoru tigiin q()_() <0 olar. Bu iss yens do q()_()

kvadratik formasmin miisbot-miioyyan olmasina ziddir. Oksina, agar r=n va k=n olarsa, onda (6)
ifadosinin istonilon x-i {i¢lin biitliin hadlori miisbat olacaqdir ki, bu da kvadratik formanin miisbot-
miloyyon olmasidir.

Molumdur ki, kvadratik formani miixtalif bazislor segmoklo normal soklo gotirmok olar. Bu
zaman kvadratik formanin ranq1 doyismir. indi gostorok ki, kvadratik formanin normal soklindoki
miisbat (manfi) hadlorinin say1 da doyismir.

Teorem. (talat qanunu). Eyni bir kvadratik formanin normal saklindoki manfi hadlarin say
onun normal sakla gatirilmasi iisulundan asil deyildir.

Isbati. Oksini forz edok. Forz edok ki, q(;() kvadratik formasi {ai } bazisindo

Q) =y + Y5+t YE = Vo = m ¥ 1)

{bi } bazisina nazoran isa

) =22 +22+.. 420 —2%, —..— 1 )
normal soklino malikdir vo k # h. Bu zaman ¢evirma diisturlarinin uygun olaraq
Yi = PiX;,  Zi = QX ILj=Ln (3)
oldugunu forz edok ki. (1) vo (2) diisturlarinin sol toroflori borabor oldugundan sag toroflori do
borabor olacaqdir. Basgqa sozlo,

Vit Y =Y Y =2 2 -2 = 2 (4)
Forz edok ki, burada k < h va asagidaki tonliklor sistemina baxagq.
Y1 = PuXy + PpX, +ot Py X, =0
Yo = PaXi+ PpXp +ot Py X, =0
Yi = PiaXs + PioXp + oot P X, =0
Zpey = Opyaa Xy + OpigoXo +oeeet Opygn Xy =0

Zp.o = Opipa Xy H 0y o Xy ot Oy n Xy = 0

Z, =0,X +0,X, +.....+ 0, X, =0

Burada tonliklorin say1 K + (n—h)-dir. k <h oldugundan k +(n—h) <n.

Bu iso 0o demokdir ki, (5) bircinsli xatti tonliklor sisteminin trivial olmayan he¢ olmasa bir halli
vardir. Bu halli X = X, -la isars edok. Onda x-in bu qiymotinds (5) sistemi 6donilocakdir. Bunlar1
(4)-do nazoars alsaq,
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Burada vy, -lor vo z,-lor yalniz hoqiqi qiymot aldigindan, bu sonuncu miinasibat onlarin sifir
qiymatindo ddanilir.

Beloliklo, aliriq ki, X=X, qiymotinde biitliin z,-lor sifira borabordir. Basqa sozlo, n sayda
z,=0, z, =0......z, =0 xotti bircinsli tonliklor sistemi sifirdan forqli hollo malikdir. Bu iso yalniz
o zaman olar ki, bu tonliklor sisteminin bas determinanti det||q0|| =0. Bu iso ola bilmoaz. bels ki,

|IC,| matrisi bir koordinat sisteminden digor koordinat sistemino kegid matrisi oldugundan

cirlasmayandir. Beloliklo, k <h forziyyesi dogru deyil. Eyni qayda ilo gdstormok olar ki, k > h
forziyyasi do dogru deyil. Demsli, k=h olmalidur.

Kvadratik formanin manfi vo miisboat hoadlorinin k-I=s sayma onun siqnaturasi deyilir. Isbat
etdiyimiz teoremdon c¢ixir ki, kvadratik formanin signaturasi onun kanonik soklo gatirilmosi
iisulundan asili deyil.

§ 65. A, afin fozasinda kvadriklor.

n-ol¢iilii afin fozada gotiiriilmiis hor hansi {0, éi} koordinat sistemina nazoran koordinatlari
a; X X; +28,0% +ay, =0 (1)
tonliyini 6doyon fozanin biitiin noqtolor ¢oxluguna A, fozasinda kvadrik vo ya ikitartibli sath
deyilir. Burada a; =a; . Belo ki, n=2 olduqda kvadrik miistovi iizorindo ikitortibli sothdir. Qeyd

edok ki, kvadrik anlayis1 koordinat sisteminin se¢ilmosindon asili deyil.
1. Kvadrikin markazi anlayisim verak.
Ogor C markozli simmetriya noticosindo kvadrik 6zii-6ziina cevrilorso onda C ndqtosino bu

kvadrikin morkoazi deyilir. Asanliqla gostormok olar ki, C(x,, X,, X;,....,X,) ndqtasi yalniz vo yalniz
o zaman kvadrikin markazi olar ki, onun koordinatlar
X, +8,, =0 (2)
tonliyini 6desin. Bunu agiq sokilds yazaq:
a X, +a,X, ... 4+3,X, +3, =0

nn
Ay X + Ay X, +ond Ay, X, +8y =0
.................................................. @

A X, +a,X, +. 8, X, +3,, =0

Demoli, kvadrikin morkozi (2) vo yaxud (2) tonliklorindon tapilir. Askardir ki, kvadrikin
morkozinin olub-olmamasi tonliklor sisteminin hallinin olub-olmamasindan asilidir. Ona goéro bu
sistemi arasdiraq:

A:Haij H, B:Haijaiou isaro edok.

a) r(A)=n oldugda bu tonliklor sisteminin yegano holli var. Bagqa sozlo, kvadrikin yegano
morkaozi var. Bu halda kvadriko markazli kvadrik deyilir.

b) r(A)=r(B)=r<n oldugda bu tonliklar sistemi uyusandir va tonliyin sonsuz sayda halli vardir.

Bu iso o demokdir ki, kvadrik sonsuz sayda morkozo malikdir vo bu morkozlor ¢oxlugu n-r
ol¢iili miistovini toyin edir.

c) ©Ogor r(A)#r(B)olarsa, onda tonliklor sisteminin halli yoxdur, bu iso o demakdir ki,
kvadrikin markazi yoxdur.



Sonuncu iki halda kvadriklor markazsiz kvadriklor adlanir.

§ 66. Kvadriklorin kanonik sokls gatirilmasi va tasnifati.

Forz edak ki, bizo A, fozasinda verilmis hor hansi {O, éi} sistemina nazoran
;% X +23,0%; +8y =0 (1)
tonliyina malik Q kvadriki verilmisdir.
Goriindiiyii kimi bu tonlikdoki yiiksok tortibli hadlor
a(x) = Q; X; X;
kvadratik formasin1 toyin edir.

Bilirik ki, elo {ei} bazisi se¢gmak olar ki, bu bazisdo qeyd olunan kvadratik forma kanonik

soklo diigsiin. Bu zaman {Ei}bazisinden {Ei}bazisine kecid diisturlarimi Q kvadrikinin (1)

tonliyindaki (&;,X;) xatti hissasinda nazars alsaq, kvadrik markezlidirse, onun tonliyi
XX+t X =Xy —em X =€ 2
soklina, kvadrik morkazsizdirss, onun tonliyi
XE+ X2+ A X=X = —XE=2X (3)
soklina gatirilir. Burada r-kvadrikin ranqi, ¢ -ya vahid, ya da sifirdir, 0 <k <r.

(2) va (3) tonliklori A, fozasinda kvadriklorin normal tonliyi adlanir.

Indi kvadriklorin tosnifatin1 verok. Biz yuxarida gostordik ki, ogor kvadrik morkazlidirsa, onun
tonliyi (2) soklino gotirilir. Bu zaman kvadrikin ranqi r<n olarsa belo kvadriklor silindrik
kvadriklor adlanir.

Ovvalca forz edak ki, markazli kvadrik silindrik sath deyil. Bu halda r=n olmalidir va (2) tonliyi

XX+ A X =X = — X =E (3)
soklino diigocokdir. Onda k-nin biitiin miimkiin giymatlori iigiin bu tonlikdon asagidaki n+1 sayda
tonliklori alariq

XX+ X X =€

XX+ X -X =€

...................................... @)
X=X —.-x, —xi=¢

X=X ==X, -X =¢

¢ =1oldugda bu tonliklar sistemindo n+l sayda tonlik alacagiq ki, onlarin da hor biri A, fozasinda
miiayyan kvadriki toyin edir.

Daha daqiq desak, burada birinci tonliyin toyin etdiyi soth A, fozasinda ellipsoid, sonuncu
tonliyin toyin etdiyi soth iss xoyali ellipsoid adlanir. Qalan tonliklorin toyin etdiyi soth isa | indeksli
hiperboloid adlanir. Burada I-bu tonliklordeki manfi hadlorin sayidir.

n+1

& =0 olduqda sondaki sayda tonliyi (-1)-o vurmagla ilk nT-l_l sayda tonlik almis olaraq.

1
Ona goro bu sistemdoki tonliklorin sayi, n ciit olduqda g+l, n-tok olduqgda iso %-y@ borabor

olacaqdir.



Bu tonliklorin birincidon bagqa qalanlarinin toyin etdiyi kvadriklor konik kvadriklor adlanir.
Birinci tonliyin toyin etdiyi kvadrik iso xayali kvadrik adlanir.

Indi (2) tonliyino baxaq:

Ovvalco farz edak ki, bu kvadriklar silindrik deyildir. Basqa s6zla, bu tonlikds r=n-l. Onda bu
tonlik

2 2 2 2 2
Xp X5 F et Xy = Xpug — oo™ Xy = 2X, (5)

soklino diisocokdir. Burada k-nin biitiin miimkiin qiymatlorinds (5) tonliyindon asagidaki n sayda
tonliklori alariq:

X+ X2+ X = 2X,

X, + X2+ X2, =X, =2X,

..................................... ©6)
X — X2 — .= X2, = 2X,

— X2 = X2 —....— X2, = 2X,

: : . : -1
(4) sisteminda oldugu kimi, burada da n-ciit oldugda sonuncu g , n tok olduqgda iso nT sayda

tonliyi -1-0 vurub, miinasib ¢evirmo aparmaqla avvalki tonliklorin toyin etdiyi kvadriklori almis
olargq.

Beloalikls, k-nin biitiin miimkiin qiymatlsrinds n ciit oldugda (6) sistemindo n , tok olduqda iso

nTJrl sayda miixtolif tonliklor alacagiq ki, onlarin da toyin etdiyi kvadriklora paraboloid deyilir.

§ 67. Evklid fazasinda kvadriklor.

V, -Evklid vektorlar fozasinda xatti operator anlayisini yadimiza salagq.

V,, -fozasiin har bir vektorunu bu fozanin miiayyan vektoruna qarsi qoyan ¢ :V —V inikasi

plax+ By)=ap(X)+ po(y) 1)
sortini 6doyarsa, onda bu inikasa xatti operator deyilir. Burada «, £ -hoqiqi adadlordir.

V, fozasinda har hansi {e} bazisi gotiiriib, x vektorunun bu baziso nozaran koordinatlarimi X,
-la isars etsok, onda
x=x., o) =0p(x.e)=xepe)

olar. Ogor ¢(é1) vektorunun {ei}-ye nozoron koordinatlarmi &, :-le isara etsok,

P(X) = X,C; € )
Buradaki Hcii H matrisind ¢ -xotti operatorunun {ei}bazisinde matrisi deyilir.
Ogor istonilon X,y €V, vektorlari {i¢iin

P(X)-y = X 9(y) @3)

sorti 6danilarsa, onda (p(;() -a simmetrik xoatti operator deyilir.



(3) miinasibatini {ei } bazis vektorlar li¢lin yazsaq,

p(ei)e; =eip(ej) vaya Cy €cej =€iC, e (4)
ifadosini alariq.

Sonuncu barabarlikdon goriintir ki, {ei} bazisi ortonormal bazis olduqda c; = c ;. Basqa sozls,

ch H matrisi simmetrik matris olar.

Beloalikla, gostordik ki, simmetrik operatorun ortonormal bazisdo matrisi simmetrikdir. Eloco
do, asanligla gostormok olar ki, har hans1 ortonormal bazisdo simmetrik baziso malik olan operator
simmetrikdir.

Ogor istonilon X # 0 vektoru li¢lin

PX=AX
sorti 0donilarso, onda bu vektora ¢ operatorunun maxsusi vektoru deyilir. A -odadine iso bu
operatorun maxsusi qiymati deyilir.

Asanligla gostormok olar ki, V, n-6l¢iilii Evklid vektorlar fozasinda elo {éi } bazisi se¢mok olar

ki, onun biitiin vektorlar1 verilmis hor hans1 operatorun moxsusi vektorlart olsun.
Bu faktdan istifads edib asagidaki teoremi asanligla isbat etmak olar:

Teorem: V, n-élciilii Evklid vektorlar fazasinda he¢ olmasa bir dana elo bazis se¢cmak olar

ki, bu bazisin ixtiyari 2 vektoru verilmis a(X,y)=a;Xy; simmetrik bixatti formasina nazaran

qosma olsun. Basqa sozlaa(e;,e;)=0.
Isbati: q)()—() = X3 e j disturu ilo verilmis ¢ xatti operatoruna baxagq.

a(;(’ ;/) = %Y ©)

bixatti formasindaki Haii H matrisi simmetrik oldugundan (5) ifadosini

a(>_<, ;/) =a, XY, +a,X Y, +... 4+, XY, = (0()_() . 9 kimi yazmagq olar.

In-“

Ogor biz {Ei} ortonormal bazisini @(x) operatorunun moxsusi vektorlarindan togkil etsok,

asanligla gormak olar ki, bu axtarilan bazisdir.
Indi forz edak ki, bizo E, -Evklid fozasinda har hansi {O, éi } ortonormal reperind nozoran
;XY +28,0X +ay, =0
tonliyina malik Q kvadriki verilmisdir.

Yuxarida qeyd etdiyimiz kimi bu tonlikdoki yiiksok tortibli hadlor q()_() =a;,Xy; kvadratik

formasini toyin edir.

Elo {éi}bazisi secok ki, bu kvadrik forma kanonik soklo diigsiin (Yuxarida isbat etdiyimiz

teoremo goOro bu clir bazisi homiso se¢mok olar). Onda {O,éi}dﬁzbucaqh dekart koordinat

sistemindo kvadrikin tonliyi
A Yr +85Y; tet 8,Y) + 28,0, +8y =0 (6)



soklina diisar.
Bu tonliyin sonraki sadslosdirilmasi afin fozada oldugu kimi aparilir. Belo ki, ogor Q kvadriki
he¢ olmasa bir morkozo malikdirss, (6) tonliyi

ax’+a,x;+..+ax’i=¢ (7
soklino, kvadrikin heg bir morkozi yoxdursa,
X, +a,X; +...+a X =2X,, (8)

soklina salinir. Burada r-kvadrikin ranqidir vo € =1 voya € =0.
Bu tonliklore E, fazasinda kvadriklorin kanonik tanliklari deyilir.

E, fozasinda kvadriklorin tosnifati ++++ fozasinda oldugu kimi aparilir. Ona gora do biz E,

fozasinda kvadriklorin tosnifatini daha otrafli vermoyi lazim bildik.

(7) va (8) tonliklorindo
S a=+i a:+iV9X=X X, =Y, X;=1
a2’ 2T T BT T2 i 1 A2 X3
aparsaq, ticol¢iilii Evklid fozasinda kvadriklorin asagidaki 17 kanonik tonliyini alariq:
I. Kvadrikin ranq1 3 olduqgda:

2 2 2

a =+

X° oyt oz —
1) ?+b_2+c_2=1 ellipsoid
X2 yz 2 _ )
2) el +b—2 +C—2 = —1 xoyali ellipsoid
x> y* 7? : : .
3) — + = —— =1 biroyuglu hiperboloid.
a~ b® ¢
x> y* 7? o : .
4) — +- —— = -1 ikioyuglu hiperboloid.
a~ b° ¢
X2 y2 2
5) ?+b—2—c—220 kOI‘lUS
x> y* z° .
6) el er—2 +C_2 =0 xoyali konus.
Il. Kvadrikin ranq1 2 olduqda
x> y? N
7) ?+b_2:1 elliptik silindr.
XZ y2
8) P =1 xoyali silindr
X2 y2
9) — —= =1 hiperbolik silindr
a- b
X2 y2
10. —2+b—2 =0 hoqiqi diiz xatt boyunca kaesison iki xoyali miistovi
a
X2 y2
11) — — = =0 kesison iki miistovi
a

X2 y2
12) — +b—2 =2z elliptik paraboloid
a
X2 y2
13) — e =2z hiperbolik paraboloid
a
I11. Kvadrikin ranqi I olduqda:
14) y® =2px parabolik silindr.

15) x* —a® =0 paralel miistovi



16) x* +a’® =0 iki xoyali paralel miistovi

17) x? =0 dst-listo diison iki miistovi.

Kvadratik forma va kvadriklore aid asagidaki masalo holli nlimunalorine baxagq:

Masala 1: E,-evklid fozasmin ixtiyari ortonormal bazisindo 7x; +6X; +5X5 — 4% X, — 4X,X,
kvadratik formasi verilmigdir. Bazisin ortonormal ¢evirmasilo kvadratik formanin kanonik soklini
tapin vo ¢evirmo diisturlarini yazin.

Holli:

Kvadratik formanin xarakteristik tonliyini yazaq:
7-1-20
-26-1-2/=0, A*-184*-991-162=0
0-25-1

Xarakteristik tonliyin koklori 4, =3, A4,=9, A, =6 olar. Ona goro verilmis kvadratik
formanin kanonik sokli asagidaki kimi olacaq:
3-yZ +9y; +6y;.
Xarakteristik tonliyin koklorine uygun vektorlar tapaq. Bu vektorlari
(ay = A)X +a,X, +aX; =0,
Ay X, + (A —A)X, + 33X =0,
X, + 8y X, + (A3 —A)X; =0

tonliklor sistemindon istifado edorok tapariq:

(7-3)x,—2x, =0 4x, —2x, =0,
— 2%, +(6-3)x, —2x, =0, vaya §—2x, +3X, —2X; =0,
—2X,+(5-3)x; =0 —2X, + 2%, =0

Axirinct sistemdan tapa bilorik:

X, =2 qiymati versak, X, =1, X, =2 alinar. Demali, 4, = 3 kokiino uygun vektor ar = ;2
-dir. Eyni qayda ils tapa bilorik:

(7-9)x, - 2x, =0, 2%, + 2%, =0,
-2X, +(6-9)x, —2X, =0, voya —2%X —3X, —2X, =0,
—-2X,+(5-9)x, =0 —2X, —4X%; =0

X, =2, X,=1 X,=-2, ar= &L-2;

Indi ortonormal e1,ez,es vektorlarm tapagq:

é1=i=lé1=1(é1+2é2+2é3), é2=£=1(2é1—2é2+é3),
3 3 - 3
a1 az
é3 =$=%(261+82—263)
as

él,éz,é:-} vektorlarindan istifado edorok verilmis kvadratik formanin kanonik soklo gotirilmaosi
ticiin lazim olan ¢evirma diisturlarini asagidaki sokilde yazmagq olar:



X &1t X, ert X3 es = A et Y, ert A es =%y1(c:31+ 2e.+ 2é3)+%y2(2é1—2é2+é3+

1 - - - 1 -1 -1 -
+§y3(2e1+e2—2e3):5(y1+2y2+2y2)e1+§(2y1—2y2+y3)e2+§(2y1+y2—2y3)e3

Vektorlarin barabarliyine asasen yaza bilorik:

1
X, = g(Y1 +2y2 +2y3)|

1
X, = §(2y1 —2Y,)+Y3),

1
X3 = 5(2)’1 +Y, = 2Y,).
Mosald 2: A, afin fozasinda

2 2 2 —
X + X5 + X5+ 2% X, +6X X, —2X,X; +2X, —6X, —2X; =0
tonliyi ilo toyin olunan kvadrikin morkozini tapin.

Holli:

(2) sistemini i, j =1,2,3 qiymatlori {igiin yazaq:
a X, +a,X, +a,X; +a, =0,
Ay Xy + Ay X + Ay X; +a, =0,
Ay X, + 85X, +AxX; +85 =0.

masalonin sartinds verilmis tonliys goro yaza bilorik:

X +X, +3X, +1=0,] [113 -113
X, +X, =X, —3=0, ;Al1-1/=-16, A, =[31-1=-16,
3X, — X, +X;,-1=0] [3-1 1-11
1-13 11-1
A,=013-1=-16, A, =113 =16
311 3-1

Bu sistemi holl edib, X, =1, X, =1, X; =-1 oldugunu tapariq. Demali, kvadrikin morkozi
C(1;1;-1) koordinatlara malikdir.

Masals 3: E, fozasinin hor hansi diizbucaqli koordinat sistemindo kvadrikin
BXZ +3X2 +3X5 — 2X,X, + 2X,X; — 2X, X, + 4X, +8X, +12X, —4 =0 tonliyi verilmisdir. Oxlarin

dondorilmasi vo koordinat baslangicinin kogiiriilmasi vasitosi ilo kvadrikin tonliyini kanonik soklo
gatirin.

Holli:

Kvadrikin xarakteristik tonliyini yazaq:
°-A-11
~13-21-1=0 voya A*-112°+364-36=0
1-13-4

Xarakteristik tonliyin koklori 4, = 2,4, =6,4;, =3 olar.

Xarakteristik tonliyin koklorindon istifado edorok asagidaki qayda da onlara uygun vektorlar
tapaq:



(ay —A)X +a,X, +3,3X; =0, 3%, — X, + X3 =0,

Ay X +(ay —A)X, +8,%, =0, voya <{—-X +X,—X;, =0,

Ay X + 85X, + (a3 —A)X; =0 X, =X, + X, =0
Axirinci tonliyi holl edorak tapa bilorik:

X; =1 qobul etsok alariq: X, =0, X, =1, X;=1. Demoli, 4, =2 kokiino uygun vektor

él = 11 olar. Buna oxsar olaraq tapa bilorik:

(5-6)x, =X, + X; =0, —X =X, +X; =0,
-X +(B-6)x,—x,=0, voya {—X%, —3X,—X; =0,
X, =X, +(3=6)x; =0 X —X, =3%X;, =0

X, =—2X,, X3 =—X,, X, =—1oldugda x, =2, X, =1 olur vo
(5-3)x, =X, + %, =0, 2X; — X, + X3 =0,
X% +@B-3)X,—%x;,=0, vaya <{—X —X;=0,
X =X, +(3-3)x;, =0 X —X, =0

Burada da x, =-x,, X, =X almr, X =1 oldugda X, =1, X, =-1 olur, ona goro do

az = 1{1;—1 alinir.

ai,az,as vektorlarindan istifado edorok asagidaki kimi e, e2,es vektorlarini toyin edok:

~a_1- - - - @ 1..- - - - a1 - - -
e1=—=—(0e1+e2+e€3), €2=—-=—(2€1—€2+€3), €3 =—7=—=(E1+€2—€3).
a \/E a \/g 3 \/§
1 da: as
Onda yaza bilarik:

X, €1+ X, €2+ X, € y(_e+y(_e+y(_e —1(0é+é+é)y+—1(2é (_e+é)y+

11 22 33:11 22 33:\/— 1 2 3 1 1—C2 3 2
2 N6

1

_|__

(é+é é)y [Oy+2y+1y)}é+[ly 1y+ly}_e+
1 2—FC3 = = = 1 e - = e 2
\/§ 3 1 \/E 2 \/§ 3 \/E 1 \/6 2 \/§ 3
+{ L y, + ! y 1 y }é
il oy - 5.
NP RSN RN R
Vektorlarin baraborliyine osason tapariq:

2 1 1 1 1 1 1 1
==Yt =Y X=F=Yi—=Yo+t =Y =7V t—7=Y, =Y
1 6 2 \/§ 3 2 2 1 6 2 \/§ 3 3 \/E 1 \/E 2 \/§ 3
Bu cevirmalari tatbiq etdikds kvadrikin tonliyi
20 12
2-yZ+6y. +3y. +—=y, +—=Yy,—-4=0
1 2 3 /_2 1 /_6 2

soklinds olar. Bu tonliyi asagidaki kimi dos yaza bilorik:

2 2
Z{y1 —%} +6{y2 —%} +3y?-30=0.

X =Y, _E’ X, =Y, —%, X; = Y, gqobul etsak, axirinci tonlik asagidak: sokli alar:

X2 2 XZ
2x7 +6x2 +3x2 -30=0 voya ——+2+4+2 =1,
15 5 10

Bu da verilmis kvadrikin, yoni ticoxlu ellipsoidin kanonik tonliyidir.



CALISMALAR.
1. A, fozasmn iimumi bazisindo kvadratik forma asagidaki tonliklorlo verilmisdir. bazisin

cevirmosi vasitosilo kvadratik formanin normal soklini tapin vo ¢evirma diisturlarini yazin:

a) A, :9x7 —6X,X, +5xZ;

b) A, DX} +8X2 + X2 —6X X, + 2% X5 — 6X,Xs;

C) A, X +AXZ + X5+ AX X, — 2% Xy — AX, X

d) A, 14X7 + X2+ X2 +AX X, + AX Xy +AX, X, + 2X,Xg + 2X, X, ;

) A 14X —3X2 +4XZ +6X] + X2 +AX X, +AX, X, + 2X, X5 + 2X5X, —8X, X, + 2X, Xe;

2. A, fozasmin timumi bazisinds verilmis asagidaki kvadratik formalarin miisbot miioyyan
olub-olmadigini yoxlayin:

a) 3x2 + X5 —4xZ;

D) 5% + X2 +5X; — 2%, X, + 4X, Xy — 2X, X, ;

C) X7 +2X5 + 2% + 2%, X, — 2X, X,

3. E, fozasmin ortonormal bazisindo asagidaki tonliklors malik kvadratik formalar verilmisdir.
Bazisin ortonormal ¢evirmosi vasitasilo kvadratik formanin kanonik goklini tapin vo g¢evirmo
diisturlarini yazin:

a) E, : x7 —14x,x, +49x?;

b) E, : X7 + X2 +5%X; —6X,X, — 2X, Xy + 2X,X5;

E, 12X +2X2 + 2% + 2XF — 4X, X, + 2X, X, + 2X, X, — XX, ;

4. A, fozasinda asagidaki tonliklorils verilmis kvadrikin markazini tapin:

a) 3X7 +2X5 — 2%, X, +4X,X, — 4%, —8X, —8=0

b) 2x2 +12X2 + 4XZ +8X%, X, — 4X, X, +12X,X, —10x, +14x, +7=0

C) 2x7 +10%5 — 2xZ +12X X, +8X, X +12X, +4X, —8%, —1=0.

5. Diizbucagl koordinat sisteminin oxlarmin déndorilmesi vasitesilo, kvadrikin E; evklid
fozasinda verilmis

a) 5X. + 2X2 +5X. —4X, X, — 2X Xy —4X,X, —24=0;

D) X7 +5X2 + XZ —2X,X, + 6X, X, + 2X, X, —12=0;

c) 5% +5x; —3x5 +8x,x, —9=0.

tonliklorini kanonik gokla gatirin.

6. Diizbucaqli koordinat sisteminin baslangicinin kdociiriilmoesi vasitesilo kvadrikin  E,

fozasinda verilmis asagidaki tonliklorini kanonik soklo gatirin:

a) X; —6X. +2x; —2x, +12x, +4x, +9=0;

b) 3x7 — 2% +12x, — 2X, +4X, +6=0;

C) 2XZ + X5 +4xZ — 4%, +6X, +16X, —1=0;

d) 2x7 +3xZ —4x, +12x, — 2%, + 2 =0.

7. Diizbucagli koordinat sisteminin oxlarmin dondorilmesi veo koordinat baglangicinin
kociiriilmosi vasitosilo kvadrikin E, fozasinda verilmis asagidaki tonliklorini kanonik soklo gatirin:

a) X7 + X2 +4XZ + 2%, X, + 4X Xy + 4X, Xy +8X, +4X, —=5=0;

b) 5% +5X5 +8X,X, — 4% X; + 4X,X, — 36X, + 36X, —18x, =18 =0;
C) 4XZ +2X5 +3XZ + 4X X, — 4X, X5 + 8%, —4X, +8X, =0;

d) 2x,x, +4x, —6x, +8x, —2=0.
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