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oN ýZ
Adi ча xtisli бопоli diЕелsЬl Ьп]iklоr йрiл Ibp

поg!оsi, вйвdаеg]оsi vо qапFq пээlоlоi holl еtпоk igiп
khssik чэ ftпkiопа] iiMlЪda уалву iпЕqпl gечiппоlоr iisllu
gепis lotbiq оluпur. keqrat gеvittпо]оr vo олh,пп btbiqihaqqлda
хаrЬi эdobiyyatlalda xeyti яуdа dогs voтiti уаz пlфlr, la kiп

аулtцdя bu dоrs votitlorindo ЬахtЬп пdwч пikоmпоl рй
оfuлmапtфr. Ell dBTs vogitle ri, Ьiг tовrtlол tпоztпuп еtiЬап ilo

ьаkаhчг bhsil pitloýпlll todis рюqпппr Ьп ohab еtпiл digar
tопйоп, ЬuлЬпл hапtg хагiсi dilledo yBzthnlSr. Giýопlал bu

sЬоЬlоdал Ьаkаhчr bdis рtоqпmпа чуluл ,Цойаусал dillлdo

dагs чеяitiлiл уаzlпаsла оhл ehtiyac Ьч kiььлп уаz rпаsпt

zorui саlliliг, Кььtп оg gu пijollilп fukt Пiч]аt
thiчепЕliлй KCeofukay irtjpg tbto oxudulu tп[ihаzirаlоr

ta$il сdiг
Kihbda f]пksiуаhг поzоiууоsiпdел ]аzпп оhп по]uпаtlаr

veilпip, vozi bzabtda Furye vo bfs Fulye gеviппоlаi todqiq

оluппus vеп'ltпis fuпks'уаkпл hапаiфпdап ча aza llпа

sjrotйdaпa gh о!апq Futye gеviппоsплл hаlпаrhll VB

юпяlzluqdа аzаlпа int tiуппilпif,ir. sопп aпaliak

fuпksуаЬrаl Furye 9ечiппоsi рй оluпапq, Furye 9ечiлпаsлlп
xisrsi бtопвli diЁrcлiя] tэпliklэг igiiл Ihy поэlоsi, qалуq

поglаlоiп hэlliпа va е!оса dB iлеqвl Ьпliуiп hоliло btbiqi
ёуплittпi$ir. Ibrs чаgiйdа hап9iпiл Iзрtа s gеvitlпоя vo

оjlпаlш vadtgl igtiл рПlог veilmig gечiппалiп adi vo x[jstsi
tlitBпali difrrcпй! tэпliklоr i9iп Коg пoplad чо gйоd
патlоlоiлiл iлеqпt Ьлliiл iп hоlliпо bbiqi gёýэilпiфi-
дхппсt bsildo baga iл bqB I 9ечiппоlаг do рй оluлпчSчг,

hrs vagitiлi diqotla hxusub, опllл ]лэzпuпuпl]л

уху!аf,lпlпаsла kёпоk edok, qeyd vo deyoii поdаhеtlоriпо
gбп рюЕsюr КQIhвлоча, рюЕsюr IIF.QIllyeva бz

п ппе da it! uп l Ь i ldiitatп.



FaSiL 1

FLrNкSiYлLдR NoZaRlYYaSiNDoN BaZi
MЭLUMATIAR

ý1. ,L, fazasr

Kitabda Гuпksiуаlаr nazarilyasindc istifade оlчпап

Ьэzi пэtiсэlэri qeyd edak. Bu пэtiсэlэriп miikammal isbatr

Il 0] darsliyindэ verilmi9clir.

1. .L, fazastmn tayini l10].

Lr, р>_| -ilo hэqiqi oxda tayin olunmu9 haqiqi qiy-

matli va sonlu

il/]i=

]

Ilru,I,*)'
погmаslпа malik оlgiilэп .f (х), х с R fuпksiуаlаr fazasrnr

iqага edacayik.

Qeyd olunan Z, fэzаsrпdа inteqral Lebeq mэпаsrпdа

Ьа9а diigiilrir. Эgаr р vahida ЬаrаЬоrdirsа onda Z, fэzаstпl

altnq va sadalik йgLin Z ilэ iqага olunur. Оgаr р ikiуэ Ьэrа-

Ьэr olarsa Z, НilЬеrt Гэzаstdtг. Verilmig /(.r) funksiyasr

sonlu [а,6] эdэdi раг9аdа tayin olunmugdursa bela Гuп-

ksiyalar tigiin I-, Гъzаst Zr(a,6) ila iýагэ оluпur.
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2. Nогmапrп xassalari.

Nогmа a9aýrdakr хаssэlаri бdауir:

а) mопfi deyil, yani |J/l] > О , bununtu Ьеiэ ||/|] = О Ьэ-

гаЬагliуi yalntz va ya|ntz f (х) Гunksiyasr srfra ek-

vivalent olduqdadoýruduг,

Ь) biгcinsdir. а kompleks эdэd olduqda

llиl|= i"l llrli сidэпiliг,

Ф l|/+ g]l<|7|]+|lclL ucbu.oq ЬагаЬэгsizliуi ijdanilir,

чэ bu Z, fэzаstпdа Minkovski ЬагаЬагsizliуi adla-

пrг [10],

Qeyd olunan Ь) va с) хаssэlэгiпdап аiшtт ki, istопilэп

а че Р kompleks оdэdlэтi iigiin f (х) уе g(x) L,, Геzа-

srndandtrlaгsa, onda cy'(x)+Pg(x) funksiyasl da L, Гсzа-

srna daxildiг, ba9qa sсlzlэ Z, xatti fЪzаdrг.

Nоrmа inteqгaI vasitasilэ tэуiп olunduýundan

]l/ sll = 0 miiпаsiЬэtiпdэп biitfin , -lаr Ёqlin /(х) = g(x)

ЬэгаЬэгliуi аlrпmtr. Эgэг ii/ 
, cll = 0 сidапilагsэ, onda g(.x)

Гunksiyastna /(-т)-а ekvivalent funksiya deyi[r, bagqa soz-

la bu fuпksiуаlагrп Ьir-Ьiriпdап fэrqli olduýu пбqtаlаr 9ох-

luýunun ýlgiisii srГrrdrr. Aqaýrdakl tэrifi qeyd еdэk.

7



Tarif l. Оdэd oxunda чегilmig пбqtаlэr goxluýunun

<ilgiisii о vaxt srfirdr ki, bu goxluýu чzuпluqlап саmi kafi

qэdэr krgik оlап iпtегчаllаг sistemr чаsitэsilэ Oгtmэk

miimkiin olsun,

Onda iigbucaq ЬаrаЬэrsйliуiпdоп аltшr ki, ekvivalent

funksiyalann погmаst ЬаrаЬэтdir.

Nоrmа anlaytgl, vektorun uzunluýu anlaytgrna ckviva-

lent olduýundan l,, Гаzаsrпdа yeni пdч уrфlmапrп tэyin

olunmastna imkап чеriг.

Тагif 2. L, fэzаstпdап gсitiiгйlmПg {LG)} ,

п=|,2,З..., funksiyalar ardrcrJlrýr f (х) с Lo {unksiyasrna

о Yaxt р tartibdan оrtа утфlш ki,

lim ll/" - /|i = 0
п ,*||' "

miinasibati бdanilsin, Onda /(.r) Гunksiyaslna {Л (х)}

Гчпksiуаlаr ardrcrllrýrnrn р taTtibdan orta limiti deyiliг va

!iц||r" -rt| - u

miinasibati

"fB)--}1gf"(x)

;aklinda da уааlrг.

оgэr 7 = 2 оlаrsа, onda оrtа yrýrlma огtа kvadгatik

yrýrlma adlanlr,

8



Qeyd olunan Zo fazasrna daxil olan {f (х)} Гuпksi-

уаlаr аrdtсrllrýrпп f (х) е Lo funksiyastna oTta ytýrlma-

ыпаап, {]4,1x|l} аdэdi аrdrс lrфш" ||/|| "аэа;пэ 
yrýrlmasr

аIrпrr. I}u хаssэ погmапlп kasilmezliyi adlanlr чэ tiqbucaq

ЬэrаЬаrsizliуiпiп kоmэуi ila isbat оlчпцr.

Qeyd еdэk ki, оrtа уrфlmаdап nбqtэvi уrфlmа vc n<iq-

tavi yrýrlmadan оrtа ylФlma ahnmlr.

З. Z, fazaslnrn tamlrýr.

Tarif З. Z, fazastna daxil olan {l"(x)} funksiyalar

ardrcrllrýr о vaxt Гuпdаmепtаl аdlашг ki,

lim |л -r||-0

mijnasibati бdanilsin.

Lemma 1. Оgаг Z, fazasmdan gotiinilmй9 {/, (х)}

fчпksiуаlаг ardrcrllrýr f (х) с L, funksiyasrna оrlа ylglllrsa.

onda bu Гuпksiуаlаr ardtcrlltýr fundamentaldrг,

Lemmantn isbatr

пf" - f,,,t = l r, - f - f - f.ll<\I. - A:-\lf - f,1l

ЬэrаЬэrsizliуiпdап alrnlr.

ТеоIеm l [l0]. Оgэr Io fэzаsпdап gбtйгiilmrig

{f (.т)} funksiyalar ardrcrlIrýr Гчпdаmепtаldrгsа. onda bu

9



ardrcrlhq yrфlandlr, ba;qa s<izlэ, ekvivalentlik daqiqliyi ila,

уеgапа /(r) с Zo var Н,

jgillr, -r||= 0

ЬэrаЬэrliуi iidanilir.

Bu tеогеmdа qeyd olunan Z, fazastntn xassasi, hаmiп

f'czanrn tamltýtnt хагаktеrizэ edir. Dеmэli, Zo fэzаst xotti

погmа]h чэ tam fаzаdtr.

4. Z, fazastnda fuпksiyalar ailasinin slxllýr.

Тагif 4. VeTilmiE [а,6] pargasrnr

а = хо <.т1 ( 12 (... < xn = D пбqtаlэгi vasitasila

hissэlэrа btjlak.

Onda со чэ do kompleks эdэd]ог olduqda

й(-т) =

со, ТС(Х*,;rо*,);

do, х = х1,;

0, х с [а,Ь]

ЬэrаЬэгIiуi ila tayin о[uпап й(х) Гunksiyasrna pillavari

Гuпksiуа deyilir,

Tarif 5. Biitiin эdэd oxunda tayin оlчпmч9 р(х)

funksiyast sonlu раr9аdап kэпаrdа stftrdtrsa, onda finit
funksiya аdlапrг.

l0



Tarif б. Оgеr ,rч,Аt,В* sabitlari kompleks эdэdlэr-

dirsa, onda

Т(х) = ,4о + 

'(lt 
соsfo+ В* sin fo),

k=1

ЬаrаЬаrliуi ilэ tayin оluпап Т(л) Гunksiyasrna triqопоmеtгik

9охhэdli dсуiliг.

Теrif 1. Lo Гazastndan gdti.iriilrniiý l funksiyalar ai-

lasi Z, fэzаsrпdа о vaxt stx аdlапrr ki, ixtiyari f(x) с Lo

Гunksiyasr va ixtiyari я >0 эdэdi iigiin ela g(,.,r) с l
Гunksiyasr taprlrr ki, |ir - g|| . а ЬагаЬэrsizliуi cidэnilsin.

Bu tаriГэ aEaфdakr ekvivalent iЬrmапt чегmаk оlаr:

Zo fэzаsrпdа чегilmi; ,4 ailasi Zo -da о vaxt stxd[ ki, ix-

tiyari /(;) с Z, funksiyasr ,{ ailэsindan gбtйгiilmii5 fun-

ksiyalar ardrclllrýrnrn оrtа limiti olsun.

Теоrеm 2 [l0], Pillavaгi Гunksiyalar ailasi, finit Гuпk-

siyalar аilэsi, sonlu sayda kcsilmэz toramalari оlап Гrпit

funksiyalar ailosi ixtiyari р > 1 ngiin Zo fэzaslnda sжdlr,

Теоrеm 3 [10]. Тriqопоmеtгik gохhэdlilог аilэsi р > l

olduqda Lo (т,п) fazastnda srxdrr.

1l



5. I, fэzasr.

Qeyd olunan L, faz,ast аlачэ хаssаlэrа malik olduýun-

dап о, Lo fэzаstпdап fэrqlопir. Bu хаssэlаr эsаsап skalyar

hasilla alaqэdardrr,

I'arif 8. Оgэr /(х), g(x) е .L, isэ, onda

с /(-r)8(I)dx

(Ьurаdа ý(-T),g(x) funksiyasrnln kompleks qoýmaslnl gбs-

tэгir) эdэdiпа /(х) чэ g(x) funksiyataIlnln skаlуаг hasili

deyilir.

Skаlуаг has.il aqaýldakl xassalara malikdir:

ф lltll=ч,л;

Ь) (/,с) =rЙl:
cl @I,в|-а(f,g\, rf,Fgl=Вt|,gl ,

Ьuгаdа а va /i kompleks аdаdlагdir;

d)(/+g,й) =(f ,h)+(g,h), (.f ,c+h)=(.f ,B)+(f ,h);

l("f

е) Z"ofo,ZB,c, =ZZ"oP <fr,B,l
}=l

Bu хаssсlэr skalyaT hasilin tayinindan va inteqraltn xas-

sаsiпdэп alrnrr, hamginin е) xassasi с) va d) xassalarinin

пэtiсэsidiг.

|2



Skаlуаг hasili чurчqlапп lr-dэ поrmаst vasitэsila

qiуmаtlапdiгmаk оluг. Вч qiуmэtlэпmа Bunyakovski Ьоrа-

barsizliyi [10] аdlапrr va agaфdakr qakildэ yazthr:

|t/,g)l< ll/ll llcl, f @),g(x) с L7,

Aydrndrг ki, daha giiclй fоrmаdа

(r1,|sD.lirli llcll

ЬэrаЬаrsizliуi da dоýrudur.

Axtrtno ЬэтаЬаrsizlikdэп alrnrr ki, /(x)-g(x) hasili

о vaxt l Гэzаstпа daxildir ki, ччгчqlагdап hаr Ьiri L2

Гэzаslпа daxil olsun,

Таril 9. l, Гэzаslпdап gёfiiriilmtig {/"(х)} funksiya-

lаг ardrcrllrýr о vaxt /(х) с Z, funksiyastna zэif yrlrlrr ki,

iхriуагi g(х) е [, Iunksiyast й9iiп

jfoU",c) - Lf,с)

miinasibcti odanilsin.

Теоrеm 4. Оrtа kчаdгаtik yrýrlmadan zэif yrýrlma alr-

пlг

ilэ

Теогсmiп isbatr Biinyakovski ЬэrаЬэrsizliуiпiп tatbiqi

К"r,,c) -U,с)l =|U, - _f ;сl|< ll/, - /il llcll

13
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Bu tеоrеmiп tэrsi doýru deyil. I fazastna daxil olan

a9aýrdakr

[l, хе(/,.л-l)
Лt") = ]

[0, хЕ(л.r+1)

Гuпksiуаlаr aгdrctlltýrna baxaq.

isbat еdэk ki, bu funksiyalar ardrcrllrPr Ьйtiiп аdэd

oxunda stГtr olan funksiyaya zаiГ yrýllrr, Tutaq ki,

g(x) с Lr. Skalyar hasili hesablayaq:

ll l".-l _ l

t/".c,) = | J 4t*lвt"r.a| ] JЛr,lHt"lz.i s
1.1,1

ýэrtа gcira g(x) с 1., olduýundan r + сю уахtпlаgdг

qda апгtпсt intcqral srfrа уахtпlа9аr. Вuгаdап zэif yrýrlma

а[tшr.

Vеrilоп ardrcrllrq stfra огtа kvadгatik yrýrlmrr, doýur-

dan da hэr bir /" (;r) funksiyastnrn поrmаsl vahid ol-

duýundan

=[l,

ll
\i/"-t \; [.,l"1 

[Et.'rl'a l" =l [ir,-,i\,; i \;

l

пi" _0д = ц/"1 = 

[ 
lr,пi'*j' - 

[Т,

7

J,
dх dx

]

\,
l=t
)

аlагrq

14
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ý2. iпteqral altmda limita kegma

Tarif 1. {/" (х)} funksiyalar ardrcrllrýr эdэd охuпdа

/(х) funksiyasrna о vaxt sanki hэr yerda yrlrlrr ki, cilgiisii

srГtт olan х поqtэlеr goxluýundan ba9qa biitiin х -lаr Ёgiin

lim ,L (") = "f 
(J)

miinasibati ijdэnilsin.

'fеоrеm 1 (Fatu) [10]. Эgаr ,L fэzаsrпа daxil оlап,

mапIi оlmауап {Л(r)} funksiyalar ardrcrlhýr /(х)

funksiyasrna sanki hаr уеrdа ytltlrrsa, onda

I/(х)rtх < sup lf"t *la,

ЬаrаЬэrsizliуi dоýгчduг.

Fаtu tеогеmi imkan чеriг ki, limit funksiyanrn

rnteqгalt, aгdrcrllrýrn fuпksiуаlагrпlп iпtеqгаllагr vasitэsila

qiymэtlandirilsin. Sonrakr tеоrсm isэ iпtеqrа[ aItrnda limitэ

kegmaya imkan чеrir.

Теоrеm 2 (Lebeq). Эgэr Z fazaslna daxil olan {fr(-T)}

funksiyalar ardrcrllrýr /(х) funksiyasrna sanki hэг уегdа

yrýrlrrsa va

/(х)<Л(х)еZ
ЬаrаЬагsizliуi odanilirsa, onda

15



]:* It,t,lа-= llr,la,
miinasibati dоýrudчг

ý3. Yuхаrr sагhаddi dayigan inteqralrn
diferensiallanmasl

Fэrz еdэk ki, /(х) Гunksiyasr Z(c,b) fэzasrna daxil-
diг. Onda bu funksiya L(a,x) хс(а,Ь) fэzаsrпа daxil
olacaq, demali

llc,la, (l)

inteqrah .r -iп kasilmaz funksiyasrdrr чэ onu учхагr sэгhаd-

dэ паzэrэп difeгensiallamaq оlаг. Bu dеуilэпlэr аgафdаkl

tеоrеmdэп аhпtr

Теоrеm [10]. Эgэr /(х) Гunksiyast L(a,b) Гаzаыпа

dахildiгsэ, onda (l) inteqfah sanki bйtiin .r Jar iigiin sonlu

tбrэmэsi чаrdrг чэ brt tоrаmа sanki hэr уеrdэ inteqralalh

Гunksiya ila iisbiista diiýrir.

ý4. inteqrallama niivbasinin dayigdiгilmasi

Bu раrаqгаfdа bnfiin Д mustэчisiпdэ tayin olunmug

iki dayiqanli kompleks qiуmэtli funksiyaya baxacaýrq. Bu
funksiyalar iigtin L fеzаы dedikdэ, 

' 
mi.istavbi iizra miitlaq

lб



qiymatinin qeyIimaxsusi inteqrahnm sonlu olduф fuп-

ksiyalar goxluýu Ьа9а diýЁli.ir.

Аgафdаkr tеогеmi qeyd еdэk

Теоrеm 1 (FчЬiпi) [l0]. Оgэr f(x,y) funksiyasr Z

fэzаsrпа daxildiTsa, onda бlgiisti srflr оlап goxluqdan bagqa

эdэd охчпuп biitiin х- п<iqtаlэri iigiin, у-э паzэrэп /(х,у)
Гunksiyasl Z fэzаsrпа daxildir чэ

ЬгаЬаrIiуi бdanilir.

Anoloji оIагаq

= lltB,lla,,ы
п

)dyllB,l1*

[ау l11,,yla.' = llf Q,1,la,al

miiпаsiьэti dэ odэniliT.

Fubini tсоrеmiпiп kбmэуi ilэ ikiqat iпtеqгаl tаkгаг in-

teqralrn hesablanmaslna gatiriliг. Bundan bagqa tаkrаг in-

tеqrаllаrtп ЬагаЬэrliуi alrnrr ki, bununla inteqгallama пёч-

Ьэsiпiп dayigilmэsi gёstэrilir.

Тсоrеm 2 U0]. Оgэr britiin miistачidэ /(х,у) > 0 Ьа-

rabэrsizliyi бdапiliгsа va tэkrат iпtеqrаllаrdап biri чагdlrsа,

опdа digэr tэkгаr inteqral da чаrdtг, опlаr Ьir-Ьiriпэ Ьаrа-

ыdiг чэ Ьчпlаrtп i,imumi qiymati iki qat inteqralla iы-iistэ

dii;Ёr,

|,7



ý5. Kompleks dayiqanli funksiyalar
nazariyyasindan bazi паtiсаlаг

l. Kompleks dayipnli fчпksiуапш diferensiallanmasr

чэ inteqrall.

Tutaq ki, Z kompleks mЁstэчisiпiп G oЫastrnda

/(z) funksiyasr verilmiýdir. Аgафdаkr tэrifi qeyd edak

Тагif 1. Эgэr zo eG nбqtosinda

f(zo+bz)-JQo)

^z
nisbatinin & -+ 0 yaxrnla9drqda limiti чагdrsа, опdа bu

limit /(z) funksiyasrntn z kompleks dауigэпiпэ паzаrап

zб nбqtasinda tciremasi adlanrr, bagqa sоzlэ

/,(z6) = lim Д!! - 
^zl 

- f (zo) 
(l)

^: 
,П лz

Bu halda /(z) funksiyasl zo n<iqtasinda diferensiallanan

аdlашr,

Теоrеm 1 [6,9,11]. Эgэr f (z)=u(x,y)+iy(x,y)

Гunksiyast zo = х0 + iyo поqtэsiпdэ diferensiallanandrrsa,

onda (-тO,y0) пбqtэSiпdа u(x,y), v(x,y) funksiyalaгrnln

,т,у dауiqэпlаriпа пэzаrэп xiisusi t<jrаmаlаri чагdtr va

auQo,Yo) _ du(rro,yo ) 1u(xo, уо) dy(ro, уо )
ах ф

l8

Ф ы
(2)



miinasibэtlari <idonir.

Теоrеmdэ (2) miiпаsiЬэtlагi Kogi-Riman ;еrtlагi ad-

lашr.

Теотеm 2 [6,9,11]. OgaT (хо,/о) пбqtаsiпdэ z(х,у) чэ

у(х,у) funksiyalarl diГегепsiаllапапdtтsа, опlагtп xtisusi

tdrэmэlагi (2) miinasibatini iidауirsэ, опdа f (z) = u(y, у1 а

+ iv(x,y) funksiyast zo=xo+iyo noqtэsindэ z komplcks

dayiganina паzэrап difеrепsiаllапап funksiyadlr.

А9афdаkl tarifi qeyd еdэk

Tarif 1. Оgаг ./(z) funksiyasr G оЫаstrпrп hаг Ьiг

пбqtэsiпdа diferensiallanandtrsa. onda /(z) funksiyasr G

oblastrnda analitik funksiya adlanlr.

Tutaq ki, z kompleks miistavisindэ hissэ-hissa hаmаr

С аугisi veri'lmiqdir. С оугisiпiп раrаmеtrik qэkilda tanli-

yindan istifado edek, bagqa stjzlэ опuп hэr Ьir noqtэsinin

{,ry koordinatlarlnl б = 6(r), ry = 7(r) tanliklari ila verak,

Ьuгаdа {(l) va zilr1 |{'(r)|2 +|а'(rЦ2 *0. a<rsP gartini

оdауэп (а va В uуýuп оlаrаq tю qiуmэtiпi da ala bilar)

r haqiqi parametrinin hissa-hissa hаmаг funksiyastdtг. Оп-

da С ayгisinin f,7 koordinatlaгtnln чеrilmаsi hэqiqi l dэ-

уigэпli 9(l) = f ( l) + i?l!) kompleks Гunksiyasrnln чегilmэsi

ilэ ekvivalentdiг,

i9



Tutaq Н, С cyrisinin hаг bir б пiiqtэsiпdэ f(c)
funksiyasrnrn qiymati tэуiп olunmu5dur. Kompleks dayi-

;anli Гчпksiуаlаг паzэriууэsiпdо asas anlayrglardan biri

/(6) funksiyasrmn С эуrisi iizга inteqrah апlауlgtdtг. Bu

anlayr; a;aýrdakr ;эkildэ чоrilir. Вuпuп iiqiin С эугisiпi r

paTametrinin агtmа (li+1 > l, ) qiуmэtiпс uyýun оlаrаq

€t,€z,...,€, пdqtэlэri vasitasilэ п qcivsa ауrгаq. Sопга

bC,=E,-€,_l i9агэ edib

s(E,,s,:) = I,rtя,]lлs, (з)

сэmi diizaldэk, Ьuгаdа бi l -ci qtivsdo ixtiyari поqtэdir.

Agaфdakr tarifi qeyd есlэk

Таrif 3. Эgэr rn"*lЛ., ] --> 0 olduqda (2) сэmiпiп limi-

ti чагdrsа, Ьч limit С ayгisinin hissэlэrэ Ьdliiпmэ qayda-

srndan, Ei пtiqtэsiпiп sе9ilmэsiпdап asrlr deylldirsa, onda

bu iimitэ /(5) funksiyasrntn С ayrisi iizra inteqralr dеуiliг

чэо

(4)

ilэ iqаrэ оlчпчг,

Biz еsаsэп mahdud оЫаstdа analitik olan funksiya-

пm <izЁni.i kаsmауэп hissa-hissэ hаmаr qapalr ayri iizra iп-

20
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tеqrаhпа baxaca$q. Oztinii kasan пфtэlэтi olmayan, hissa-

hissэ hаmаr qapzrlr эуriуэ, qapalr kontur deyiliг. Опdа qa-

palr kontur iizга gёtiiгЁlmii; (4) inteqralrna kontur iпtеqrа-

tr dеуасэуik. Копtuг inteqraltnrn qiymati inteqrallanma

istiqamatindэn asrlr olduýundan, 9эrtlа9эk ki, kontur йэ-
гiпdо miisbэt istiqamэt оlагаq, kопtчг iizэгiпdэ hаrаkэt

edildikdэ qapalr kопtuгlа эhаtэ оluпmч9 daxili oblast sol

tаrэГdэ qalsrn. Копtчr iizrэ miisbat istiqamatda inteqralla-

mап1

[rraa,,

mэпГr istiqamэtda iпtеqгаllаmапr tsa

!.rоа,

Ct

с

ilэ iqara edacayik.

Теоrеm 3 (Kogi teoremi) [6.8,9,I 1], Tutaq ki, ЬiгrаЬitа-

li (i оЫаstlпdа birqiymatli analitik /(z) (unksiyasl veril-

migdir. Onda biitiinliiklэ G oblastrnda уеrlэqэп, ixtiyari qa-

palr Г konturu iizre f (z) funksiyasrnrn inteqralr stfra Ьага-

Ьаrdir.

Теоrеm 4 [8,1l]. Tutaq ki, f(z) Гunksiyasr хагiсdап

Со kопturч, daxildan isэ С, ,С2,...,С, kопtuгlаrl ilэ mаh-

2\



dud olan qoxrabitoН G oblastrnda analitikdiг va f(z)
funksiyast qapah G оыаstlпdа kэsilmazdir. onda

f(€)а€ =0

burada С - qeyd оluпап G oblastmtn tam sarhaddidir чэ

Со,С| ....,С" kопtчгlаrrпdап iЬаrэt olub, Ьч kontuT iizrэ is-

tiqamat miisbat istiqamatdir,

2. Ko;i iпtеqгаl

Qeyd olunan Kogi tеогеmiпdап Ьэzi псtiсаlаг аltпlr.

Веlэ ki, bu tеогеm verilmig oblastda analitik olan funksiya-
ntn оыаStlп daxili nciqtasindaki qiymэti ilc bu funksiyanrn

oblasttn sагhэddэki qiуmэti агаsrпdа alaqa yaTatmaýa im-
kап чеrir. Tutaq ki, /(z) Гunksiyasr С kопturu ila mэh<lчd

olan ЬiггаЬitэli G oЫastrnda analitikdir. Bu oblastda zo

daxili пdqtэ gotrirak va z0 пбqtэsiпi daxilinda saxlayan.

tаmаmilэ G oblastrnda уеrlа9оп qapah l- kопtчгu qчгаq.

Aqaфdakr kcimakqi

f(z\
Q\z)=!

- .0

funksiyasrna baxaq.

AydlndrT ki, p(z) funksiyasr zo ndqtasindэn baýqa

G oblashnda analitikdir. Опа gбrа эgоr biz G oblastlnda

j
с

(5)
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z0 nijqtasini daxilinda saxlayan чэ Г konturu ila ohata

оlчпmчý oblastrn daxilinda уегlа9эп qapalr / kопtuгч go-

tЁтsэk, onda p(z) funksiyasr Г konturu ilэ 7 konturunun

arastnda qalan iki-гabitэli G- оЫаstшdа analitik olacaq,

Onda Kogi teoremina gёrэ p(z) lunksiyasrnln Г+7 kon-

turu iizга iпtеqгаlt

I!l!с- 1J-GЦс=о
г.9 - zo г9 -.о

srfir оlчr,

ikinci inteqralda iпtеqrаllаmа Ыiqamatini dayiqsэk,

onda bu ЬсгаЬаrliуi

|fGцl= t#) ос (6)

г'> |-5

9оkliпdэ yaza bilarik,

Вчгаdа sol va saý tэrэf-
с

daki inteqrallar inteqгallama

kопtuгuпdап asllr оlmаdlфп-

dan 7 kопtчгч эvazina mэгkэ-

zi zo nбqtэsinda, ýэkil 1.

гadiusu р olan 7, gevrasi gotiirak (яakil l), Onda

€ = ,о + р'' gбtiirsak

2з



.,,'

t!\ЕцЁ=i[л€v'
г*9 о

аlапq.

Ахlппq inteqralr agaýldakr kiTni qevirak

2т 2п 2n

lлсч,l = F"r rO - f (,,)ye + lf Qоyр =
0 0 0

= ltf со - reo)ldrp +2п f (zo) (1)
2т

0

Вuгаdа р -э 0 yaxrnlaqdtrmaqla limita kе9эk, Веlэ ki,

/(z) Гunksiyasr analitik olduýundan о, G oblasttnda kэ-

silmэzdir, onda ixtiyari miisbat я эdэdiпа qaTgr p -nun еlэ

qiymatini segmak оlаr ki,

),€ - rol.- р olduqda

|f (€) - /G)|< с

оlаr. Buradan р -+ 0 olduqda
2т

riц П"ltsl-f|2)|(tp=0p-'0,i

alanq.

(7) mi.inasibэtinda ахrrrпсr hэdd р -dan astlr o1ma-

dr!lndan
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f $)drр = zlt f (z о)I
0

ча уа

_l
JQo)= _

1,Е I

(8)

miinasibatini аlагrq. Alrnmrq (8) dtisturuna Koqi inteqralr

deyiliг.

A;afirdakr teoremi cleyd edak.

Теоrеm 5 Г6,S,9,1 l ]. Tutaq ki, /(z) funksiyasr G оЬ-

lastrnda analitik чэ qapah G oblastrnda kэsilmаzdiг. опdа

G оыаstrпш daxili noqtalarinda /(z) funksiyasrntn istэпi-

lan tэrtiьdэп tбгсmаlаri чаr чэ

1-''|(z)- !| Ц4,оц (9)
zqi |(€ - zf ''

diistuгu dоýrudчr,

3. Lогап srгasr.

Aqaфdakl

1fG)a,JE -
l*b

|c,Q- z)' (10)

sшastna baxaq, Ьчгаdа zo - kompleks miistavida qeyd

olunmug поqtэ, cn - miiэууап kompleks аdэddiг, саmlаmа

п indeksinin hаm miisЬэt, hаm da mапfi qiуmэtlэri iigЁп
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арапhr. Qeyd olunan (10) srraslna Loran srrast dеуiliг. Bu
strantn ytý ma oblastlnr tэуiп edak. Bunun iigiin (10) srrasl-
nr agaýrdalo

ic,lz-zo1" =iс,1"-z)'*Ё,'",,, (1l)
''=0 п_l|z-zal'

9аkliпdэ yazaq. Aydrndrr ki, (10) slraslnln yrýrlna оЫаstr
(l1) slrasrnda saý tэгаГdаki hэr Ьir сэmiп yrýrlma oblastlarl-
ntn йmчmi hissэsi olacaq, Onda

|c"Q -z)"
л..0

slrаslшп yrýrlma оЫаstl mэrkэzi zo noqtcslnda, radiusu

miiayycn Д, olan dаirэ olacaq ([l 1]-dэ qeyd olunduýu kimi

Л, xtisusi halda srfrг vo уа sonsuzluq ola Ьilэг). Baxdrýrmи

srrа yrýlldrýr dаirэпiп daxilinda kompleks dсуi9эпli analitik

f,(z) =|c,Q - z)" , iz -,о|< П, i:l2)
,=0

Гunksiyaya yrýllacaq.

indi isэ

,
с_п

G ,o)n

SlrаSlпlп ytýrlma oblastlnl tayin edak, bunun

-i
е = аvэzlэmэslпi aparaq. onda bu stга

26
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Z"-,c"

gэkliпdа olacaq. Bagqa stizla Ьч srra adi qiiwat strаstdrг чэ

ylýrlma daiгasinin daxilinda { kompleks dayilaninin p(i)

analitik funksiyastna уtýthг, Ahnmrq qiiwct slгasrnrn yrýtl-

mа rаdiчsчпu L -l, iruю edak. опdа
л?

pt1l = Iс_"4", l1l
п=|

<- (l з)
R2

Вuгаdап alrrrq ki,

,
п=l

сп

\z-zo)

slгаslшп ylýrlma оЫаstr |, - ,о|= R, gevrcsinin хаriсi oblas-

trdrT ( R, -in tэуiпiпdэki kimi. xiisusi halda R, stГtr va уа

sonsuzluq ola Ьilаг).

Bu qayda ila (l1) mtinasibatinda saý tэrаfdэki hоr Ьiг

qiivvat slrasl, бz yrýrlma oblastrnda uyýun оlагаq bir anali-

tik ftrnksiyaya yrýrlrr. Оgаг Л, < Л, оlагsа, onda Ьu slrа-

lапп iimumi уrфlmа оЫаstr чаr ki, bu dаirэчi

Rr<|z-zo|<Л, halqadrr чэ (10) srrasl analitik

z7



f{z) = lQ) + fr(z) = ftc"Q - z)", R2 <|z - z6! < л1 (14)

/(z) funksiyasrna уrýrlш. Alrnmr9 (12) va (l3) srгаlап adi

qtivvat slrаlап olduýu iigiin, qeyd olunan oblastda /(z)
funksiyasr qiiwэt srrаslпlп сэmi iigiin оlап biitiin хаssэlагi
оdсуiг. Bu onu gtistэriг ki, (l0) Lоrап strast tiz yrýrlma hai-
qaslnda analitik оlап mЁаууэп /(z) funksiyasrna yrýrlrr,

Оgэr R, >Л, olarsa, onda (i2) va (lЗ) srralarrnrn

iimumi ylýrlma оЫаstlаrr olmayacaq, Bu halda (l0) srгasr

hеg biT funksiyaya yrýrlmayacaq.

Agaýldakr teoremi qeyd еdэk.
'fеоrеm б [9,1l]. Эgэr /(z) funksiyasr dаiгачi

R, <|z - zol < Л, halqaslnda analitikdiIsэ, onda bu halqada

onu birqiymatli olaraq yrýrlan Lогап stгаsr gэkliпсlа gбstаr-

mak оlаr.

4, Birqiymatli analitik funksiyantn izola edilmiq maxsu-

si пiiqtоIаriпiп tasnifatl.

Эgаr zo пбqtэsi /(z) funksiyasrntn mэхsчsi пбqtэsi-

dirsa чэ /(z) funksiyasr O<|z-z6|<-R, halqasrnda anali-

tikdirsa onda zo поqtэsiпа /(z) funtsiyaыnrn Dola edilmiq

maxsusi пdqtэsi deyilir. Ауdlпdrг ki, zo поqtаsiпdэ f(z)
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funksiyasr tэуiп оluпmауа Ьilэr. Onda zo nбqtэsinin atra-

fпdа f (z) funksiyastnm 6,ztinЁ араrmаslпl буrэпэk. Qeyd

etdiyimiz kimi, /(z) funksiyastnr zo ntiqtasinin эtlаГlпdа,

0 <|z - zo|,< Л, halqaslnda уlфlап Loran sltasma ауlrmаq

оlаr. Bu halda a;aýrdakr iig miiхtэlif hal miimktindiiг. Аhп-

mrE Lоrап sшаst;

10. (z - zu) farqino пэzэrэп mэпГl qijwэtli hэdlэго

malik deyil,

2О. (z - zg) farqina паzаrап sonlu sayda mапГr qiiwaГ

li hаdlэrэ malikdiг.

ЗО. (z-zo) farqina паzаrэп sonsuz sayda mапfi

qLiwэtli hэdlатэ malikdiг.

Qeyd olunmug hаllага uyýun оlагаq mэxsusi nciqtala-

гiп tэsпilhrпr aparaq. Наr Ьiг hah ayrrlrqda nazardan kegi-

rаk.

l0, Вu halda izola edilmig maxsusi z0 noqtasi аtгаfiпdа

/(z) Гunksiyaslntn Lогап stгаst (z-zo) fэтqiпэ паzэrэп

mэпfi qiivvatli hэdlаrа malik deyil, baqqa sбzlс

JQ)=|c,Q-z)",
п-0

29



Aydrndrr ki, z -+ zu yaxtnJagdtqda /(z) funksiyasrnrn limi-

ti vardrr чэ bu limit cu-a ЬаrаЬэrdir. Оgаг /(z) Гunksiyasr

z0 пdqtэsiпdэ tэуiп olunmayrbsa, опdа /(rо):.о q"bul

еtmэklэ onu tayin еtmэk olar. Bu qayda ila tayin оlчпmug

/(z) Гunksiyan lr - "о|. 
R, daiгasinin dахitiпdэ, hаr уеrdэ

analitikdir, Bu halda z0 noqtasina агаdап qaldrnla bilan

maxsusi nciqta deyilir.

Agaýrdakr tеогсmi qeyd edak,

Теогеm 7 [6,8,11]. Ogar /(z)Гunksiyasr 0<|z-zoi<Л,

dаiгачi halqada analitikdirsa чэ mаhdчdduгsа

(0 < iz - zo|< R, olduqda J.flr),. М ). onda zo nбqtasi

/(z) funksiyaslnln аrаdап qaldrnla bilan maxsusi пбqtэsi-

dir,

20, Verilmiý /(z) funksiyaslnln izоlэ ediLmig mэxsusi

zo пбqtэsi эtrаflпdа Lогап stгаst (z zo) fагqiпiп mcnfi

qiivvatina gora sonlu и sayda hadda mаlikdiг. bagqa sбzla

./(z) fuпksiуаы

fP\= |c,P-z)"
mLinasibatila tayin оluпчг
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Bu halda z0 nбqtэsi /(z) funksiyasrnrn и tатtiЬdэп

polyusu adlantr.

Analitik funksiyamn бz polyus noqtasi atгaflnda

oziinii араrmаsr aqaýrdakr tеогеmlэ tayin оlчпuг.

'I'еоrеm 8 [6.S,9, l l ]. Эgэr zo niiqtэsi /(z) analitik

ftrnksiyastntn polyusudursa, опdа z-in zo-a yaxlnlagma

claydasrndan astlr оlmауагаq, z zo-a yaxtnla9dlqda ./(z)

Гunksiyastnrn modulu qеугimэhdud аrtrr.

Bu tеrсmо tэrs olan aqaýtdakr teoremi qeyd edak.

Теоrеm 9 [6,8.11]. Эgоr /(z) Гunksiyasr ciz izola

eclilmig mэкsusi zo noqtasi atTafinda. z noqtasi zo rroqtasi-

rra ixtiyari qaydada yaxrnla;drqda, ./(z)-in modulu qeyri-

mahdud аrtагsа, onda zo nбqtasi l'(z) flrnksiyasrnrn polyu-

sudur.

зо. vегilmiý /(z) funksiyastntn izоlэ edilmiý mэхsusi

z. noqtasi аtrаftпdа Lотап stгаst (z-zo) Гаrqiпiп mэпfi

qrivvэtina gdrс Sonsuz Sayda haddэ malikdir, ba9qa sбzlа

./(z) Гunksiyasr

f Q) = |с.Q - zg)'

mtinasibatila tэуiп о[чпuг. 
'
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Bu halda zб пбqtаsi /(z) funksiyasrnrn miihiirn

mэхsчsi псiqtэsi аdlапrг.

Anaiitik lunksiyanrn miihi,im moxsusi nciqtanin аtга-

frnda бziinii apaпnasl aqaýrdakt tеогеmdа verilmigdiT.

Теоrеm 10 (Soxotsko-Veyerqtras) [8.9.1l]. Эgеr z = zo

nciqtasi ./(z) funksiyaslnln mrihilm maxsusi пбqtоsidiгsэ,

onda istэпilап sonlu ча уа sonsuz В эdаdi ii9r,in zo -а ytýtlan

еlэ {z"}- aгdrcrllrýr чагki, {/(z,)} ardrcrllrýl B-yoyrýrlrT,

Bu tеоrеmdап аlrпrг ki, z0 mrihiim mэхsusi noqtэsinda

analitik /(z) funksiyasrnrn sonlu чэ уа sonstlz limiti уох_

dur. Belэlikla, z0 пdqtэsiпэ yrýrlan псiqlэlэr aгdrcrllrýrndan

asth olaraq, biz miixtalif limita yrýrlan Гunksiyanln qiуmаtlаг

aгdlcllltýtnt almrq оlапq.

indi isэ sonsuz uzaqlaqmrq noqtanin эtrаfrпdа analitik

funksiyanrn <iziiпii песэ арагmаstпt аrаgdlrаq.

Kompleks miistэvinin sonsuz uzaqla;mlg поqtэsi Ьir-

qiymatli analitik /(z) funksiyasrntn izola edilmig mэхsчsi

поqtэSi о vaxt оlцr ki, аgаг R-in еlэ qiуmэti varsa ki,

lrl 'Л dаiгэsiпdап kanarda JG) funksiyasrnrn z = 0

ntiqtэsindan sonlu mоsаГсdэ mэхsusi nбqtasi olmasrn.
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Опdа /(z) funksiyasl R < |z| < - daiTavi halqada

analitik olduфndan, опч hаmiп halqada /(z) funksiyasг

na уtýпlап

fQ)=|c,z', Л<|z| <,о (I5)

Lоrап sшаsrпа n r.*un liul.

Sonlu izоlэ edilmiq zб mэхsчsi поqtэsi iigtin olduýu

kimi, Ьurаdа ii9 hal miimkйndiir:

l0. Эgаr (l5) aynlrýrnda z -in miisbэt iliiwэtli hаdlэri

i;tiгak еtmэzsа, onda z = m nбqtasi /(z) funksiyasrntn

агаdап qaldtrtla Ьilэп maxsusi поqtэsi adlanlr, bagqa sбzlэ

с
"'n =
zf@=Z

п=0

--ý"0'L zn

чэ уа limitэ kegma qaydasrndan asllr olmayaraq z Ф-ауа-

xrrrla9dIqda /(z) funksiyasrntn sonlu limiti olsun,

Эgаr Со =C-t =..-= с_^*l =0, с_," l0 оlаrsа, onda

sonsuz uzaqla;mlý пбqtэ /(.r) funksiyasrnrn и -ci tэrtiЬ-

dэп stгп оlur.

20. Оgэr (15) aynlrgrnda z ,iп и sayda mtisbat

qiiwэtli hэdlэri iqtiгak ediTsa, опdа z = "о поqtэsi /(,т)

funksiyasrnln п tэгtiЬdап polyusu аdlапtr, ba;qa s<izla

f@)= ic,z'
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уэ уа limita kegma qaydaslndan asrlt оlmауаrаq z ф-а уа-
юnlaqdrqda /(z) Гuпksiуаsrшп пodulu qeyri-mahdud ат-

trг.

30. Оgэr (15) aynhgrnda z-o nezeren sonsuz sayd,a

miisЬэt qйwэtli hadlar vardrsa, опdа z : m nciqtasi /(е)
funkslyasmrn miihiim maxsusi nciqtasi adianrT, bagqa sёzla

чэ уа {r,,}-+ - aгdrcrlhýrnln sеgilmэsiпdап astlt оlаrаq,

ixtiyari qabaqcadan чегilап Iimita yrýrlan fflz,;) qiуmэtlаl

ardtctllrýrnr segmak miimkrin olsun,

5. izoia edilmig maxsusi niiqtatia analitik fuпksiуашп glхlф.

Gэlэсаkdэ geniq tctbiq olunan, birqiymэtli analitik
funksiyanln izole edilmig maxsusi поqtэdэ 9lxlýr anlaytqrnr

чегаk.

Tutaq ki, zo nбqtasi Ьirqiуmэtli analitik /(z) Гчпk-

Siyaslmn izole edilmi9 maxsusi noqtэsidir. Onda /(z) funk-

siyasrm bu пбqtэпiп atrafinda уеgапа qaydada

f (х) = |c,{z - z)" (16)

х Y"
/2-

Lоrап stгаstпа ауlгmаq оlаr, burada

з4
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va xiвusi halda

IG)
л+l

dg
2й (Е - rо)

" , =! UtslaEzlп J
( l7)

tэуiл оluпuг.

Analitik /(z) funksiyasrntn izola olunmug zo поqtэ-

l.
sinda grxrýr, _ lJG)dc iпtеqrаhшп qiуmэtiпа ЬэтаЬэт

21п J
у

оlап kompleks adada deyilir, Burada 7, уеgапэ z0 maxsu-

si ndqtasini daxilindэ saxlayan, miisЬэt istiqamэl|i, f(z)
1unksiyasrnm analitik olduýu oblasta уегlэ9эп ixtiyari qapa-

lr kопtчгduг. Qrхlф i;аrэ etmak iigiin res|f(z),zol ifadb,

sindcn istifadэ оluпчг,

Aydlndrг ki, agaT zo пбqtэsi /(z) funksiyasrnln

аrаdап qaldrrrla bilan maxsusi nriqtcsidiгsэ, onda /(z) Гuп-

ksiyasrmn bu nciqtэda grxrýl srfTa ЬаrаЬаrdiг. Vеrilтпig /(z)

l'unksiyasrnrn izola olunmu9 zo n<iqtasindэ gtxrýrnt hesab-

lamaq, iigiin (17) diistuгundan

l
res|f(zl,z6|= =| [l{ElaE =, _, (l8)

Zпi J' ''

alarrq.
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Ancaq bэzi hallaTda grхrф sada qaydalarla hesabla-

maq olaI. Beleki, analitik funksiyanrn kontur inteqralrп
hеsаЫаmаq эчаziпэ, hamin f'unksiyanrn torэmasinin inte-

qrallama konturuna daxil оlап miioyyan п<iqtэlэrdа qiуmэ-

tini hesablamaq оlаr. Bu halr паzэrdэп kеgirэk-

10. Tutaq ki, zo ndqtasi /(z) funtsiyasrmn birinci

tагtiЬdэп polyusudur,

Onda bu поqtэпiп эtгаГrпdа

I{z)=c,("-ro)-' +cu+cr(z_ zo)+.. (19)

aynlr9r doýrudur.

Alrnmrg (19) miinasibэtinin hэr tсгаfiпi (z - zo ) r.чгас1

\re z zo -а yaxlnlaEmaqla lim.itэ kegsak

сl = lim(z - za)Jk) (20)

miinasibэtini alarrq.

Qeyd еdэk ki, bu halda ./(z) Гunksiyasrm z0 noqtэsi-

пiп сtгаГtпdа iki analitik Гчпksil,апrп

^ о( -'
f {z1 = 

Y:1 
Ql)Vе)

nisbati kimi yaza Ьilогik, bela ki, p(zg) *0 чэ zo пбqtэsi

1и(z) funksiyasrnrn Ьiriпсi tэrtiЬdап stftndtr, bagqa sбzlэ

,,,'l - \

ttl(z) = (z - z п\ц' (z n 1 + Щ 1z - z,J )2 +.... ly' (z ) + 0. (22)' ""'"' 2
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Опdа (l9)-(22) miiпаsiЬаtlагiпdэп Ьiгiпсi tartib po11.us пбq-

tasindэ 9txrýt hesablamaq iigiin

p(zo)

V'kо)

diisturunu аlапq.

20. Tutaq ki, zo noqtэsi /(z) funksiyasrntn и -ci tаr-

tiЬdэп polyrrsudur. Onda, hamin пбqtэпiп otTafrnda а9аýг

dakt

f(z) = c,.(z - zi-n' +.,.+ с,r(э - zo) | +co+c,(z-zo)+... Qa)

aynlrq dоýrudur,

Alrnmr9 (24) miinasibэtinin hэr tаrаfiпi (z - zo)' vur-

Saq

(z - z)' f (z) = с -, + c 
-n*,(z - z о) +... +, _,1" - rо)'' +... (25)

alarrq.

Bu ЬэrаЬаrliуiп hаг tаrаfiпdап (и - l) tartibdan tdrа-

mэ alsaq уа z zo-a уакпiаgmаqlэ limita kegsak и - ci tаг-

tiЬdэп polyus noqtasinda grxrýr hesablamaq iigtin

1 
"'res|J\z),zof= -r . . Iim а _;[1z - zo )' f (z)] (26)

\lп - l)|:rzo <lz"' '

diisturunu аlагrq.

(z), zo] =resN[ (tel='(!)
\ V\zl )

(2з)
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Asanlrqla gсiгпrаk оlаr ki, (20) diЬtчгu (26) diisturu-
пuп xiisusi hаirdrг.

Agaфdakr teoremi qeyd оdэk.

Теоrеm 11 Jб,8,9,r1]. Tutaq ki, /(z) funksiyasr G оЫаstr-

пlп dахiliпdэ sonlu sayda zkG =|,.,.,N) йоlэ edilrniq mэх-

susi псiqtаlэгdэп baqqa qapah с oblastlnda analitikdir.
onda

/(q)d(O =ZT i|res[f (z),zr] (2,7)
{

miinasibati dоýгudur. Вчгаdа Г* mrisbat istiqamata malik
cllub G oblashnrn tam sarhaddidir.

Вч teoremin 9ох bciyЁk praktiki ahamiyyati чаrdrг,
bela ki, oblastrn dахiliпdэ уегlэ9эп mэхSusi nijqtada /(z)
Гunksiyastntn glхlДlпlп hesablanmasr (27) miпаsiЬэtiпdэ sol
tэгаfdэ уеrlа9эп iпtеqгаlrп hesablanmasrndan olduqca аsап-
drr.

indi isa sonsuz uzaqlaýmlý поqtэdе gtxtq anlaytgtnt ve-

rаk,

Tutaq ki, z = оо noqtasi /(z) aпatitik funksiyaslntn

izolo edilmig maxsusi ntiqtasidir. Vеrilтпi9 /(z) analitik
funksiyasrnrn z =.о nciqtэsinda 9rxrЁI
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l . l г__-lftslds= ^.|ftq\dqzz|i;. zпl;,

inteqrahn qiуmэtiпэ ЬаrаЬаг olan kompleks эdаdа dеуiПr,

Ьчrаdа С cla ixtiyari qapalr kопtчrdur ki, bu kопtuгdап

kспаrdа /(z) funksiyasr analitikdiг чэ kontur dахiliпdэ

m-dап ba5qa heg Ьir mэxsusi nciqtэsi уохdur, Aydrndrr ki,

Lоrап srastntn amsallanntn tayinindan

1

rеs|f{z),ж]= 
-11г I

(28)

alanq,

Alrnmrs (27) va (28) dnsturlarrndan a;aýtdakt tеоrе-

min isbatr altnrr.

Теоrеm 12 t6,s,9,1ll. TuИq ki. /(z) Гunksiyasr sonlu sayda

zk (t =1,2,...,Л) уе z=dэ (z,, = оэ) daxil olTnaqla izоlэ

edilmiq maxsusi пбqtсlэrdэп bagqa biitiin kompleks mtЫэ-

vida analitikdir. опdа

|res|f (z),z|=0 (29)

miinasibэti бdапilir.

б. Miiayyan inteqralrn 9lxrqlar vasitasila hesablaпmasr,

сrхrqlаг haqqrndakl qeyd etdiyimiz 1еоrеmlаriп kё-

mэуi ilэ kompleks dауiqэпli Гunksiyanrn inteqгah ila yanagl

hcqiqi dоуisэпli funksiyanrn inteqгaltnr da hesablamaq оlаr,
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Biza gаlэсоkdэ lazrm оlап bazi iпtеqrаllаrrп hеsаЫап-

mastna baxaq.

l) J,r{r)rlx int"qrulшun hesablanmast

Biz burada glxrqlar nazaTiyyasinin kёmсуilэ Ьiгiпсi

nov qеугi-mэхsusi l/'trrld. 5cklindc iпtеqгаLп hesablan-

mastna baxaq, О"., .1"U ki, /(х) funksiyasl biittin аdэd

oxunda tcyin olunmuqdur, bu Гunksiyanr уuхаrl уагlm
miistaviya analitik davarn еtdirmэk miimkйndiir чэ dачаm

funksiya mйеууап э[ача gэrtlэri odayir, Bu qаrtlэг аgафdа

чеrilэсэkdiг.

indi isa a5aýrdakr kcimэk9i lemmant qeyd еdэk.

Lemma 1. Tutaq ki, /(z) Гunksiyasr sonlu sayda

izоlэ edilmi; maxsusi псiqtэlэrdап ba9qa ,Imz > О уlхаrl
уаrrm mListavida hаг уеrdа analitikdiг va ela miisbat Ло,М

vo б sabitiari чаr ki. уuхаrr yaIlm miistcvinin iz] > До 9эr-

tiпi ddэуап п<iqtэlаri ligiin

lVl
|/t,li.;fr,l,|, ло (з0)

|ri

qiуmэtlэпmаsi doýrudur. Onda
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tim fftcИc=o (З1)
R*о J" '-

сR

mijnasibэti odanilir, Ьчrаdа iпtеqгаllаmа konturu С* z -а

паzаrэп Imz > 0 учхап уапm miЫэчidа |z| = Л yn1,-

у

съ

хz

ýэkil 2

9ечгэSidil (ýэk.2)

Dоýгчdап da lemmantn 9агtlэri daxilindэ R > л0 olduqda

lf ,,;лас < Лrt;lФ,
с С,,

Ьчrаdа ds - С" gevrasinda qovsiin diferensialrdrг [Ьах 11],

Onda R -+ сс olduqda

МпR тМ
lll(6)Фs л-, =-,, -+u ,

:^RоLл

Вчrаdап lеmmапtп isbatiпr alml9 olarrq,

Qeyd. Оgаг /(;) funksiyasl sonsuz uzaqlagmrq поqtэпiп

эtrаГrпdа analitikdirsa уе z = ф пбqtэsi /(z) fuп-

ksiyzвtntn ikinci tartibdan stfirdшsa, опdа Ьч,fчп-

ksiya Ё9йп lemmanrn ýэгtlагi ddanilir,
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Dоýrudап da, bu halda /(z) funksiyasrnln z = со

nбqtasinin оtrаfшdа Lогап strasr

rl,\=c-z-Сэ, _ V(z)
J PI z' z' z'

;aklindadir, burada |y(z)|< М ,

Bu dеdiklэrimizdэп aydtndtг ki, 6 _ 1 olduqda (З0)

qiуmаtlэпmэsi аlrпtr, Qeyd olunmug lemma 1 lt<rldx

qеугi-mэхstlsi inteqralrn hеsаЫапmаstпdа genig tэtbiq olu-

пur, Bununla аlаqэdаг a;aýrdakr tеоrеmi qeyd edak,

Теоrеm 13 [11|. Tutaq ki, bntiin -co<J<oo cdad oxunda

чегilmig /(х) funksiyasr уuхап Jrпz 2 0 yartm mЁstэчiуа

davam etdirila bilar, bela ki, bu funksiyanrn analitik davamr

, о|ап ,/'(z) funksiyasr lеmmашп ýэrtlэriпi odayir va haqiqi

oxda hеg Ьir maxsusi nciqtasi yoxdur. Опdа birinci пбч qey-

n-maxSusl J/{r)rLт irrt.qrulr чаrdlr va о

jf t la* = 2й|res[f (zl,zol, (32)

diistuгч iIэ hеsаЬlапlг, burada zo -/(z) funksiyasrnln уц-

хап уаrIm miistavida mэхsчsi поqtэsidiг.
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2) le'* f (х)ах iпtеqrаltшп hesablanmasr,

Qeyd оIuпап qсуri-mэхsusi inteqralrn grхtqJ,аг пэzэ-

riyyasi vasitasila hesablanmasr agaýrda qeyd оluпап Jordan

lemmastna эsаslапrr.

Lemma 2 (Jordan lemmasr). Tutaq ki, /(z) funksiyasr sonlu

sayda izоlэ edilmiq maxsusi пёqtЫагdап ba;qa уttхагt

Jmz > О yartmTnristavisiпda analitikdiг va ]"| -+ * olduqda

аrgz-а (0 Зargz З z) паzагап miiпtаzэm оlагаq srГrа уа-

xtnlaqtr. Onda а > 0 olduqda

|im |е'ё 11qla9 =о, (3З)
R-ю J

Cii

burada С! - yuxarl уагlm miistэчidа l'l = Л Уапm g"чr",i-

dir,

isbatr, Vегitmig /(.z) funksiyaslnln m],iпtаzэm оlаrаq

stfга yaxtnlagmasrndan аlrпlr ki,

\f е)|. р^, |,|= п (з4)

qiymatlanmasi dоýrчduг, burada Д со-а yaxrnla9drqda

pl ) 0 . Onda (34) qiуmаtlэпmэsiпiп kоmэуilа verilmi; in-

teqralr qiуmэtlэпdirэk, Bunun iir;Ёn g = Reit, ачаzlаmэsiпi
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араrаq va 0<p<L o1duqda siп р > ?, malum miinasi-
п

batindэn istifadэ еdэk. Опdа Л -+ со

t"'"'f(r)a <Рп'R"ц
!е 

oR"n" d, = 2р, . R' iч-Л",, ,lrp .
00сh

<2pR.R
"- " 77р = L p*(l - е-uЛ; -+ 0

%

I
0

(з5)
а

mЁnasibэtini a.larrq ki, bununla lemma isbat оluпur.

Qeyd o1unan Jоrdап lemmast genig sinif qeyгi-maxsusi

inteqrallaгrn hesablanmastnda tэtbiq olunur. Agaýldakr teo-
remi qeyd еdэk.

Теоrеm 14. Tutaq k.i, biitiin - "о 
< х < о hэqiqi oxda

tayin olunmu; l'(x) Гunksiyasl учхагl Imz20 уаrrm

mtistэчisiпэ analitik davam оlчпапdlг, Гunksiyanrn analitik
davamt olan /(z) funksiyasr yuxaгt yarlm miistavidэ Jоr-

dап lemmastntn qoTtlarini <idcyir чэ hэqiqi oxda he9 bir

mэхsчsi noqtэsi yoxdur. Onda а > 0 olduqda le'- 11rlах

inteqrah чаrdlr чэ
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|r'"'11rlь =zп|res|et- f (x),zol, (36)

; k=l

diisturu ilэ hesablanrr, burada zд, /(х) funksiyastnln z-a

пэzэrап уuхап уапm miistavida mэхsчsi noqtasidir.

isbatr. Теоrеmiп qаrtiпа gсirа /(z) Гunksiyasrnrn zo -

mэxsusi noqtэsi |zo | 
< До Еагtiпi оdсуiг, indi z -э поzаrап

учхагl уапm mtistэvidэ, hэqiqi oxun -R < х S Д, Д > R0

раг9аs1 va z -а пэzаrэп рхагl уаIlm miistэvida |z| = Л gev-

гаsiпiп С! - уаrlm 9ечtэ qбчsiiпdэп ta9kil оluпmчg qapalr

kontura baxaq, Onda 9rxrqlar паzэriууэsiпа asasan

Rл

["'"" 11"1а"+ lr'"'f G)аs =zпZrelel* f(x),zo] (37)

-R ci t=]

miinasibotini zrlartq.

Jогdап lemmastna gtirо (З7) diisturunda sol tагаГdэki

ikinci toplanan ff m-а yaxrnlagdrqda srfra ЬэгаЬэrdir. Bu-

гаdап teoremin isbatt altnar.
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FaSlL 2

FaJRYE cEvrRMэSi
ý1. Fuтуе srrаsшrп kompleks ;akli

Tutaq ki, /(z) Гunksiyasr [-z, z] pargasrnda mittlэq

iпtеqrаlIапапdrг (сапrlапэпdiг). Bagqa sбzla /(z) funksiyasr

L[-п,пl fazaslna daxildir. Bu ;аrt

1
п f,f(.v)cos Ьаr, & = 0,1,2,...,

ьо =!"!11lsinl'dx, k -1,2,

Fчrуе эmsаllагtпtп varhýtnt tэmiп еdir, Onda /(z)
1'unksiyasrna

алд
/(.x) - *" + ) (со cos/cx*Д* sinkx)
"1LlL 4 /r=l

Furye slгаstп l qаrýl qoyaq.

Вчrаdа sin,b, cos,Lx tгiqопоmсtrik Гчпksiуаlаrrпl Еу-

lег diisturundan istiгada еdаrэk

DЬ LD-lbсоsk=' * 
. sinh= е'Ь е ,l=Jr

2i

9эkIiпdа yazaq

ak + ibk

2

edak
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Onda

ао

2 ! (ао cos,h + Ьо sin ftx) -

=*-Е[

=--Ё[

е,Ь + е,,Ь е,Ь _e-lb )а1-тDh--т t-L-',)

а, _ ib,

2

о, + ib,*Ц€
z

! cue 'Ь alanq

Bu qayda ila /(т) Гunksiyasrna

f (х) - |сое 
ifu

k-д

Furуе slгaslnr qarýl qoymaq оlаr.

Fаrz еdэk ki, /(х) funksiyasrnrn Furуе sшasr miinta-

Zcm ylý]hr, Onda riyazi analiz kчгsuпdап malumdur ki,

Slx1 = |сое-'Ь
k-o

ЬаrаЬаrliуi doýruduг.

Sшапtп mЁпtэzаm ylýtldlýml pozmamaq ýаrtilа bu Ьэ-

гаьаrliуi mahdud еd funksiyasrna vuraq. Аhпmlý miinasi-

Ьэti -z-dan z-уэ qаdаг inteqrallayaq, Slrа mЁпtэzаm

yrýrldrýrndan опч hэdЬэ-hеd inteqrallagaq
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lft,l"*a,= 1 |"r"'r'-o"

аlапq.

Aydrndrr ki, /с * / olduqda

п lll k\\

|o,t|-hll4, =е 
' 

-J ,(1_k)

k=/ olduqda isэ

'|" 
"u'ur" 

_e-i(t k)T 2sin(l -k)п

l"- =0
(/ -fr) l1-

le,ttJ), dx = la = zo .

Bu qayda ila

l/{*)"'''b =znc,

miinasibatini аIагrq ki, Ьuгаdап Со amsallart

l 1-

С, = |ftx)e'udx, k=0.tl,t2...." 2т J'

kimi tэуiп оIuпаг, 
-1l

Tutaq ki, /(х) funksiyasr (-d,Td) pargastnda tэуiп

olunmu;dur чэ L(-1,1TI) Геzаsrпа daxildir. Onda х = ul

avazlamэsini gбtii{эk, Ьчrаdа и dэyiqani [-z,z] pargastnda

dэуi9есаk. Bu halda g(u) = f(ul) Гunksiyast |-п,пl parga-
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smda tcyin olunrnuýdur vэ L( п,п) Гэzаsrпа daxildir. Опdа

g(и) funksiyasr iigiin Furye stгаsr

n t .о"

glи) - ,f tlое ''. Со = -} lBruv'-au
1!

gaklinda olacaq.

Burada х dэуiqапiпэ qayltsaq va Со эmsаllаrrпdа in-

tеqгаl аlttпdа и=1 avazlamэsini арагsаq,l

, d_ r*,'b , , 1l!_ tb

6.= J t о:, L',,, .Ldx_!_ |fт)n,a,"/{ zп .lr^\ t l l 2ol _;

miinasibэtini аlапq.

Дуdlпdrr ki. /(х) Гunksiyasrna

Tr,. /

Fчryе stгast uyýundur, Ьuгаdа Со

|пl 1ц

Cr =! , |f \xlel Ьzп -;
mЁnasibatile tayin olunur,

Tutaq ki, biitiin />0 rigiin

l(x\= > L,.e'
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bTabarliyi бdэпilir.

Вчrаdа Сл аmsаllагl Ё9tiп miinasibэti пэzэrэ alsaq

n , 1i il,

fti= Z;: Ilt lrI'' 
''du.

k,-ф LJц n

alarrq. Bu miinasibэtin saý tаrаГrпэ inteqгal сэmi kimi Ьаха

Ьilэrik. Bunu gёstэrmэk iigiin biittin эdэd oxunda tэуiп

olunmug agaфdakr funksiyaya baxaq

|п,yla) - + lf tu),'"''-''4u -

|2U,t7t-, поqtэlэri vasitasila uzunlugu l
l

эdэd oxunu

olan ЬаrаЬэт раrgаlаrа bolak, Sопrа tл7(о) funksiyasrnrn

L: bolcii пбоtаlагiпdаI"

Vt
( k\ l

lT )-й
2! k_

),ft"|r' 
'du

qiymatini hesablayrb
k k+1

l раrgаslпlп uzunluýuna vu-

rчЬ - "с dan со kimi dayiýan biitrin t Jаr iigiin саmlэуаk

опdа

f в) = rtл*'Уrп'r,'"-" 
ou = _i-(f )j,
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miinasibatini аlапq. AydrndaT ki, <inteqгab> comi bcilgii

раrgаlаппш uzчпluф srfга yaxrnlagdtгqda inteqrala yaxrn-

la;acaq. BuTada / -9 со yaxrnla;maqla limib keQsak, fоr-

mа[ olaraq

-_l---.

f 1fl = ly*@)d" = 1 !а" lf tu)e'"|'' "'du ,

Furye intcqral diisturunu almrg оlагlq

ý2. Z fazasmdan оlап funksiyalarrn Fчrуе
qevirmasi

1. Furуе gечirmаsiпiп terifi va igara оlчпmаsr.

Furye inteqralr diisturunu agaýrdakr gэkildэ yazaq

jх(I l
Jzп lf{")r'- а"l

л!2п }"

-'* do . (i)

Agaýrdakr miiпаsiЬэtlэ tэуiп о[uпап

(2)

Гunksiyastnl giituгek.

Опdа (1) Fчrуе iпtеqгаl diistuгu ila tэуiп оlчпап

/(.х) funksiyasr F(о) funksiyasr чаsitаsilэ

)б(F l

лl2п !l{4",* а"

l
,J zп

х !гlоlп-* ао)(f
miinasibatilэ tэуiп olunar,

5l
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Alrnmrq (2) diistuгu Furyе geviгmasi adlanг. Onda

/(.т) Гunksiyasr vasitasilэ (2) miinasibati ilэ tэуiп olunan

Л(о) funksiyasrna /(х) funksiyastntn Fчгуе gечiгmаsi

deyiiir. Вй burada asas funksiyalarr kigik hаriflэгlа va onla-

пп Fчryе geviгmalarini isэ bilyiik hагiflэrlа iqаrэ edacayik.

Bu igагэlаmаlаrlэ yanagt biz gэlасэkdэ Fчrуе gevirmэsinin

ореrаtог i;агэlапmэsiпdап dэ istifadэ еdэсауik. Fuгуе 9е-

virmasi opeIatotu чэ уа sаdэсэ Furуе ореIаtогч И simvolu

ilэ iqаrэ olunuT чэ aydlndlr ki. F(о) =llf(x).
Alrnшq (3) diistuгu tэrs Furуе gечiгmэsi dйsturч,

/(х) funksiyasrna isa Л(о) Гunksiyasrnrn tэгs FuTye gечiл-

mэsi аdlашг. Тэгs Fчrуе gevirmasi оретаtоrч V I kimi

igаrа оlчпчr. Demali /(х) =r-l F@) ЬэrаЬэгliуi dоýгudчr

,чэ (1) Furyе inteqral dlisluru опu gсistэrir ki,

.f (х) = V-lrf в) .

Qeyd edak ki, Furye орегаtоru xaltidiT, ba;qa sozla И

орегаtоru, inteqralrn xassasindan аlшап

V[а/ (х) + BgB)l = avf (х) + Bl/g{x) ,

miinasibэtini сidэуiг.

2. Riman-Lebeq tcoremi.

Aqairdakl tэrifi qeyd edak
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Тегif 1.

ср(а,Ь;х) =
| х е (а,Ь);

0 л е (с, D)

tэуiп olunan q(а,Ь;х) funksiyasrna (а,6) intervalr-

шп хаrаktегistik funksiyasr deyilir.

Теоrеm 1. Эgаr/(х) funksiyasr Z fэzasrndadtrsa, onda

опчп Fчrуе gечiгmаsi F(o) = Vf(x) ,

lim l'(o) = 0
|о|+о

miinasibatini бdэуап, biitrin аdэd охчпdа mэhdчd, ko-

silmэz funksiyadrг.

isbah. Л(о) funksiyasrnrn mэhdudluýu

dт=

l -,, llrl|,=* llrtola"-,,"=,q,-
.,! z7T _,_ ,,! zJT

qiуmаtlэпmэsiпdэп аhпr.

Теоrеmiп qalan hбkmlarinin isbat ctmak iigiin эwаlса

hcmin hбkmlаri intervalrn xarakteristik Гunksiyasr, sопrа isa

рillэчаri funksiya iigiin isbat сdэk. Urnumi hahn isbatr рillэ-

vari funksiyalaг 9oxluýunun Z fэzasrnda srxhýtndan аhпrг,

Оччэlса qл(а, Ь;.т) funksiyasrnrn Furуе gечirmаsiпэ baxaq

|гt"1 = }| lrt"l",-a| < }'[ll в,l]",^
.\lz,|l 

| " l v__"
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Ф( l)ьа

1

-J 2т

6
l

Б Q(а,Ь;х)еi* dx =

eibo _ eiao=*'I"**=
2пiо

Onda Ф(а,Ь;а) funksiyasr ii9iin alrnmrq diisturdan bu

funksiyamn biitiin аdэd oxunda kasilmazliyi va

iФ бьа( )
еiЬб _ elao 2

Jйl,

еlЬh.r _ еiцо
а k -_--т-::-

i z7l lo

qiymatlanmэsindan

, lim Фiа. Ь: о) - 0
|о|+о

miinasibati аlrпаr.

ixtiyari pillavari й(,т) funksiyasrnt rp(a,b;x) funksiy-

аlапшп хэtti

h(x') =|aorp(ao,bo;x)

kombinasiyzrsr qakilinda gostarmak оlаr.

Опdа Д(о) funksiyasl

Н(а) --Ilh(x) =V , оо,рlоо,Ьо;"1|=

|аоVrр(ао,Ьо;х) =|

54

Irol



miinasibati ilэ tayin оluпчr чэ teoremin h,iikmlaгini оdэуir,

Tutaq ki, f(x)e L, Pillavaгi funksiyalar siпГt Z fazasrnda

srxdrr. опdа рillэчагi еtэ {Л" 1х1} fuпksiуаlаг ardrc lrýl чаr

ki, ,i- поrmаsrпdа /(х) funksiyasrna yrýrlrг, Ba;qa siizlэ,

bu aгdrcrllrq iigiin

liml|/ - и"|l= 0
л-+Ф

miiпаsiьэti бdапilir.

Onda а > 0 эdоdi Ёgiiп еlэ N пdmrаsi чаr ki, и 2 Д

olduqda

||r-п,||"Тi,
ЬэrаЬэrsйliуi odanilir.

indi isa Vf (х) - Ип(r) farqinin miitlaq qiymatiru

qiуmаtlепdirэk:

||-
'гlо1 - H,to)| = Ё|_[r r, ",, 

- o"(xlle'-dT| <

l "r".,, ),а&='|ЦА.r,n>м. (4)
_6 _- llJ G) - п"t,х 

J2п' \Z/l _ф

Bu ЫаЬаrsйlik gоStэrir ki, F(о), -,о < а < "о funksiyast

о-уа паzатап miintazэm оlаrаq, |о| m-а yaxrnla;drqda li-

miti srГrг olan, biitiin adad oxunda kasilmэz funksiyalar ar-

drcrllrýrnrn limitidiT.
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BuTadan alrnrr ki, Д(о) funksiyasr tеогеmdа dеуilэп

bttiin hсikmlэri бdэуir. Bu funksiyanrn kasilmazliyi, раr9а-

da kэsilmэz funksiyalar агdrсrilrýrлrп mi,intazam yrýrldrýt

funksiyaпn kasilmazliyi tеоrеmiпdэп аhшг. Dоýurdап da

biifiin эdаd охчпdа miintezam уrlrlmаdап istanilan sопlч

раrgаdа miintazam ytýtlma аlrпtг. Bu isa Л(а) funksiyasг

шп istanilan sonlu раrgаdа kasilmazliyi demakdir, bagqa

sozla, lstanilan о поqtэsiпdа чэ уа biittin эdаd oxunda kc-

silmazdir. Тэlэь olunan

lim t'(rл) = а
lоl+ф

miinasibэti a;aýrdakl mrihakimэdan аlrшr. Aydrndrг ki, (4)

miiпаsiьэtiпdэп

о < |лlо;|< |H"ro-;]+ с (5)

аlапq.

Onda ixtiyari Е>0 iigiin еlэ М>0 adodi taprlar ki,

|о| > М ЬаrаЬэrsizliуiпdап |lrn 1о;| < а ЬаrаЬагsйliуi аlrпаг.

Bu halda (5) mrinasibэti

о < |лlоli< zя

gэkliпdа olaT. Onda

lim }'(а) = Q
1dl-+Ф

аlrпrr. Теоrеm isbat olundu,
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Qeyd еdэk ki,

Fi о lf{,)"-'* а, ,)
1

.!zz

miinasibatilэ tэуiп olunan { (о) funksiyasl f'(o) Гunksiya-

stnrn biitfrn хаssэlэriпi бdэуir. Bunu asanlrqla gбstarmak

olar va qeyd edak ki,

{(о) = F(-о)

ЬэгаЬаrliуi бdэпilir.

isbat olunmu; tеоrеm 1 Riman-Lebeq teoremi adla-

шr.

ý3. Tars Fчгуе gevirmasi

Tutaq ki, f (х) с L . Onda Е(о) F-urye gevirmasi Z

fэzasrna daxil оlmауа Ьilэт. Мэsэlэп a9aýrdakr kimi tayin

olunmug

["'' х>0
l(x)=i" |.0 х<0.

Гunksiyasr l Гаzаstпа daxildir.

Bu funksiyanrn Furус qсчiгmаsi
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д(оl=*'ttФе,*й=
лlZп _|_

l

.lzп
е, ах =

Jйlt- io1'

I
0

1 e(iб-l)J

Jй to-t

Onda F(о) funksiyaslnrn modulu

л(о)=*=
,12т|1 io| 2п(1+ о2)

olaT.

Bu qayda ilэ Л(о) funksiyasr sonsuzluqda <izЁпii

lr-l-.
|о| - kimi арапr, уэпi inteqTallanan deyil, Ona gdrс bu

funksiyamn tors Furуе gечiгmэsiпi tэуiп etmak miimkii п

deyil. Вчпч tэуiп еtmэk iigiin qеугi mэxsusi iпtеqгаlrп Ьа9

qiуmэti anlayrglndan istifadэ еdэсауik.

MalumduT ki, ЬПtйп аdэd охuпdа kasilTnaz Q{o)

funksiyasrnrn -oo-dan со-а qоdсr qеуri-mэхsчsi inteqrah,

N vo N, adadlэrinin Ьir-Ьiгiпdап asrlt olmayaraq m -а уа-
NI

xrnla9drqda lQ{o)ao -пiп limiti ila toyin olunuT. Оgаг bu
.v

limit yoxdursa, lakin lim lQro)ao чаrdrsа, onda Ьч li-
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mit, yani lQ{olao qeyгi-maxsusi inteqralrn Kogi manada

Ьа9 qiymati аdlапrr. Masalon,

Q@)=

l 
, 1о1, r,о

о, |o|<l

funksiyasrntn _"о-dап о-а qэdоr qеугi-mэхsчsi inteqralr-

тшп baq qiymэti srfra ЬагаЬаrdir, uo"uq tg1o\do inteqralr

daýrlandrr.

Biz giistаrэсэуik k , ,f(r) funksiyasr alava ;эгtlэгi бdэ-

dikdэ л(о) = и/(х) funksiyasrnrn tэrs Furye gечiгmэsi Ьа9

qiymat manastnda чаrdtr чэ /(х) funksiyasr ilэ iЫ-iista

dii;tir.

Aqaýrdakr tэrifi qeyd edak,

Terif 1. /(х) funksiyasr хо пёqtэsiпdэ Dini gartini о vaxt

cidayir ki, эgэr

p(u) =
f Qn+u)- f @о)

u

funksiyasr miiаууэп d > 0 iigtin Z(-6, d) Гэzаsrпа

daxil olsun.

59



Теоrеm 1, Эgэr /(.т) с I va miiэууэп х поqtэsiпdэ Dini

9эrtiпi бdауirsэ, опdа hэmiп nбqtada

"f 
(,): 1

]й lгlо1"-'- ао

ЬэrаЬэтliуi dоýгчdчr, Ьчrаdа inteqral bag qiуmэt

manasl nda gбtiiгiiliir.

isbatr. Ogar f (х) с L isa onda Riman-Lebeq tеогеmiпэ gёrа

F'(о) ='tlf (х) Гunksiyasr mэhdud, biitiin эdаd охчпdа kэ-

silmaz ча

lim Д(о) = Q

miinasibatini оdсуiг. А9афdаk1 miinasibatlэ tayin оluпап

lr(x) Гunksiyastna baxaq:

fM
l

.,l zп |гlо1"'^dо,х(

burada Л - mtiэууап miisbэt эdэddir. Bu ЬаrаЬаrlikdэ .Е(о)

funksiyaslnln qiymatini уеriпа yazsaq,

lN-
f l, (х) = -L l do !r6lr'"'-"' du

-" li

miinasibatini alarrq.

Biz Ьurаdа qeyгi-maxsusi inteqTalr о-уа пэzэлэп inte-

qгаl altrnda inteqrallaya bilarik. Doýrudan da

60



i/t,)"'"(,-'i < l.ri,)l,

qiуmэtlапmаsi gёstаrir К, qeyri-mэxsusi iпtеqrаl о раrа-

mеtriпэ пэzэгэп miintazem yýrlrr,

lntoqrallama nijvbэsini dayigsak,

t -. N, l'.-
f"{,l= ; _flu\du Plo|*')do=i l l,

eio(u-x\
du=

i(u - х)

l_

2лr lЛ"l
л,N(,-:r) л-!,М(, .I)

ru-")
, l -г -. . siпN(и--r)

аu =- | J \u)- аu
п J u-х

miinasibэtini alarrq,

Ахrппсr inteqralda , = и -.r эvэzlamasini араrsаq

sinNr
ll" (r) = l f {**t) dtl

п
(l)

(2)

miinasibatini а[агrq

Мэlчm

Slgпа =

fsln dd тl dx = -.SIsпa.),о"
diistuгuпdап istifada еdэk, Ьuгаdа

0,
а>0,
а =0,
а <0.

Onda a;aфdakr
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dt=
sinМ -

-dt+
t

0

J jY-=rH 41=2 !зigпу=1SiпN'
J t

ЬэrаЬэrliуiпi alanq,

OgaT bu miinasibэti z-ya billiib, /(.r) funksiyasrna

чurSаq

/tr1 -1-[ /(r)'inМd, (])
lT J"' t

аlапq.

Sопrа ;r псiqtэsiпdэ Dini gэrti odanildikda

lim /n (х.1 = /1:r1rYэо

miiпаsiьэtiпiп iidэпilmэsiпi isbat etmok laamdrr.

Bu miiпаsiЬэt isbat оlчпагsа, onda х поqtэsiпdэ Ьа.9

qiymat manaslnda tаrs Furyе gечirmэsiпiп varltýt va onun

' /(х) Ja tist-iistэ diigmэsi isbat olunmug оluг, (l) ЬэгаЬэгliу-

iпdэп (З,1 ЬэгаЬаrliуiпi grxsaq

| -", _ ,sin М
f nlx1- f(x\ = ; lVrr*,l- f \x)l:"'l' dl

alartq. Вurаdа iпtеqгаh iig iinq."lu uyrrruq,

/N(x)-/(x)=l IТ 
1, il

sin Nrй +f(x+t)- J@)
t

*I i /(x+l)r;n*7r_ "/(х) J sinM
о |,|n t zt 

1,1J, ^ 
r

6)

dt (4)



alanq.

AydrndrT ki, lfl > l olduqda

|sin 
,Vr| . 

'.lll-'
ЬэrаЬэrsйliуi dоýrчdчr чэ / агqчmепtiпа пэzаrэп

/(x+r)el olduýundan, istanilэn я>0 tigiin еlэ l(l>1)

adadini ela segmэk olar ki, (4) miiпаsiьэtiпэ daxil оlап ikinci

.Е-
hэddiп mйtlaq qiymati а-dэп kigik olar, N 2l -a паzэгап

-i sin М 

', 
qеуri-mэхsusi inteqralr mtiпtаzэm yrýrldrýrndan,

J1

l эdаdiпi еIэ segmak оlаr ki, alrnmrg (4) miinasibatinэ daxil

olan iiqtincii haddin miitlaq qiymati | -dэп kiqik olsun, Di-,з

ni ;эrtiпэ giirэ

y/Q) =

Гunksiyasr Z fэzаstпа daxildiT, onda Riman-Lebeq tеоге-

miпdэп

(fB+t)-f{x)
],
[о

t|s,ч

t|, Д

jlý fиO)siпlrr*=о
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miinasibэti аlrпrr. N-i еlэ sеgmэk оlаr ki, (4) ЬэгаЬаrliуiпdэ

Ьiгiпсi haddin miitlэq qiymati | -dэп kigik olsun. Bu qayda
J

ila йtiyari а > 0 iigiin еlэ Nо adadi tapmaq olar ki,

N > Nо olduqda

|7"1;r;-71;r;J <с

бdanilsin, Bu isa onu gбStэIir ki,

lim /" (л) = /(х) ,

л -+ф

теоrеm isbat olundu.

ý4. Z, fazastndan olan fчпksiуаlаrш Fчrуе
qeviгmasi

Fэrz edak ki, /(х) е Zr. Вuгаdап аЬпtr ki. istanilan

N > 0 iigiin /(;r) Гunksiyasi 1., (-N, М) fazasma daxildir.

Onda Ilr аlЬ inteqrahna Koqi-Btinyakovski ЬэrаЬэтsiz-

liyini tatbiq etsak

Ilrrola'=
(N- 

^ л )

[ .la" Ji.rrol,.z'.;

l
<со

alarrq
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Axtrrncr baraborsйlikdan f(r) funksiyastntn

a(-N,Л) fэzastna daxil olduýu alrnlr. Aqaфdakr funksiy-

ауа baxaq:

l"rt"), 1.*1 
< л

I*G) =1, ,,

[ 0, 1,1r N.

Bu Гuпksiуа Z fэzаstпа daxil olduýundan, опuп tigtin

л i)о 1

Jzo
.fM (х)е'* dх = lI{,)r'- а

l

,l2п

Furye gevirmosi чагdtr.

Ola bilaT ki, bu iпtеqrаlm N -э "с yaxtnla;drqda li
miti olmasrn, bagqa sёzla

lf {",l"'*a

inteqralr Ьа9 qiуmэt mэпаstпdа daфlsrn, Вй gоstэrасауik ki,

istanilэn f (х) с L, iigiin оrtа kvadratik ]цЛл (о) = Лtо)

Iimiti чаrdrr. Bu limit tагifэ giira /(х) funksiyaыnrn Fчrуе

gечirmэsi olacaq- Qeyd edak ki, Z fozasrndan farqli olaraq

f (х) е L, olduqda F(о) е I, оlчr.

A;agldakr lеmmапr qeyd еdэk.

Lemma 1. Оgэr /(х) чэ G(о) funksiyalaп Z fazastna

dахildiгsэ, onda

б5



(.r,c) = (Л,С).

lsbah. ýэгtэ gilrа G(o) е l, olduýundan опuп tars Frrryе

gev masi olan g(-x) Гunksiyasr biitiin аdэd охчпdа mаh-

dudduT. Aydlndrr ki, bu xassani ý(*) funksiyasr da iiday-

acak. Ona gбrа /(x)g(x) hasili Z Гazasrna daxildir. Onda

hasil funksiyanln .F-urуе gevirmэsi чаrdrr чэ aýaфdakl

miinasibatla tayin оlчпчr:

l
,,l Zn

jF(о +u)G(oPo.

Burada inteqral altrnda g(;r) Гunksiyasr V4G1o1 Гчпksiуа-

sl vasitasilэ, inteqralrn kompleks qoýmasl intcqral altr fun-

ksiyamn kompleks qoýmasr vasitasilэ ачэz olunmug, sопrа

.f (х)G{фе'(" "'l' hasilinin Z fэzаstпа daxil olduýundan

inteqral.Iama n<ivbasi dэyigilmigdir. Alrnmrq ЬэrаЬэrlikdэ

l
и = 0 qobul etsэk va hэт tэrэfi f -v. Ьбlsэk lеmmапrп

isbatmt almt5 оlагtq.
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Natica. Оgаr f (х) е L чэ Л(о) с Z оlаrsа, onda

Ilrt,l|'a, = llгrо\'ао

Parseval ЬагаЬаrliуi dоýrчdчг.

isbat iigiin isbat olunmuq lemmada G(о) = Лiо) *51-

iiгmаk lаzmdrг.

Qeyd. Эgэr f(x),F(o) е 1, isэ, onda f(x) с L2. Doýrudan

da, f (х) =У | F@) funksiyasr mahduddur. опа gбrэ,

f (х) е L va /(;r) mahdud olduýundan

Irtrl|'= f(x)f(x)cL
о!аr.

Iлmmа 2. Оgсr /(х) funksiyasl Гrпitdirsэ чо biitiin аdэd

oxunda ikinci tсrtiЬdэп kosilmэz tогэmэуа

malikdiгsa, onda onun Л(о) Fчrус gevirmasi

L fэzаыпа daxildir.

lsban. Aydrndrrki, /"(х) Гunksiyasr Гrпitdir onda о Z fэ-

zаstпdапdtг, Опuп Fuгуе gечгilmэsi btittin эdаd oxunda

mэhdчddчг. iH dэfа hissa-hissэ inteqrallamaqla И/"(х)

funksiyastnr hеsаЫауаq:
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|,f " (", -- # Ъ " {х)е' 
* а, = };Р' 

- f 
, 

{,) -, *' * ft,lН=i *

-''!\1ti"'-dx= оzF\оl
лllt ;

аlапq. /(;r) чэ /''(;с) funksiyalaгr finit olduýundan, inte-

qraldan kэпаr hэddlэr slfra ЬсrаЬагdir. Onda

|о1 
Гrоl1= tYf '@ls с чэ уа Flоi< , ,L

1о

qiymэtlcnmcsini alartq. Ахtтшсt ЬаrаЬагsizlik onu gбstэгiг

ki, Д(о) kаsilmэz olduýundan F (о) с L. l.emma isbat

olundu.

Qeyd. Asanlrqla gбrmэk olar ki, /(х) lunksiyasr
lеmmа 2-nin ;агtlаriпi iidауirsэ /(х) Гunksiyasr kasilmэz
tdгэmоуэ malikdir, Onda istэпiiап х iigйп tars Fuгуе ge-

чiгmаsi чагdш vc inteqral adi mэпаdа baqa dй9iiliiг, bundan
alava, .Ё'(о) biitiin oxda kasilmczdiг va l, Гazasrna daxildir.

ý5. Рlапqеrеl nazariyyasi

1. Unitar operator.

Tarif l. Mriэyyan fэzаdап olan эdэdi funksiyanl hэmiп

fаzаdап чэ уа baqqa Гэzаdап olan эdаdi funksiyaya

9ечirэп abstrakt Гunksiyaya орегаtог deyiliг.
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Мэsеlэп, Z fazasrnda tэуiп olunmug V Furyе оре-

rаtогч Ьч sinifdan оlап funksiyalan biittin эdеd oxunda

mohdud kаsilmэz va ]о| - -а yaxrnla;drqda srfra уахtпlа-

qan funksiyalar sinfina gейriт,

Тагif 2. ,L, fэzаsrпt ЬiitЁп l,, fazasrna gечiгэп xatti l
ореrаtоIu о vaxt uпitаr adlanrr ki. о поппап1

saxlastn, ycni |]l/|l= |l/|] ёdэnilsin.

Misal чаsilэsilэ чпitаr ореrаtогu araqdlraq. Вчпuп

iigtin Z, Гаzаstпdа agaýrdakl miinasibatla tayin olunan d

орсrаtоruпа baxaq:

I',,f(x) = е'' f(x)

Ьurаdа у- haqiqi аdаddiг,

Bu орегаtоr хэttidir

Т"|а J G) + F g(х)J = е'' [а ,f (х) + /] св)1 =

= ае'' .f (х)+ ре'" g(x)-_ aT,J@) + р1',св)

Ауdrпdrr ki, ореrаtоr l, fazaslndan оlап biitiin /(;r) Гuп-

ksiyalarr iigiin tayin оlчпmчqdur, bela ki, istопilэп F'(х) с Z,

iigiin ela f (х) с L, funksiyasr gоstэrmэk оlаr ki,

F(x)=T,f (х). (/(х) эчэziпа е-'F(-r) funksiyasl goti,iI-

mck оlаг). Веlаliktэ T,f (х), f (х) eZ, ГuпksiуаIаr goxluýu
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Zr- ila iist-iistэ di.i9iir. isbat edak ki, T"f(x) ve /(.т) fun-

ksiyalartnm normast eynidir. Dоýгчdапdа

lT"f Ф|=|,'' 1t"l|= lrr,1.

Ьчrаdап T"J @) vа /(.r) funksiyalaгrntn miitlaq qiуmэtlа-

гiпiп ЬаrаЬэгliуiпdэп isa onlartn поrmаlатrшп ЬаrаЬэrliуi

altnrr. Вчпчпlа 7у ореrаtоrчпuп unitar olmasl isbat olun-

du,

Lеmmа 1. Оgаr l ореrаtоru unitardrrsa, onda l-| tars

operatoru чаrdш ча чпitаrdtг.

isbatr. Aydrndrr ki,

f(x) -+ g(x) = Af(x)

inikasl qaгqrlrql birqiymэtlidir, Doýrudanda, э8эт

Al@)= l1r1*1 isэ onda xattiliyэ чэ поппапlп saxlantl-

mаslпа gога

0 =l1.1f, - Аf)l=llдU, - f,il=ilfl - f,tl,
Ьurаdап l(x) va /r(х) Гunksiyalarlnln iist-iista drigmasi

аlrпаr, bagqa sozla Д-l ореrаtогч чаr, Нэг bir

g(x) = Af(x) funksiyasrna tэгs ореrаtог /(-т) funksiyasrnr

qаrýt qoyur, Д'lg(х)= /(х). Bela ki, l ореrаtоru Z,

fazasrnr btitiin Z, fazasrna inikas etdiгdiyindan. onda tэrs
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оретаtоr homginin Z, fazastnr biitiin l,, fazasrna inikas et-

diгil.

1-I оргаtогчпчп unitar olmast

llr-'rll= l1rll= Ilarll= ll"ll

miinasibatindэn alrnrr,

Lemma isbat olundu.

2. Рlап9еrеl teoremi.

Z, fazastnda Furye gevirmasini хагаktегizа edan

a;aýrdakr tеоrеm РIап9еrеlа mэхsчsdчr, Bu tеогеm ореrа-

tог ;эkliпdэ verilmiqdir,

Теоrеm 1. Z, fэzаstпdа

l/f (х) = F(o)= -L 4 i
лJ2п do _'

Чlrо*,lx
(1)

miinasibatilo tayin olunan / ореrаtоru iiпitагdт.

Tars ореrаtот

V,|F!o1= I$)=+ d-, 
*1" 

'- -| Flоldо (2)
л]2т dx l -iб

miinasibatila tayin оlчпur.

Onda И va И-I ореrаtоrlаrr uyýun оlагаq .| fэzasrnda ý

4daki tэriГа osason Fчrуе чэ tагs Fчryе gечirmаsidiг. Bagqa

sбzlэ, bu оргаtоrlаr
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IN
Vf \х) _ l-,(o) = lim ], [1glr'*аr. (З)

N,ф лJ zn _J\

V 1f 
1х1 =/(х) - lim | |гlо1"-'*ао (4)

N+ф _/?, J\Lп N

miiпаsiЬэtlеrilэ tayin оluпurlаг.

isbatr. Tutaq ki. /(х) с Lr. JQ) funksiyastna orta kvad-

rаtik ylýrlan iki tartibdan kэsilmэz tбrэmеsi olan fini1 fun-

ksiyalar aгdrcrllrlr gоtrirэk. F-init funksiyalaг siпГt Z, -da slx

olduýundan, Ьеlэ aгdrc ltq чаr.

Bu aгdrcrllrýrn iimumi haddini fi (;r) Ja iqаrа edak,

Tutaq ki, (-k,,,k,) intervaltndan kanarda |(х) funksiyasr

srfra gечгilir. Onda ý4 lсmmа 2-уо эsаsап /, (х) чэ { (о)

funksiyalarr

I|t,Bl1' а, = [|г,{о)1' а" (5)

miinasibatini сidэуirlэr,

Fчrуе gечrilmэsi кэtti olduфndan

rlV,,rл_ f",rлl= F,(o^)- F'.(o)

ЬэrаЬаrliуi doýrudur, Ьurаdап hamin lсmmауа эsаsэп

llf ,r"l - hro1' а, : [|г^{оl - г,lо1|2 ао

,7z

(6)



mtinasibati dоlrudur.

fi(x)} ardrcrllrýr /(л) funksiyasna orta kvadTatik

yrýrldrlrndan, bu ardrcrllrq fчпdаmепtаldrr. Demali (6)

miinasibatinin sol tаrэfiпiп п,m -+ ф olduqda stfrа yaxtn-

laqmast alrnrr. Вчгаdап saý tэrаf srfra yaxtnla;rr, ba;qa stizlэ

{4 (о1] aгdrcrlhýl fun<lamentaldrr. ,l., Гэzаstшп tarnlrýrn-

dan аhпlr ki, еlэ F(о) с I. funksiyasr чагdrг ki, {4(о;}

aгdrcrllrýr F(о) funksiyasrna оrtа yrýrltr.

Веiаlik[э

lim {, (о) = F'(о)

limitinin vaThýtnt gtistardik.

indi isэ .е'(о) funksiyasl Liqiin (l) miinasibэtini isbat

еdэk. {,(а) funksiyaslnr O-dan d -уа qodar inteqrallasaq

о о( , k.

lг,оlач- Л # lf.t,l"'"a,
0 0 |n'n ,*,, },"

f,в){+d.= l
Jzo

-| 

f,B\{1,bJlx

dx=

l--_
-,l zlT I ш

7з

(7)



ЬатаЬогliуiпi alarrq. Alrnmrg ЬэгаЬэгliуiп sol чэ saý tэrэfiпiп

limitinin varlrýtnt isbat еdэrэk л "о-а 
yaxlnla9maqla limi-

ta kеgэk.

Sol torэfdaki ifаdэуэ baxaq, Aydrndrr ki, F,(u) е L,
olduýundan F"(u) е Lr(0,o), Digог tагоfdап l е Zr(0,o)
чэ

{41z;} агdrсrlhф Z, fэzasrnda l,- (u) Гuпksiуаstпа orta

yrýrldrýrndan, hэmiп funksiyay а Lr(O,o) fazastnda da оrtа

yrýrlacaq, Оrtа уrфlmаdап zэyif уrфlmа аlrпrr. bagqa sozla

!у!г,r"lа" = lг1"1а"
0 0

miinasibэti dоýгuduг.

Ahnmtq (7) miinasibэtinda saý tаrаfi limitinin varlrýr

analoji qaydada isbat оlчпчг. l' (х) ardtcillrýt /(х) fun-

ksiyastna orta yrýrldrfrndan, hаmiп funksiyaya zэуif уrýг
1rг.

Onda

, ,)
lz'* -ll1-1 <

l,-xl
\,, +lI 4
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)оа -lqiаmаtlэпdiгmэsiпdэп чэ bйtiin х Jаг iiqiin ' -- funk-

siyasrnln kэsilmazliyindэn, hamin funksiyaslmn х агqчmеп-

tiпэ пэzоrап Z, fezasrna daxil olmasr аlrпlr. Веlэliklа

-. е'* _| -. .'* . '|

lim I l"(т)a-- dx = | f(x)' ---dx
ш'lх

b".ub..tiylni uia.,q.

(7) miinasibэtinda и .о-а yaxtnlaqmaqla limita ke9-

sak

о_ ,| 2 _,Ф _1
|г@)аu - _i: | 11х1,-:ц (8)

3 ,!Zп ' ,J

ЬсrаЬсrIiуiпi alarlq.

tl(u) с Lr, оldчфпdап onda Е(r) с -L, (-N, Л) , bu-

rаdап Д(и) с t(-N, N) alarrq. Onda (8) miiпаsiЬэtrпdэ sol

tаrэГdаki inteqrah yuxart sаrhаddэ gбrэ diГerensiallamaq

оlаг чэ tcirama sanki hэr уеrdо inteqral altr Гunksiyaya Ьаrа-

Ьагdir. Naticadэ

l d'" oi* _1
/,(б)=+ : |/(,i:-----a

,J zп dо .; /х

ЫаЬэгliуiпi alartq, Ьuгаdа saý tэrаfdэki tсirэmэ sanki hэr

уеrdа чаr. Вuпчпlа (l) diisturu isbat olundu. Analoji qayda

ila (2) dustiiru isbat оlчпчr. Dоýrudап da
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1f,@=+ tr"@ч-'*ао
\ LJL Ф

ЬэrаЬэrliуiпi [0,:] раr9аstпdаiпtеqгаllаsаq

'!t"al
0

i
0

@)do te-i* du
0

F

du
l

.l2T
dч !г"lо1"-'*ао =

I
l

Jzo
l

.J zп

ф -id

I 
p,ol9_=1ao

' - Iб

miinasibatini alarrq.

Вuгаdа iпtеqгаllаrlп yerinin dэyiqilmasi qапuпidiг,

9nnki,

|л"tоl" '-|.14"1";1

qiymatlonmasi doýrudur чэ ]41о1| funksiyasr 1, fazasrna

е-'* -l -daxildir, Sопrа ]:j funksiyasr о arqumcntina пэzэ-io
rап Z, fэzаstпа fэzаstпа daxildiT, Qalan miihаkimэlэт (1)

mliпаsiЬэtiпiп isbatr tigiin арагrlап miihakimalaгlo eynidir.

Вu qayda ilэ (2) miinasibэti isbat olunur. Normantn kэsil-

mazliyindэn istifadэ еdэrеk (5) miinasibэtindэ llmita kеgsэk

V уе /-l орегаtоrlаrtшп unitar olduýu isbat оlчпаг.

Doýrudanda limitэ kеgsэk

ll/|l=ll4l
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PaTseval ЬатаЬэrliуiпi alarrq ki, Ьurаdап V vo T-l opera-

tоrlаппrп unitar olduýu alrnlr. indi .isэ Д(о) Гunksiyasrntn

Furye geviTmэsi, еlасаdэ /(х) funksiyasrnrn tэrs F'uryе Qe-

чiгmэsi olmastnr хаrаktегizэ еdап (З) ve (4) miiпаsiЬэtlэгi-

пiп doýruluýunu gtistarak. (3) diisturunu isbat edak ((4)

diisturu analoji qaydada isbat оlчпur). Tutaq ki,

f (х) с L2. Miiayyan Л > 0 эdаdi gбtiiгаk чэ

[/(лl, |х1 
< ,v

,/м (:r) = j
[ 0, ,|>,v

funksiyasrna baxaq,

Вu funksiaya L fezastna daxildiг. Onda bu funksianrn

( l ) dйstчrчпа паzэrэп Fчrуе gечiгmэsi

l ,] -. о'*,| l d '; _ c'--l&(о)-* } lrлtrl: -dx--_= 
z |flxl:dx' J2п dtт 1' ix ]lп do _'" ж

miinasibctilэ tayin оluпчr.

Diferensialladrqdan sопrа аhпап inteqral б -уа пеzе-

rэп miiпtэzаm yrýrldrýrndan inteqTal altrnda diferensiallasaq

д/! о l
"l2T l.f{r)r'* аr,

аlагrq. Digcr tэrаfdэп аgэr Л(о) funksiyasr (З) mtinasibati

чаsitэsilа /(.т) funksiyasr ilэ tcyin olunarsa опdа Раrsечаl

ЬэгаЬаrliуiпа эsаsап
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llл-д"ll' =цr-r,ll' = ilrt,I'д
|,|,

mtinasibatini аlапq.

Вuгаdа N .ю -уа yaxtnlaýdrqda saý tагэfdэki inte-

qrаl sfга уахrпlаgdrфпdап

г"tоl- ! "111r,,"'**
^,J lп "N

funksiyasr F(о) funksiyasrna orta kvadratik уахlпlа9rr, bu-

rаdап (3) diistuгunun isbatr а[lпtr. Теогеm isbat o1undu.

З. Umumilа;mi9 Рагsечаl ЬаrаЬаrПуi.

Tutaq ki, /(л), g(x) е Z., onda F(o),G(o) е lr. Bu-

гаdа 2 miiаууэп kompleks аdэd olduqda /(х) + 2g(x) ve

f'(х)+2G(х) funksiyalarrna Parscval ЬэrаЬаrliуiпi tatbiq

etsak

||.r + ц1|' =||г + zc||'

alarrq.

Nогmапtп kvadгattnt skalyar hаsillэ ifada cdck:

(f + ),g, f + ).g) = (F + 7G,F + ),G) .

Bu skalyar hasili agsaq * ll/ll= llЛll, llcll= llCll ЬэrаЬаг-

liklaгini поzаrэ alsaq

1(8, I\ + Т ( I, g) = ),(G. F ) + If .G l,
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Bu mtinasibotda awalca 2:l, sonтa 2=l qэЬчl

etsak

G,f)+(.f,d=(G,Л)+(Л,G); (10)

i(c,"f)-i(f ,d = 
'(G,д) 

-'(л,G) (11)

ЬаrаЬэгliklаriпi alanq.

(10) ЬэrаЬэrliуiпdэп (1 l) 9lxsaq va alrnmrE miinasibэti

i учrчЕчпа Ьоlsэk (/,g)=(F,G) ЬэrаЬэrliуiпi alarrq ki,

buna irmumiJaqmig Parseval ЬеrаЬэгliуi deyilir.Bu ЬэrаЬэr-

liyin iпtеqгаl 5эkli

' - l гtоlсtоdо
J"/ 

(.т)8(х)d,Y = 
.l

miinasibэti il. b]in otuou..

4. Sinus уа kosinus }\ryе gечirmаlагi.

Fагz еdэk ki, l(,x) tunksiyasr hэqiqi dэуiqапIidiг va

Z Гаzаstпа daxildiг. Эgэr ei* lTTuýunu

е'd = cos djr + isin oJ

ilэ эчаz еtsэk, onda /(:) funksiyastntn Furуе geviгmasi

;".
Vftxl- |: [/(x)cosoxdT+ i: lf Blsin*a,- -J2п _- ,l2T _i-

diistчгч ila tayin оluпаr. Fагz еtsэk ki, /(х) Гunksiyast, ola-

чэ оlаrаq, ciit funksiyadrr, onda saý tоrаГdэki ikinci iпtеqrаl

,l9



sfra ЬаrаЬагdiг. Bu halda ./(х) funksiyastnrn kosinus

Fчryе gevirmasi

Бф
v"IB)=,|" [161rоr*d,

\п J"'

gаkliпdэ оlаr.

Analoji qaydada /(х) tэk funksiya olduqda saý tэ-

rэfdэki Ьiriпсi inteqral srfга ЬаrаЬэrdir vo l-nin эmsаlt

l -_ Г;--
lt" tlx) = _i: [11xlsinoxdx =,|!|S6lsinoxdx.,l2t _'" \oi

sinus Furye qечiгmаsi adIantr.

iхtiуагi hэqiqi doyiqanli /'(х) Гunksiyasr

- ftx]'* ft-xl flx]'- {l-x\JB)=---i- = p.оl (Jr) + pl"[ (f,)

Hmi ciit va tэk Гчпksiуаlап.п сэmi ;аНiпdэ gostэrildiyindan

hаmiп funksiyanrn sinus чс kosinus Fuгуе gevгilmasini ума
bilaгik, Bu dediklэгimizi паzэrа alsaq haqiqi dayiganli fuп-

ksiya iigiiп

Vf (х) = Vp*r(x) + Vtр,,у(х) = V,cp"u,$) + iV,rрr"*(х)

mйпаsiЬэtiпi аlапq,

Kompleks qiymatli /(л) Гunksiyasr

,f(x)=Re/(x)+iIm/(x)
сэmi ;эkliпdа yMrla bildiyindэn. kompleks qiymatli fuп-

ksiyantn F-urye gечiгmэsiпi haqiqi dэyi9anli funksiyanrn
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Furye gечiгmаsi vasitasila, baqqa stizlэ sinus чэ kosinus

Furye gечirmэsi vasitasila ifadэ еtmэk оlаr. Оgэг

/(х)еZ(O,m), onda /(х) funksiyasrnr bЁtiin эdэd охчпа

ciit чэ уа tэk davam еtdiгmаklэ sinusa va kosinus пэzэгап

Furyе gevirmэsini tayin еtmэk olar.

Оgаr /(.т) с Z, (0, m) , опdа sinus чэ kosinus Furye

gevirmэsinin tayini miiаууэп gэtinlik tiirэdiг. Daqiq isbatr

арагmаdап qeyd edak ki, a;aýrdakr diistчгlагlа tayin оluпап

rл l!
л"(о) = 4/ (х) = ,l? ! 1лл' ""* *,

\п dо; х

IB\ = v:| f,(o) _,!? { | r "ol 
Lý'е 7о,

\7r ахб о
Г;,-

F.(о) = V.f \х) = лl' L [!B)'!n 
* ь.

\7т ао i х

I Gl = v, 1 F,(о) =,Р li r,r"r|in * do
\п dх; б

miiпаsiЬэtlэr Zr(O,ю) fэzasrnda iki V, чэ V" unitar оре-

гаtогlаппt tэуiп edir, Bu ореrаtоrlаrlп tэrs орегаtоrч

V-| = V, че V" | = ll" tэуiп olunur. Дреrаtоrlаrrп unitaT-

hýrndan

tVll=lly,дl=lly,лl

Parseval ЬатаЬэrliуi alrnrr.
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FoSfL 3
vERiLMlý FIJNKSIYANIN нАмАRLIёINDдN Yo
ЛZАLМА SOROTiNDON ASILI OLARAQ F[JRYЕ

qEvRiLMoSiNN IIАмАRLIёI чо SONSUZLUQDл
AZALMASiJRoTi

ý1. Наmаr fчпksiуапп Fчryе gечiгmаsiпiп
sosuzluqda azalma siiгati

Д9афdаkr tеогеmi qeyd еdэk

Теоrеm. Оgаr f (х)е L, tciramasi J'@)cL чэ Nyuton-

Leybmis

(*)

dtisturu dоýгudursа, onda

Vf' (х) = -(i o)ltf (х)

lim /(х) limitinin чагhýlпr isbat

еdэk. Тбтэmапiп Z fazaslna daxil olmasrndan чэ (*)-dan

istifаdэ еdагаk х t со -а уахrпlа9drгmаqlа limitэ kegak.

Onda lim /(х) limitiшп vaгlrýtnr alarrq. Doýrudan da

f'(x)c L va saý tаrэfiп х tm-a yaxrnla;drqda limiti son-

ludur. Aydrndrrki, bu limit sfra ЬаrаЬагdir, aks halda /(х)

funksiyasr 1- Гэzаsrпа daxil оlmауа Ьilаr, Опdа tбrаmэпiп

Fчгуе 9ечiгmаsiпi Ыssэ-hissa inteqгaIlasaq

/(J):/(0)+j/
0

( dt

, mЁnasibati doýrudur.

lsbatl. Эwэlсэ
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yf , 

в) = #-V, Bl",* а* = ff|l,"n'-

-io lf{")d*a = (-io)l/f(x)

mLinasibэtini alarrq,

Natica. Эgэr f(") funksiyasr iigiin 7(k)1*1e t,

k = 0,1,,2,,-.,m,

onda

Tlf@)(")=(-io)'Vf(x) (1)

ЬагаЬаrliуi оdэпiliг.

Nэtiсэпiп isbatr hissэ-hissa iпtеqгаllаmа ila gбstэrilir,

bela ki, inteqraldan kэпаr hаdlэr

lim 7(k)lл;=0, t = 0,1,,2,.",m_|,
,х,)tФ

bu miinasibatina gоrэ stгrа Ьаrаьэrdiг. Bu miinzrsibatin isba-

tr teoгemdaki

lim /(х) =0
l-+tф

ЬэrаЬагliуiпiп isbatr ila analojidir.

ýагtа gога /(')1т; funksiyasr .L fэzаslпdап о[-

duýundan onun Furуе gcviгmasi mэhdчddчr. Onda (1) Ьа-

гаЬэгliуiпdап
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|с, "i' ||иrс,) = 
| 

rJ <,l п7| < с
qiэmэtlэпmаsiпi va уа

ltf')l<:
ldl

qiymэtlanmasini alaгIq ki, bu /(х) Гunksiyaslmn Furye

gечiгmэsiпiп sonsuzluqda |о|-' Hmi azaldrýrnl gоstагir.

Demali Furyе gevirmasinin azalma siirati vcrilmi; funksiya-

шп hаmагlrýrпdап asrhdtг. Digаг tэrэfdап (1) diisturu /(х)
funksiyasrntn kэsr taгtibdan t<jramosini tэуiп etmaya imkап
чегir. Tutaq ki, а - miiayyan hэqiqi adaddiT. Onda (1) Ьа-

rаЬеrliуiпdа m -i а -tlte эчаz etsak

Vf@)B) = (-io)" Vf(х)

, barabэTliyini alaTrq,

Bu ЬэгаЬэrliуiп hаr iki tэгеfiпэ И-l Fчrуе ореrаtоrч

ila tаsir etsak, а tartibdan tiircma iigiin iГаdа alartq.

ý2. Sonsuzluqda |;r| 
- t<iml azalan funksiyanrn

Fчтуе gevirmasinin hаmаrhф

1. Fчryе gечirmаsiпiп hаmаrhýr.

Теогеm 1. Оgеr /(х) funksiyasr ,О 1111 . L , k =О,'1,2,..,,m ,

gэrtiпi бdауоrsэ, onda
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F(o) = Vf (x,l

funksiyasrnm rn tэгtiЬdэп kasilmaz tсirэmэsi чаr ча

1-4'дt'l1о; =Il|x'f @)1 (1)

ЬэrаЬаrliуi odanilir.

isbah. Теогеmiп isbatInt и пdmгэsiпэ паzатэп riyazi in-

duksiya metodu ila арагаq. (1)-i и = 1 olduqda isbat еdэk.

Мэ[um

dх

ЬэrаЬэrliуiпi, б -уа паzаrап diferensiallasaq

ех(fI)о(I l
Jzo

1

.l2п
F l,rf ti"'* а,)о(

аiапq.

Burada о -уа паzэrап diГerensialladrqdan sопrа alrnan

inteqral о -уа пэzаrап miintezam yrýrldrфndan difeгensial-

lama qanunidiг. Belalikla

F' (о) = iY\,1 1*1] alarrq.

Tutaq ki, tеоrеm m - | пiimrэsi iigiin dоýrчdчr,

bagqa stizlэ, аgэr ,tfir;. L, k = 0,1,2,.,.m - 1 , isэ onda

F(о) funksiyasr и - l tertibden kasilmaz ttiгаmауа malik-

dir va

(_0.l д(п-I) (ol) = V[x^-| J в)].
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Fаrz еdэk Н, xt7lx1 е L , k = О,'1,2,,,.,п, onda buradan alr-

rrqH, xi/lx;e L, k =0,|,2,...,m-1 чэ induksiyaya gбrэ

1_;;--lлr.-Il1о; = + jr,'' 1111"'*dr.
.J 2п '-

Bu ЬаrаЬэrliуi о -уа паzэrэп diferensiallasaq

1-;)--]дt'"tlо; =
i

^l2п

х' f (x)ei* dxl
аlагrq. Diferensiallandrqdan sопrа allnmtq inteqral о -уа

поzэrап miiпtэzэm yrlrldrýrndan, diferensiallanma аmа-

liyyatr qапчпidir. Alrnmg ЬэrаЬэrliуiп hаг tarafini (-r)

vursaq (1)-in doýTuluýunu аlаrrq. .Е(и) funksiyasr Z Го-

zasrna daxil olan funksiyantn Irurye geviгmasi olduýundan

kаsilmэzdir, Теоrеm isbat olundu.

2. Fчгуе geviгmasina паzаrап invariant olan hаmаr

frrnksiyalaг sinfi.

Biitiin adad oxunda sonsuz tаrtiьdэп kasilmaz tбrаmэ-

lэrэ malik оlап уа

|rop'o'(")l 
SСц.п, k,q =0,|,2,... ЬэrаЬэrsizliуiпi <idэуап р(х)

funksiyalar siпfiпэ baxaq. Burada Cr,n ,t чэ 4 пбmтэlа-

riпdэп asrlr olan sаьittlагdiг,
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Bu funksiyalar siпfirni S,-la i9ага edak, Onda S, sonsuzlu-

qda siiтаtlэ azalan hаmаr funksiyalaT siпГrdir, Мэsаlоп,

е " funksiyasr S, siпГrпэ daxildiг.

Теоrеш 2.

ЦS,]= S"

ЪЬаtr. Оgэг biz

И[S_,] с S" чэ ,So с И[S,]

miinasibotlarini isbat etsak, onda

и[S"]= s"

ЬэrаЬотliуiпi аlаrlq.

Owalca И[,S,] с So miinasibatini isbat еdэk, Вuпuп

iigiin ixtiyari k,q-O,t,Z,... olduqda *kр(Ч\ 1х1 hasilinin Z

fэzаsrпа daxil olduýunu gбstаrаk. Aydmdrr ki, S, sinfinin

tэуiпiпdэп qrxrг ki,

|хt*2р(яl lT 1| = 
"'l*о 

,p(n) @)l< С u*r,n

чэ уа

|"op'n'(,)
с k+2.q

2х

borabэrsizliyi dоýrчduг- Вurаdап xk rрG) 7хl е L; k,s =0,\Z,",

olduýu аlrпtг,

Onda (l) diisturunu 2 = g iigiin yazsaq
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(-')'7[ир(r)](q) =V[хqQв)] Q)

miiпаsiЬэtiпi alanq.

AydrndrT k\, xq 9Q) hasili sonsuz tэrtiЬdэп diferensi-

allanandtr. lrП р(ilt) tбramasini hesablamaq iigiin Leybi-

nis diisturunu tatbiq etsek

|xq cp(x)](k) с L

miinasibэtini аlагrq.

Onda ýl-da (1) vo (2) diisturundan

rl \y"n чrr.ilФ \ = (-i o)k l/[xq аG)] = ( -i o)k (-i)q lVр(х))(q\ .

Наr iki tаrэfdэп modula kеgsэk

|оu tn,pt"уlc'| =JTl \t' о(,)](О) }l < cf n .

l, fazastndan оlап funksiyalann Furуе gечiтmэlагi

bЁtrin adad oxunda mahdud olduýundan. axrrtncr qiуmэt-

1апmэdэп [rО р(r)](О) е Z , Belalikla, И[,9- ] с S" oldulunu

isbat etdik. indi isэ ýо с И[,!,] olduýuntr isbat еdэk,

ixtiyari Ф(о) е So funksiyasr gоtiirэk чэ bu funksiy-

апrп tars р(Jr) = И-lФ(d) Furyе gечiгmаsrпа baxaq. onda

p(;r) с S,,, bu miinasibэtin isbatr И[S,] с ,ý" miiпаsiЬэtiпiп

isbatr ila analojidir. аВ) = r -|Ф(а) ЬэrаЬагliуiпdэп isa

Ф(о) - Vp\x) miinasibэti аllпtr. Теогеm isbat оlчпdч.
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ýЗ. Sonsuzluqila eksponent kimi azalan

funksiyalarrn Furye gevirmosi

Tutaq Н, /(;с) еlэ funksiyadrr li, u"|'l7ix; , а > 0

hasili .t. Гazastna daxildir. Aydrndrr Н, agor /(т) hаmаr

funksiyadrrsa onda о sonsuzluqda istэпilэп и>0 iigiin

]х] 
'-dэп siiгэtlа аzаltг.

Tэbiidir ki, l'(o) : Z/(х) funksiyastnrn biitrin tэrtiЬ

kэsilmaz tijrэmаlэгiпiп varlrýrndan ba;qa эlачэ xassclari

aqaýrdakr tеоrеmlэ хаrаktеrizэ оluпur.

Теоrеm. Эgэr biitiin аdэd oxunda tэуiп olunmu9 fU)

Гunksiyasr Ёgiin f (iе"|"] cL, а>0 isa, onda

F(z)= [(x+iy)=
1

lf {,)ruu 
, 

'' d, (1)

|_ч| 
< а tigtlnfunksiyasr |r| < а zolagrnda analitikdiг чэ

у -э паzэrэп miiпtэzаm o1araq

lim F(z) = 0
l"|-"

miinasiboti бdапiliг.

/(т) funksiyasl F(z) vasitэsilэ

Fl)х(I 1

tл4/п
(z)e-
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dtistuгu ilэ Ьгра оluпur, Ьчrаdа inteqTallamanr hэqiqi оха

рагаlеl istапilэп z = x*ia,|a|<a dnz xatti iizrэ араппаq

olar.

isbah: Оwаlсэ isbat edak ki, (l) inteqralr |у| < а zolaýrnda

yrýrlandrr v" |у| . с zolaфnda isa analitik funksiyadrr. in-

teqralaltr f(tlgiЦ'*ill funksiyasl iigiin |yl sa olduqda

i,f {,)n'o n-"1<|"f tt1!"|"| <lf o|""vl

Qiуmаtlэпmаsi doýruduT. Вчrаdап |yi < а zolaýrnda inte-

qralrn yrýrlmasl аlrпrг, Л(z) funksiyasrnrn |li < а zolaýrnda

analitik olmasr а9афdаkl qaydada gostariliг. Bunun iigirn

z = х + i! , |л| < о ndqtasini gotiirэk vo (1) miinasibэtinin

tayin etdiyi F(z) funksiyasrnr fоrmаl olaraq z -а поzэrэп

diГerensiallasaq

)z(F 1

лlZп litl lt1"'" at

аlагlq,

indi inteqTal altr funksiyanl qiутпэtlэпdirэk

|it1 тtln'" " " ) 
= 

)rr а>г" 
| 
<lt Bv"t1-

= 
]rч 

tl,|*']'l 
|Иtrllп 

"|tl < g|f 
v)|e"14 .
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Аlrпш9 qiymatl.n-" |r| З do < d olduqda z -dэп ast-

lr dеуildiг, onda diferensiallandrqdan sопrа altnmrý inteqral

z -э пэzагэп |Imr| < ао < с olduqda miiпtэzэm уrýlldrфп-

dan F(z) funksiyasl |у| . о tigtin analitikdiT. indi isa

tim Л(z.1 = 0 mtinasibэtinin |у| < а olduqda у -э паzаrап,

mtlntazam бdэпildiуiпi isbat edak.

Вчпuп йgiin avvalca intervaltn хагаktегistik ср(а,Ь; х)

funksiyastnr gёtiirэk.

Aydrndrr ki,

l--'b
-!: Itоfu,Ь:t\е"д = l |e'"dt =
JZT '-, ,l2п i

etbz _ eia1 
"tbx 

u-bt _ 
"lоэ 

r-аl
г-.

"! 
lnE nEii"

qiymatlanmasindэn alrnrr.

istапilэп рillэчаri й(х) funksiyasr q(а, Ь; х) Гunksiyala-

rlпlп хэtti kombinasiyasr qэkliпdэ чегildiуiпdэп, onda biitiin

Onda lyl 
< а gсгtiпi odэdikda ], -а пэzагап mtintэzam ola-

rаq Ф(4,6;z) Гunksiyastnrn stГrа yaxrnlaqmast

1rib, - е,о, |_ z"'.*(l,t,tblb

|-Б;|=--J;г
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рillечагi funksiyalar tigtin |r| <а olduqda у-э пэzегап

miintazam olaraq

lim Я(z) = а,
ln--

Оgэг /(.х) Гunksiyasr f (х)е^ cZ ;эгtiпi ёdэуэrsэ, onda

еlэ {Л,1.r;} рillэчагi funksiyalar aгdrclllrýl quга Ьilэгik ki,

"],] dх=0,jч Лr х(h,)х ) е

miiпаsiьэti ёdanilsin,

Doýrudanda, и 
"с 

-а yaxtnla;drqda limiti srfга уа-

xtnlagan miisbэt {а" } аdэdlэг ardrcrlhфn1 gбtiirak, Наr Ьir

tu йgiin еlэ k" > 0 adadi taprlar ki,

llf r,l"а,l*,",
],]j*" 2

ЬэrаЬаrsizliуi odэnilsin.

|-k,,k,] раг9аslпdа

llft*l-п"t,la*. "-,

l,|.t" 2еО"

ЬэгаЬаrsizliуiпi ildэуэп й"(х) рillачагi funksiyaslnr tapaq

Bunun tigtin
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]Yt,l - о, i"ll""l"l,b = 

,'Jrto 
- h"(x)|e"]'1 ах +

* l|fr,l - ь"t l|е"|'| ь s ll"fr,l - п,{i|п*" ь *
1,1,,t" ]*l.t"

* lf {*)|""|"1а. ""
1,1,*"

ЬагаЬаrsizliуiпi alarrq.

Onda |Im z| S а olduqda, z -dan asrlt оlmауаrаq

l, --

trо- н"tа|=| 
--L l[f {,l -b,t,l1"'"a,l<

|"!2,П ,' I

= 
!_'l|lvl - п,цtl]е"|'|dt < ::--Jzo2'" "" Jzп

qiymatlэnmasi dоýгчdчг.

ВеlэIiklа Л(z) funksiyasr |l| < а zоlаДrпdа Н 
"(z)

Гчпksiуаlаrrпrп miiпtэzэm limitidir ча H,(z) Гчпksiуаlаrt

talab оlчпап xassani бdadiyindan, Ьц xassani F(z) funksiy-

asr da odayir.

indi isa gоstаrэk ki, tars Furуе

ttvt_L l F( z\e* dzl\^l- _/-r- J '
\ Lл -ф

gечiгmаsiпdа haqiqi ох iizra inteqrallamanr bagqa iхtiуагi

z = х+ ia, ]с| 
< а diiz xatt iizra da араrmаq оlаr.
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Мэlчmduг ki, fcsil 2 ýЗ-dа olduýu kimi эlачэ gаrtlэr

dахiliпdэ Ьа9 qiуmэt mэпаstпdа tагs Fчrуе gечiгmаsi vardtr.

Qeyd olunmuq |r| < с zolagrnda analitik F (z)e ""

funksiyastnr tэрэ поqtэlаri + N, + N + ja, 
|а| < а olan diiz-

bucaqlr kопtчr йrэ inteqгallasaq, bu inteqTal stГrа ЬагэЬаr-

diг. Bu inteqralr dйbucaqlrnln tсrсflэгi iizIэ d<ird inteqralrn

сэmi 9эkliпdэ yazsac1

о= lll1zy-i"ttz+ lt,lry-'' b+ [гlzу,'Оdz+ [гlrу'"а, (2)

miinasibэtini аlаrrq.

Веlэ ki, |у| S с olduqda _у -а пэzэrап miin tэzэm ola-

raq
lim Л(z) = Q

|:т| +-

oldulundan N .о-а yaxrnlagdrqda ikinci ча dсirdiiпцi in-

teqral srfrа уахшlа;;tг. Ona gora (2) mйпаsiЬэti N 
"о 

-а

yaxtnlaqdrqda

0= tгlrу'"а,+ l ! (Z|e '' dz
J

gэНiпdэ оlаг. Bu miiпаsiЬэfi *- -r. vursaq tэгs Furуе
Jzo '

gevrilmasini чэ е[аса da tеогеmiп isbatrnr almrq olarrq.
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FoSlL 4

ANALiTiK F[лýKSiYдLARIN F{.IRYE qЕчiRмаSi

ý1. Qo9ma funksiya

1. Qo9ma fчпksiуапrп tагifi.

Tutaq ki, biitiin эdэd охuпdа tэуiп olunmuq hэqiqi

/(х) funksiyast iigiin

/(,) =:
lп _[ _lf 

{")п'@П" а"а"

tэrs Fuгуе gечiгmэsi dоýгuduг.

Вurаdа e'(u-')" ifadэsini соs(и-;r)о+i sin(и-x)o cami ilэ

эчэz etsak va /(х) funksiyastnrn haqiqi olduýunu пэzаrа

alsaq

t '_ -_

_f txl = _ | l/(и) соs(и - х)о dudo =
2Iu u

Itt
1

)т If@)"osouau

tf @)rio-rau
],'" 

*},

cosdJ +

о+

Adi mбtэrizа daxilindaki inteqral о-уа пэzэrэп ciit

Гunksiyadrr. onda Ьоуйk mсitэrizа daxitindэki Ьiгiпсi topia-
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пап iH ciit funksiyanrn, уэпi inteqral ча coso; funksiyala-

ппrп hasili olduýundan ciit funksiyadrг.

Analoji qaydada bёytik mбtапzа daxilindaki iНnci to-

рlапап iki tak funksiyanrn, yani inteqгal чэ sinox-in hasili

olduýundan ciit funksiyadlг. Оgэr

а(о) = lf@)cosoudu,
1
п

rl
пJ

(1)

Ь(о) = f (u) siп о udu.

igаrаlэmаlэriпi qobul еtsэk, yuxaгrdakt diЫuru

/(.т) : Jta1o; cos ол + Ь(о) sin ox]do (2)

0

gaklinda yaza Ьilагik

Тагif. gi.r) = flD1o; cos ох - с(о) sin ox]do (з)
0

diisturu ila tэуiп olunan g(;r) funksiyasrna (2) mtinasibэti-

la tayin olunan /(я) Гunksiyasrna паzэгэп qoqma funksiya

dеуiliг.

Вчгаdа qogma.Irýrn hansr manada baqa dii;iildiiyiinii

aydrnlagdlгaq. Vеrilmiq /(.т) va g(-r) funksiyalan uyýun

оlаrаq miiэууэп analitik funksiyanrn hэqiqi va хэуаh hissa-

lаridir, onda Ьuгаdа qogmalrq /(.т) чэ g(.r) funksiyalan-
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шп qoýma hаrmопik funksiya olmasr manastnda baqa

diigiiliiг. Bu tэНiГr yoxlayaq.

Agaýrdakl funksiyaya baxaq:

O1z; = fia1o; - ;b(o)]ei"' do
0

Bu Гчпksiуа mtiэууэп gаrtlэг daxilinda analitik Гчпksiуа

olacaq. Bu fчпksiуашп hэqiqi чэ xayali hissэlагi hе9 olmasa

у > 0 iigiin vardtr чэ

diistчrlап ilэ tayin оlчпчrlат. Ahnmr9 z(х, у) чэ v(.T, у)

funksiyalan qogma hormanikdir. Onda Re Ф(z) va

ImФ(z) ifadalarinda у=0 qэЬul ctsak

f(x) = u(x,O), g(x) = _v(x,0)

m{iпаsiЬэtlэriпi аlаrrq.

Belaliklэ, /(х) чэ g(x) fuпksiуаlаппlп kэsilmaz чэ уа

tijrэmэlаri olmadrqlarr halda Ьеlэ qogma оlmаlаппlп mапа-

stnr aragdrdtq.

2. Qo9ma fчпksiуаlапп xaгakteristik xassalari.

Agaýrdakl tеогеmi qeyd edak.

RеФ 1z1 = fia(o)cosox + b(o)sin ox|e-q do = u(x,y),,
0

Im Ф(z) = J[-b{o).o. - * 
" 
(о) sin ох]е-q d о = у(х, l)

0
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Теогеm. Vегilmig /(-т) чэ g(x) funksiyalarrntn qogma ol-

masl iigiin zаruri va kafi ;еrt

G(o) = -;дlо1",,*о (4)

mtinasibatinin бdапmаsidiг.

Zerurilik. TuИq ki, /(х) чэ g(.x) funksiyalart qogmadrr,

ba;qa sбzla, эgаr /(х) funksiyasr (2) miinasibatilo verilmiq-

diгsа, onda g(x) funksiyasr (3) ЬоrаЬэrliуi ila tэуiп olunur,

Ьчгаdа с(о) va D(о) amsallaп (1) diisturu ila tэуiп olu-

пчrlаг. Эwэlсэ а(о) эmsаhпr /(х) funksiyasrnrп Fчrуе

qечiгmэsi чаsitэsilэ iГаdэ edak

а(о) =rj
пJ

f {u)L|iau=

lл
.,] 2Е lhУ r,V - - 

" 
-h"7= 

#[i,(o) 
+ л(-о)]

Analoji qaydada Ь(о) amsalr iigiin

l-_
ьlо; = _L I ft")l"'* _ е''' |du= - Дtлtо) - л(-о)]

2й ': ,J2п'

аlапq,

Опdа а(о) va Ь(о) эmsаllаrr Ёgiiп аhпmlg miinasibat-

lагi (3) diistuгunda уеriпа yazsaq
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8('= Jй[цо) -л(--о)hо v,л - frrпа 
* п--lь'фh

= ft ltt <"l -Л(-o)] coso x - i[л(о) + l'(-o)]si no x)do =

= |: |tг1"1r-'* - F(--о)е'- Fо

аlапq.

Bu ifade F(о) funksiyasrntn tаrs Fчrуе gечrilmэsiпа

oxýayrr, ancaq burada inteqrallama parqasl btitiin ох deyil-

dir. Ona gогэ dэ saý tагэfdо, ikinci toplanand а - о = о еуэz

etSak

-|
я(х) = _- ,l2T

1

л]Zп

l---* ft-О",srоF(о|е-i-dо
.,l lп -:

miinasibatini alaTlq ki, bu dtistuгu

сВ) - l/ 1 

[-isigп оF (rт)l

qэkliпdа yaza bilarik.

AxlTmcr miinasibэtin hэr tэгэfiпэ И ореrаtоrч vasi-

tasila tэsir etsэk (4) diistuTunu alarrq. ZaTurilik isbat olundu.

[j"",,,* 
ао - ll {а)е- ^ r"7=

I 
lnnr*r.,"n 

-'* dо * 
О[{-i),,gпогtолг'* 

ао)=
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KaГrliyi isbat etmak iigiin biitiin miihаkimэlагi эks istiqa-

matda арагmаq laztmdrr. Qeyd edak ki, biitiin gечiгmаlэr о

vaxt qanunidir ki, /(х) va Л(о) funksiyalaп I fэzаstпdап

чэ уа /(х) е Z, olsun. Вчпdап alava х пёсltэsiпdа tэгs

Гчгуе gечiгmоsi mtiчсчd olmalrdrr.

ý2. Yаrrm miistavida analitik funksiyalarrn
Fчrуе qсчiгmаsi

Agaфdakr lemmanl qeyd edok.

Lemma. Эgэг Ф(z) funtsiyasr yl S у S yz zolaýrnda anai!

tikdiгsэ чэ у€[уl,уz] olduqda у-а паzэrоп

m[iпtэzаm olaraq Ф(z) е 1,] miinasibatini tjdayiTsa,

bagqa sozla,

й<к

barabarsizliyi бdапilагsа, Ьurаdа К у сr,уl,у2]

агqumепtiпdап asrlr deyil, onda 0.5.Yz-lt
2

gэrtiпi <idэуап ixtiyaTi б iigrin

lim Ф(z) = 0
I.t|_+ф

mi.inasibэti fyl +6,yz-5] pargasrnda

mentina паzагоп miiпtэzаm бdапilir.

(r + ly)l,

l00
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lsbah. О<а<Ч ýэrtiпi бdауэп б adadini verak чэ
2

y,+6SImz3yz-6 zoiaýrna baxaq. Bu zolaqda ixtiyaTi

z nёqtasi чэ mэrkаzi z пбqtэsiпdэ, radiusu р, 0 . р < 6

оlап |и-z| = р gечrэsiпi giitiirak. Ауdrпdrг ki, bu 9ечrэ ta-

mаmilэ у, SImz ! у, zolalnda уеIlсýiг, Onda Koginin

inteqral diistuTuna эsаsап

Фrz)-лL [ '(')а" -L'ialr*B''ldo
zл1 ,, ||)-z zI:w :|=р U

alanq. Вчrаdа ikinci iпtеqгаl

tц=z+{жiр, О<rр<2п

ачэzlаmаsi vasitэsila alrnmrqdrr.

Bu miinasibati р -уа vurub, р-уа пэzаrап srfrrdan 5-

уа qаdэr inteqrallasaq

6 |6 2л

la1,1фo =; ldp talz r ре'' ldrl
0 -'" 0 0

Sol tаrаfdэ iпtеqrаlr hеsаЫауlЬ sопrа Ф(z) Гuпk-

siyasrntn moduluna kеgsэk

.2 , 62п
L1o1,r| =] [[ot,n Fi')g]фр
- -" 0 0

l0l

аlагrq



Вч mЁпаsiЬаtdэ saý tэrэfа KogiBunyakovski ЬэгаЬэт-

sizliyini tatbiq еtsэk

ё, drйр=

Ф(z + р'е) р2dфр<

1а)

Вчгаdа ikinci vuruýu hеsаЫаsаq

o1,1<fii|o1"*p,,)|

. fazn

=;L|jjl.t,-*

2,
J
0

1
т

, Б2r
=+I ii

"00

]
2.р

Nфр llededa)'

-(,)i.#[iJ Ф(z+ р

2

a']o1z1|<
.)L,z,
2 llФ(z + р'е dфр

2 22

)l
0

miinasibэtini alrrrq ki, bu miiпаsiЬэt

6
2

dфр

gэkliпdа yazrlar, DэуigаПlэгiп .T+pcosp= u, у+ pstnp=v,

w = u + iy ачаzlэпmэsiпi edak. Onda gейгmапiп dеtеrmi-

nantl

D(p.,pl 1. D(u,ч) _ll, _D(u,v) D(p,p) р
оlаr, Опа g<irа ахtппсt baгabarsizlik

l02
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, (у, ,*а

=п[/^.4*"-

.|lОlи 
+ zu;

-6

л,l
)

2

alo1z) <

)z

1

N7T JJloi" +,1|'au
V,,2|<6

gaklinda оlаr. Inteqralaltr funksiya mапfi olrnadrýrndan in-

teqrallama oblastr artrr drqda, inteqral artacaqdtr. Onda

|. - z|S 5 daiгcsini х - б S ч 3 х + 6, у1 S v S у, diizbucaq-

lrsr ilэ эчаz etsak

2

3

miinasibatЫ alarrq

m

Ф( du
.,l2
,v)| (1)

Aydrndlr К, j|Otx + ,l)|'dя inteqralr у е|уr,уr! о|-

у!

J

duqda у -а пэzэrэп miintazam ylýrlrr. Onda |x|-i kafi qэdэr

boyiik sеgmэklэ (1) mЁnasibэtindaki daxili inteqrah biitiin

v Jэr iigЁп kafi qэdаг kigik etmak оlаr.

Belaliklэ

л+6
2

}l

miinasibatini аlагrq,

Вчrаdап ahrrq ki,

qda srfrа yaxtnla9tr чэ

du-0

8D(z) hasili jx| "о-а yaxrnlagdг

6> 0 оlduфпdап,l,tllФ(z):0

l0з

dyIi
,l



аllпlr. Qeyd edak ki, stfra уахшlа9mа ус|уr+6,уr-6)
olduqda у -а пэzаrап miiпtаzэmdir va z пбqtэsi

)rl +6<Imz 3!z-6 zolaýlndan kапаrа gtxmr. Lemma

isbat olundu.

indi isэ miiэууэп ;эrtlагi оdэуап, уапm miistavidэ ana-

litik оlап 1unksiyanrn sэтhэd qiymatinin xarakteгistik хаssэ-

lэтiпэ baxaq, Bu хаssэlэr Fuгуе gечrilmэsi tегmiпi vasitэsilэ

ifadэ оlчпа Ьilэr, Burada hamginin sэrhэd qiymatlorinin

varlrýr g<istcriliг. A9aýrdakl tеогеmi qeyd еdэk

Теоrеm 1. Tutaq ki, уuхагl уапm mtistэvida analitik оIап

Ф(z) Гunksiyasr у > 0 паzоrэп miintazcm olaraq Z] Гэzа-

slna daxildir, ba;qa scizla. ixtiyari у > 0 iigiin

flotr+u)]'arsK<"o (*)

miinasibэti бdапilir. burada К sabiti у -dan asrlr deyil, Оп-

da

Ф(l) = liд 61, *,у; (2)
-у,0

mriпаsiЬэtilэ tayin olunan Ф(х) funksiyasr чагdrr чэ Ф(z)

funksiyasr Ф(х) чаsitэsilэ

Ф(,)=:j9gt*, lmz>0 (з)
. lл1 , x.z
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Kogi diisturu ilэ gбstапlir.

,/(х) = Re Ф(х), с(х) = - Im Ф(х) (4)

funksiyalan qoqmadrrlar. Ф(х) funksiyasrmn tэтs Fчrуе

geviTmesi

а$) =l/ lФ(х) (5)

r < 0 olduqda srfга gечrilir.

isbatr. N>Oiigiin

PllQ,л = tap + iyle i" dx
l

.l2п

miinasibatilэ tayin olunan р" (, у) funksiyastna baxaq, Ве-

lo ki, ixtiyari у > 0 iigl,in Ф(х + ry) е Z] olduýundan, on-

da bu funksiyanrn tars

V;l Ф(х + iy) = aQ, у) = Jh рr(r,у)

FuTye gечгilmаsi чагdtr va Z, Гэzаstпа daxildiг, indi

0<yt<yz ;агtiпi ddэуэп у,,у, эdэdlэгi ча tэрэ пdqtэlа-

ri +N +yr, + N +iyz пбqtаlэr оlап diizbucaqlr gotiirak,

istanilan N iigiin Ф(z)е-"" funksiyast bu diizbucaqlr-

da anaiitikdiг. Опа gбrэ Ф(zlе i" funksiyastntn diizbucaq-

lrntn konturu iizrэ inteqralr stfra ЬаrаЬагdir. Diizbucaqlrmn

tаrаflэri iizra'inteqrallan dёгd tорlапапа ауlгаq:
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0 = JФl.т + ly, )е 
-'О еU' tlx + !Ф7х + iyrle-i" еry' clx +

у7

J

у1 yz

* 
Jо1,1r +,у;"-"N еry iф - foi-,lr +,у;е''е ry idу (6)

у| Уl

Gбstаrэk ki, N оо_а yaxrnlagdrqda (6) miinasibatindc

iigrincii va dбгdiiпсii inteqTal srfTa уахrпlаgrг, Ugiincii inte-
qгаh qiymэtlandirsak

Ф(N + iy'le-i'N gry;,| dy
у2

< 
"ry, J]o1.1,1+,у;

}1)'\

аIапq.

Verilmig Ф(z) funksiyasr yuxart yaTlm miistavida

analitik olduýundan. 0 <1., -d S Imz З у, +6, 0 < 6 < /-1

2

zolaýrnda da analitikdiг. Onda isbat olunmug lеmmауа gсirэ

Iim Ф(z) = 0Дэф

mЁnasibati у €|у1, y2J olduqda jr; -э пэZэrэп miiпtэzэm

odэniliT. Bu mrinasibatdэn

jцi J|оrл*,л)ал=о
У2

-yl

ЬэrаЬаrliуiпi alrгrq
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Belelikla (б) dЁsturunda iigiincii inteqгaltn N со-а

yaxrnlagdrqda srfга yaxrnlagmasrnr isbat etdik. Analoji qay-

dada (6) miinasibatindэ dordiincii inteqralrn Л со -а уахlп-

lagdrqda stfra yaxrnlagmastnr isbat еtmэk оlаг, Onda (6)

I

ЬэrаЬэгliуiпi -} аdаdiпэ чurчЬ N m-а yaxtnlagmaqla
л!2z

limitэ kegsak

"ry'cp(t,yr)=e'Y'r?(t,yz) 0)

ЬаrаЬагliуiпi alarrq.

Baxtlan

-ý
rim } |Ф6+iу)е-'"dх. ft=l.zl
ч -- ,J2п 

-uy

limitinin оrtа yrýrlma mэпаstпdа чагlrýrпdап qжrг ki, (7)

sanki biitiin lJэr iigtin оdэпilir. Ahnmrg (7) miinasibati gб-

stэrir ki, eryQ(t,y) hasili у аrqчmепtiпdап asrlr deyil. Onda

(7) dtistuгunda |l -- y,yz = l yazsaq

е'' rp(t, у) = el 9Q,D = (p(t)

ЬагаЬэгliуiпi alarrq. Bu ЬаrаЬэгliуiп kбmayi ila, Ф(:r + ly)

funksiyasrnln т arqumentina пэzэrэп tэrs Fчrуе gечiгmаsi

о|ал tр(t, у) -i agaýrdakt

И;'Ф(.т+lу) =cp(t,y)=e-ryqQ) (8)

9эkliпdа yaza Ьilэгik.
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1. 
'<0 

olduqdд р(/)=0 miinasiЫinin isbatr.

Venlmiq miiayyan 6>0 iigtin l < -d' qiymatina Ьа-

xaq, Axrrtnct ЬэrаЬоrsйliуi miisbet 2у эdэdiпэ ( Ф(z) fun-

ksiyasr у > 0 учхап уапm mtistavisinda analitikdir) лr.rг-

saq 2ty <-2ф чэуа -2tу-2ф> 0 alaгrq,

Umumiyyatla

lиtll|' < 1rр;1' 
,е 2,y-zq,

ЬаrаЬэгsizliуi dоýrчduг.

Вu ЬэrаЬаrsizliуi r-уэ пэzсгап -"о dan -d qэdаr inteqral-

lasaq

-о- 6

ll.а{D|' at < п'Ф 
l1ч{t)|' "-'о 

at 5

s е ''Ф' 
l|cp(t)|2 

e 2|t 
41 = 

"-ЭФ l|чrt , э,l|' at =

= "-'ф l|aB + iэ,)|2 ь < Kn-zo, (9)

аlагtq.

Qeyd оluпап (9) miinasibэtini alarkan аwаlсэ inteq

ralaltr Гuпksiуа miisbэt olduýundan, inteqraltn sэrhэdi

biiyi,idiilmЁE, sопrа (8) miinasibatindan istifado оluпагаq,

Parseval ЬэгаЬэrliуiпiп tatbiqindan, sопrа (*) miiлasibatin-

don istiГada allnmugdur,
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Belalikla

llv{D|'а, < к"-"
-6

borabcrsizliyini almr; olaTtq.

Вчrdап у оо -а yaxrnlagmaqla limita kеgsэk

6

It
2

)lр( dl =0

Yani l < 0 iigйп sanki hэт уеrdэ QQ) = 0 a|aпq.

2. cp(t) е Z, miinasibtinin isbatr.

Qeyd оlчпап р(r) funksiyasrntn Z, fэzаstпа daxil

olmaslnr isbat etmak iigiin Parseval ЬаrаЬэrliуiпdап vc (*)

miinasibat.indэn istifadэ еtsэk

[, 'o'),pull'а, = t"-'ol,pQ,yl''al = J|Ot, l iy\!2 dr< К

d;

"-'О |rp(Dl' funksiyasl mэпfi deyil va у 0 -а yaxtn-

la9drqda |qа(r)|2 funksiyaslnayaxtnlaqtr, digэrtэгаГdэп

te-'ry|rl{t)|'dt

inteqralr miintazam mahdud olduýundan Fatu teoremina

gоrа limit funksiyanrn inteqraIl rn.hdud.lur, ВеIэliklа
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ЬэгаЬэтsizliуiпi alanq ki, Ьчгаdап da 9(t) е L, о|ат

3. у 0-а yaxtnla9drqda Ф(z) funksiyasrnrn sаrhаd

qiуmаtiпiп varlrýt.

Verilmi9

Ф(х+lу,)-Ф(х+фr) va

bu Гэrqiп tэrs Fuгуе qечiгmаsi

llчrо]'а, < к

iigiin Parseval barabarlryini yazaq:

a(l ,уl)-tр(l ,уz)=qU)V-', -"-",J

J|otr*,:,, ) Ф(х+lуr;]2dх =

- liиt,lI'i" 
u', 

-"-'У-,2 dl , (l0)

Оgэг у, чэ 2, Ьir-Ьiriпdсп asr-h оlmауагаq stfга yaxtnla-

grгlаrsа, onda

r r2l ,п,, ,u. 12

|p(l)| |е 
-, -е "|

funksiya stfTa yaxtnla;acaq. tsuпdап bagqa l < 0 olduqda

p(l) = 0 olduЁundan

ll0



, ,7l л, |1

]и0)|' |е '' - е -'У' 
| < 4lp(, )l'

ЬэrаЬэгsizliуi аlrпаг. Bu ЬагаЬаrsizlik gdstэriг ki, (10) Ьэга-

Ьэтliуiпiп saý tэгаfiпdэ inteqralaltr funksiyasl саmlэпап mо-

jаrапtа malikdir. Demэli burada iпtеqгаl altrnda limita

kеgmэk haqqrnda Lebeq teoremini tatbiq eda Ьilэrik. Nэ-

tiсэdэ

lim_ [;Фtх + ly, l-Фtх+lуr)|2dх=0
Yr _Yl -+0 J'

miinasibatini alarrq.

у -dэп astlt Ф(,т + ly) ГчпksiуаIаr goxluýu у 0 -а

yaxrnlaqdrqda fчпdаmепtаldlr. 1,, Гаzаslпtп tаrпIlфпdап

аhпrr ki, еlэ Ф(х) е Z, funksiyasr var ki,

Iim Ф(,r + .y) = Ф(х) ,

у+0

4. p(t) = И-lФlх; barabartiyinin isbah.

Alrnmrq (l0) Раrsечаl ЬэгаЬэrliуiпdэ yz-ni y-la

avaz еdэk чэ yt 0 -а yaxtnlaýmaqla limitэ kegak. (10)

miinasibэtindo inteqral alпndakr sol чэ saý tэrэfdаki

funksiyalarrn у, 0 -а yaxlnla;drqda limiti чагdrr. Bun-

dап bagqa saý tаrаГdаki inteqralaltr funksiyanrn саmlапап

mojaгantt чаr. Demali saý tэrаfdаki inteqralda limitэ

keqmak miiпrkiin olduýundan, sol tаrаfdэki inteqTalda da
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limitэ keqmak оlаr. Веlаliklэ (10) ЬэrаЬэгliуiпdа limitэ ke9-

sok

J|ot,)-oc,+иll'a= j|elr;|'|r - "-'!' dt

Вuгаdап

rр(t)е ry =V |Ф(х+iу)

ЬэгаЬэrliуi аlrпrг.

|ii иtrl" '' = p(t), lim Ф(;r + ly) = ф(1;

olduýundan

p(t) = l/ -lФ(х) 
,

'5. Ф(zl = 1 19У),h diisfurununisbatr.' Zй J x-z

ot,)=l iФ(gd,,
/пJ|y-z

Yuхаrl Im z > 0 уапm mЁstavisindэ iхtiуагi z nбqtэsi

gcitr.irэk, ЬеIэki. bu пбqtа tapa пбqtэlагi

+ N + .]ri ,+i/ + 1/z. 0 < у, < у, ndqtalarinda olan drizbucaq-

lrnrn daxilinda уеrlэ9siп. Onda Koqinin inteqral diisturuna

паZэrэп
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Ьчгаdа inteqrallama diizbucaqlrnrn sагhаddi iizrэ арапhг

inteqгalr diizbucaqlrntn tэгаflэгi iizra dбrd iпtеqгаlа ауtгsаq

Ф(r=] Г"'i" *,aо-_ 
П'г,*,,,-_

ZrY_"iry,.-' -ri-orr-'

+
Ф(w) i

dw-

Ф(у)
dw+

Ф('")

dw (11)

Ф(и)

w-z

I

w-z

аlапq.

Ахtrtпсl mЁпаsiЬаtе daxil olan iigiinci.i чэ dбrdiincti

inteqral N 
"о 

-а yaxrnla;drqda srfTa yaxrnlagtr. Doýrudan

llda, ---- g '- qiymatlanmasi dоýгudur, burada р . z
i.- r| Р

пtjqtэsiпdсп kопtчга qаdэr olan mэsаfэdir, уэ-

пiр=r;.i|*-, >0. Ф(z) funksiyasr

0<у,-6<Lmz<уr+6,

zolaфnda analitik olduýundan, (*) miiпаsiЬэti imkan чеriг

ki, bu intcqгallara isbat etdiyiniz lemmant tatbiq edak. On-

da (t1) miinasibatinda N m-а yaшnlagdtrmaqla limita

ke9sэk

Ф(z)=l
2Ti Ily-z

l lз

||-z
d|у (12)



Эgэт (12) diistuгunda lz ф-4 уа yl 0-а yaxrnlaýdrr_

maqla limita kegsak, ikinci inteqraln limiti srfга, Ьiriпсi in-
teqral isэ (3) diistuгu ilo tayin оluпап inteqrala gevrilir. Bu
tэНfi isbat edak. ikinci iпtеqгаlа baxaq:

ф+i/l 
Ф(и + jl,) -г 

Ф( и ,t jy. )l --=* _ d\u+iч)= | ", du.
_"i,r,u + tv -1Х+ tY1 _i_u+iy2 (.r+lу)

Kogi-Bunyakovski ЬагаЬатsizliуiпdэп istifada еdэгаk inte-

qгаlrп modulunu qiymatlandirsэk

|-1 o(u + iyrl 
ou

l*(и-х)+i(у2 -у)

J,(
t

|Оlz + ry,1|
du

l1u _ х1+ ily, - у)|

!|а{" *il;|' а" du
й

=[
Кт

l/

(u- х)2 +(уr-у)2

(13)
Yz-Y

аlагrq, Bu ахаrrпс1 qiуmэtlапmа (*) diistuгunun tэtbiqindan

du
--------:----

\u-x)l +(у, - у)'
inteqraltnrn hesablanmasrndan аltпrr. (13) baTabarsizliyin-

dan ahnlr ki, 7, "о-а yaxInlagdtqda (l2) miinasibatindeki

ikinci inteqral stfга yaxtnlaýtr.

J
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ВеlэlikIа,

Ф(4=+ 
--Г 

't,lo,_2п J. у)- 2
-Ф+ryI

I du
2пi

аlапq, Gёstаrаk ki,

1

u+iy|-z u-z

u+ly|-z

Ф(и + ly, )

(и-л)+i(у, -у)

Ф(и)\ Ф\u + iy,) uu_'1J (u -x)+i(v, - у) J
du

u-z

Ф(u+iу,) Ф(и)

lt du

Гэгqi у, 0-а yaxrnlagdrqda srfга yaxtnla;lr. Iпtеqгаl altr

funksiyanr а9афdаlо qaydada qevirэk:

Ф(ч + iy,) _ Ф(и) _ Ф(и - ly,) _ Ф(u) _ Ф(и) _
u+iy|-z u-z u+iy. -z u+iy|-z u+iyr-z

Ф(и) Ф(и + ly,) - Ф(и)

u-z
BeIeliklэ,

Ф(и + ф,) Ф(и)

- lv,
+ Фtл] - 

-! 

!-' '(u+iy,-z)(u-z\

Ф@.-+.04)
\u+ly|-z)\u-z)

1 u+iyr-z u-Z
du=

du+I
Ф(и+lу,)-Ф(z)

Iu+ly|-z

l l5



mЁпаsiЬэtiпi almrg оlагrq. (l4) miinasibэtindaki saý tэrэf-
dэki Ьiгiпсi inteqгala KogiBunyakovski ЬэrаЬэгsizliуiпi
tэtbiq еtsэk

-г Ф(и +,/l) - Ф(и) , l _ 
-г 

]Фtи + ry,) - Ф(и)ldz
.7a!, -- l <

_|_ u+iy., -(Jr+,y) l * lr"*x; .i(y, _и1] -

=|iФ(,.,+I),l)-Ф(иrl
п

]

)'у - ч,

alanq.

Bu miinasibatda у, 0 -а yaxlnlaqdrqda

l

)'
л

!- Yt

Гunksiyasr mohdud olduýundan чэ Ф(и + ly,) - ФQz) fаrqi

nin поrmаst у, 0 -а yaxrnla5drqda (2) miinasibatina gсirэ

stГrа yaxtnlagdrýrndan, birinci iпtеqrаl у, 0-а yaxtnla;dr-

qda slfra ужtпlа;lr. ikinci inteqrala baxaq. Bu inteqralda

inteqral altr funksiya у, 0 -а yaxtnlaEdtqda srfra yaxtnlagrT,

digar tэrаfdэп, сэmlэпэп mоjагапtа mаlikdiг. Dоýrudапdа

у._._
ncý olmasa у, < l iigiin аgафdаkr

llб



Ф(ul '"' ' (u +iy, - z)(u - z)|

= |Ф(u )I lt <

' '--'{[1"_х)2 +(у r,)'][u_",z *,z]}i 
-

1
s |Ф(и)|

qiуmаtlэпmэ dоýгчduг. Ахtппсt ЬаrаЬэrsizlikdа saý tоrэf-

daki fl-rnksiya Z fazaslna daxildir, Bunu gоstаrmеk iigiin

|Оlr; чэ Гuпksiуаlаrrп hasilinin inteqгalr-

,"-о, -(|)

(u - х)1 + у
2

2

па Kogi-Biinyakovski ЬэrаЬагsizliуiпi tatbiq etmak lazrm-

dlr. Веlэliklа (l4) mйnasibэtinda saý tагэГdаki ikinci inte-

qrala intcqral altlnda limita kegmak haqqrndakr Lebcq teo-

rеmi tэtЬiq etsэk, у, 0-а yaxrnlagdlqda bu inteqral srfra

yaxtnlagacaq. Вч dediklarimizdэn grxlr ki,

du
(u+iyr-z)чьJ
Ф(z + ly, ) j9цir"

' u- zyl

вчrаdап isa

Ф(z)= l \9t')o"' 2пi J u-z

l17
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б. /(х) = Rg ф(1) va с(х) = - Im Ф(х) fiшksiуаlаrmrп

qоgmаltýmtп isbatt.

A9aýrdakr i;аrаIаmэlэri qэЬчl edэk:

а(х) = If@)"orurau,
l
п

bB)=+-!f {u)rin,uau,

l--
FG) = - |g(u)siпшdu,

EJ
а{х) = Ig@)costtxrlu,

1
п

=*j.
.,! l|t ,,

Aydrndlr ki, а(х) чэ с(.т) ciit, 6(х) va В(х) tэk funksiya-

iardrr. Vеrilmig /(х) чэ g(x) fuпksiуаlаrtшп qogma о1-

masl J>0 olduoda)'
@(I) = Ь(х), F(х) = -а(х) (15)

ЬэгаЬэrliklэгi ila tayin оlчпuг.

, Onda р(х) =V'|Ф@) miinasibatini

е( еu)х du
l

Jzo ll,f {") - iв{Ф1"'- а"

gаkiliпdэ yazaq.

Bu inteqralda haqiqi va хэуаli hissani aylrsaq va yuxarldakr

igаrаlаmэlаri пэzэrэ alsaq

г-
е@ = 1i(;atxl - B(x)l - i[a(x) + Dtx)]).

\2

Веlэ ki, х < 0 olduqda р(х) funksiyasr stfra ЬаrаЬэr

olduýundan
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х<0 olduqdaa(x) = -6(х), FF)=а(х). (lб)

Аlrпmrý Ьч miinasibet а(:) , а (х) fuпksiуаlагшrп ciit vo

Ь(х), Р(х) Гunksiyalarrnrn tэk olmasr хаssэlэгiпэ gбrо (l5)

miiлasibati ila eynigncliidiiT. Теогеm isbat оlчпdч.

Теогеm 2. Kompleks qiymatli Ф(х) е t, funksiyastnrn, yu-

хаrr yartm miЫavida analitik чэ у > 0 olduqda

[|oi,*,у;|'а,<к

qэгtiпi бdayan Oir) Гrir,Кriучrrпrп sэгhаd qiymati oimasr

iigtin zэruгi va kafi gаrt a;aýrdakr gаrtlаrdэп ixtiyaгi biгinin

бdапilmэsidiг:

а)р(х)=V-lqlц1--g х<0 olduqda;

Ь) lQ) = Re Ф(х), g(х) = - Im Ф(х) funksiyalarl qo;-

mаdtг.

bbatl.

а) ýэгtiпiп zaruгiliyi аччэlki tеоrеmdа isbat оlчпmчqdчr.

с) ýartinin kafiliyi. A9aýrdakt

du

ЬэтаЬаrПуi ila tayin olunan Ф(z) fuпksiyaslnr gоtiirэk, Ьеlэ

Н, lmz > 0 olduqda inteqral чагdrr. Doýrudan da,

eila _ elu(x+iy') = е'- .е-о .

е)u(r) =Ф #_у,

ll9



Aydrndш ki, и -пчп mэпfi qiymatlari tigiin р(и) stfrа Ьэrа-

Ьаrdir, опа gбге и -пчп yalnrz miisbэt qiуmэtlэгi mагаqhdг.

Наmiп qiymatlar iigiin lmz = у > 0 olduqda е 'ry vuгчýu

апсаq inteqralrn yrýrlmaslm yaxg aqdrnr. Onda Imz > 0

olduqda intcqralr z -ё пёzеtеп difeTensiallasaq, asanlrqla

tбrэmэпiп чагltфпr gоstэта Ьilэrik. Веlаliklэ Ф(z) fun-

ksiyasr уuхагr уапm miistэvida analitikdir, Вuпdап оlача

asanltq[a

_!o1x+ty;|'ат 
< К

ЬагаЬэтsizliуiпi almaq оlаг, Ьuгаdа ( sabiti O<y-dan

asrlr deyil. Doýrudan da Ф(z) funksiyasr cp(u)e-ry с L,
funksiyastntn Furye gечгilmэsidiг, onda Parseval ЬаrаЬэr-

, liyindэn

Jlotx + Ф1'аr = tlo{u)|' ,-'О au s l|,l<ul|' au

miiпаsiЬэtiпi alrnq.

Веlаliklэ, Ф(z) funksiyasr tеогвm l-in btitiin gагtlаriпi

<idауir, demoli

и(х) = lim Ф(: + ly)

sэтhаd qiymatine malikdir.
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isbat еdэk ki, Ф(х) va у(х) funksiyalarr sanki hаг

уеrdа йst-Ёstэ diigtirlэг. Ф(х) funksiyasr p(.r) funksiyasrnrn

Furye gечiгmэsi olduýundan,

l_lч-оJl

|ot,lab -_! | р$)L -_ , а, =

Б ,lzп _2 lx

dx
lx

m{iпаsiЬэti doýrudur.

inteqralrn саmlапап mоjаrапtr olduфndan, inteqral

altrnda limitэ kеgmэk miimkiiпdiiг. Ахгtпсt miinasiboti

a9aýrdakt

: rim.-L je(,)
у-.0 лJ2т ,2

i.o,* 
=r,+fi'!ru,

Ф(.r+lу)dr= !vGlax

ей("t,r) _ l

еш(J+ry) _ 1
dх

lx

= lim
у-+0 I

0 0

ЬэгаЬогlik qaklinda yazsaq, Ф(х) чэ rл(х) funksiyalaгmln

sanki hаг yerda iist-iistэ diýmosini аlагrq.

а) ýагtiпiп kaГrliyi isbat olundu,

Ь) $агtiпiп zэruгiliуi tеоrеm l-dэ isbat оlчпmчgdчг,

Ь) ýэгtiпiп kafiliyi, Tutaq К, ,/(r) va g(x) funksiyalarr

qogmadtr.
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isbat edak ki, опdа с) ;arti бdэпiliг. Bu isэ D) gэгtiпiп

kafiliyini чегiт.

а@) = tl 1Фlr1 di,isturunu aglq ýakilda yazaq:

tap1"-'^du =)z(а
t

л]zо

l
/:--

.J Zп ftf tФ - iB{u)lr-'* а" =

= Л(-х) - 'G(-х) 
(1?)

Burada Л(.х) чэ G(x) funksiyalarr uyýun оlаrаq

qo9ma /(х) va g(x) funksiyalarrnrn Fчrуе gечirmаlэ-

гidiг. Ona gбrа biitiin .lrJэr iigtin

G(x) = _;з*,д1"
ЬаrаЬаrliуi оdэпilir.

Bu mйnasibatin hэг tатэГlпi isl'gz:r -э vursaq

Л(х) = l 51"",61*,

mrinasibэtini alaTrq. Bu miinasibэt х > 0 olduqda

Л(;r) = i61,;

gaklindэ оlаr,

Onda ;r < 0 olduqda

Л(-х) = l бi*,;
аlагtq.

Bu halda (17) miiпаsiЬэtiпdэп х < 0 olduqda
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аQ) =V-lФ(u) = л(-х) - ,G(-x) = 0

Bununla teorem 2 isbat olundu.

Теоrеm 3. Эgаr /(х) funksiyasr Z, fэzаsrпа daxildirsэ,

опdа aqaýrdakr

f(x) = f_(x)+ f_(x)

ayгrlrg dоýrчduг, Ьurаdа /*(х) funksiyasr analitik /-(z)

Гunksiyasrnrn sэrhаd qiymatidiг, belaki, ./*(z) уuхап уаrtm

mtistovida, |(z) funksiyasr isa agaýr уапm miistavida апа-

litikdir.

isban. Tutaq ki,

Ф(х) = Vf (х) ,

/* (z) Гчпksiуаlагrпr aqaýtdakt ЬагаЬэrliklагlэ tэуiп edak:

|-_
IQl = _! |altle'" at. Imz > 0;

\,l lп 6

)z"f-
l

-Ё=
0

JФ(t)е-'|" dt, lmz <0

BuTadan tеогеmiп isbatt аlrшг

l2з



FoSiL 5

FIrRYE qEviRMэSiNlN,ra гBiQLaRi

Fчгуе gevirmasi sonsuz zolaqda, уапm zolaqda, sоп-

suz siПпdrdэ чэ baqqa оЫаstlаrdа riyazi fizikanrn tэпliklагi

ii9Ёn qoyulmu9 Kogi masalesi, sэrhэd mэsаlэsi чэ qaTlýlq

mэsаlеlэriп hэlliпэ genig tatbiq оluпur.

ý1, istilikkegirma tanliyi iigiin Ko;i masalasinin halli

Tutaq ki
. л2ou ou

(l)-со<х<со, />0Ot Эх'

tэпliуiпiп

и(х,0) = /(-т), -сD<х<+.о (2)

baqlanýrc qэгtiпi odayan hallini tapmaq tаlэЬ оluпur.

Вuгаdа ./(х) funksiyasl еlаdir ki, опuп Ёgiiп Furуе gevir-

mэsi va tars Furye gечiгmаsiпiп чагhýr tamin olunur. z(:r,r)

Гunksiyastntn Fчrуе qечiгmаsi

u(o,t) =V[u(x,t)]= |\u3,t1"'- Ь (3)
лl2п |_

miiпаsiЬэtilэ tэуiп оlчпаr.

(l) tэnliyinin hэr tэrаfiпi -!n'- 
" 

lrrrub -"о_dап
J2п

Ф -а inteqrallasaq
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aUS'') 
=-o'u{o,,1

Вurаdап

tJ{o,t) = Д(о)е-""

(2) ba;lanýrc qэгtiпiп kбmayi ilэ

о |(х)е''" dx = F(o)

alarrq.

Demali

U(c,t) = Flcle-o1

Onda taTs Fчryе 9ейгmаsiпdэп istifada etsak

д )(
1

I

1

.l2T
u(x,t) = lF1o1r-"''n'" do

аltпаг,

Axlrrnct mi-iпаsiЬаtdэ Ё(о) iigiin Furуе gevirmasini

паzэгэ alsaq

= !'r rtooit", azt- loIl -1 4о
l1 J

Вчrаdа
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(4)

olduýunu пэzатэ aisaq, istilikkegiTma tanliyi Ёgiiп Kogi mэ-

sэlэsiпiп Ьэlli

l - tr-j )2

u(x.|=|_ tf{€l"- o,-aq
2,1п _

dуsfuгu ilэ чегiliг.

ý2. istitikkegiгma tanliyi й9iiп qarrglq mаsэlапiп hаПi

'["-о'л'cosB)a),=Y 
"#бlа

du d'u
fu ах1

0<,;r<ю, l>0 (5)

tэпliуiпiп

и(,т,0)=6, х>0 (6)

ba;lanýrc чэ

u(0,I)--f(t), ,>0 (7)

sаrhаd qarti daxilinda hallini tapaq.

Qoyulmug (5)-(7) mсsэlэsiпiп hallini tapmaq йgiiп

U 
"(o,t) =

6l:-
!о lu@,t)stnoxrlx (8)

0
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sinus h-urуе gечirmэsiпdэп istiГadc edak. Опdа (7) sarhad

gэrtiпi паzэrэ alsaq чэ z(r,г),9]j!10 funksiyalannrn
а(

х оо-а yaxtnla;drqda srfra yaxrnlaqdrqlarrnl fэrz etsak

ёч (o.r\ Б-, г;
-- !,_---- -- rJ- lи,, (x,l) sln dJdx = ,,/1и, (x.l)sin ox|i -Ot \"d*"' \п"

, 
" fi", r.-, о 

"os 
oxdx =- "]Z[t,, О.", *1I *

= ,|Lоlпl - o'u,to,t)
lп

ВеlэliНэ qoyulmug mэsаlэ

бU.(o.t\--ý-\-" +o'U,(o.t)=
dt

tэnliyinin

U.(o,O) = 0 (10)

baglanýrc gаrtiru <idэуап hollinin taplLmasrna gэtiгilir,

Onda (9) tэпliуiпdэп

_2. F ''n }, ..
U,(o,1) = д(о\е-О't |,l1oe "'' |е'"'' f\T\dT (l1)- 

\l 1t 6

(l0) Ьа9lапфс qartinden istifada еtsэk, Д(о)=g Дч-

rrq. Belalikla (9), (10) mэsаlэsiпiп halli

1z7

*,l"t,,o.r**}

г:l2
,l -о lQ'\п

(9)



U 
"(o,t) =

г; ,-

,/;"J e-o'U-4 f(l)dt

gaklinda оlаг.

Tars Furye gейrmэsiпdэп istifada etsak

"r-, о = fiu <€, t) siп +d € =

лl

= L |1rрt |Еg-ё'v 
-'\ siпфd{ =

'оо 0

f (c)dT

п(t - т)

0

0

е 9 v-.l siп + - х !е-9 
l'-| ) cos$d{

<=00

I

=1[
"о

т(I
t

) dT !е 
В "-'l cos$d|

т

Вчгаdа (4) mtinasibetindэn istifаdэ etsak, qoyulmug (5)-(7)

mаsэlаsiпiп hallini

lхс
u(x,l) = -- |1-1-,)

"7f (т ) 
е- 4l,-l dT

(t - 71,=

qэkliпdэ alarrq
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ý3. Simin raqs tailiyi iigiin qoyutmu; Ko9i mаsаIаsiпiп heЦi

d'u .l О-ц-;=а --,--Эt' 0х'
-qo<I<co, '>0 

(12)

tэп-liуЫп

u(x,O)=rp(x), ffrr,Оl=rrО -69 11асю (13)

baglanýrc 9аrtlэri dахiliпdэ hallina baxaq

Vеrilmis (12) tanliyina

,t) е '* u(x,t)dx (14)

Fчгуе gечiгmаsiпi tatbiq еdэk. Опdа

d' L]lo.t l 7- , \:,,, +a-o2tJ(c,t)=o (15)
Ot2

tэпliуiпi аIапq,

(15) tэnliyindan glxrr ki,

U(o,t) = д(о)е i*' 
+ B(o)e'*l (16)

Вчrаdа А(о), В(о) - о -dэуigапiпdап asrlr iхtiуагi fчп-

ksiyalardrr.

Aydrndrгki, (l4) Furye gечirmэsiпiп tars gevirmasi

l-.
u(x,t) = -:_ |e'-rJ@,t)do (17)

,!2п '.

miinasibэti ilэ tэуiп оlчпаI.

Iо(U
l

.,! zп
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Onda (16) iГadasini (17)-da паzэrэ alsaq

u\x,t ) = + !ln{o1"'"", "' + в1сг1glо|,1 о| l1pо 
=

\ LlL ф

= A(x-at)+ В(х + at) .

Baglanýlc ;аrtlэтdэп istifadэ еtsэk Koqi mаsэlэsiпiп

hэlliпi

u(x,) = L rp@ at) + ! rp(x + at) + *'-i, Ur,

qoНinda alarrq

ý4. lnteqral tanliyin halli

Tutaq ki, Ьйэ

rp(x) = f (х) + |kG - ipj)ф, (18)

inteqral tэпliуi чеrilmigdiг. Вurаdа /(.т) чэ &(*) - verilmiq

funksiyalar, р(-т) - ахtапlап Гчпksiуаdrг,

VcriLni9 inteqral tэпliуэ Fчrуе gечiгmэsiпi tэtЬiq еtsэk

I
)u(Ф

l
л]Zп

fQ)+ lk@-у)р(у)ф

lз0

tzx =



= 
" 
r, - # _Ylylay-ltlx 

- уlе'" ь =

=, rл - fi _!у{л)Ф-!ъ{п)"'t'*оl" 
а о =

= F@)+JЙФ@W(u)

ча

F(u\Ф(и)=*
| - ,l2T К(u)

аr,l=Д 
-t--!9_,,-o,

Jzп _!_l - ,]2т к(ч)

miinasibatlaгini alarrq,

Bu axrrrncr (21) miinasibatindan

l -.[

р(х) - -f (х) = # Ilffir, гrоу

=-l rrл--!9_r-,"ач
!_ ' 'l-,lzпк\ul (22)

BuTadan

Вчrаdа

(19)

(20)

(21)

е au=

R(u)=--9-,' |-,,!2тК(u)

igаrа еtsэk,

lз1



р(х) = f(x) + 1,1, - Ц1l1ЕlаЕ

hallini аlагrq. Burada r(_r). R(и) = K(u) 
- fчпksiуа_

| - "J2п К(u)

srnrn Furye gейгmэsidiг,

Эgэг (18) iпtеqгаl tanliyinda р(х), /(х) чэ t(x) fuп-

ksiyalarr х aгqumentinin mапfi qiуmэtiпdэ stfiгdlrsа, on-

da iпtеqгаl tэnlik

р(х) = /(х) + j
0

k(х-()q({)d{ (х>0) (2З)

gэklinda olar.

Onda inteqral tanliyin halli

р(х) = f(x) + f({)r(x - {)dt

dtistuгu ila tэуiп оlчпаr, Ьчгаdа .;r < 0 olduqda r(x) = Q -

drr,

Bu iisulla baqqa tip

i
0

fQ)= |kQ-flrp(y)dy (24)

inteqral tэnJiyini da hall еtmэk оlаr. Эччэlki diistчгlага апа-

loji оlагаq

|з2



F )u(
l

"l2T

l

^J2п

\"""о"\о6-а)qG)аG)=

!оФа€ tъц,-ц1,*"ач=

= !_ lеGМё |kццlе'I€-пw 4, = Jйоlulкlu)
.!2лг _i_ :

аlапq,

Вurаdап

o(,l = L-1 F(u) 
" 

,"" ou
21т J" K\u)

altntr.

Qeyd edak ki, bu iisulun ciddi эsаslапdrrrlmаsl iigiin

mаlum funksiyalann iizэгiпа miiэууэп 9агtlэr qoymaq la-

ztmdrr. Мэsаlап, эgэг /(х) е I, (-"о, со), t(x) с Z(-m,oo) isa,

onda (24) tonliyinin ir(-m,со) fazastna daxil olan hallinin

vaгIlýr Ёgiin zаruгi va kafi s"rt lЦ.. ] с I, (-со, со) olmastdtг.
K(u)

indi isa

rp(x)= f(x)+ lk@+ y)rp(y)dy (25)

gаkliпdэ inteqral tanliya baxaq

Эwalki qayda ilэ

lзз



Ф(и)=Л'tr.r)+}
1ln \"",*\ов* у)р{у)ф =

_[о<Лаl _!r<оri(п-у)ч 
dq =

!k@ + у)е'" dх =lv{l
1

= ,F lul -l - -;:
Jzя )dу

= Лtи) +*
,l2п

= rfu)+JЙа(-ч)к(ч)

Bu miinasibэtda u -п:ц - u ila avaz etsэk

Ф(-и) = F(-и) + "Еiарlкц-"1
аlrпаr.

Bu ахtrmсl Ьаrаьэrlikdап

Belэlikla

1

.J2п
F@)+JЙF(ч)к(ч)

)х(р I au
1-2п K(u)K(-u)

аlагtq.

Riyazi fizikапrп Ьэzi mсsэlэIэriпdэ iki aTqumentin fэт-

qinin miitlaq qiуmаtiпdэп astlr оlап, simmеtгik niivali

р(х): /(х) + |tfi" - yl\pglay (26)

iпtеqгаl tапliуэ гаst galinir. Bu inteqral tanliyin hallinin tэd-

qiqini Furуе gечirmэsi vasitasilэ арагmаq оlаr,
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FaSiL б

LAPLAScEYnMoSl

ýl. Laplas gечirmаsiпiп asas xassalari

1. Laplas qечiгmаsiпiп tarifi.

Laplas gечirmэsi hэqiqi dэуiqэпli ,f(r) funksiyaslna

р kompleks dayiqanindan asrlr оlап чэ

FФ)= Ie 
p'f (t)dt

0

mЁnasibatila tayin olunan Л(р) funksiyastnl qаrýl qоучr,

Aydrndrr ki, britnn /(l) funksiyalaгr iigiin bu inteqralrn mэ-

nasl yoxdur, Buna gtirэ Ьй сlэ /(r) funksiyalar sinfina Ьа-

xacaýlq ki, bu iпtеqгаIrп mэпаst olsun, Haqiqi l ,

_сс < / (.о dауigэпdап asrlt olan va aýaФdakl ;аrtlэri ciday-

ап /(r) funksiyasrna baxaq:

l. Эgаг I<0 оlаrsа, /(r)=0.

2. Эgаr r > 0 isa /(t) funksiyasr r охuпuп sonlu Ыs-

sasindc. sonlu sayda birinci пёч kэsilma пбqtаlаriпо

malikdir.

3. /(r) ГunksiYasl , со -а yaxlnla;drqda mэhdud artma

tartibina malikdir, bagqa sdzla, hаr Ьiг funksiya iigiin

ela miisbэt М чэ а sabitlaгi чаrki, biitiin / > 0 Ё9iiп
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|"fл|<M"' (1)

mtinasibati <jdэпiliг.

Onda (l) miinasibatini ijdоуэп а эdadinin daqiq agaýr

sarhaddina /(r) funksiyasrnrn агtmа tаrtiЬiпiп gбstaricisi

deyiliT,

Qeyd еdэk ki, /(r) funksiyasr haqiqi аrqumепtdэп

asllr kompleks f (t) = f,(t) +,fr(L) funksiya da ola Ьilаг. Bu-

гаdа lQ) чэ fr(t) hcqiqi fuпksiуаlагdrг.

1,2,3 gаrtlагiпi ёdауап /(r) funksiyasr iiqiin a9aýrdakr

tэrifi qeyd edok.

Tarif: Эgат haqiqi l dayiganindan asllr /Q) funksiyasrna р
kompleks dayiganindan astlt olan va

(2)

miinasibэtila tayin оlчпап Д(р) funksiyasr qarqr

qoyluгsa, опdа Д(р) -уа /(r) -nin Laplas gevirmasi

deyilir.

Qeyd еdэk ki, (2) iпtеqrаh р рагаmсtгiпdап asllt qey-

гi-mэхsчsi inteqraldrr, Aydlndlr ki, (2) inteqralr р paramet-

riпiп biitiin qiуmэtlагiпdэ yrýrlmrr. Doýrudan da, аgэr t

сD-а yaxnlaýdlqda /() funksiyast stflrdan ferqli limita mа-

Fф) = [e-Pl/(t)dt
0
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likdiгsa, Rep < 0 olduqda inteqral daýrla Ьilэr. Опа gбrэ

tэЬiidir ki, (2) iпtеqтаlrшп yrýrlma oblastrnr, еlэсэ dэ Д(р)

funksiyasrnrn tayin olunma оЬlаsfiпrп miiэууапlэgdiгmаk

lazrmdrr.

Вuпuп iigiin agaýrdal<l teoremi qeyd edak

Теогеm 1. Re р > а oblastrnda (2) inteqralr уrфlапdrr, еlюэ

da Rep > х0 > а oblastlnda hamin iпtеqгаl miinta-

zэm yrýrlandr, burada а /(l) funksiyaslnln artma

tагtiЬiпiп gбstaricisidir.

isbatr. Doýrudan da Rep >а уе р =x+r/ o1duqda qeyri-

mexsusi inteqIalrn yrýrlmasr iigiin mtiqayisэ эlаmэtiпdэп isti-

гаdэ оtsэk

e-el fQ)dt <м е-"еО'dl = 
М ,r>а (З)

х-о
|-

ll
]0

iлtрil= I
0

qiymatlanmasini аlаrtq ki, Ьчrаdап da х > а olduqda (2)

inteqralrnrn ylфlmasr altnrr.

Оgэr х 2 хо > а olarsa analoji qayda ilэ

.,dt= М (4)
|Ftpl|s м !е-'п-""о Хо-а

qiymatlanmэsi аlrпаг ki, Vеуегqlrаss аlаmэtiпа gtira р ра-

rаmеtriпэ пэzаrап Rep 2 хо > а oblasttnda (2) inteqralrnrn

|з7



mtiпtэzэm ylфldlф isbat olunur. Aparrlan isbat l hэqiqi

dауigапiпdэп astlt 2 va 3 gэгtlсгiпi оdсуэп /(l) funksiya-

lаг sinfindэ doýгuduT, Апсаq Laplas gevirmasini tcyin еdэп

/(r) funksiyalar sinfim geniglandirmak dэ оIаr, Bunun iigiin

a;aфdakl lеmmапt isbat edak.

Lеmmа. Tutaq ki, hэqiqi l dэуigэпli /(r) funksiyasr biitiin

l > 0 giin tayin olunmuqdur vэ еlэ ро kompleks

аdэdi чаг ki,

le-h'lцtldt < м
0

(5)

(6)

inteqrah уrýrlапdrг.

Onda Rep > Repo gartini бdауап bi,itiin р iigiin

!e,P'71tlat
0

inteqгalr ylýrlandrr

isbah. q(t) = e-P,lI .f (l) i;;аrс edak va komokqi

t)dT funksiyasr gdtiirok. Qeyd edak ki,д(/) = - lrп(Jr.
I

F''(l) = p(t), Bundan bagqa. (5) inteqralr уrфlап olduýun-

dan verilmi; е'> 0 -а qargr ela 70 gоstэгmэk olar ki, l > 7о

1з8



т1

ngiin lF(r)l < s' оlаr. indi ie'/ 7 qtlat inteqrallna baxaq-
т1

Burada 7, чэ 7, ixtiyari haqiqi Z, > 7, gartini tidэуап adad-

lагdir.

Aydrndrr ki,
т,Lh
ie-p'f (t)dt = lе-\Р-еilQU)dl = te 

\e-eф'F'(trdl 
.

Tl Tt Ti

Ахrппсr inteqralt hisso-hissa inteqrallasaq

Tz

|е-Ф-ра)l F,U)dr = е1 o-1o)Iz рl7r1_ е 
( p-pa\li F(т) +

т|

(р е-(р eo)l FQ)dt+ - Ро)

т1

I
4

аlагrq.

Вurаdа !,?2 >Ц чэ

zora alsaq

Р- Ро

R"(p - ро )

e-P'f(t s (g-Rdr-роlr, + e-Rqp-po)4 Ь,+

(" *or-r.'n _ r-к"(р-ро)7, )<

R"(p- ро) > 0 olduýunu па-

т2

i
т

,* lц-роl ,]"
R"Ф-Po)]

<€
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Aydrndrr ki, hэmigэ 7о -r eia segmak оlаr ki, alrnmr;

ifada qabaqcadan verilmiý istэnilon е > 0 эdаdiпdэп kigik

olsun. Bu isa Kogi alamatina gсiгэ (6) iпtеqrаlrпrп уrфldrфпr

giistariI. Qcyd olunan (6) iпtеqrаhшп Re р > Re р, > Re р9

oЫastrnda р рагаmеtгiпэ пэzэгэп miintazэm yrфldrýrnl da

isbat сtmэk оlаг,

isbat olunmug lemmaya эsаsэп (2) miinasibati ilэ tayin

оlчпап Laplas gevrilmosinda l hэqiqi dayigenindэn asrlr

asas funksiyalar sinfl ачэziпа (5) ;эrtiпi iidэуап Гunksiyalarr

da gotiirmak оlаr, (5) miinasibэtini бdэуап funksiyalar sin-

fini l(po ) -la i9агэ еdасэуik.

Веlэliklэ (2) 9ечirmэsi iIэ tayin olunan р kompleks

dэуrgапiпdап asllt olan Д(р) funksiyasr хэуаli оха paralel,

Re р = а dtiz xattindan saý tэгэfdа kompleks уапm mйstэ-

visinda tэуiп olunmugdur,

Qeyd elak ki, (З) miinasibэtindon Rep ю-а yaxtnlaq-

drqda, |Л12;j 0-а yaxtnla;mast altntr,

Vегilmig /(l) funksiyasr чаsitэsilэ (2) miinasibэtila

tэуiп оlчпап Л(р) funksiyasl /(r) funksiyasrnIn Laplas

gечiтmэsi, /(r) funksiyasr isэ F(р) funksiyasrmn orjinalr

аdlаruг.
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/(t) ve Л(р)

o1araq

funksiyalan arasrnda эlаqа simvolik

IO=F(p) чэуа Л(р) j/(r)

qэНiпdа yazrlrг.

Qeyd edak ki, Ьэzi tatbiqi mаsэlаlэгdс

(7)

Ft pl = р !е 
Р' 11tlat (8)

0

miinasibэtila tayin olunan чэ xevisayd gечirmэsi adlanan

gечirmэdэп istiГada оlчпчг. Bu gечiгmэ Laplas gейгmэsiп-

dan р vuruýu ila fсrqlапiг. Aydrndrr ki, Fip; funksiyasr-

nrn tayin оЫаstr l.(р) funksiyastntn tcyin oblastr ilэ eyni-

dir. Biz gэlэссkdэ yalnlz (2) miinasibэtilo tауiп olunan Lap-

las gечirmэsiпэ baxacayrq. xevisayd 9evirmasinin хаssэlагi-

ni gэlacakda буrапасауimiz LapIas qevirmasinin xassalarin-

dэп asanlrqla almaq оlаr.

Маlumdur ki, kompleks dэуigэпli funksiyalar naza-

гiууэsiпdа эsаsап vacib Гunksiyalar sinfi analitik funksiya-

lardrr. Altnmtq l'(p) Гunksiyastnrn analitik olduýunu ага9-

drraq. Вuпuп iigiin a9aýrdakr tеогеmi qeyd edak,

Теогеm 2. Verilmig /(l) funksiyasrnln (2) miinasibatilэ tay-

in olunan Laplas gечiгmаsi Rep>c oblastlnda

р komplcks dэуi;апiпэ пэzэrап analitik funksi,

14l



yadf, Ьчrаdа а 
"[ 
(t) funksiyasrnrn аrtmа tаг-

tibinin giistaricisidiг.

bbatr. Теоrеm l-э эsаsап qеугi-mахsчsi (2) inteqralr

Re р > а оЫаstrпdа yrýrlandrr. inteqIallama inteгvaltnt ix-

tiyari sonlu uzunluqlu [r,,r,-,] раrgаlаrrпа billak, belo ki,

/6 :0, п .о-а yaxlnlaqdrqda /n -> аэ ,

Onda Л(р) funksiyasrnr Rep > а olduqda yrýrlan

F(р) = e'Pl f (t)dt =Zu,Фl ,

л=0

(9)

srrasrmn сэmi ;эkiliп чегmэk оlаг.

_ Qeyd еdэk ki, (9) srгаstпlп qalrq hэddi lu"l1ЦОr-
ln-|'

уэ ЬэrаЬаr olduýundan, tооrеm l-э gcira (9) srrasl

Re р 2 хб > с оЫаsttпdа miintazom yrýrlrr. Burada 2 ра-

rаmеtгiпdэп asrlt

|,,)

u^(pl = le'Plflt)dt
lh

inteqralr qаkiliпdэ verilan hаr bir funksiya l -kompleks

mi]stэчisiпdэ sonlu раг9а ilэ mЁэууап оlчпчr.

Раrаmеtrdап asrlr, iki kompleks dэуigапli Гчпksiуапrп

inteqralrntп iimumi xassasina gбгэ [9,11], и" (р) р - ра-

,I
п.0 ц

\42



rаmеtrпiп tam funksiyasldrг. Qeyd olunmug miihаkimэdап

аlrпrг ki. Rep > а oblastrnda (9) srгаsr vеуеrýtгаss lеогеmi-

nin [9,11] bi.itiin gагtlагiпi бdэуir, bagqa s<izla Rep > с оЬ-

Iastlnda Л'(р) funksiyast analitikdir vo onun tбгэmэsi (2)

miinasibatindэ inteqral altr funksiyanrn р раrаmеtгпа па-

zeren diferensiallanmastndan altnrr,

2. Sada funksiyalarln Laplas gevirmasi.

Qeyd olunmug (2) mПпаsiЬэtiпdэп isttfadэ еdэrэk ha-

qiqi dэуigэпli Ьэzi sаdэ funksiyalarrn Laplas gечiгmэsiпi ta-

paq

а) Vahid Xevisayd funksiyasr. Tutaq ki,

f (t) - co1) =

0. l<0,

1. l>0
(l0)

опdа

aydtndrr ki, Д(р)

olunmu9dur.

Belэlikla

do(t) =

alanq.

f (t)= Г(fl - [е
p'dt:L,

р

funksiyasr Rep>0 oblastrnda tэуiп

jo,t<0, t. Rеr>0
[l, ru 0'р

(l l)

0
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Qeyd edak Н, (2) Laplas gечiгmэsi эчэziпа (8) Xevi-

sayd gечiгmаsiпdэп istifada eýok, onda vahid oo(r) fчп-

ksiyasrmn gечiгmэsi Flр; = l оlаr. Вч onu gсistэгir ki, Хе-

visayd geviгmasi daha genig sinif funksiyalar tigiin tэtЬiq

о[uпа Ьilэт, Bazi hallarda, mэsаlап, tэтs gevirmanin tap ma-

srnda (8) ХеЙsауd 9ечiгmэsiпiл tэtЬiqi 9эtiпliklэr tоrэdir.

Gэlасаkdэ /(r) funksiyasr эчаziпа /(r) , on (l) hasili

gсitйгЁlасаk ki, l < 0 olduqda bu Гuпksiуа eynilik kimi srfiг

оlчг.

Ь) Ёsllii funksiya. Tutaq ki,

f(t) = е"' (l2)

onda (2) inteqrahnl hesablasaq

Rep>Rea;гlр1 =-!е-р' .e"'dt
0 р-а

е= Rep > Rea (Iз )

(14)

р-а
alartq.

с) Qiivvat funksiyasl. Vеrilmiq

-f(t)={, ч>-|

Гunksiyasrna baxaq.

Bu halda (2) inteqralr
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(l5)

ýэkliпdа оlаr.

Qeyd cdak ki, у < 0 olduqda (14) funksiyasr Laplas

gevirmcsi iigiin 2 9эгtiпi ( l = 0 пбqtэsi bu tlnksiya iigiin

ikinci поч kcsilma noqtэsidir), elaca da, Laplas gечirmэsiпiп

чагIlýr iigiin lazrm оlап hэqiqi dауi;эпli funksiyalar sinfinc

daxil olmayacaq. Lakin asanhqla gогmаk оlаг ki, y>-l

olduqda bu funksiya geniqlэnmi9 l(po) sinfina daxil

olacaq (опdа (l5) inteqrah Rep>0 ча у>-1 olduqda ytýt-

landrr). Опа gоrа -|<у<0 haltnda Rep>0 oblastrnda

(14) funksiyasrnln Laplas gечiгmэsi vaTdr va (15) diisturu

ilэ tayin оluпur.

indi isa (15) inteqrahnr hesablayaq, Ttutaq ki, р dayi-

9эпi haqiqi р=х>0 qiymatini аlrг. Onda (15) inteqгahnda

jrl -s ачэzlаmэsi aparsaq

FQ)= le-P'f(t)dt= [e-P'(dt, Rep>0
00

( l6)

miinasibatini аlаrtq. Вuгаdа Л(и + l) Еуlеriп qamma-

funksiyasrdIr. Bu qayda ila (15) diisturu чаsitэsilэ tayin olu-

пап, hэqiqi oxun х > 0 miisbэt hissэsiпdэ (16 ) qiуmэtiпэ

" "t"at=J .\,
,u*';

I-(ч + 1)-ý ds=- 
"+lх

д(") = l
0
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malik оlап Д(р) funksiyasr Re р > 0 оЫаstlпdа analitik va

Л(р) funksiyasrnln Rep > 0 oЫastrnda analitik davamrnrn

уеgапаliуiпdэп

Л(и + 1)
(17)rQ\= fe'P|t"dt

0
и+l

mйпаsiЬэtiпi alarrq.

Опа g<ira у -niin kаsг qiуmэtlаri iiqi,in ]-. funksiya-
р'*

stntn еIэ qiymэtlarini gбttiгmэk laztmdtr ki, 0 haqiqi .r > 0

dэуigэпiпdэп astlt olan. hэqiqi ]; funksiyasrntn Re р > 0r'''
oblasttnda analitik davaml оlsчп.

. Onda

,, . Г(ч +1\I'=--,+l-:. и>-l, Rep>0, (l8)
р

Alrnmrg (18) dtisturundan tam у = и qiуmэtlагi tigiin

n .1'(п+1) пl.

р

Rep > 0t ( 19)
р р

аlагlq.

3. ýечirmапiп xassalari.

а) Qечirmапiп xattiliyi. Мiiаууэп inteqralrn mаlum xas-

salarina gсirэ аgафdаkl[аr dо!гчduг.
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Xassa 1, Оgэr F,(p)) f,(t), Rep > а, (' = l,...,и) isa,

onda
-L -!-

F(p) = |a,F,\p)=|a,f ,1t1, Rep > mаха,
i=1 i=l

doýrudur, Ьчгаdа а,- verilmiý sabit аdэdlаr (haqiqi чэ

уа kompleks), а,, _f,{t) funksiyalaTrntn аrtmа tartibinin

gоstагiсisidir.

Ь) Xassa 2. Tutaq ki, F(р):/(r), Re р > а , onda

lп
' - F\!.): I@I), d > 0. Re р > 4
dd

(20)

dоýruduг.

Dоýгчdап da

-. t--
|e'el fGа)й =: I! а:()U

,-*' 7q4o" = L,
а

р

с) Xasso 3. Tutaq ki, Д(р) j/(t), Rop > а va

[0, t<r. r>0,
f,(t) = i

|f(t-T). t>T

funksiyasr verilmigdir. Опdа

f,(t)- F,(p) = е,р' F(p)

(2l )
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mtiпаsiЬэti dоýгчdчr. Doýrudan da

0

F,Ф)= le 
o'1,1tldt= 

le-p'11t-Tldt

Axlnnct inteqгalda l - т = l' ечэz еtsэk

F"Q) = !g-lv'*l 1ylat, = e,l, rlр1
0

miinasibэtini аlапq.

d) Тiirаmапiп gevirmasi. indi isэ gечirmэпiп эsаs xassale-

riпdэп biri olan orjinalrn tбrаmаsiпiп gечiгmаsiпiп

xassэsini бугэпэk.

Xassa 4. Эgэr /'(l) funksiyasl gечiгmапiп varlrýr iigin olan

gэгtlагi бdоуэrsэ уь f(t)=I'(p), Rep>a ise.

onda

f'(t)=pF(p)-f(0), Rep>c (2з)

miinasibati dоýruduг.

Dоýurdап da, hissa-hissэ inteqrallaSaq

1,1tli !e-p'1'1tlat =r-''.fQ)1- + p|e-P'l1tlat =

0 0

= рг(р)-.f (0) .

Analoji qayda ilэ аgафdаkr хаssэпi isbat etmak оlаr
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Xassa 4'. Оgэг /(")ir) funksiyasr gечiгmэпiп varlrф iigiin

btittin ýэrtlэгi iidэуагsа vэ f(t)=F{p),

Rep>a,onda

|''(,)=р' F(p) ,f(0) "r(0 J,.(*l)(O) ,Rep > а (24)
р

do!rudur

Alrnmrq (24) diisturu /(0) = ,f '(0) = ... = /('-l)(0) = 0

olduqda

f@) (t): р" rФ) (25)

gэkliпа dii9эr.

е) iлtеqrаlш qevirmaý.

Xassa 5. Tutaq ki, f (t): F(р), Re р > а - Опdа

p(t) = f(T)dt 
=

F(р),Rер>а (26)

р

doýrudur.

Dоýrчdап da, asanlrqla yoxlamaq olar ki, p(r) fun-

ksiyasr gечiгmэпiп varlrýr ii9in btitiin gагtlэгi бdауiг чэ опчп

агtmа tartibinin dэrэсэsi /(l) funksiyastnrn аrtmа tэrliЬi-

I
0
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nin dаrасэsi ilo eynidiT. Onda (2) diisturu ila p(r) funksiya-

stnrn gevirmasini hesablasaq

Axrrtnq inteqralda inteqгallama пijчЬэsiпi dayi9sэk

[_f{r)а"= !" 
О'at 

tf{т)dт
000

rj
рiI

0

f(t)dT = !f{r)a, l"-'а, - е-Иf(т)dт=LrФ)
р0

аlапq.

Analoji qayda ilэ a;aýrdakl xassani isbat etmak оlаг.

Xassa 5'. Tutaq ki. f(t)=F(p), Rep>a,onda

00
lat, tat,. Iftt")at,= |дtр.l , Rep>c

Бр"
Q7)

(28)

, MЁxtalif funksiyalarrn gечiгmаsiпi

хаssэlэri cenig tatbiq olunur.

f) Biikiilmanin qevirmasi. Vсrilmi;

lаrrпrп biikiilmasi

tapmaq rigin 5 va 5'

f,{t) чэ fr(t) funksiya-

miiпаsiЬэtilэ 1суiп olunan p(r) funksiyasrna deyilir

lI

ео = lflo"fz(t - T)dT = lf,{, -").fr{")a"
00
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Ахrгtпсr ЬэгаЬаrliуiп doýrutuýunu asanlrqia gоstэгmоk оlаг.

bunun iigiin biTinci inteqTalda iпtеqгаl dэуi;эпiпi l - r = l'

эчаz etmak laztmdtr.

Agaýrdakr хаssэпi qeyd еdэk.

Xassa 6. аgэr l(r):4Ф) ,kep> q, f2()= I'..(p), Rep>a, Ьэ,

опdа

аО = If|(T)fr(t - T)dT= F,(р)Fr(р), Rep > mа"ч{а,, а, }. (29)

0

Мэhdчd artma tаrtiЫi f,(t) ve JrQ) funksiyalanntn

biikiitmэsi mэhdud аrtmа tэrtiЬli Гunksiyadrr. DolTudan

da,

f|G)f2( - т)dт м м
l

I
0

2I
0

еа 
т 
еа1O-т) dr _

M,Mr l о, .,,\_2МР2y ,е- i=' -----Jpo'. а -mаХtq.а1}ot-oz ' |аl -azl

Aydrndrr ki, biikiilmanin аrtmа taгtibi olaTaq 1(r) чэ

JzG) funksiyalarrntn аrtmа tаrtiЬlэriпiп ап bciyiiyti

gоtЁгtiliiт. Вiikiilmэпiп gevirmosini tapmaq iigiin (2) diistu-

rчпdап istifada еdэk. inteqrallama ntjvbэsini dэуigsэk
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Ie- 
О' dt 

I f {* fr(l - т) d т = t "f,{"l а" |"- 
о' 

7, ц, -,1а,
0 0 0

Daxili inteqralda t t = t' avazlamasini apafsaq

fr(t\ f2(t - T)dT = -Р' f,(фdт [е 
е'' fr(t'ldt = гrlоlрrlо1ъ

0
I
0 0

olduýunu аlаrrq.

Вuпчпlа 6-cr xassa isbat olundu,

g) Qечirmепiп difeгensiallanrnasr.

Xassa 7. Tutaq ki, F(p)= f (t),Rep>c. Onda

F'(p)=- tf (t),Rep > а (з0)

. mtinasiboti doýrudur.

Dоýгudап da, оwэldа qeyd etmiqdik Н, Re р > а tey-

, in oblastlnda F(р) analitik funksiyasrnrn tciгamasi (2) qey-

ri-mэхsчsi inteqralrnda inteqralaltr funksiyamn раrаmеtlэ
пэzэгап diгeTensiallanmast паtiсэsiпdа аlrпrг, onda

F'(p) = - e-plrf (t)dl 
=- tf 

(t)J
0

Xassэ 7'. Оgаr r(р) - /( t) ,Rе р > а, isa onda

FФ) (р):(-1), t' f (l)

mtinasibэti doýrudur.
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Alrnmr; (30) va (З1) dfisturlart gечiгmэsi. mэlчm оlап

/(l) funksiyasrntn rn vuruýuna hasilinin gечirmэsiпi he-

sаЫаmаq iigiin tэtbiq oluna Ьilаг.

h) Qечirmапiп inteqгallanmasr.

Xassa 8. Оgаr Д0 gечiгmэпiп чагlrф iiqiin olan gагtlэгi
t

сidэуirsэ va f (t):F(p), Rcp>a isa, onda

.f(t). (32)

1u,' !* =\oBlon
t

mЁпаsiЬэti dоýгчdчг

A9aýrdakl

J(p'l =

iqarэlamasini qabul еdэk.

(33)

Onda tеогеm 2-уа asasan ../(р) funksiyasr Re р > с

oblastrnda analitik funksiyadtr va Rep-+.o olduqda

,/(со) =6. Аlrпmrл .r(p) funksiyasrnrn ttirаmэsiпi tapmaq

iigtin (3З) inteqralrm parametTa пэzэrап diГerensiallasac1

e-elf (t)dt -- -F(p)

I"-r, 
-f(t) о,

t
0

j
0

J'(p) = -
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alanq. Вчrаdа "r(co) =g ýэrtiпi пэzэrа alsaq

fl Qarr9rq tеоrеm.

Xassa 9. Оgэr /(l) j F(р) . Re р > а isэ, onda istапilэп

kompleks 2 эdэdi iiqtin

F(p + )-)ie-]' /(l),Rep>c-Re2 (з4)

miinasiboli doýrudur,

Dоýurdап da е() = 
"-О 

f (t) funksiyasr Rep > а -Re.t оь_

lastrnda tayin olunmugdur va 9ечiгmэпiп чаrhф iigЁn olan

9эrtlэri odayir. Опdа

)dp

рф
J(p) = J(a) - lгlрlар : !гlрфр

le-o'e-"'71tldt = е lе+Д)l f Q)dt = F(р + )")
0

l
0

аlапq ki, bununla хаssэ isbat оluпчr.

isbat olunmu9 (З4) diistuгu vasitasilэ 9ечiгmэsi malum

olan /(/) funksiyasl iIэ е 2' Гчпksiуаsrqпrп hasilinin ge-

Йгmэsiпi asanhqla tapmaq оlаr.

ý2. Qevirmaya паzаrап оrjiпаhп tapllmasl

Bu рагаqгаfdа gечiгmэус паzаrэп oTjinalrn tap mast

Ё9tiп mi,iэууэп iisul паzагdэп kеgiгilэсаk, hэm9iпiп р kom-
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pleks dауigэпiпdэп asrlr F(р) Гunksiyasrnrn hэqiqi l dayi-

;эпiпdэп asrtr /(r) funksiyasrnrn gечiгmэsi olmasr й9iiп Ьir

пе9е kafi gагtlаr miiэууапlа;diri[эсаk.

1. Mellin dйstчгч. Fаrz edak ki, р kompleks dауigапiпdэп

astlt F(р) funksiyasr hissэ-hissэ hаmаr mahdud

|f О|. Мr' gэгtiпi бdэуэп /(l) funksiyasrnrn Laplas 9е-

чiгmаsidiг. Вчrаdа axtartlan /(r) funksiyastntn verihniq

Л(р) funksiyaslna пэzэrэп taprlmasr tэlэЬ оlчпчт. Bu mэ-

sala aqaýrdakr teorem vasitasilэ hall оluпuг,

Теоrеm l. Tutaq ki, veгilmis Д(р) funksiyasr Rep > а оЬ-

laslrnda hoqiqi r dэуigэпiпdоп asllr, mэhdud d artma tэг-

tibi оlап, hissэ-hissa hаmаr /(l) funksiyaslnrn Laplas ge-

чiгmэsidir,

Onda

r J*LФ

f(t)=' leP'Flpldp, х>а (1)

miinasibati doýгudur,

isbatr. Теоrеmiп 9аrtiпа gоrэ /(r) funksiyasr чаrdrг чэ опчп

аrtmа tэrtibi mэlчmdчr. Kбmakqi

QV)=e-''f(|), х>а
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funksiyasrna baxaq. Bu Гunksiya hissa-hissэ hаmалdtr, t

oxunun istanilэn mэhdчd hissasindэ sonlu sayda Ьiгiпсi nбv

kэsilmэуэ malikdir va l со -а yaxrnla;drqda srfга yaxlnla-

grr. Onda bu funksiyanrn Fчryе inteqralr

l----
aQ\=; lаЦ lч1l11е'€('-П'ат1 Q)

gakiindэ verila Ьilаr.

Alrnmrs (2) mtinasibatindc p(t) funksiyasrnr / (l)

funksiyasr чаsitэsilэ ifada etsak чэ 4 < 0 iigЁn /(7) = 0 ol-

dчфпч паzэrа alsaq

е'"flt1- 
ri " Iac lr-'"ltц,lg'ё{'П)dц=

Вчгаdа р = х + i4 эчэzlэmэsiпi apaTaq чэ qeyd еdэk

Н, (З) miiпаsiЬэtiпdэ daxili inteqral ахtапlап /(l) Гuпksiу-

astntn verilmig Л(р) gечiгmаsidir. Bu halda (3) ifаdэsi

/U)=+'1.,,-:uppla6- L
2т J 2пi tеР'гlрlар

9эklini alrr ki, bununla da teorem isbat оlчпчr. Qeyd edak

Н, (1) diisturunda iпtеqгаllаmа р kompleks miistэvisinda
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xeyali оха paralel, Rep = а dtz xattindэn saЕda уетlэýап

diiz хэtt iizгэ арапlrr, (1) inteqralrnrn qiymэti, inteqrallama

diiz xatti Rep=a diiz xattindэn saýda yerlэgdikda gаrtiп-

dan asllr olaTaq .r эdэdiпdоп алsrh deyil.

isbat olunan (l) diisturu Mellin diisturu аdlапlг, bu

miiаууэп mэпаdа orjinalrn gevirma vasitasila ifada olunduýu

tаrs Laplas geviгmosidir. Qeyd еdэk Н, Mellin diisturunu

isbat еdаrkэп паmаlum /(r) funksiyasrndan, kэsilmэz о1-

duýu поqtэlэrdэ /(l) Гunksiyasrna yrýrlan Furyе iпtеqrаlrпа

kegdik. Onda (l) diisturu ./(r) funksiyasrm kasilmaz olduýu

пбqtаlэrdа tэуiп edir.

isbat olunmuq tеоrеmiп tatbiqi iigiin, ччгчqlаrdап hаr

Ьiriпiп gечirmэsi mаlum olduqda hasilin gevirmasini tap-

maq iigtin aýaýIdakl tеогеmi qeyd еdэk.

Теоrеm 2. Tutaq ki, fr(t)= F,(р), Rep > а, va

fzG)=FzФ), Rep>a,

Onda

f(t) = f|(t). fr(t)= F(p) = |

lP,@)Fr(p - q)ф =

2tri !F,Q - фI-r(q)dq, (4)

miinasibэti dоýгudчr
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Вчrаdа Л(р) funksiyast Rep>a, +с, oblastrnda tэуiп

olunmug analitik funksiyadrг va inteqrallama Rep > а, va

Rep > а, diiz хаttlэriпdэп saýda уеrlа9эп xayali оха раrаlеl

olan ixtiyari diiz хэtt iizrэ араrrltr.

isbah. Verilmil /(l) funksiyast 9ечirmэпiп vaгlrýr iigiin

biitiiл ;агtlэп cidadiyindэn опuп iiqiin

f (t)= г(р) : е '' J |v)J)\t)dt (5)

Laplas gечirmэsi чаrdrr.

Onda (5) miinasibэtinda l (r) funksiyasrnr (1) dtistu-

rч ila toyin оlчпап Mellin inteqralr ilэ эчэz еЬэk va раrа-
meftdan asrlt qeyri-moxsusi iпtеqrаlrп уrфldrфпl пэzаrа ala-

rаq inteqгalrn пбчЬэsiпi dэуi;sэk

j
0

гlр1=_\_ [n-o'1rltyrlпi ["о'г,(q) dq

0

_1
2пi lг,lqlаq t"ao-n" fr(t)d, =

l I+1ф

=} ]Г,tчlгrrр-q)dq (6)
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Qeyd edak ki, (6) miinasibэtinda Req = х> а1 уе

Fr(р - q) funksiyasr Re(p - q) > с, ii9Ёп tэуiп olunmugdur,

Вurаdап Re р > а, + а, alaTrq. Analoji qayda ilэ (5) miiпа-

sibatinda /r(l) Гunksiyasrnr tэrs Laplas qечiппэsi ila avaz

еtsэk (4) diistuгuna daxil olan ikinci ЬэrаЬаrliуi almrg ola-

гrq. Теогеm isbat olundu.

ýЗ. Огjiпаhп varhýr frgiiп Еаrtlат

Bu рагаqrаfdа miаууап kаГr gэrtlаr dахiliпdэ р kom-

pleks dэyiganli F(р) funksiyasrnrn, ' 
hэqiqi dayiganindэn

as r miiаууэп /(r) funksiyasrnrn Laplas gечirmэsi olmast

aragdrnlacaq vo hamin funksiyanrn taptlmast qaydasr чегi-

lасэkdir.

Agaýrdakr teoremi qeyd edak,

Теоrеm 1. Tutaq ki, p=x+iy kompleks deyiqanindэn asrlt

Л(р) funksiyaы agaýrdakr ýаrtlэri ijdayir:

а) Л(р) funksiyast Rep > а oblastlnda analitikdir;

Ь) Rep>a oblastrnda F(р) funksiyasr аrgр-уа паzагэп

miintazэm оlаrаq |р| -; оо -а yжrnlagdrqda srfra yaxtn-

laýlr;

с) btitiin Rep=x>a iigйп

159



','fo"r|*. 
", (7)

inteqralr yrфlandrr.

Onda F(р) Гчпksiуаsr Rep > с tigiin z haqiqi dэуi;а-

пiпdап astlr /(t) funksiyaыnrn Laplas gечiгmэsidiг va /(r)
a9aýrdakl diisturIa

1,It|ф
fQ)=-: |eP'Flp)dp, х>а (S)zйJ

tэуiп olunur.

isbatr. isbat etmэliyik ki, (8) inteqralr Г(р) funksiyasrnrn

оrjiпаlrdrг, Эwоlсэ bu qeyri-maxsusi inteqrahn vaгlrýrnr go-

stаrэk. AydrndrT ki,

l

2 7п leP'F(p)dp !,,'гlр1|.|ар|=1l

Dхl ,+iф,

=? ||гr,рlау s !r'' . (9)
27т J| '"| 2п

Опdа bu qiyn 
"rt.n-"a"riistonilэn 

х > а iigiin (8) inteqra-

lrnrn yrýrlmast alrnrr. Qeyd edak ki, hamginin (9) qiymat-

lэпmаsiпdап istэпilэп 0<l<T par9aslna daxil olan l ра-

rаmеtriпэ паzагап (8) inteqгalrntn mtiпtаzэm yrýtlmast alt-

пrr. (8) inteqгahnln Л(р) Гunksiyastnln огjiпаlr olmasl iigiin

agaýrdakr takliflari isbat etmak lааmdlг:
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10. (8) inteqrah *-dэп as r deyil va yalnrz Ьiг r dayiqэnin-

dап as r /(r) funksiyasrnr toyin edir, bu funksiya mэh-

dud аrtmа tэrtiьiпэ malikdiг.

2о. r<0 olduqda /Q)=0.
з0 "/(I) funksiyasrnrn Laplas gечirmэsi verilmi9 F(р)

1unksiyasrdrr.

Bu takliflэrin hаг Ьiгiпi ayгrlrqda isbat edak.

l0, isbat iigiin Rep > а оЫаstlпdа хэуаli оха раrаlеl olan

[х, - iД,х, + А] ve fx, - iA,x, + iД7 dn7, xatt раrgаlаrrпdап

va bu раr9аlаrr Ьiгlэgdirэп haqiqi оха paralel оlап

|х, - iД,х, - iД] |х, + iД,х, + й] diiz xэtt раrgаlаппdап iba-

rаt оlап qapalt Г kопturчпа baxaq (9эkil 1). Burada

l>Q -r,,хэ - isa а sabitindan Ыiyiik оlап ixtiyari аdэdlэтdiг.

ýэrtэ gоrэ F(р) funksiyasr Rep>a oblastrnda analitik ol-

у хr+iД хr+iД

х==0 х

хr-iД x2-iA
ýэkil l.
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duфndan Koqi tеоrеmiпэ аsаsэп еР'F(р) funksiyastmn

Г kопturu iizrэ inteqrah sfrа ЬеrаЬэгdir. Qeyd olunan

х|,x2 -ni saxlayaraq ,4 -пl sonsuzluýa yaxrnlagdrTaq.

Onda tеоrеmiп Ь) gагtiпа gбrа iifйqi раг9аlаr iizra iп-

tеqгаllаг limitdэ srfrэ ЬэгаЬэгdiг, Bu halda qaquli driz хэtt

iizra olan iпtеqrаIlаr (8) iпtеqгаhпr чеrir. Вчrаdап

lep' гlрlар = lee' rpldp,

xl че xz ixtiyaгi o[duýundan l0 taklifi isbat оluпur. Веlэ-

liklэ (8) iпtеqrаh yalnrz bir r dэуiqэпiлiп Гunksiyasldrг,

Qeyd edak ki, опа gсirа (9) qiymatlonmэsindan аirпrг ki, (8)

inteqralr ,-уа паzаrэп mahdud altma tэrtiЬiпэ malik fчп-

ksiyadrr чэ bu funksiyanln аrtmа tэrtiЬiпiп dоrосэsi а-уа

ьаrаьэrdiг.

20. indi isa t < 0 olduqda (8) inteqralrnrn qiymэtina baxaq.

Bunun iigtin Rep>c oblastrnda х>а olduqda [х-й,
J + Жl dijz хэtt раг9аslпlп, lp - ,| = Л уапm dairasinin Ci
gечгэ qбvsu ilэ эmа[а gatirdiyi qapalr С kопtчrчпа baxaq

фakil 2). Onda Ko;i tеотеmiпэ gOre ePl F(p) funksiyasrmn

bu kопtчг iizга iпtеqгаlr srfга ЬогаЬагdiг.
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у

,+iД
с

р --0 х=а
х

x-iR
ýэkil 2

Jогdап lemmasrna gбга Д со-а yaxrnlagdrqda r < 0

olduqda С], kопtuгu йrэ inteqral stfга yaxlnlaqrT, Опа 96-

га

1 л+lф

f\|l=; !ее'гlр\dр =0, l <0. Rep>c. (l0)

Bunula 20 t"кtiл bit otunau

З0. Вuгаdа (8) funksiyasrnrn Laplas geviгmasini quraq чэ bu

gечirmапiп ixtiyaгi р. iiqйn Re ро > а olduqda qiуmаtiпэ

baxaq:

le-h'|1tlat = * Ir-^'O' !eP'F(p)tlp. (1l)
(rU
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Altnmrg (l1) miinasibэtinda daxildэki inteqral х-dэп asrlr

deyil. Onda а<х<Rерб ;эrtiпi бdауэп .r -lэri segak чэ

uyýun iпtеqгаllаг mtintazam yrýrldrýrna giirэ inteqrallama

ntivbasini dэуiqэk, Bu halda

-_t

)е-е"' ftt)dt = -

_l
27Ti

l1-1plap !" 
\ра, p)I (Jt :

J

0

FФ) dр

Рор
(12)

Altnmtq (12) inteqralrnr, tеогеmiп Ь) gэгtiпэ аsаsэп in-

teqral altr Гuпksiуа lpl --u yaxrnIa;drqda ] funksiya_
р

stndan siirэtlэ srfra yaxlnlaqdrýtndan grхrqlаг паzагiууэsiпа

gсirэ hesablamaq оIаг. Опа gcira inteqralaltt funksiyantn

уеgапэ mэхsusi поqlэsi, birinci tагtiЬdэп polyusu, р = р0

noqtэsidiг чэ saý уаrrm miistэчidэ qapah kontur Ёzrа (t2)

inteqralrnrn inteqrallanmasr mэпfi istiqamatdэ apaгr[drýrn-

dan

(l3)J 0= !"-Оd lцdt = F(р0)
i)

аlаrrq
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Вчrаdап Re р > а оЫаsttпdа ро - ixtiyari пбqtа ol-

duýundan tеоrеmiп isbatlm alanlr.

ý4. Mellin iпtеqrаhцп hesablanmast.

Вir 9ох praktiН mэsаlэlэrdэ чегilmig kompleks dэуi-

qэпli Л(р) Гunksiyasr vasitasila orjinalrn taptlmast Ёqiin (8)

inteqralrnt, kompleks dэyiqanli funksiyanrn kопtuг inteqralr

vasitasilэ hesablanma iisulundan istifada еdагэk hesablamaq

оlаr. Tutaq ki, Rep > с oblasttnda veгilmig Л(р) funksiy-

asr biitiin р miistavisina analitik davam olunmu;dur. Fагz

edak ki, analitik davam olunmu; bu funksiya Rep < а оЬ-

lasfinda Jordan lemmastnrn qartlarini бdауiт. Onda r > 0

olduqda, R сс -а yaxrnla;drqda

(14)

burada Cfi sol yarrm miistavidэ lp-r| = Л уапm Qеvга-

sinda qбvsdiir.

Bu halda (8) iпtеqгаllпl glхlqlаг паzэгiууэsi vasitэsila

hesablamaq оlаг. Agaýrdakr misаllага baxaq.

Misal 1. Vегilmi s rФ) = -: 1, Re р > 0, аl2 > 0 ,
р'+а'
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funksiyasrnrn oгjinallnl tapaq.

Aydrndrr ki, ý3, 1 teoгeminin gаrtlагi cidanildiyindэn

t J'L-
l'(p):f 0)= + t ,ol --9--dp _r > 0,

Zп ,",_ р- +а-

Vсrilmi9 Л(р) Гunksiyaslnln sol Re р < 0 уагrm

mtistэvisina analitik davamrndan а
Гlrnksiyast Jог-

2
р +а)

dап lemmasrntn ;агtlагiпi odcyir va iki mэхsusi псiqtэуа -
birinci tагtiЬ sаdэ pI,2 = tio polyusuna malikdir.

Опа gбrс r 20 olduqda

fO=Z е,
р' + ol'

,Pt
ilцаЕ ох

slnarr. / > 02iol )ir,l

а)

аlагrq.

Qeyd еdэk ki. ýЗ tеоrеm 1-in ;эrtlаri, xiisusi halda Ь)

ýагti, Rep>a oblasfinda analitik olan Л(р) tunksiyasrnrn

orjinalrnrn varlrýr l,igiin kafi qоrtdir. Еlэ misal quппаq olar

ki, r(р) funksiyasr bu ;aTti сidэmаdiуi halda Ьеlэ о,

mЁаууап haqiqi dэуigэпli Ьir funksiyaslnrn 9ечiгmэsi olsun.

Misal 2. Vегilmig Л(р) = +. . 1< а <0 funksiyastntn
р

Rcp>0 oblastrnda оrjiпаhпl tapaq.
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Bu funksiya baxrlan oblastda goxqiymatlidir. Biz

F(р) funksiyasrna х> 0 oblasttnda hэqiqi dэуigэпЦ, haqi-

oi l fчпksiчаsrпrл Re р > 0 oblastlna analitik davamr
' ха+l

kimi baxacaýrq. Опа gбrэ х>0, р = 1 olduqda,aгgp = 0

qэЬчl edacayik. Ау&пdrr ki, F(p)funksiyasr ý3 tеоrеm l-in

Ь) gагtiпi <idamir.

Gбstаrэk ki, bu hald а

t .х+lФ

f0)=- !

funksiyasr verilmig Д(р) Гunksiyzrsrnrn огjiпаIrdlr. VеriImi9

Л(р) funksiyasrntn sol Rep < 0 уаrlm miistaviya analitik

davamt р=0 va р="о budaqlanma пбqtоlаriпэ malik

olan goxqiymotli funksiyadrr. Re р > 0 oЫastrnda verilmi9

l

Гlр) Гunksiyasrnrn analitik davamt оlап -J , Гunksiyasr-
р

па р kompleks miistavisinda hэqiqi охuп mапfi hissasindэ

kэsiуа malik olan G oblastrnda baxaq. Qeyd оlчпап G

oblastrnda qapalr Г kопturuпч gбtiiгэk, Веlэ ki. Г kontu-

rч х > 0 mtistavisinda [х - й', х + lR'] dtiz хэtt рагаstпdап,

kэsilmо xattin эtrаfiпdа - R < .:r < -р pargasrndan, bu раr-

gaya Ьiгlа;ап |р| = р gечгэsiпiп с; 9ечга qбvsrindan va ka-
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sikna xэttini [х - й',х + й'] gaquli раrgа ilэ Ьirlэ;dirап

lp-! =К gevrasinin с!, 9ечrэ qбvsiindan iЬаrэtdiт (qaНl 3).

у

-л

о,\

r+й'

Rep = 1

х

х-й

ýэkil З.

funksiyasr G оЫаstrпdа heg-biTAydrndrr К, е a+l
р

moxsusi пбqtэуэ malik deyil. Onda Koqi tеогеmiпа gбrэ bu

funksiyamn Г kопturч iizra inteqгalt srГrа ЬагаЬэrdiг. Оп-

da Л' sonsuzluýa чэ р -nu stfra уахlпlаqdгmаqlа liTnita

kegsak, Jоrdап lemmaslna giira cfr, эуrisi iizгc inteqгalrn li-

miti srгrа Ьаrаьэrdir.

Sопга с! gечгаsi iizra iпtеqгаlr qiymatlcndiгak. Bunun

Ёgiiп р = piP evaz e|sak
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1

-2ор" le'o"oro 
dr2

dp|-tе а+|

alanq.

Вчгаdап -1<с<0 olduýundan с! iiaTa inteqral

р 0-а yaxrnlaqdrqda srfra уахrпlаgаг- Bu qayda ilэ inte-

qrallama kопturчпdа yalnrz diiz xatt йrэ iпtеqrаllаr qahr,

Qeyd еdэk ki, kэsilmэ xэttinin alt hissэsinda аrgр = -z, iist

hissasindэ isa arg р = 1| -di| , опа gбrэ

f а) = *' .-r_",, # = *I'J"" T#q* -

,-Т." е l=rI" ,оо"|" ,,r-o-14r_- l' t-,r"'Ъ-'*|=й\' J'

ех d-т (16)_ 
"_ioo-7r-r' 

,-О-'| dl:
0

I-:цr-зФil- т !

аlаrlq

(16) inteqгalrnda xr=s avazlamosini aparsaq

f(t)--t о siп(-па) Г(-с)
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Onda Г(-а) Г( + а) = ; ,L . ЬагаЬэrliуiпdап isti-

гаdэ etsak

(17)

miinasibatini alarrq.

Misal З. Vегilrпig
1,

F(fl=L2"1р. а> 0 Гunksiyasrnrn
р

Rep > 0 oblasttnda orijinahnr tapaq.

Bunun iigiin эччэlki misalda olduýu kimi, Rep > 0

oblasttna hэqiqi х > 0 dауi;эпli, Ji funksiyasrnrn analitik

davamt оlап 1fi funksiyasrnr пэzагdэп kegirak.

Qeyd edak ki, bu halda р=х>0 olduqda аrgр =0

qэЬul еtmэliуik. Vеrilпri; F(р) funksiyasrnrn sol Re р < 0

уаrtmmйstачisiпэ analitik davamr р=0 va р=ю budaq-

lanma пiiqtаlагiпэ malikdir,

Haqiqi oxun mапГr istiqamatindэ kэsiуэ malik olan Р
miistэчisiпdэ G oblastrna baxaq, Bu oblastda Л(р) fun-

ksiyastnrn analitik davamr о[ап Ьiгqiуmэtli analitik
l-
' e-"JP funksiyasl tэуiп olunmugduT, Qeyd edak ki, r(р)
р

funksiyast Re р > 0 oblasttnda ý3 tеоrеm l-in gэrtlагiпi va
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r>0 olduqda Rep<O уагrm mйstavisinin G oblasttna

опчп analitik davamr Jогdап lemmaslnrn ýаrtlэriпi odayir,

опа gбга awalki misalda olduýu kimi eynila Г konturunu

segmak olar ki, kasiyin iist hissasindc аrg р = z olduqda

аltпаr чэ kasiyin alt hissasindэ argp = -z olduqda

р = €е-i" = -€, "tp = JT" '1 = -l€ (1 , ol.

Bu halda

аhпаr, Веlэ ki,

l
F(р)i"f(l) = ^.Llll

-",Б
ер| 

е '' .dp =
р

=*{j",,''}n о, "!,, #,,У-

I

е+lim l
р+о2i

jе dp
р

Ii*!
р-+0 2пi I

-"Б,Ч
,lte'' 

е __' ,*,о 4, =,
lE,

olduýundan
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_l
J\|)=--

,т I
_r, "inaE dt +1

cos fuй. (18)

е
0

BU inteqralda € =, 
"u", "tr"k 

u.

€

0

slnaa t ,

- 
= lcos Иxdl!.rd

olduýunu поzаrа alaraq iпtеqгаllаmа ntlvbosini dэуi;sэk,
,г;

,. slп d"/*,

Belaliklo

Аhпml; (18) miiпаsiЬэtiпdэ daxi]daki inteqгal asanlrqla he-

sablana Ьilэг. Ве[с ki,

,i-., lG +
Je 

" coslftdt=, , , '' .

0

j
0

dс = 2IdpP
00

. 2 пJU\=l_тtr_ kтор
р'

аltпаг.

R
Оgаг -= = 7 эчэz etsak

^J4t

|-
F(p1=-",",ll;,_,

р

Вчrаdа

а а>0, Rep>0. (19)
2^!т
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(20)

ý5. Fчпksiуапп sonsuzluqda rеqчlуаr olduýu hal.

Bu ратаqrаfdа xtisusi halda verilmiq kompleks dэуi-

sanli Л(р) funksiyasrnrn orjinalrnrn tapllmaslnl aTagdrraq.

Tutaq ki, Re р > с oblastrnda verilmig F(р) funksiyaslntn

analitik davamr р kompleks dауiqэпiпа паzэrэп biгqiymat-

li Гunksiyadrr. Fэrz edak ki, р = "о пбqtэsi Д(р) funksiya-

stnrn diizgЁn n<iqtasidir. Buradan аllпlr ki, Л(р) funksiya-

Slnln р = оо пбqtэsi atraftnda Lоrап slгast

FФ)=L+ (21)
п-о Р

qэkliпdаdir. Qечiгmэпiп xassэsindan aydtndlг ki,

Rep + ю-а yaxtnlaqdtqaa ]F(р)| 0 -а уахrпlа9rr. Опа

gt гэ (21) ayrrltqrnda со эmsаlt slfra ЬаrаЬэrdiг ча

(22)

2

^!п

е аrl(r) =Ф
'I

0

лФ)=Ё с
р

Bu funksiyanrn vasitэsilэ oгjinalrn tapllmasl iigiin а;афdаkr

teoTemi qeyd edak.
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Теоrеm. Эgэг р = "9 nбqtasi Л(р) funksiyasrnrn diizgйn

пбqtэsidiтsэ va Л(со)=9, onda л'(р) funksiyasr hэqiqi

dayi9anli

0 /<0

lQ) = tn

п|,

(23)
С п+1 />0

Гunksiyasrnrn Laplas gечiгmэsidiг, Ьuгаdа С" Л'(р) funk-

siyaslnln р = со ndqtasi atraflnda (22) Lогап srгаslпrп аm-

Sallarldш.

isbah. Asanlrqla gбstэrmаk оlаr ki, [9,1 1] (22) аупlr-

grnda amsallar

-lгС, =: lГrпр" 'ар
/1а i,

diisturu ilэ tayin olunur, Вчrаdа С^, 
"t" |р] = Л gevrasidiг

ki, bu gсчrэdэп kanaгda Л(р) funksiyasrnrn heq-bir mэхsu-

si noqtasi уохdчг. ýаrtа ýога р: с9 noqtэsi Д(р) Гunksiya-

stnln stfrt оlduýuпdап, |z| >Л tigtin |FФl.Ч оlаr. ОпаI r,l 
R

gбга С, эmsаllап iigiin

|с,|< мп, I

qiymatlanmasi аllпаr. Bu qiymetlanmodan (23) srrasrnrn

yrýrlmaslnr аlапq. Dоýгчdап da,
174
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Е.., ;l = Ё,.".,,|'j, 
. "kЧ = M"R|,|

Вчгаdап alrnrr ki, iхtiуагi sonlu radiuslu dаirэdэ (23) strast

miiпtэzэm уrýl'lrr, baqqa sсizlэ, r kompleks dоуi9эпiпdап asr-

lt miiэууап 70) turп funksiyasrп tэуiп ediT; yani

l0) =IC"_,1

(Qeyd еdэk ki, (23) dnsturu ilэ tэуiп olunan /(r) tunksiya-

srn", flr; funksiyasr ilэ Xevisayd og(l) funksiyasrnrn hasili

kimi baxmaq olar).

Onda /(r) funksiyasrnr 
"-Рl_уа 

чЧrUЬ, milпtэzэm

yrýrlan (23) Slrasml r-ya паzагэп hэdЬэhаd inteqгallasaq чэ

t' !* olduýunu пэzэrэ alsaq
р

;."-,{;;.,,+=Lc,p-"' =rrрl. Q4)
л0 ll| л0 у п,=|

Bununla tеогеm isbat olundu.

Misal 4, Tutaq ki,

1 (25)F(р) = 2 -,
р +L

l75



Bu funksiyamn iki р,,, = ti mэxsusi поqtэsi vardrr, р = со

ndqtэsinin atrafinda Ьiгqiуmэtli analitik funksiyadtr va bu

ntiqtanin эtгаГrпdа [9,11] Г(р) funksiyasrnr Lоrап strastna

ауrгmаq оlаr:

лtрl=Ёt_rlо#', i;t,0 l \к|) р

Ona gбrэ (24) miiпаsiЬэtiпdэп

/r\'o
1 L ,2k - l.', l

-г*=Еt-r)О :i^г=|t-tlА!1-1 Qбl
J р, *t й 2.^ (k|\' й (k|.)'

alarrq. Alrnmlg (26) miinasibэtinin saý tэrаfi srГtппсt tэгtiЬ-

dэп

J00) = 

'(-l)l
(/.l)'

Bessel funksiyasrdrr

Onda

(;)'-

1_
(27)

аlrпаг.

р2 +l
Jo0)

р2 +| ,t7; 1Ti
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olduýundan va sin/ Гunksiyasrnrn Laplas gevirmэsindan

istiгada etsak

"Iб 
(r)"Io (r - z)dr = sin l

alartq.

Misal 5. Tutaq Н,

ц9=L,i
р

Aydrndrr ki, bu funksiya tеоrеmiп qэrtlэriпi tidэуiг чэ

лtрl=Ёt-il'- #Й

i
0

Onda

olduýunu аlаrrq

J0(2."[) (2s)

(zл[,\'о
. ] - lэ]l. '=It-tl" -' ,, =!{-t)u \--=
Р Г=а (ИI)- *-_о (Kl l
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FESrL 7

LАрLлS cEviRMaSiNlN ToTBlQLoRi

ý1. Laplas qevirmasinin adi difeгensial tonliklaT ve

xiisusi tбrоmаIi ilifeгensial tar iНar iigiin Koqi

masalasi,sarhed masalalarinin hollina tetbiqi

1. Tutaq ki, Ьizэ a9aфdakr difeTensial tanlik verilmigdir

o,,uOJ 7t1 * о n_ru(' 
1) (l) +... + а, и'lr) +.]0и(1) : /(/) ( l )

Ьчгаdа и(l) r - sэrЬэst dауiqашпdэп asrlr ахtаrrlап Гчпk-

siya, /(t) - veгilmig funksiya, а, (i =0,1....,п) - sabit cmsal-

lаrdrг. Bu tanliyi е Р' lrrruýuna ччгчЬ l -уэ паzэrап sflr-

dan sonsuzluýa qеdэr inteqrallasaq

а" ( p)u- (р) - Ь' (р) = "f" (р). (2)

Ьuгаdа

а' (р) = а,р" *on-rp"-'+,,,+qp+ao.

Ь- (р) =Ь,,р" 1 +...+ Ь,р + Ьо,

(3)

(4)

u' (D, J 
- Ф) uyýun оlаrаq a(l) чэ /(r) funksiyalaгrnrn

Laplas qечirmэsidiг va
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b,-l = a"U(0),

b"-z = a,u'(O) + a.-lu(0),

Ь,-з = а,u" (0) + a,,z'(0) + ап_rz(0),

ь, = а пц(П-2) 1g1 1 оо,и('-З) (0) +... + сrи10;,

Ьо = спи("-l)(0) + а n ,uФ-2) 7О1+ ...+ оlи'(0) + с,z(0)

(2) tanliyini и'(р) -уэ паzэгап hall еtsэk

(5)

(6)

Aqaýrdakr i5аrаlаmсlэri qэbul edak

l {pl+b \р)u\p)-_
а \р)

l .. Ь- (р)
r \р) = --;-:-a, J tP) = -. .alD а\р1

(7)

Onda

u" (р) = f'(p)r' (р) + s- (р) (8)

alarrq. Вurаdа r-(p) va r'(p) гаsiопаl kаsrlэrdir va mо-

lum qауdаlагlа sаdэ kаsirlаrс аугtlа Ьilсrlаr, Вiikiilmэ haq,

qtndakr хаssэdап istifada еtsэk

(9)uО= lf?)r(t-T)dT+s(t)
0

аlапq
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Belaliklэ (1) tcnliyinin п lxtiyari sаЬitdэп asrlr iimumi

hollini almrg olarrq. Bu sabitlar z(/) funksiyasrnrn iiziiniin

va и - 1 tartib t<irэmэlэгiпiп baqlanýrc gэгtlагi оdаmаsiпdэп

tayin оlчпаг. Ауdrпdr ki, hэlliп ;эkli xaлakteristik

а'(р) = 0 (10)

tcnliyinin koklaTindan asrltdlr. Aqaýrdakr hallarr аrаgdrгаq.

10, Alrnmrg (l0) tэпIiуiпiп biitiin p1,..,,pn kбklэгi hэqiqi

чэ miixtolifdir, yani:

а'(р) = а"(р- р)(р- р)..-(р - р") (1l)

Bu mtinasibatэ uyýun оlагаq

+f,r\r-r (P)=L+ 

- 

+...+ " _

Р- Pl Р- Pz р- р,

. s, s. .ý-s (р) = -'-*-: 
_+...* ______j:

Р- й P'Pz р- р"

alarrq, Ьuгаdа ro чэ so sabit эmsаllаrr

,_ t _ lJlpk)
а \pk) а (рh)
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1=2

b'ip* ) = и(0)!а, р'[| + u' Фl|u, pi2 + +

+иФ-2)(0) Zо,рГ.-'+z@ ') 101с"
i=п-|

а

k=l

miinasibatlaгi ilэ tэуiп olunur,

Тагs Laplas qечiгmаsiпdэп istifada еtsэk

rQ) =|roeeo' , s(r) = )soeP" , (12)

k=|

olduýunu аlапq.

Onda (12) miinasibэtini (9)-dэ паzэгэ alsaq

,0 =t+,[irr,r ^,а.- ь'tл- l] (1з)

(14)

]О, (]0) tэпliуiпiп srГlr koklaгi оlап halda, уапi

ра)р(

olduqda, aydrndrr ki,

р)r
anP

ь"_| | _ ь,_z
s (рr=-_+_

а" р а,|

l 1' l

r(t\ = -.-.а, (п -|)|

ь, l ,ьо l

i;.-а7l

р

Onda tогs Laplas geviгmasina gбrа
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s(0

s*(p) =

., l
u\t ) = -ап

(t - ")"-'
Ь n-l-* t

( 15)

с,

Р- Pt

:Цl ., !о, L*,,,- Ь, tn ' *Ьо !о-'
ал а, 1! а" (п -2)| а, (п -1)|.

Bu halda (9) mЁnasibati

'!l
0

п-1

(r) --ý
(r - l)! t=0 k|

9эkliпdа оlаr.

30, (10) tэnliyinin kоklэri hэqiqi va Ьir-Ьiriпа ЬэrаЬсгdir,

bagqa sёzla

а*(р)= а,Ф р1)" . (16)

Onda

r*(p) = -
(р - р,)' '

а,(р- pl)n (р- р,)'

ап

Ь*(р) C,t с_ |+ --+
\Р- Pl|" '

burada со - гаsiопаl kasrin sada kаsrlага аугrlrqrпdап alrn-

mrg sabitlardir.

Buradan

r(l| = !n-'- -rl", 1111_n,,,$ ", ,о,.' а"(п -1\| 71(k -1)|

Bu halda (9) diisturu

u10='17rr|!:J!|t' or*"r,,f, 9.r'r,, (l7)
d- а"(п-1)| i:i (t - l)!

9аkliпdэ olar.
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2. Tutaq ki, 4й sabit эmsаllr чэ saý tarafi zamanln funksiy-

ast olan xatti diferensial tэпliklэг sistemi verilmigdir. Ba9qa

sdzla, aqaýrdakr tanliklar sistemina baxaq:

* = оrr", + аl2х2 +.,.+ ahx" + .ftl),

* = оr,r, l а2эх2 *...* a2nx. + fr(t),

dх-

i=ооr,+ал2х2+
+ аппхп + IпU)

Bu sistemin hаr bir tanliyini е-i" -уа ччгаq чэ l -уа пэzэrап

stГtrdап sonsuzluýa qэdэr inteqrallayaq, Onda

a,,ri Цr1 + о 
"ri Цr1 + .,.+ (а * ф { 1 р1 =-l Ф) - r" (О) .

Bu sistemi hэll etsak

(l8)

( 19)

(20)

(а,, -р).тiф)+а,r,т'(р1+...+а,,,т](р) =-l'@)-r,(0),

arrxi Ql) +1аr, - p)rillrу +.,,* or"rilp1=-' tрl-ъtОl,

,*(р)=й

Ьчrаdа

lЕз

(k =\,2,...,п),



Чt-Р ап
dzl azz - Р

aln

azn
д(р) =

|о^ dп2 a"n - Р

( 1 9) sisteminin bag dеtеrmiпапhdrr,

^ft 
= -r(-l)'-*l,^,t{z) -r(-D'**х,(0)Д,д(р),

i=]

а alz

azz - Р

a,-1,2

oi+t,2

at),-l

az,k-l

al,**l

a2,k*l

i-l

azl

atn

a2n

ai

dl+1,1

ai-,t,k-l

alnl,K I

ai-t,k*1

ai+|,k+|

at 
1.,л

а,+1,п^*(р)=

ап| au2 ап,h 1 dп,k+l а-Р

bag dеtегmiпапtdа i-ci satri va k-ci sЁtunu pozduqdan

sопrа altnmt; miпоrdur, Bu qayda ilэ (20) diisturunu аýаЁl-

dakr

"ir,pl =Zf| r.p;Djn р; + f,x, (0)D; Ф), (2l)
i=l

ýэk.liпdэ yaza Ьilэrik, burada
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P,-otpl = C-tl
i*t*r А*(р)

^(р)
р -уа пеzагсп rasional kаsiгdir чэ Д,* (р) -nin dаrасэsi, do-

rасэsi и olan А(р)-пiп dагэсаsiпdап biT vahid azdrг. Alrn-

mr; Л,lо 1р1 -ni sаdэ kэsrlэrэ ауlппаq й9iiп 
^(р) 

=0 tanliyi-

nin kбklэгiпi mйаууапlэ;dirmэk laamdш. BelaliНa (21)

mйnasibatindan ;ri(p) tэуiп etdikdэn sопrа tэгs Laplas

gечiгmэsiпiп kоmэуi ilё xi (l ) iigiin

лl
лt(r) = I !,f, {r)О,*{, - r)az + )х, (0)D,о (r)

l=l 0 l=l

diisturunu almtg olartq.

Qeyd olunan iisul yiiksэk tartibli, xatti difегепsiаl tэп-

liklaг sisteminin hаlliпэ dэ tэtbiq oIuna Ьilэr.

Tutaq ki,

, I s2, ,]. l
I]r*Ч, l Ь*Ч,+с,^х1|= f"(t) (v =1,2,...,пl Q2\
al-dl' ,dl 

)

tanliyinin

x/0)=ao,irp)=po $=|,2,___,п), (2з)

Ьа9lапýrс 9аrtlагi daxilindэ hallini tapmaq tэlэЬ оlчпuг, Bu-

пчп tigrin (22) tanliyinin hаг tаrаГtпэ Laplas gейгmаsiпi tэt-

biq eвak
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|tч о r' + фо р + с 
" 
)xi @)= r,j (аl * I [(q,* р + ЦtЬ l + ч r F ь7

k=\ t=l

alarrq.

Axrrrncr miiпаsiЬэtdэп ,; Ф) -ni tэуiп еdэ bilarik. Qoyul-

mug masala Ёgiin timumi hall dЁsturu almadan, xiisusi misa-

la, iki taгtibli хэtti iki difeгensial tэпliklаr sistemina baxaq

d2 х, dy, dx.# * Д,,.,! , Д,r-:? = al1l + qzxz+ r|U\.dt, dl clt

d2r^ dх, dх--- -.' + д,, --:- + Д,, -::l = a^,Xl + а22х2 + f)Ql,d!' "' dl " dt

(24)

burada :r,(l) чэ xr(r) r -dэуiqапiпdап astlt ахtагtlап fuп-

ksiya, Л(l), J2Q) -zаmапdап asllr veTilmiq funksiyalar,

Дrr,A,z,Дzl, А22,q1,ар,а21, аrr - sabit аmsаllаrdtr. VeTrlmiq

(24) sbteminin hаr Ьiг tэnliyini е Р'-уэ чuгuЬ, 
' 
-уэ пэzаrап

slfirdan sonsuzluýa qadar inteqгaliasaq

р2 xi - рх,(О) , xi(O) + pl, ,xi - Д.,,хr(0) + Дrrр$ - Д,.хr(О) =

= a,xi + a,rxi + fi ,

р2 xi - рхr(О), хr(0) + pA",xi - А"rх,(0) + A"rpi, - ,422хr@) =

= azёi + azzxi+ i
alanq,

Охуаг hаd[аrэ gora qгчрlа9dtгsаq
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Ф' * рА,, a,)xi + (Аr2р - airi = fi + @+l,,)x,(0)+

+ 1,2x, (0) +.т{(0),

(Аr,р - ar,\xi + (р' + pbz - оа)ri = fi + l1x, (0) +

+ (р + ,4r, )х, (0) + xi (0)

Onda

,i =Ц, G=l,zl, (26)

burada

^ lpz + A,,p-all Alzp-alz lО- |, Аr,р-оr, р2 + Аrrр-аr2,

(25) tэпliklаг SiSteminin bag deteminantrdtг,

Alrnmrs (26) miiпаsiЬэtiпdэ Al va А2

л,- fir,,-.firir*6i, лr= fiyir- fiyir*6i
diistuг[агt ila tayin оluпчг, Ьеlэ ki,

yi, = р2 + Аr2р - azz, fiz = Дlrр - а12,

Til = дztР - azt, у), = р2 + дr,р - аr,,

6| = ;r, (о)[р + l ,,)ri, - A^yirl* ,rq)V,rri, - Q + Arrl1ir)+

+"ri(O)zi, -x\(o)yiz,

бi = x,p1|l,yi, - 1р + ,l,,)yi,)+ хrр)|(р + ,чr)уi, - A,rri,7*

+x'r(O)yi -xb(O)rrz.
Aqaýrdakr igагаlэmэпi qэЬчl еdэk
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гL=!)r"+, ";=+ $.п=|,2), (2,7)

Onda (26) diisturunu aýaЁldakr kimi yaza Ьilэrik:

,i=7'гi,+fjгir+оi G=|,2). (2s)

tL, Oi G,п = 1,2) kэmiууэtlаri р -рагаmеtгiпа паzагап

гаsiопа1 kэsiгlагdir чэ kаsгiп siiгatinin tartibi mэхrасiп tarti

bindan dогd vahid аzdrг. Bu kаsrlэri sada kэsirlаrа ауrгsаq

va tаrs Laplas gevirmasini tatbiq etsak

xl (I) = И (r)гtl( t -t)+ fr(t)l'оrQ -т)Рт + Do(),(k =1,2) (29)
0

olar.

3. Miiayyan sinif difeгensial tапliklагiп hallini, ixtiyari dэуi-

gan inteqral altrna раrаmеtr kimi daxil olduqda Laplas

inteqralr qэkliпdа ахtагmаq olar, Bunun irgЁn agalrdakr

(а" +D7):r(")1r.1+( а,-, +Ь, -rtlxи'|)7t) +,,.+(ф + йOOr(/) =0 (30)

diГегепsiаl tanliya baxaq.

Tutaq ki.

x(t) = Jeelv(p)dp

чэ inteqrallama saгhaddi haqqrnda hэlаlik he9 Ьiг Гэrziууа

iгаli siiгЁlmiir.

опdа
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*lk) р1 = leol 
pk v(p)dp, п(k) Q) = lt"o' 

pr rlpldp =

=Ь о, 
оо u Ф)l- у, L|p,, roPr.

I]u miinasibatlэri (30) tэпliуiпdэ паzэrа alsaq

!, ^ lt', о^, wl - f u r 
ftlor ",rl}аr -

*fboPo'pou{Df=o. (З1)

l=0

Bu tэпlik о vaxt бdaniliT К, iпtеqгаl altrnda bdyiik mо-

tэrizа igэrisindaki ifada srfiг оlsчп. Вurаdап и(р) funksiya-

stп tэуiп etmak iigiin Ьir tartibli difeгensial tanlik almrq ola-

rtq, ikinci toplanan da hamginin srfiг оlmаlrdlг: Ьчпч inteq-

гаllаmа intcrvaltnr sеgmэklа сtmэk оIаг. Umumiliyi pozma-

dan a;aýrdakl

tx' (t) + (а + Ь + t)x'(r) + ajrQ) = 0

diГегепsiаl tanliyina baxaq,

Onda ;r(/) = ["о'rlрldр Laplas gечirmэsi vasitэsilc и(р)

funksiyastnr tayin еtmэk йgiin

v' (р)(р' + р) - vQ)|p@ + Ь - 2) + а -1]= 0

tanliyini alarrq.

Вчгаdап v(p)=(p+|'1b'| рО'1 ,

Onda ikinci 9эгtdап
l89



luo' 
1р+l)Ь-| р"-'<р'* pl\!"=0 (з2)

mi,inasibэtini alanq, Ьurаdа а чэ В inteqrallama interva-

lrnrn baglanýtc чэ son псiqtэsidir.

Mnэyyenlik iigiiл fэrz edэk ki, а > 0, Ь > 0 ,

Aydrndrr ki, (32) 9аrti a=-'l, F=0 olduqda бdапi-

lэсеkdiг.

Веlэliklэ (30) tэnliyi iigiin birinci iпtеqгаl

0
-lл,

хrQ) - leP' 1 р + llo-' p" dp
-t

9аkliпdэdiг.

agar В=0 чэ d=-сс qabul etsak (r>0 olduqda)

iНnci iпteqralr

0

xrQ) = !ее' 
(р +1)u-' р"' dp

qaklinda alarrq,

Bir gox hallarda inteqгallama sаrhэddiпi kompleks

miistavida sеgmэk lazrm gэlir.

A5aýrdakr misala baxaq.

Tutaq ki,

tx" (t) + 2пх' (I) + lx(t) = 0

tэnliyi verilmiqdiг.

Эwalki qayda ila
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baqlanýtc va

г лrl
Ia(x,y,z)u+ P(x.y,z)+|| =,ptr.y,,,'l (36)

r '6nll,

sэrhэd ýaTti daxilinda hэlliпэ baxaq, burada

Г =Sx[O,cc),S- f) oblasttnrn sагhэdi, п- isc S sathinin

хагiсi normalrdrr.

(3З) tэпliуiпiп hаr tэrэfiпi е Р'-уэ lrrrub / -уа пэZаrэп

srГrгdап sonsuzluýa qэdаг inteqrallayaq, Farz еdэk ki.

!е- 
Р' u(x, у. z,t lt. [е- 

Р' !u( х, l, z,t \dt

oddt
чэ s. inteqrallaTt чаrdrr. Вчпdап olava

0
te-r'budt = bIe-o'udt

0

miinasibati odanilir.

Ахtаrrlап u(x,y,z,t) funksiyasl iizarina qoyulan gart-

lэтdэп, (33) tэпliуiпdап чэ (З4),(З5) Ьа9lапýrс gэгtlэrdап isti-

fаdэ еdагаk

Лч- ( р) + |а (х, у, z) р2 + Ь(х, у, z'1 р + с(х, у, z)]u- (р) =

= а(х,у,z)|рu0@. y,z) - u,(x, y,z)]+

+b(x,y,z)ug(x,y,z)+ f'(x,y,z, р) (З7)

tanliyini alarrq, burada ч * (р) = u * (x, y, z, р) -dir,
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Bu halda (36) sarhad ;эгtiпdэп

л .du lp)
а(х, у,z)u (р)+ p(x.y,z) лL

оп г
=p'(x,y,z,p) (38)

saгhed ýerti almar.

Ahnmrq (37), (ЗS) sагhэ<i mаsаlаsiпdэп и'(р)-пi tэyin

еdэk . Эgег u'(x,y,z, р) funksiyasr аwэlса verilmig сэdчаl

diistuгlагl чаsitэsilэ taptlrsa, onda axtarrlan hcll asanliqla

tарrlrг. Oks halda

l ,/ l/ф

u(x,y.z,l) = -! leil u' (x,y.z. 7)d7
l1T I flф

hэllini tars Laplas 9ечirmэsi чаsitэsilэ tapmaq оlаr.

Qeyd edak ki, axtnncr iпtеqгаhп hesablanmasl iigiin

qapalr kontura kеgmэklа. gшlqlаr паzэriууэsiпdэп istifadэ

etmak оlаг. Laplas gevirmasini tэtbiq еdэrkап ахtаrrlап

funksiyanrn rizагiпа miiаууэп 9аrtlоr qoyuluг. Маsэlэп, inte-

qrallartn yrýrlmasr, diferensiallama чэ iпtеqгаllаmа аmэllэ-

riпiп уегiпi dэуiqilmэsi, inteqral altrnda limitэ kegmak чэ s.

Digаr tаrаfdэп, эgэr altnmlg natica tanliyi va baqlanýrc sэr-

hэd ;эrtlэriпi odayarsa, опdа baxtlan iisul fогmаl olaraq da

tэtbiq oluna bilar.

indi isa biT пе9а sаdэ mэsаlаlэriп hэlliпа baxaq.

10. Vеrilmig Р = (0,i ) х (0, m) oblastrnda
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лл?ou оu
ы Oxz

istilikko9iгmэ tan[iyinin

и(х,l)|,,о-0, х с [0,1] ,

baglanýtc чэ

и(.т,l)|,_o = р, (r), и(х,l)|., 
" 

= цzU). l € [0, сс) ,

sэгhоd ;ortlaTini ёdэуэп hэlliпа baxaq, дхtаrrlап

lunksiyasrnrn Laplas 9evirmasi

(з9)

40)

(41)

tt(x,t)

u" (х, р) = dt (42)

qcklindadir.

(39) tanliyinin hаr tаrэГtпа Laplas gevirmэsini tэtbiq

edak vo fагz еdэk ki, (42) diisturunu inteqral alttnda :r -а

псzаrап diferensiallamaq оIаr.

Вu halda

d'u- (:, р) 
= рч- (х, р) (43)

,2l]x

Analoji olaraq Laplas gечiгmаsiпi (41) scrhad 9эrtlаri-

па tatbiq etsck

и'tх.р)l,=о = ai(ф, 
"r 

(,, D|,_"=рiФl (44)

mtiпаsiьэtlэri аhпаr, Ьчrаdа

е P'u|x.tIl
0
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pitpl = е- PlpoQ)dt (k = |,2)

ВеlэliНэ (4З) tanliyinin (44) sаrhэd garti dахiliпdэ halli

u- (х, fl = pi Q)wilx, р1+ pilplwilx, р1 (45)

9aklindcdir, Ьurаdа

sй(/ -;r)fi shx,fp
wl\x, р)= ----- _,_ r- . р: (х. р) = .--F.' shl,t р ,shl ,l р

Alrnmrq wi(x.p) va wj(x,p) funksiyalaTr uyýun olaraq

1, DOГ х

-lt ах| zt

l
0

,1,,t1=-L'[!o(/,id \

2l
а
ах

-;J

2

t |а0 l-x tva-
l0x 1l

funksiyalarrn Laplas qечгilmэsidir, burada

0(v,t1 = |е - Yakobi funksiyasrdrr

Опdа (45) miiпаsiЬэtiпdэ Ьiikiilmэ tеогеmiпdап istifada

еdаrаk и(.т,l) funksiyasr iigiin

у,

0

х
2l

(T)dT +

2пiтч-п2т2t

[-х t-T

tt
2

7 у,
(т)dt (46)

disturunu alanq.

indi isэ D = (0,/) х (0, со) оЫаstrпdа qеугi-Ьiгсiпs
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лл1ou ou
-=-;+/(х.r)ol dx,

istilikkegiгma tэпliуiпiп

и(х.I)|, о =0

Ьiгсiпs baqlanýlc va

Ьiгсiпs sаrhэd gагti daxilinda hаlliпэ baxaq

Tutaq ki,

u(x,p)l"=o =0, u(x,p)l"=l =0 (49)

(47')

(48)

f'(х, р) = te-P' flx,t)dt .

0

Onda (47) tonliyina чэ (49) sаrhэd qэrtlагiпэ Laplas gечiгmа-

sini tatbiq etsak

tlLul = pu,(x.p)_.f,(,.p), (50}
dх'

u'(O,p)=u'(I,fl=a (5l)

sarhad mэsalasini alanq,

Asanhqla yoxlamaq оlаr ki, (50) tэпliуiпiп (51) sэгhаd

gэгti daxilinda Qrin funksiyasr
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sП(t - ф,|рsПх1$ x<t olduqda,

G' (х,{; р) =

.tрsы,[р

sh(l - x).tpsh(.tp

.! psПt,t р
х > f olduqda

miinasibati ila tэуiп olunur чэ (50) tanliyinin (51) sarhod 9эr-

ti daxilindэ hэlli

u" (х, р) = G'(x,{;p)f'(х,р)d{ (52)

diisturu ilэ чеriliг

Тэуiп olunan G'(х,€;р) Qrin funksiyasr

G(x-{;t,' :,l,(+ ;),(;f,Ё)]

I
0

ll

u(х,l) = ld€ lG(x,{;t -T)f ({,T)dT
00

funksiyastnrn Laplas gevirmasidir. Опа gбгэ (52) miinasiba-

tindcn qoyulmuý qапýlq masalanin halii iignn

(5з)

dfisturunu alartq.

20. Tutaq ftj, |=(а,со)х(O,оо) oblastrnda

au O2u

fu ах2

tenliyinin
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и(х,0):0, .r е [0, со) (55)

Ьа9lапýlс va

u(O,t)=f(t), /е[O,со) (56)

sэrhэd gaTti daxilinda hэlliпа baxaq. Эwэlki mаsэlэlаrdа

olduýu kimi (54) tanliyina (56) sаrti daxilindэ Laplas gevir-

masini tэtbiq еtsэk

d2u' ( х. о\- '1''' = pu'(x, р), "- 
(о, р) - f'(р) (57)

1lах

mэsэlаsiпi alarrq.

и-(х, р) Гunksiyasrnl

u- (х, р) = grg-'б + "r"'fi
ýэkliпdа axtaraq.

Вчrаdа х "о-а yaxtnlaýdlq da u-(x,p) funksiyasrnrn

mэhdчd olmaslndan

.- -,Б
и (х,р)= f'\p\r-''lo = рI'Ф\'

р

olduýunu аlапq. Onda biikiilma teoremindan istifadэ еtsэk

ulx,t1 = -!-' |!!!_ ;ii" о, = | il
2Jп !1t_T1|, {z i \

х
дF.

ё'а€ (sB)

taparlq.
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Asanlrqla gбstэгmэk оlаr ki, (58) miinasibati ilэ tэуiп

olunan z(x,r) Гunksiyast

и(х,0) = 0. u{o.t) = f|t)З-'1"-r' аЕ = 11,1

^!П 6

baglanýrc va sэrhэd gагtlагiпi iidayir,

]О. ) = (0, со) х (0, m) oblastrnda

Оu О2ч
(59)

d (х-

tonliyinin

ba5lanýlc,

и(J,0) = и0, .r с [0,со) (60)

= hu(O,t) (h = сопst), / е[O,rc) (6l)
ёu

ах .i=0

sоrhэd ýarti daxilindэ hэllini tapaq. Qoyulmu9 (59)-(61 ) qa-

nýlq mоsэlэsiпа Laplas gечiгmэsiпi tэtbiq etsak

d2 u'"-, - =Du
dх'

dч'-ио. .
dх

=пu

masalasini alarrq, Эччэlki mэsэlэdэ olduýu kimi z'(х, р)
Гunksiyasrnrn х 

"о 
-а yaxtnlagdrqda mahdud olmaslndan

ч'(х, р) _ У-0 + се-"Б .

р
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,cJp uл
--g+c
р

-"л

,t

аlагrq.

Buradan

=uo - е ''[i(, )-р

+
uo е-'Б

+h
(62)

9 uoerfl al
Iz.'[.]

uo -,Ji(, -е
р

9ь
-br,-,.l']= _| _ r-л = s'1o1' р+h

оlduфпu пэzэгс alaq. Вuгаdа

iЕаrа olunmugdur чэ inteqrallama .r -dan sonsuzluýa qa-

dardir.

Onda

(l)]E|r le- 
Р' 11tlat

0

Jn Jp*h
е

miinasibatindan istifada еtsэk

/-z
l l '- -lr.-, r-l

- аl _i: lе 4,dT
l ^lTt J
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л/ х ) лл -. -1,1. ,; ''u(x,l)=uoer|| - |+-jЧ |е 4'dт (63)' '\2Jl ) ,]пt !

hallini аlrпr9 olarrq.

{0. | = (Q, о) х (0, со) оЫаstrпdа

О2u O2u . аuа 
"- =--, -b--cu=O (64)dl' dx' ot

tanliyinin

- Ou( x.t\l
и(х.U) = 0. --] = 0, т с [0.оо) (65)

baqlanýrc va 
at lr=o

u(O,t)=9(), le[O,m) (66)

sarhad ;orti daxilinda hallini tapaq, Вuгаdа (64) tanliyina va

(66) sоrhэd ;эгtiпа Laplas gечiгmэsiпi tэtЬiq еtsэk

d2u' (х, р\

-*''J--roe2 +Ьр +c)u' (х,р)=О (67)

u'(О, р)= q'(р) (6S)

sorhad mаsаlэsiпi almrg olarrq.

Мэsэlэпiп hallinin sonsuzluqda mэhdudluýundan

u'(х, р) = rp'(р)е-"

ас". *_(*)
2

= 0 оlагsа, onda и'(r,р) funksiyasr
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г - ь1
-r|pla+_ г|

u' (х, р) = q' (р)е

ýэkliпdэ оlаг чэ buTadan

е

ь

Б

(69)

(71)

ь

u(x,t) = е zJ, рц _ xJ а) (70)

ь
Эgеr а=ас- *0,ondaaýaфdakl

2

2

ь

= 2 2Ja ., х,!ар _

bJ аБ
-'I 

а Iе,е"

ь

dt
t2 -м 2,л

miinasibэtini паzэIа alsaq,

0 0<r<xfi olduqda,

" 
zJ" tp|-xla)-

Б--i;
Б
а

2 2u(x,t) = J т - {lx

I
J;

rp(t - т)е 1" dT
22 -ах

l >;rfi olduqda

Ьчrаdа

20з

г;------;.,!t' - ах'



,-=(;)-д (-D, l t

2

2п

,t -tэrtiЬdэп Bessel funksiyasr, Г(Ё + 1) = l" ' t'at - isa Eyle-

п! Г(и+Ё+l)

0

riп qamma lunksiyasrdrг

ý2. Laplas qeviгmcsinin inteqral tапliуiп

hаПiпа tatbiqi

Laplas gечiгmэsi geni9 miqyasda VоItег tipli inteqral

tэпliklаriп hcllina tэtьiq oluna bilir. Tutaq ki, biza ikinci
пбч Vоltеr tipli

p(t): f (t)+ |Ъlt-"1,рlтlа" Q2)
0

iпtеqгаl tэпlik yglilmiqdir.

Fэгz edek ki, bu tэпliуэ daxil оlап biitiin funksiyarrn

е'Ф) = 9tp(t)], "f" 
(р) = Atf (t)], k- (р) = 9Ik(t)1

Laplas gevirmasi чаrdtг,

Onda (72) tапliуiпiп hэr tэгэfiпа Laplas gечiгmэsiпi

tэtbiq etsak

р'(р)= f'(p')+ k-(p)+p'(p) ('7З)

Вчrаdап
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,pr(p)=,f .\р,),I-k \р)

чэ

rp(t) = -l -, 
|о'( DеР'dп2пi

hallini alarrq. 
С-lф

Analoji iisulla birinci пёч

|О= lkТ-Oa(T)dT (74)
0

Vоltег tipli inteqral tэпliуi da hэll еtmэk оlаr. Вчпdап bag-

qa bu iisulla ikinci пбч Vоltег tipli

hl

ср, (t) = f , (t) + | !k, r 1t - тlср оlфd т, (i = 1,2,,,,, п) (1 5:)

t=l 0

inteqral tэпliklаr sistemini da hall еtmэk olar. Вu tэпliуiп

hэг tэгэfiпэ Laplas geviгmasini tatbiq еВэk

а: Ф) = f,' (D +Zt|rr4picpl, (i =1,2,'.п) . (76)

Bu tэпIiklэri hэll еdаrэk 9ilpl-tea tэyin etsck, опdа

(75) iпtеqгаl tэпliуiпiп halli iigiin

, б+iфlг.
q,\|) = 

= 
|tр,'1flеР|dр (i =1,п) (77)

2El ,

diistuгunu alarrq.
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Вir пеgэ sada misalr пэzаrdап kеgirаk.

10. Оwэlсэ
lг 

rо( т\|-Y!:-l=dt=f{t) (0<a<l) (78)

d(/-r)"
АЬе1 iпtеqгаl tanliyina baxaq.

Fэтz еdэk kц pt(p) = 9|9(t)), 9|f (t)]= f'{р) _ Ofia

(?8) tanliyinin hэr tагэГtпа Laplas gevirmэsini tatbiq etsak

гO-ф91!)= J,'Ф) (79)
р

Вuгаdап

f(0) t pf' ( р1- fФ]t
Г(1- а) р" Г(|- а)р"

pt (р'): р р
Г(1- а)

Onda asanhqla

1-df ( ) (80)

иоl=,_,.}(")[#-i I (T)dT

0 -,)'-"
(8l )

аlmц olartq

Г(1 - а) Г(а1 = -_Z-
slп dп

olduýunu паzэrэ alsaq, hall iigiin

,in ао Г /(О) 11 
_f '(T)dTeU)=-|y -JЙ_;-

dtычгu аlrпаr.
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2о. Indi isэ lоqагifmik пiiчэli

р(т)|п(t-t)dт = f(t) (83)

inteqral tan-liyэ baxaq, Ьuгаdа р(т) axtarllan funksiyadrr,

Tutaq ki, р- (р) = 9|,p(t)1, f'(р) = ?tf (r)1, Onda а5афdа-

kl

g(|nt)=-l1c + lnp)
р

mi.inasibatini пэzага alsaq

_ ,. р1! 1с * lr, р) = "f' 
(Р)

р

burada С - Eyler sabiti<lir. Bu ахrппсt mi,iпаsiЬэtdэп

е" Ф)
pf'(р) р' f'@)- f,(O)

I
0

(84)

lnp+C р(lпр+С) р(lпр+С)

Onda

,o(\,r, "О uп) (85)

IjГlt*l; ) r\lпр+а)

ЬэrаЬаrliуiпdэп istiГаdэ etsok, hэll iigiin

vо,l = - ! f " ttla"I'' r:i:rir *,rrol1ffi ar tBol

diistuгu аhпаг.

30. Aýagrdakr
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(87)

inteqгal tanliyinin hэlliпi tapaq.

Bunun Ёgiiп tэпliуiп hаr tаrэГrпа Laplas geviTmasini

tэtbiq еtsэk

l---;-
р'+|

р" (р), а- Ф)

alanq. Onda (87) iпtеqгаl tanliyinin halli

p(t) = JoQ)

olaT, Bu halli tэпlikdэ пэzага alsaq

(88)

р2 +1 vp + l

t = tJo$ 
_фrр(т)dт

0

gin1= 
llrlt_T11.1TldT
0

slп

_l

Qeyd еdэk ki, Laplas gечirmэsi hamginin

аоср@) ]t1+ аrq(П-|) (t1+ .,.+ а,9() +

пl
*Z [к, ,(t - T)rp\J) {T)dT = f {t)

j=a о

;akilli inteqro-diferensial tапliklэrэ vo еlэса dэ

diferensial tэпliklаr sisteminэ tэtbiq oluna Ьilаг.

(89)

iпtеqго-
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FaSiL 8

влýQА fu\тЕQRлL cEviRMэLoR

ý1. МеШп gevirmasi

Biitiin эdэd охuпdа tэуiп olunmu;,

lоQ)|зс"', ,>0,

|оG)|<"r"ft, , < 0

miinasibatlarini бdауап, kompleks qiymэtli p(r) fuпksiуаsг

na baxaq, burada а чэ В аdэdlаri ст < Р qэrtiпi оdауirlаг.

()nda

а19 = 
*lpltle 

l' at , (2)

miinasibatilэ tэуiп оlчпап Ф(р) funksiyasl а <Rс р < Р

zolaýrnda analitik Гunksiyadr. Doýrudan da

о0

lч{t)r- 
О' dt = lQQ)е- 

е' dt + 
toQ)e- 

Р' at ,

0

ЬаrаЬогliуiпdэп, mапfi уапm ох iizrа оlап inteqral Re р < Р

уапrп mЁstачisiпdэ va miisbat уапm ох iizго olan iпtеqгаl

isэ Rep > а уаrrm mЁstavisinda analitik Гunksiyadrr. Qeyd

о[uпап Ф(р) funksiyasr iiTnumilaqmiq Laplas gечirmэsi ad-

lапrr. Vегilmig p(r) Гunksiyasr (1) qэrtlагiпi сidэdikdэ tэrs

(1)
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Furye gечirmэsiпi tэtbiq edorak, iimumilaqmig Laplas ge-

чiгmсsi iigiin

(з)

tars Laplas gevirmasini almrq; оlапq.

Вuгаdа inteqral baq qiуmэt mэпаstпdа, bagqa sбzla,

J"+iN

lim la( rvО'dрN-o J
y-ih'

manada Ьа9а dЁ9iiliiг.

Alrnmrg (2) va (З) diistuTlaпnda ,,r = е-' avэzlэmasini

aparaq. Onda bu miinasibatlar

l /*i*
a\l=; )o1plen'ap. а <r < р

f -l.I)

Ф@)= Jр(-rпхlуП-|dх, (4)
0

(5)

5akIinda olar.

Burada р(х) = р(- ln х) i;аrа еtsэk ( р - simvolu ilэ

miiхtоliГ funksiyalar iqara оluпmч;dчг), aqaýrdakr Mellin
dtisturlагtпl almtq olanq:

1|*,r
tр(-lп xl = ; JФt, r\x- е dп

|-lф

ФФ)= lp{x)xP-|dx,
0

2l0

(6)



(7)

Аlrпmщ (6) miinasibэti ilэ tayin olunan Ф(р) funksiyasrna

р(х) funksiyasrnrn Mellin gечiгmаsi, (7) diisturuna isa tars

Меlliп gечiгmаsi dеуilir, Ьuгаdа Ф(р) funksiyasrna giirэ

р(х) Гunksiyasr tэуiп оlчпчг- Qeyd olunan (1) gагtiпdоп

aydrndrr ki, (6) diistuгunda inteqгal а < Rep < В zo|allna

daxil оlап biitiin р -lаг iigtin miitlэq уrýrltг.

Aydrndrr ki, х=е'' ачэzlэmэsi vasitэsila (1) gаrti

|9(х)| s с.т ",0<x<l, 1р(х)|< с,х- В , х > t

gаrtlагiпэ 9ечriliг,

Onda 0<x<1olduqda р(хlхl-| hasili

|я(,)"-'| 
< сх-а+у 

,|

qiуmэtlэпmэsiпа, * > 1 olduqdaisэ

|9(х)*' '|<с," 
l*'-'

qiуmэfl апmэsiпа mаlrkdiг.

Veritmis .r 2 funksiyastnln (0,1) va (t,co) intervalla-

ппdа inteqrahntn yrýrlmast gartindan hэqiqi 7 - qiiwatinin

a-7+|<l-c, P-r +l> l +s,,>0

9аrtlэгiпi ёdamasini alrnq.

2|1

1у+iФ

р(х)=+ |а(ilr-Оар
f-ю



Bu ЬагаЬаrsizliklэr gtistarir ki, 7 - аdэdi

а+е<у<Р-с
ЬэrаЬэгsizliуiпi сidэmэlidir.

Вurаdап alrrrq ki, аgаr р kompleks эdэdi

а<Rер </ ЬэrаЬэrsizliуiпi оdэуаrsэ, onda (6) inteqTalr

mtitlэq yrýllrr чэ qeyd olunan zolaqda Ф(р) funksiyasr

analitikdiT. Bu qayda ila (0, со) yarrm oxunda veгilmiq

kompleks qiymэtli р(х) funksiyasr iigiin Меlliп gevir-

mesi tэуiп olunmuEdur чэ Rе р с (а, Р) olduqda

Q(x)xP-l е Z(O,ю).

ý2. НilЬегt gevirmasi

Tutaq ki, g(,r) Гunksiyasr ./(-т) Гunksiyaslna qoýma-

dtг, Qogma funksiyanrn tэгifiпdап (Ьах ýl, fasil 4)

glx) = Jtb1o) cos or - а(о) sin o*]da
0

alarrq, Ьuгаdа

l
т

1а(о) = lЬlчlсоsоuttu, Ь(о) = lf {")ri"-rau

2l2



Alrnmr9 с(о) чэ D(о) ifadalarini g(;r) iigiin olan dibturda

паzэтэ alsaq

c(,)=!j
"о

do lsin{u- х)ф(u)du

Qeyгimaxsusi inteqгalrn tагifiпi паzэrа alsaq

tN.
8(х) = J ,11rn |а" lrint" - x\dfu\du .

п N -+d5 ,l

оlаг.

Вuгаdа iпtеqгаllаmа псiчЬэsiпi dэyigsak va dауiqэпi

эчэz etsak

c(x)=!lim 
-[

Jf N:a l
l - cos N(и -;r)

Ifu)du =u-x

l ..
=- llm

l-cosNl
f(x + t)dt =J

-. l -.l 
- cos

=hm- |-
N-+e l17 l ,'! [,f 

" 
l t) - Ilx - t\|dl,

Ахtппсt ЬэгаЬэгlik /1,J+ l; Гunksiyaslnln .r- пбqtэsiпа па-

zаrап simmetrik чэ antisimmetгik toplananlann

flx+t)+ f(x-t) ,

z

cami gэkiliпdа g<istaгilmasindan аlrпlr

f(x+t)
f (x+t)- f(x-t)

2

2Iз



tak Гunksiyadrr чэ bu funksiyanrn

f(x+t)+ /(.т-t) .
_ lunksiyasrna hasilinin inteqrah, tэk funk-

.iyunrn .if.u пэzаrэп simmеtгik olan pu.gudu inteqralr kimi
olduýundan, slfra ЬаrаЬаrdiг. Веlэliklэ

Т/(х + I) -/(х -/)JL-- _

l-cosM

п

- cos N' f(x+t)-f(x-t)
fo,

Эgэr /(х) funksiyasr miiэууап hamarlrq ýэrtlагiпi

<idауiгsэ onda Riman-Lebeq tеогеmiпi tatbiq etsak

t

.с(л) = I m

t

ct,l = lln;
f(x+t),f(x-t)

t
(1)

(2)

dristurunu аlагlq ki, buna llilbert gevirmэsi deyilir,

Analoji mЁhakima ila tars НilЬегt geviгmasini. уэпi
g(x) Hilbert gevirmasi verildikda /(х) funksiyaslnr tэуiп

еdэп

п I
0

t

g(x+l)-g(x-r)
"f 

(х)

diistчгuпч almaq оlаг.

Ahnmrg (1) чэ (2) diisturlartnrn
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c(*)=l ilO".,r(*l=-l'| фа.
I Jt-x 1t,t-x

du+ du

(з)

du

dtisturlarna okйvalent olduýunu miiаууапlэgdirаk. Вчrаdа

iпtоqгаllаr / = х n<iqtosina nazaran Kogiyo gбrа Ьа5 qiуmэt

mэпаsrпd а Ьа9а dЁgiiliir. Onda

s(,)= lim][' f/(I) at *'| !(ц a,f=
слЕl'l-х u|-x l

L-ф ,!f, J

=}ý+[j /(х + u) f(x + u)

u J

alarrq,

вuгаdа biz

гэп simmetгik

Гunksiyastnrn, ; пdqtэsiпэ паzэ-

u

u

l f(x+u)- f(x-u)

lr
du=- |

"о
ri,"f i
€-Я п J

ll
г,

f(x+u)-f(x -u) f(x+u)- f(x-a)

l
,

f(x+u). f(x-u'l
ч -u

u

f(x + u)

u

2 u

va х пtjqtаsiпэ пэzэгап antisimmetгik olan

l
2

f(x+u) _f(х-u) f(x+u)+ f(x-u)
u -u

z15

ч



funksiyalarrn cami gakilinde g,tistэriligindan istifada et .,iýik.

Baxrlan biitiin gечirmэlаr dёпmа xassasina malik olduýun-
dan (1) dЁstчгчпuп (3) diisturuna ekvivalentliyi isbat olu_

пчr.

Analoji qaydada (2) va (3) miiпаsiЬаtlэriпiп ekviva-
lentliyini isbat etmak оlаr,
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