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ON SOZ

Adi ve xiisus toremeli difmnsal tonliklor ifcin Kog
moeslos, shed eslos ve qangg moslelon hell etmok tgiin
klassk vo finksional iisullarda yanag inteqml cevimelor sulu
genis tothig olunur, Inteqral gevinmalor ve onkann tathiqi hagqmda
xanci adebiyyatlanda xeyli sayda dors vesaiti yazimigiir, lakin
aynligds bu dors vesitleninde baxdan mévzu mikommel s
okinmangdir. Bu dasrs vesiitlon, bir terafilen mozmun etiban 1o
bakativr toh gl pillasnin tedns progmmm: tam ehate eunir, digar
tore filan, bunknn hamms xanci dillorde yazilmigdir. (U stanilen bu
soboblordan bakabvr tadris progmmuma uygun Azerbaycan dilinde
dors vasiitinin yazidmasna olan ehtivac bu kiabm yaziimasni
zemn conigdi.  Kimbm ossnr miellifin Baki  [bviet
Lhiverstetinin «(eofizikay ixtims tizro oxudugu miihazirmlor
tagkii edrr.

Kitabda finksyalir nozenyyesnden lazan olan malumatiar
verihnis, vezi fozalhma Furye veo tors Furye gevimelen tedqiq
ohinmug venlmis funksyaknn hamarigmdan ve azalma
sirotmdenagll olmq Furye g¢evimmesnin  hamarigr  ve
sonsizhigda azalma siti  Syrnilmiglin.  Sonm  analitk
finksgyakmn Furye cevirmos @rh olupamq, Furye gevinmosnin
xiius Gromeli difrepsal tonliklor igiin Kog mesolasi, gangq
maololern holline vo elsce de inteqal tonliyin heline fothigi
dymnimigdir. Dors vesitinde hemginm Laphs g¢evinnes vo
ogmalm vadigt dpdn grtler verlmis gevimonim adi ve xdsusi
Wemeli difrnsal tonliklor liciin Koy meslesi ve wrhod
meslelorinin mteqml tonliyinm helline tothigi gderimigdir.
Axinnct Hslde baga inreqmlgevinnolords g olunmugdur.

Dors vesitini digotle  hxuyub, onun mezmununun
vaxgh glinima sna kdmek edok, geyd vo deysrli moslehetlonne
g profsor KQHesnova, pmofsor HF.Quliyeve oz
minnetdadigun bildirirom. '



FOSIL 1
FUNKSIYALAR NOZORIYYOSINDON BOZI
MILUMATLAR

§1. L, fozasi

Kitabda funksiyalar neazeriyyssinda istifads olunan
bazi naticalari qeyd edsk. Bu nsticalorin milkemmol isbati

[10] darshiyinda veriimisdir.

1. Z, fazasimn tayini [10].
L,, p=1-lo haqiqi oxda tayin olunmus haqigi qiy-

moatlt vo sonlu

1
<[ Jrep ]

normasina malik dlgtilan f(x), x € R funksiyalar fazasini

15ara edacayik.

Qeyd olunan L, fozasinda inteqral Lebeq monasinda
baga diigiilir. Dgar p vahids barabordirss onda Z; fazasi
alirniq va sadalik ligiin L ila isaro olunur. Ogar p ikiys bora-
bor olarsa I, Hilbert fozasidir. Verilmis f(x) funksivas:
sonlu [a,b] adadi pargada toyin olunmusdursa bela  fun-

ksiyalar ticin I, fszasi L (a.b) ilo isara olunur.



2. Normanun xassolori.

Norma asagidaki xassalari 6dayir:
a) monfi deyil, yoni | |0, bununla belo |f]i=0 be-
rabarliyi yalmz va yalmz f(x) funksiyas: sifra ek-

vivalent olduqda dogrudur.

b) bircinsdir, ¢ kompleks adad olduqda
laf) = af-If| odanitc

o) |F+gl<!/|+|g tsbucaq berabarsizliyi &danilir,
va bu L, fozasinda Minkovski barabarsizliyl adla-

nir [10].
Qeyd olunan b) va ¢) xassalarindan alinir ki, 1stonilan

a va f kompleks adodlori Ggiin f(x) vo g(x) L, foza-
sindandirlarsa, onda af (x) + fg(x) funksiyasida 7, foza-
sina daxildir, bagqa sézla L, xatti fozadir.

Norma inteqral wvasitasilo toyin olundugundan
!f - g] =0 minasibatindan biitin x-lor Ggiin £ (x) = g(x)
boraborliyi almmur. Dgar |f - g| =0 &dsnilerss, onda g(x)
funksiyasina f(x)-a ekvivalent funksiya deyilir, basqa séz-

la bu funksiyalarn bir-birindan fargli oldugu ndqtalar ¢ox-

fugunun slgiist sifirdir. Asagidak torifi qeyd edak.



Torif 1. ©dad oxunda verilmis ndqtaler ¢oxlugunun
Olgiisii o vaxt sifirdir ki, bu ¢oxlugu uzunluqlari comi kafi
godor kigik olan intervallar sistemu vasitasilo drtmok
miimkiin olsun.

Onda tigbucaq barabarsizliyindon alimir ki, ekvivalent
funksiyalarin normas: barabardir.

Norma anlayisi, vektorun uzuniugu anlayisina ckviva-

lent oldugundan L, fozasinda yeni név yigdmanm toyin

olunmasina imkan verir.

Torif 2. L, fozasindan gbtiriilmis {f,(x)},

n=1,23.... funksiyalar ardiculify f(x)e L, funksiyasina

ovaxt p tartibdon orta yigilir ki,
lim|f, - }=0
miinasibati 6donilsin. Onda f(x) funksiyasmma {f,(x)}

funksiyalar ardiciliginin p tartibden orta limiti deyilir va
limlf, - f] =0
miinasibati
£(0)=lim £, )
soklinda da yazilir.

Ogar p =2 olarsa, onda orta yigilma orta kvadratik

yigilma adlanir.



Qeyd olunan L, fazasmna daxil olan {f,(x)} funksi-
yalar ardicilbgimn  f(x)e L, funksiyasina orta yigilma-

sindan, {j\f,, (x)”} adadi ardicilhgmin ||/ adadine yigilmasi
alimr. Bu xasss normann kssilmazliyi adlanir va lighucaq
barabarsizliyinin kdmayi ila isbat olunur.

Qeyd edsk ki, orta yigilmadan noqtavi yigilma vo ndg-
tovi yigtimadan orta yifiima alinmur.

3. L, fazasimin tamhg.

Torif 3. L, fozasina daxil olan {f,(x)} funksiyalar

ardicillids o vaxt fundamental adlamir ki,

im | f, = £ =0

H Ty
miinasibati 6danilsin.
Lemma 1. Ogor [, fozasmndan gotirilmils {f,(x)}
funksiyalar ardicilh@i f(x) € L, funksiyasina orta yigilirsa,

onda bu funksiyalar ardicihii fundamentaldur.

Lemmantn isbati

1, = £l =t~ £ £ = £l W = S 1S = S

barabarsizliyindan alinir.

Teorem 1 [l0]. Ogor L, fazasindan gotiriilmiis

{f,(x)} funksiyalar ardicilhifr fundamentaldirsa, onda bu



ardicilhg yigalandir, bagqa sozls, ekvivalentlik daqigliyi ils,
yegana f(x)el, varki,
lim|£, - 7= 0
barabarliyi ddanilir,
Bu teoremds geyd olunan L, fozasinin xassasi, hamin

fozamin tamliini xarakterize edir. Demali, L , [fozasi xotli

normalli vo tam fazadir.
4. L, fozasinda funksiyalar ailasinin sixhg.
Tarif 4. Verilmus [a,b] par¢asim
a=Xx, <X <X, <..<x,=b nogtalort vasitasila

hissalara bélak.

Onda ¢, vo d, kompleks adodlor oldugda
Cpr xe(x,, X%
h(xy=1qd,, x=x;
0, x€lab]
borabarlyi ilo tayin olunan h(x) funksiyasina pillovari
funksiya deyilir.
Torif 5. Biitiin adod oxunda tayin olunmus ¢@(x)

funksiyas: sonlu par¢adan ksnarda sifirdirsa, onda finit

funksiya adlanir.

10



Torif 6. Ogor A4,,4,,B, sabitiari kompleks adadlar-

dirss, onda

T(x)= Ay + ) (4 coskx+ B, sinkx),
k=]

barabarliyi il tayin olunan 7'(x) funksiyasina trigonometrik
coxhadli deyilir.

Torif 7. L, fozasindan gotiiriilmiis 4 funksiyalar ai-
losi L, fozasinda o vaxt six adlanir ki, ixtiyari f(x)e L,
funksiyast ve ixtiyari £>0 oadadi igin el g(x)e 4
funksiyas: tapilir ki, ||f - g| <& berabersizliyi 6denilsin.

Bu tarifs asagidak: ekvivalent formani vermak olar:
L » fazasinda verilmng A ailosi I,p -da o vaxt sixdir ki, 1x-
tiyari f(x}e L, funksiyasi A ailesindon gdturtilmis fun-

ksiyalar ardicilliginin orta limiti olsun.
Teorem 2 [10]. Pillovari funksiyalar ailasi, finit funk-

sivalar ailasi, sonlu sayda kosiimez téramalari olan finit

funksiyalar ailssi ixtiyari p>1 dglin L, fozasinda sixdir.
Teorem 3 [10]. Trigonometrik ¢oxhadlilor ailasi p =1

oldugda L, (~z,7) fozasinda sixdir.

11



5. L, fozas.
Qeyd olunan L, fazasi alava xassalora malik oldugun-
dan o, L, fazasindan farglenir. Bu xassslor asasan skalyar

hasilla slagadardir.
Torif 8, 9gar f(x),g(x)e L, ise, onda

(fr8)= [f(x)E(x)dx

(burada g(x),g(x) funksiyasinin kompleks qosmasim gos-
torir) adadins f(x) va g(x) funksiyalarnimn skalyar hasili
deyilir.

Skalyar hasil asagidak: xassalars malikdir:

a) |f]=(f. 1)

b) (f.8)=(g./);

C) (af’g) = a(f7g)n (fsﬁg) = B(f’g)!
burada & vo £ kompleks adadlardir;

d}{(f+g.m=(f D)+ (g, (f.g+h)=(/,2)+([,h);
¢) (ZakfksZﬁ,g,-] =Zzakﬁ(fkag1)-
k=1 il k=1i=1
Bu xassolor skalyar hasilin tayinindsn va integralm xas-

sosindon alimir, hamginin €) xassasi ¢) va d) xassslerinin

naticasidir.

12



Skalyar hasili vuruglann £,-ds normasi vasitosile

giymatlandirmsk olur. Bu qiymotlonms Bunyakovski bara-

barsizliyi [10] adlanir v asagidaks sokilds yazilir:
£ 2)|=1/-lgh SO g e Ly
Aydindir ki, daha giiclii formada
(7l <A1 Tl

barabarsizliyt ds dogrudur.

Axininet barabarsizlikdan alimir ki,  f(x)- g(x) hasili
o vaxt L fozasina daxildir ki, vuruglardan hor biri £,
fazasina daxil olsun.

Torif 9. L, fszasindan gdtirilmiis {f,(x)} funksiya-
lar ardiciligs o vaxt f(x)e L, funksiyasina zoif yigihr ki,
ixtivari g(x) € L, funksiyas: i¢iin

lim(/,.) = (£.2)
miinasibati 6danilsin.

Teorem 4. Orta kvadratik yigilmadan zsif yigiima ahb-
nir.

Teoremin isbati Biinyakovski barabarsizliyinin tatbiq
ila

)= =lf ~ £ <1 — 11 el

barabarsizliyindsn alinir.
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Bu teoremin torsi dogru deyil. L, fazasina daxil olan
asagidak
{1, xe(n,n+l)
fulx) = _
0, x€(nn+l)
funksiyalar ardicilhigina baxaq.
Isbat edok ki, bu funksiyalar ardicillifn biitin adad
oxunda sifir olan funksiyaya zaif yigihr. Tutaq Ki,
g(x) e L,. Skalyar hasili hesablayaq:

n+l

s 8)i= jmx)g?)dxis

Tfn (x)g?)cix' -

n+]2 % n+l 5 % n¢i R %
<| [Pac| | flgelac =| flefax].

n 1

Sorta géra g(x) e L, oldugundan n — « yaxinlasdi-
qda axirinct inteqral sifra yaxinlasar. Buradan zaif yigilma
alinur.

Verilon ardicilliq sifra orta kvadratik yigilmr, dogur-

dan da hor bir f, (x) funksiyasinin normasi vahid ol-

dugundan

i

17, -0l =10 = [ ?If,, (x)|2dx]; = ["qujz =1

-0
alangq.
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§2. Inteqral altinda limits kegmo

Toarif 1. {f,(x)} funksiyalar ardicilhg: adad oxunda
f(x) funksiyasina o vaxt sanki hor yerds yigilir ki, élciisii
sifir olan x néqtaler ¢oxlugundan basqa biitiin x -lar {igiin

lim £, (x) = £(x)
miinasibati 6danilsin.

Teorem 1 (Fatu) [10). Ogsr [ fozasina daxil olan,
monfl olmayan  {f,(x)} funksiyalar ardicilligs f(x)

funksiyasina sanki har yerds yifalirsa, onda
[rmaxs sup{ [, (x)dx}

barabarsizliyi dogrudur.

Fatu teoremi imkan verir ki, limit funksiyamin
inteqrali, ardiciligin funksiyalarinin inteqrallar: vasitosila
qiymatlandirilsin. Sonraki teorem isa inteqral altinda limits
keemaya imkan vertr.

Teorem 2 (Lebeg). Ogar L fazasina daxil olan {f, (x)}
funksiyalar ardicilbgr  f(x) funksiyasina sanki hor yerds

yigilirsa va
f<Fxel

barabarsizliyi 6danilirsa, onda

15



lim ?f,, (x)dx = ?f(x)dx

miinasibati dogrudur.

§3. Yuxar sarhaddi dayison inteqralin
diferensiallanmasi

Forz edsk ki, f(x) funksiyasi L(a,b) fozasmna daxil-
dir. Onda bu funksiya I{a,x) xe(a,b) fozasma daxil
olacag, demali

[rwar (1)

inteqrall x-in kasilmaz funksiyasidir va onu yuxar: sarhad-
ds noazaran diferensiallamaq olar. Bu deyilenlor asagidak
teoremdan alimir

Teorem [10). Ogor f(x) funksiyasi L(a,b) fazasina
daxildirss, onda (1) inteqrali sanki biitiin x -lor Ggiin sonlu
toromosi vardir va bu térama sanki har yerds inteqrafalti

funksiya ils Gist-tisto distir.

§4. Inteqrallama nivbasinin dayisdirilmasi
Bu paraqrafda biitiin 77 mistsvisinde tayin olunmug
* iki dayiganli kompleks qiymotli funksiyaya baxacagq. Bu

funksiyalar tigtin L fazas: dedikda, 77 miistavisi tizra miitlag

16



qiymatinin  geyri-mexsusi inteqralinin sonlu oldugu fun-
ksiyalar ¢oxlugu baga dusiiliir.

Agagidaki teoremi qeyd edak

Teorem 1 (Fubini) [10]. Dgor f(x,y) funksiyasi L
fazasina daxildirse, onda dlgiisi sifir olan goxluqdan basgqa
adad oxunun biitiin x- néqtalari t¢iin, y -5 nazaran f(x,y)

funksiyas: L fazasina daxildir va

=] [>=)

Jax [£Gnyady = [[£(x
- I

barabarliyi ddanilir.

Anoloji olaraq
[ay [£Ceyydx =-[[£(x.)dedy
- - 7

miinasibati da 6danilir.

Fubini teoreminin kémoyi ils ikiqat inteqral tokrar in-
tegralin hesablanmasina gatirilir. Bundan basqa tokrar in-
teqrallarin baraberliyi alinir ki, bununla inteqrallama nov-
basinin dayisilmast gostarilir.

Teorem 2 [10]. Ogoar biitiin mistavids  f(x,y) =0 ba-
rabarsizliyl 6denilirsa va tokrar integrallardan biri vardirsa,
onda digar tokrar inteqral da vardir, onlar bir-birina bara-
bordir vo bunlarin imumi qiymoati iki qat inteqralla Gst-lista

disur.

17



§5. Kompleks doyisonli funksiyalar
nazariyyasindan bazi naticalor

1. Kompleks dayisonli funksiyammn diferensiallanmasi
vd inteqrali.
Tutaq ki, Z kompleks miistavisinin ¢ oblastinda

f(z) funksiyasi veritmigdir. Agagidaki torifi geyd edok
Tarif 1. Ogor z, € G ndqtasinds

f(zg +82)~ f(z,)
Az

nisbatinin Az > 0 yaxinlasdiqda limiti vardirsa, onda bu

limit f(z) funksiyasiin z kompleks dayisenine nazaran

z, noqtasinds tdromasi adlanir, basqa sozla

f(ZD+AZ)_f(ZO) (1)
Az

f'(zg) = lim
Bu halda f(z) funksiyasi z, néqtasinda diferensiallanan
adlanir.
Teorem 1 [6,9,11]. Ogar  f(z)=u(x,y)+iv(x,y)
funksiyas1 z, =x; +iy, ndqtssinde diferensiallanandirsa,
onda (x;,y,) ndqtosinda u(x, ¥}: v(x,y} funksiyalarimn

x,y doyisenlarine nazaran xisusi téramalori vardir va

Ou(xg, ¥g) _ Ov(x0,¥0) Oulxy,y) | 3v(xy,¥p) @
Ox & Ay ax

18



miinasibatlori 6denir.

Teoremds (2} miinasibatlori Kogi-Riman gertleri ad-
lanir.

Teorem 2 [6,9,11]. Oger (x;,y,) noqtasinds u(x,y) vo
v(x,y) funksiyalan diferensiallanandirsa, onlarn xiisusi
toromalari (2) minasibatini 6dayirss, onda f(z)=u(x, y)+
+iv(x, y) funksiyas1 z, = x, +iy, noqtesinds z komplcks
doayisenins nazaran diferensiallanan funksiyadir.

Asagdak tarifi geyd edok

Toarif 1. Ogar f(z) funksiyast G oblastinin har bir

noqtasinds diferensiallanandirsa, onda f(z) funksiyasi G

oblastinda analittk funksiya adlanir.

Tutaq ki, z kompleks miistavisinds hissa-hissa hamar
C oyrisi verilmisdir. C ayrisinin parametrik gokilds tonki-
yindan istifads edsk, basqa sozls onun har bir négtesinin

£,n koordimatlanim & = £(¢), 5= n(r) tenliklori ils verak,
burada £(f) va n(f) |§’(t)|2 +[7]'(t)[2 20, a<t<f sortini
odaysn (@ va £ uygun olaraq e qiymatini d ala bilar)

¢t hagiqi parametrinin hissa-hissa hamar funksiyasidir. On-

da C ayrsinin &,7 koordinatlarimin verilmast haqiqr ¢ da-
yisonli ¢(t) = £()+in(¢t) kompleks funksiyasinin verilmasi

ila ekvivalentdir.

i9



Tutaq ki, C oyrisinin har bir ¢ ndqtasinds  f(¢)
funksiyasinin giymoti toyin olunmugdur. Kompleks dayi-
sonli funksiyalar nozoriyyesindo osas anlayiglardan biri

f(¢) funksiyasimn C ayrisi iizra inteqrali anlayisidir. Bu
anlayls asagidak: sokildo verilir. Bunun dgiin C oyrisini ¢
parametrinin artma (#,; >¢{;) qiymetino uygun olaraq

§1:672,-¢, NOQtalori vasitasils » qbvss ayiraq. Sonra

Agi = E.’,‘ _gf—l i$ar9 edib
S(gf’gi‘) = Zf(g: YAg, (3)
izl

comi duzaldak, burada g,.' i -c1 qovsda ixtiyari noqtadir.
Asagidaki torifi geyd edak
Tarif 3. Ogar max!Ag, { — 0 oldugda (2) cominin limi-
ti vardirsa, bu limit C ayrisinin hissolora békinme qayda-
sindan, g: noqtesinin segilmasindon asihi deyildirss, onda

bu limits f(¢) funksiyasimin C ayrisi iizrs inteqral deyilir

va o

[£(6)ds @)
&

ils isara olunur.
Biz ssason mshdud oblastda analitik olan funksiya-
nin &ziind kasmeyan hissa-hisss hamar gapalt ayri iizrs in-
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teqrahna baxacagiq. Oziinii keson noqtslari olmayan, hisss-
hissa hamar gapali ayriys, qapal kontur deyilir. Onda qa-
pali kontur iizrs gotirilmils (4) inteqrahina kontur inteqra-
i deyscayik. Kontur integralmn qgiymati inteqrallanma
istigamoatindon asih oldugundan, gortlasek ki, kontur iiza-
rinde miisbat istigamst olaraq, kontur lzarinds harokat
edildikds qapah konturla shats olunmus daxili oblast sol
tarofds galsin. Kontur {izra miisbat istigamatda integralla-

man

[r,
:

monfi istigamatds integrallamani iso

[f(2)ee
:

il2 igara edacayik.

Teorem 3 (Kosi teoremi) [6,8,9,11]. Tutaq ki, birrabits-
li (; oblastinda birgiymatli analitik f(z) funksiyas1 veril-
misdir. Onda bitiinliikla G oblastinda yerlogon, ixtiyan ga-
pali I konturu iizra f(z) funksiyasinin inteqgral: sifra bora-
bardir.

‘Teorem 4 [8,11]. Tutaq ki, f(z) funksiyas1 xaricdan

C, konturu, daxilden iss C,,C;,...C, konturlari ila moh-
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dud olan goxrabitsi G oblastinda analitikdir va f(2)

funksiyasi qapali G oblastinda kosilmazdir, Onda
[r&ag=o
C

burada ' - geyd olunan G oblastinin tam sarhaddidir va
Cy.C.....C, konturlarindan ibarat olub, bu kontur iizrs is-
tigamat miisbat istigamatdir.

2. Koyi inteqral.

Qeyd olunan Kosi teoremindan bezi naticalar alnir.
Bela ki, bu teorem verilmis oblastda analitik olan funksiya-
nin oblastin daxili ndqtasindeki qiymati ilo bu funksiyanin
oblastin sorhaddaki giymoati arasmda slags yaratmaga im-

kan verir. Tutaq ki, f(z) funksiyas: C konturu ils moahdud
olan birrabitsli G oblastinda analitikdir. Bu oblastda 2z,
daxili néqto gotirak ve z, ndqtesini daxilinda saxlayan,
tamamils G oblastinda yerlogon qapali 1" konturu quraq.
Asagidak: kémakgi

(5

funksiyasina baxag.
Aydindir ki, ¢(z) funksiyas: 2, noqtssindan bagqa

G oblastinda analitikdir. Ona gora ager biz G oblastinda
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z, noqtesini daxilinde saxlayan va I" konturu ila ohats
olunmus oblastin daxilinda yerlogon qapalh y konturu go-
tirsak, onda ¢(z) funksiyast I’ konturu s ¥ konturunun
arasinda qalan iki-rabitali G* oblastinda analitik olacaq.
Onda Kosi teoremins gora ¢(z) funksiyasimin I'+y kon-

turu izrs inteqrah

jf(i) - Jf(é) -
_ZO _ —ZO
sifir olur.
Ikinci inteqralda inteqrallama istigamatini dayigsak,

onda bu barabarliyi

J'f(cf) 2 = !f(f) 5 ©)
f Zy ” Zg
soklinda yaza bilarik.

Burada sol vo sag torof-

C
doki integrallar integrallama
konturundan asih clmadigin-

dan y konturu avazino morka-

zi z, nogtssinds, Sokil 1.

radiusu p olan y, ¢evrasi gotiirak (gakil 1). Onda

E=zy+pe'® gotirsok
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2z
[ ae =i [ reorap
r+§_20 0

alarq.
Axinnct inteqral asagidaki kimi gevirak:

2 2r 2x
[r@&dg = [Lf&)-Fz)Mp+ [f(zo)dp =
0 0 0

2T
= [lf (&)= Fzo)Mdo + 27 f(z5) (7)
0

Burada p — 0 yaxinlasdirmagla limits kegak. Belo ki,

f(2) funksiyas: analitik oldugundan o, G oblastinda ko-

silmazdir, onda ixtiyari miisbat ¢ adadine qarsi p-nun ela
qiymatini se¢mak olar ki,

§§ —2p

Ef(*f)‘f(zo)l <&

olar. Buradan p — 0 oldugda

2r
lim [[/(6)~ f(z)ldp =0
0

< p olduqda

alang.
(7) miinasibatinds axirinct hadd p-dan asith olma-

digindan
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27
[f&do=27 f(z0)
i]

vaya

) =—— ji@dﬁ (®)

2mi LE - z,
miinasibatini alang. Alinmig (8) diisturuna Kosi inteqrals
deyilir.
Asafdaki teoremi geyd edak.
Teorem 5 [6,8,9,11]. Tutaq ki, f(z) funksiyas1 G ob-
lastinda analitik v qapah G oblastinda kesilmezdir. Onda
G oblastinin daxili néqtelarinde f(z) funksiyasinin istoni-

lan tartibdan téromsalari var va

f M (z) = J‘ f(é:)"+l dé (9)
(6 -
diisturu dogrudur.
3. Loran sirasi.
Asagidaki
S e, (- 20)" (10)

sirasina baxag, burada z, - kompleks miistovido qeyd
olunmus néqts, ¢, - miayyen kompleks adaddir, comlome

n indeksinin ham miisbat, ham ds manfi giymatlori Gi¢lin
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aparuir. Qeyd olunan (10) sirasma Loran sirasi deyilir. Bu
siranin yigilma oblastini tayin edek. Bunun iigiin (10) sirasi-

n1 asagidaky

Zc (z—2z)" "-Zc (z~z5)" +Z (1D

n=1 (Z ZO)
soklinda yazaq. Aydmdir ki, (10) sirasiin yigilma oblast:
(11) sirasinda sag torafdaki har bir camin yigilma oblastlari-

min Umumi hissasi olacag. Onda

oD
D e (z—z,)"
7=:0

sirasimin yigilma oblast merkezi  z;, néqtosinds, radiusu
midyyon R olan dairs olacaq ({11]-ds geyd olundugu kimi

R, xisust halda sifir va ya sonsuzluq ola bilar). Baxdigimiz

sira yigildigi daironin daxilinds kompleks dayisenli analitik

[i(2) =2 (22", |z-z|< R, (12)
n:=0
funksiyaya yigilacaq.
Indi isa

[vs]
>
- n
=] 0 )

sirasimin - yigilma  oblastim  teyin edsk, bunun iigiin

&=

avazlamasini aparaq. Onda bu sira
zZ— ZD
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Sie,e”

n=l
soklinds olacaq. Basqa s6zlo bu sira adi qiivvat sirasidir va
yigilma dairasinin daxilinde & kompleks dayiseninin ¢(&)

analitik funksiyasina yigalir. Alinmus qitvvet sirasimin yigil-

. 1 )
ma radiusunu — -la isaro edak. Onda
2

o0 " 1
&)=Y c & <— (13)
n=1 R2
Buradan aliniq ki,
; (z~- Zo)

strasinin yigilma oblasti |z - Zo| = R, gevrosinin xarici oblas-

tidir (R,-in toyinindaki kimi, xiisusi halda R, sifir va ya
sonsuzluq ola bilar).

Bu gayda ils (11) mitnasibatinds sag torafdakt hor bir
qiivvat sirast, 6z yigiima oblastinda uygun olaraq bir anali-
tik funksiyaya yigilir. Ogar R, < R, olarsa, onda bu sira-
lannn  imumi yi@lma oblastt  var ki, bu dairovi

<|z-2z4| < R, halqadir vo (10) siras1 analitik

27



oG

J@ =L@+ ()= D c,(z-20)", Ry <|z— 25| < R, (14)

n=—om

f(z) funksiyasina yigilir. Almmig (12) va (13) siralan adi
qiivvat siralan oldugu iiglin, qeyd olunan oblastda f(z)
funksiyas1 qavvat sirastmn comi {iciin olan biitiin xassalari
6doyir. Bu onu gosterir ki, (10) Loran sirast 6z yi1gilma hal-
qasinda analitik olan misyyen f(z) funksiyasina yigilir.

Ogor R, >R, olarsa, onda (12) va (13) siralarimin
imumi yizilma oblastlart olmayacaq. Bu halda (10) siras
heg bir funksiyaya yigilmayacagq.

Asagdaki teoremi geyd edsk.

Teorem 6 [9,11]. Ogor f(z) funksiyasi dairavi
R, <|z-zyl < R, halqasinda analitikdirss, onda bu halgada
onu birgiymatli olaraq y1gilan Loran sirasi soklinda géstar-
mok olar.

4. Birqgiymotli analitik funksiyanm izols edilmis maxsu-
si ndqtalorinin tasnifat.

Ogar z, noqgtasi f(z) funksiyasmin moxsusi ndqgtasi-
dirss va f(z) funksiyast 0<|z—zyf< R, halqasinda anali-
tikdirss onda z, néqtasins f(z) funksiyasimn izols edilmis

maxsusi noqtasi deyilir. Aydindir ki, z, noqtesinds f(z)
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funksiyasi tayin olunmaya bilor. Onda z, ndqtesinin atra-
finda f(z) funksiyasinin 6ziinii aparmasim éyransk. Qeyd

etdityimiz kimi, f(z) funksiyasim z, néqtosinin strafinda,
0 <[z—zO! < R, halqasinda yigilan Loran sirasina ayirmagq

olar. Bu halda asagidaki ti¢ mixtalif hal mimkindir. Alin-
mis Loran sirasi;
19 (z-2z,) farqino noazaran menfi giivvatli hadlara
malik deyil.
2% (z—z,) farqine nazaran sonlu sayda manfi qiivvat-
1i hadlars malikdir.
30 (z-zy;) forgine nozaran sonsuz sayda manfl

qiivvath hodlars malikdir.

Qeyd olunmus hallara uygun olaraq mexsusi nogtals-
rin tasnifatinr aparaq. Har bir hah ayriigda nozardan kegi-
rak.

10. Bu halda izols edilmis masxsusi z, noqtasi strafinda

f(z) funksiyasimn Loran sirast (z-z,) fargina nozoran

monfi qiivvatli hadlers malik deyil, basqa sozlo

f@) =2 c,(z~2)".
n=0
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Aydindir ki, z — z, yaxinlagdiqda f(z) funksiyasinin limi-
tt vardir vo bu limit ¢;-a borabardir. Bgar f(z) funksiyasi
z, nogtssindo toyin olunmayibsa, onda f(z,)=c¢, qabul
etmoakls onu tayin etmak olar. Bu gayda ils tayin olunmus
f(2) funksiyasi |z - zy| < R, dairesinin daxilinda, hor yerds
analitikdir. Bu halda z, ndqtesinoe aradan qaldwila bilan
maxsusi néqta deyilir.

Asagidaki teoremi geyd edak.

Teorem 7 [6,8,11]. Ogor f(z)funksiyasi 0<|z—-zy| <R,
dairavi halgada  analitikdirsa vo  moahduddursa
(0<lz-zy|< R oldugda [f(z);<M), onda z, néqtasi
f(z) funksiyasinin aradan qaldinla bilan maxsusi noqtasi-
dir.

20 Verilmis f(z) funksiyasinin izols edilmis maxsusi
z, noqtast astrafinda Loran sirasi (z-2z,) farginin monfi

qivvatina gora sonlu m sayda hadds malikdir, basqa sozla

F{(2) funksiyas:

f(2)= Y e z-z)"

miinasibatila tayin olunur.
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Bu halda z, noqtesi f(z) funksiyasimn m tertibden
polyusu adlanir.

Analitik funksiyamun 6z polyus ndqtesi otrafinda
oziinh aparmasi asagidaki teoremla tayin olunur.

Teorem 8 [6,8,9,11]. Ogor z, noqtesi f(z) analitik
funksiyasimin potyusudursa, onda z-in z-a yaxinlagma
gaydasindan astli olmayaraq, z z;-a yaxinlasdigda f{(z)

funksiyasinin modulu geyri-mshdud artir.
Bu terema tars olan asagdak: teoremi qeyd edak.

Teorem 9 [6,8,11]. Ogor f(z) funksiyasi 6z izols
edilmis maxsusi z, ndqtesi atrafinda, z noqtasi z, noqtasi-
no ixtiyari qaydada yaxinlagdiqda, f(z)-in modulu geyri-
mahdud artarsa, onda z, ndqtesi f(z) funksiyasinin polyu-

sudur.

10 Verilmis f(z) funksiyasinin izols edilmis maxsusi
z, noqtesi atrafinda Loran surast (z—zp) farginin manii

qiivvalina gors sonsuz sayda hadds malikdir, basga sozle

f(2) funksiyas:

f(2)= D e (z—2p)"

H=-—00

miinasibatila tayin olunur.
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Bu halda z, noqtssi f(z) funksiyasinin miihiim

maxsusi noqtas: adlanir.
Analitik funksiyanin mihiim moxsusi néqtsnin stra-

finda &zini aparmasi agagidaki teoremda verilmisdir.

Teorem 10 (Soxotsko-Veyerstras) [8.9.11]. Ogar z =z,
noqtest f(z) funksiyasimin mithiim moaxsusi néqtesidirso,
onda istanilen sonlu va ya sonsuz B sdadi ticlin z,-a yigilan
ela {z,} - ardialligs var ki, {/(z,)} ardicilhigs B -ya yigilir.

Bu teoremdoan alinir ki, z, mithiim maxsusi néqtesinda
analitik f(z) funksiyasimn sonlu va ya sonsuz limiti yox-
dur. Belalikla, z, ndqtasine yigilan nogtalar ardiciiligindan

asili olaraq, biz mixtalif limits yigilan funksiyanin qiymatlar
ardiciligini almis olarig.

Indi 1ss sonsuz uzaglasmusg noqtonin otrafinda analitik
funksiyanin 6ziini necs aparmasini arasdiraq.

Kompleks miistavinin sonsuz uzaqlagmig néqgtasi bir-
giymoatli analitik f(z) funksiyasinin izolo edilmis maxsusi
néqtasi o vaxt olur ki, agar R-in elo giymoati varsa ki,

|z|> R dairssinden kenarda f(z) funksiyasimn z=0

néqtasindsn sonlu moasafods maxsusi nogtasi olmasin.
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Onda f(z) funksiyast R<|zj <o dairavi halqada

analitik oldugundan, onu homin halgada f(z) funksiyasi-

na yigulan

f(z)= icnz", R<|zi<00 (15)
Loran sirasina aywrmagq rcr)lat
Sonlu izols edilmis z, moxsusi néqtesi lglin oldugu
kimi, burada {i¢ hal mimkiindiir:

10, Bgar (15) aynhisinda z-in miisbat qivvatli hadleri

istirak etmoazss, onda z=oc0 noqtast f(z) funksiyasinin

aradan qaldirila bilan maxsusi ndqtasi adlanir, bagqa sozla

f@) =3 "=+ 7
n=0 2

n=l Z

va ya limita kegmo qaydasindan asih olmayaraq z o0-a ya-

xinlasdigda f(z) funksiyasmin sonlu limiti olsun.

Bgar ¢y =¢ = =C_py =0,c, #0 olarsa, onda
sonsuz uzaglasmis noqta  f(x) funksiyasimin m-ci tartib-
dan sift1 olur.

20, Ogar (15) ayrihginda z-in  m sayda miisbat
qiivvatli hadlari istirak edirss, onda z =0 noqtasi f(x)
funksiyasinin m tartibden polyusu adlanir, basqa sdzla

=3 e

H=—1C
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va ya hmite kegyms qaydasindan asili olmayaraq z oc-a ya-
xinlagdiqda  f(z) funksiyasmin modulu geyri-mehdud ar-
tir,

3% Ogor (15) aynhsmda z -3 nazersn sonsuz sayda

miisbat qiivvathi hadlar vardirsa, onda z = w néqtast  f(z)

funksiyasinin mithiim maxsusi ndqtssi adlantr, basqa sdzla
f(x) = chzn b

va ya {zn } — o ardicilhifinim se¢ilmasindan asth olaragq,

ixtiyari gabaqcadan verilan limita yigilan { I (z,,)} giymatlar

ardicilhgini segmoak miimkin olsun.

5. izoks edilmis moxsusi nogtads analitik funksiyamn crxag.
Golacakds genis totbig olunan, birgiymstli analitik
funksiyanin izole edilmis maxsusi néqtads ¢1x1g1 anlayisim

verak.
Tutaq ki, z, néqtasi birqiymotli analitik /(z) funk-
siyasinin izole edilmis maxsusi noqtasidir. Onda f(z) funk-

styasini bu néqtenin strafinda yegana qaydada

fx)y= Y c,(z-2))" (16)

n=—m

Loran sirasina ayirmaq olar, burada
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f f(5)
2w s —zp)

n+i
va xususi halda
H
1= |10 (a7

toyin olunur.

Analitik f(z) funksiyasinin izols olunmug z,; ndqts-

sinds ¢ixify, 51_.[ f(g)de inteqralimin qiymeatins barabor
7

olan kompleks adada deyilir. Burada y yegans z, maxsu-
si noqtasini daxilinds saxlayan, miisbat istigamatli, f(z)
funksiyasinin analitik oldugu oblasta yerlogon ixtiyari qapa-

i konturdur. Cixig1 isars etmak ficiin res [ f(z),z,] ifade-

sindan istifada olunur.

Aydindir ki, agar  z; noqtasi f(z) funksiyasimn
aradan galdiria bilon maxsusi ndqtasidirso, onda f(z) fun-
ksiyasinin bu noéqtada ¢ixigr sifra barabsrdir. Verilmis f(z)
funksiyasinin izols olunmus z, ndqtasinda gixigini hesab-

lamagq, iigiin (17) diisturundan
i
reslf(z),20] = — [/ ()ds =c,, (18)
27i;

alarig.
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Ancag bozi hallarda ¢ixagn sads qaydalarla hesabia-
maq olar. Beloki, analitik funksiyanin kontur inteqrahm
hesablamaq ovazina, homin funksiyanin téromesinin inte-
qrallama konturuna daxil olan misyysn néqgtalerds giyme-

tini hesablamaq olar. Bu hali nazardan kegirak.
1. Tutaq ki, z, noqtasi f(z) funksiyasmmn birinci
tortibdan polyusudur.

Onda bu négtanin astrafinda
F@=c (z-2y)" +ey+e(z—zp) +... (19)
aynlhs1 dogrudur.
Almms (19) miinasibatinin her tarsfini (z-z,) vuraq
Vo Z Zj-ayaxinlasmaqla hmita kegsak
.= lim = 2,)/(2) (20
miinasibatini alang.
Qeyd edak ki, bu halda f(z) funksiyasmi z, ndéqtesi-

nin otrafinda iki analitik funksiyanin

ﬂﬂ=$i§ @1)

nisbati kimi yaza bilerik, bela ki, ¢(z5)#0 vo z, noqtasi

w(z) funksiyasinin birinci tartibdan sifindir, basqa sézla

w'(zy)

wiz)=(z~zy ' (zp) + (Z*"-’o)2 +.., ¥(z5)20. (22)
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Onda (19)-(22) miinasibatlerindan biringi tortib polyus nog-

tasinda ¢i1xig1 hesablamaq tiglin

reslf(2),2o] = Q [f( )= "’”((Z)J 23)

diisturunu alang.
20, Tutaq ki, z, ndqtasi f(z) funksiyasinin m -ci tor-

tibdan polyusudur. Onda, hamin néqtanin strafinda asag-
daki

f(Dy=c_(z-2)) ™ +..tc (z-2,) " +ey+e,(z—25)+... (24)
ayrihs dogrudur.
Alinmus (24) miinasibatinin har tarafini (z-z,)™ vur-
saq
(2-20)" f2)=c_,, +C_p(2—2g) +otc  (2—2)™ " +.. (25)
alang.

Bu barabarliyin har tarafindon (m—1) tariibdan tora-
ma alsaq va z Zy-a yaxinlagmagle limito kegsak m —ci tor-

tibdan polyus néqtasinda ¢ixig: hesablamagq tigiin

m-1

1
#1)1 dzm ol

res| f(z),z,] = [(z—zy)" f(2)] (26)

disturunu alariq.
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Asanligla gérmak olar ki, (20) disturu (26) disturu-
nun xiisust hahdir.

Asagidaki teoremi qeyd edok.
Teorem 11 [6,8,9,11). Tutaq ki, f(z) funksiyast G oblasti-

nin daxilinds sonlu sayda z, (k =1,.., N) izols edilmis mox-

susi ndqtalordan basqa gapali & oblasunda analitikdir.

onda
A'I
[7©de)=221Y rest f(2),2,) @7
ot k=1

miinasiboti dogrudur. Burada I'* miisbat istiqamats malik
olub G oblastinin tam sarhaddidir.

Bu teoremin ¢ox bdyiik praktiki shamiyysti vardir,
bels ki, oblastin daxilinds yerlagon maxsusi nogtads  f(z)
funksiyasinin ¢ixiginin hesablanmasi (27) miinasibatindo sol
torafds yerlogon inteqralin hesablanmasindan oldugca asan-
dir.

Indi isa sonsuz uzaglasmis néqtads qixiq anlayigini ve-
rak.

Tutaq ki, z=o noqtesi f(z) analitik funksiyasinin
izola edilmis moxsusi néqtasidir. Verilmis f(z) analitik

funksiyasimn z = o0 néqtesinds ¢IXig1
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1 i
Zfz‘c[f (6)ds = Wﬁc[f (¢)dg

inteqralin giymotins barabar clan kompleks adada deyilir,
burada C elo ixtiyari gapah konturdur ki, bu konturdan

konarda f(z) funksiyas: analitikdir v kontur daxilinds

o -dan basqa heg bir maxsusi néqtssi yoxdur. Aydindir ki,

Loran sirasinin smsallannm tayinindan

1
res(f(2), ) =5 — [/(§)d(s) == (28)
(-+
alarg.

Allnmis (27) va (28) diisturlarindan asafidaki teore-
min isbati alinir.

Teorem 12 [6,8,9,11]. Tutaq ki, f(z) funksiyasi sonlu sayda
zp (k=12,.,N) va z=o0 (z,=0) daxil olmaqla izols

edilmis maxsusi nogtolardan bagga butiin kompleks miista-
vida analitikdir. Onda

N
Zres[f(z), z,1=0. (29)
k=l

miinasibati 6danilir.

6. Miiayyan inteqralin grxiglar vasitosilo hesablanmasi.
Cixiglar hagqindaki qeyd etdiyimiz teoremlorin ko-

mayi ilo kompleks dayisonli funksiyamn inteqrals ila yanas:

hagigi doyisanli funksiyantn integralini da hesablamaq olar.
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Biza galacekds lazim olan bazi inteqrallarin hesablan-

masina baxaq.

1) J. J(x)dx inteqralinin hesablanmasi.

-0

Biz burada ¢ixiglar nazeriyyssinin kémoyila birinei

név geyri-maxsusi _[ J(xydx soklinds inteqralin hesablan-

masma baxaq. Forz edak ki, f(x) f{unksiyas1 biitiin adad
oxunda toyin olunmusdur, bu funksiyam yuxar yanm
mustaviys analitik davam etdirmok miimkiindiir vs davam
funksiya miisyyan alava sortlori Gdayir. Bu sartler asagida
verilacakdir.

Indi iss asagidak: komakgi lemmant geyd edak.

Lemma 1. Tutaq ki, f(z) funksiyasi sonlu sayda
izols edilmis mexsusi noqtslarden basqa Jmz>0 yuxan

yarim miistovido har yerdo analitikdir va el miisbat Ry, M

va ¢ sabitlori var ki, yuxan yarim miistavinin ;z{ >R, sor-

tin1 odayan noqtalori iqu.in

|/ (2); <! 5 ,l > R, (30)

qiymatlonmasi dogrudur. Onda

40



lim ij(g)dg =0 3D

miinasibati 6danilir, burada integrallama konturu Cp z-3

pozoron Imz>0 yuxar yarim mistovide |z2/=R yanm

y
Cr
z=0 .'56
Sakil 2.

gevrasidir (sok.2).
Dogrudan da lemmamn gartlan daxilinds R > R, oldugda

E [716xdg|< [lf (s,
1Cx

| CR

burada ds — Cy gevrasinds qovsin diferensiahidir [bax 11].
Onda R — o oldugda

MaR aM

Cr

Buradan lemmanin isbatim almig olang.

Qeyd. Ogor f(z) funksiyast sonsuz uzaqglasmis ndqtanin
strafinda analitikdirss va z =< noqtesi f(z) fun-
ksiyasimm ikinci tartibden sifirdirsa, onda bu. fun-

ksiya ligiin lemmantn sertiori ddanilir.
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Dogrudan da, bu halda f(z) funksiyasinin z=

noqtasinin strafinda Loran siras:

zZ Z2

c, c.
f(z) = 2—22+~33—+... = !'f—(z—),
soklindadir, burada |y (z)] < M .

Bu dediklsrimizdon aydmdir ki, &§=1 oldugda (30)
qiymotlonmesi alimir. Qeyd olunmus lemma | J- F(x)dx

qeyri-moxsusi inteqralin hesablanmasinda genis tatbig olu-
nur. Bununla slagadar agagidaki teoremi geyd edak.

Teorem 13 [11}. Tutaq ki, biitiin —o < x < adad oxunda
verilmis  f(x) funksiyas: yuxari Jmz >0 yarim miistaviya
davam etdirils bilar, belo ki, bu funksiyanin analitik davam

-olan f(z) funksiyas: lemmamn sartlarini 6dayir ve haqiqi

oxda he¢ bir maxsusi nogtasi yoxdur. Onda birinci név gey-

o

I1-IN9XSUS] I f(x)dx integrali vardir va o

—ad

[f)ax = 2m’i res| £(2),2, 1, (32)
— k=1

diisturu ils hesablamr, burada z, — f(z) funksiyasimn yu-

Xarl yarmm miistavids maxsusi noqtasidir.
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2) Ie‘“" f{(x)dx inteqralimin hesablanmasi.

Qeyd olunan qeyri-moxsusi inteqralin ¢uxiglar nozs-
riyyesi vasitasilo hesablanmasi asagida geyd olunan Jordan
lemmasina osaslamr.

Lemma 2 (Jordan Jemmasi). Tutag ki, f(z) funksiyasi sonlu
sayda izolo edilmiy maxsusl nogtalordon basqa yuxan
Jmz >0 yarnmmiistovisinde analitikdir va Tz| — o oldugda
argz-o (0<argz<7) nazaran muntszom olaraq sifra ya-
xinlagir. Onda a >0 oldugda

lim [e £ (5)ds =0, (33)
0 ¢

burada C§ - yuxari yarim miistavids |z| = R yarm ¢eviasl-
dir.
fsbati. Verilmis f(z) funksiyasimn mintezom olaraq
sifra yaxinlagmasmdan alimr ki,
|f (@) < tr» |7 = R (34)

qiymatlanmasi dogrudur, burada R -a yaximlagdiqda

4, — 0. Onda (34) giymatlanmasinin kémayilo verilmis in-

teqrali giymatlendirak. Bunun d¢in ¢ = Re'? avazlamasini
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aparag va 0 < <” olduqda sinc,z;zE moalum miinasi-
q @ 5 q ﬂ(ﬂ

batindan istifads edak. Onda R — «

L9

r . 2 N
J'ef‘agf(g)dg < pip _RJ'e—aRsmgad¢= 2;”}? ‘R Ie—aR51n¢d¢$
0 0

r

Cr

7 _ake .
<2up-Rfe = d¢=;pR(l—e"“R)—>o (35)
G

miinasibatini alanq ki, bununla lemnma isbat olunur.

Qeyd olunan Jordan lemmas: genis sinif geyri-moxsusi
integrallarin hesablanmasinda totbiq olunur. Asagidak: teo-
remi qeyd edok.

Teorem 14. Tutaq ki, batiin — oo < x <o haqiqi oxda
toyin olunmus £(x) funksiyasi yﬁkarl Imzz0 yarim
miistavising analitik davam olunandir, funksiyanmn analitik

davami olan f(z) funksiyasi yuxar1 yarnm miistavide Jor-
dan lemmasinin gortlorini ddoyir vo hogiqi oxda heg bir
maxsusi néqtasi yoxdur. Onda a >0 oldugda Ie"“ Sf(x)dx

—oC

inteqral vardir va
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Je £ = 23 reste™ 100,70, (36)
o k=1

diisturu il hesablanir, burada z,, f(x) funksiyasimn z-2

nozaren yuxarl yarim muistavidas maxsusi ndqtasidir.

Isbatr. Teoremin sortine gora f(z) funksiyasimn z; -
moxsusi ndgtasi ]zk| < R, gortini édayir. Indi z-o nazaran
yuxarl yarim mistavids, haqiqi oxun -R<x<R R>R,
pargasi va z -3 nazaran yuxarl yarim miistovids izl =R ¢ev-

rasinin Cj - yarim gevra qdvsindan togkil olunmus gapah

kontura baxaq. Onda ¢ixiglar nazariyyesins asassn
R n _
Je fdx+ [e f(5)dg = 2mY resfe™ f(x),z,] (3T)
-R Ch k=1

miinasibatini alariq.
Jordan lemmasina gora (37) diisturunda sol tarafdaki
ikinci toplanan R o0 -a yaxinlagsdigda sifra baraboardir. Bu-

radan teoremin isbat1 ahnar.
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FOSIL 2
FURYE CEVIRMOSI
§1. Furye sirasumun kompleks sokk
Tutaq ki, f(z) funksiyasi [-#, 7] par¢asinda miitlag
inteqrallanandir (comlonandir). Bagqa sozle f{z) funksiyasi

L{-=, 7] fozasina daxildir. Bu sart

a, =;l; [fecoshondy, k= 01,2.... ,

by =~ [f(x)sinkeds, k=12,...
T %

Furye omsallarinmm varhgm temin edir. Onda f(z)
funksiyasina
flx) ~ 329+Z(ak cos kx + b, sin kx)
k=t
Furye sirasini qarsi qoyag. .
Burada sin kx, coskx trigonometrik funksiyalarim Ey-

ler diisturundan istifada edarak 7
o | —ikx g ik

coskx=ﬂ——, sinkx:e _f? —, i=~—1
2 2i
soklinda yazag.
Indi ¢, =a7°, c, = A +iby = a; —iby k=1 isars

edak.
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Onda

EE'FZ(% coshox + by sin kx) =
=1

= Y ge ™ alang,
Bu gqaydailo f(x) funksiyasina
f)~ Yee™
k=

Furye sirasim garst goymagq olar.

Forz edok ki, f(x) funksiyasmn Furye sirasi mints-

zom yiglir. Onda riyazi analiz kursundan mslumdur ki,
f)= Y ee™
k=0

barabarliyi dogrudur.

Siranin miintazam yigildigin: pozmamaq sartila bu ba-

rabarliyi mohdud e™ funksiyasina vuraq. Alinmis minasi-
bati -m-don m-ya gador inteqrallayaq. Sira méntozom

yigildigindan onu hadbs-had inteqrallasaq
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Jf(x)ezixdx j( zc e'("—k)x}dx

—q Sk
alang.
Aydindir ki, & =/ olduqda

T il- k)| il —k) AT

) T : o
T]e’“ k) e” x| i PUCL PG 2sm(l Ky
=T

k =1 oldugda iso

T‘r[ef(!_])xd‘c = dex =27.

Bu qayda ila
j f(x)e™dx = 2aC,

miinasibatini alariq ki, buradan ', amsallar
P .
Co== [floe¥ar, k=0x1322,..
2

kimi tayin olunar.

Tutaq ki, f(x) funksiyas1 (—7,7) par¢asinda toyin
olunmusdur vo IL(-, m)fazasina daxildir. Onda x=ul/
ovazlamasini gotiirak, burada u dsyiseni [-7, 7] pargasinda

dayisacak. Bu halda g(u) = f(ul) funksiyas: [-n,7] parga-
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sinda toyin olunmugdur va L(-z,7) fozasina daxildir. Onda
g(u) funksiyas: G¢lin Furye sirasi
© - 1 .5 -
W~ > Ce™, C = uw)e™ du
gw) krzw P [ _[g( )
saklinda olacaq.

Burada x doyisanins gayitsaq vs C, smsallarinda in-

x .
teqral altinda u = n avazlomasini aparsaq

c 1 ”j— {x) i? Ia!x 1 ﬂj.f()ﬁ_"adx
= —— =i i =— e
“Ta IR 1T T m ) ¥

mitnasibatini alangq.
Aydindir ki, f(x) funksiyasina
w Stk
D Che !
k=
Furye sirasi uygundur, burada C,

oo

l
1 =
Ck :_Z-Jﬂ_-Lf(X)e ! dx

minasibatils toyin olunur.
Tutag ki, bitin { > 0 ticiin

Ll :"”E
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baraborliyi danilir.
Burada C, amsallan iigiin miinasibsti nazars alsaq
°° )

f@)= jf(u)e e,

lc_Hm

alang. Bu miinasibstin sag tarsfins inteqral comi kimi baxa
bilorik. Bunu gostarmak digiin biitin aded oxunda toyin

olunmus asagidaki funksiyaya baxaq
DN
(o)== [f)e”*du.
2m

Odad oxunu O,i%i%,... noqtolori vasitasila uzunlugu %
olan baraber pargalara bélak. Sonra i, (o) funksiyasimn

% bélgii noqtalerinda

7l
( J:EE—— If(ue )d ]

giymatini hesablayib {%ﬁj—]} par¢asinn uzunluguna vu-

rub ~o dan oo kimi doyisen biitiin & -lar iiciin cornloyak.

Onda
f0= i BRI P ATI (5}1
=0 27 - _k:Aoch ! l,
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miinasibatini alariq. Aydindar ki, «inteqral» comi bolgi
pargalarmin uzunlugu sifra yaxinlagdirgda inteqrala yaxin-
lasacaq. Burada [— o yaxinlagsmagla limits kegsok, for-

mal olarag

f(x)= 1% (o)do = 51; joda ? Flu)e " N du,

-—80

Furye inteqgral diisturunu alms olang.

§2. L fazasindan olan funksiyalarin Furye
¢evirmoasi

1. Furye ¢evirmasinin tarifi vo iyars olunmasi.

Furye integral diisturunu asagdak: sokilds yazag:

1 ¥ ) “ Tou = F O
f(x)=72_; f {4_270[ e du}e do. (1)

—a0

Asagidakl miinasibatls toyin olunan

oG

F(o) =J—;_”— j F(w)e' ™ du (2)

funksiyasini goturak.
Onda (1) Furye inteqral diisturu ila tayin olunan

f(x) funksiyas1 F(o) funksiyas: vasitasila

1 b —iax
F(x) = E_iﬁ(o)e do . (3)

miinasibatila tayin olunar.
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Alnmg (2) diisturu Furye gevirmasi adlanir. Onda
Sf(x) funksiyasi vasitasilo (2) miinasibsti ila teyin olunan
F(o) funksiyasina f(x) funksiyasimin Furye cevirmosi
deyilir. Biz burada asas funksiyalan kigik hariflorls va onla-
nn Furye gevirmolorini ise boyik hariflarls isara edacayik.
Bu isaralsmalorle yanasi biz gslacakds Furye gevirmasinin
operator isarslonmasindan do istifads edacayik. Furye ge-
virmasi operatoru va ya sadsca Furye operatoru ¥ simvolu
ila 1sara olunur va aydindir ki. F(o) = ¥f(x).

Alnms (3) diisturu tors Furye cevirmosi diisturu,

f(x) funksiyasina is3 F(c) funksiyasinin ters Furye cevir-
moast adlamur. Tars Furye ¢evirmasi operatoru ¥ ' kimi
isara olunur. Demali f(x)=V""'F(o) berabarliyi dogrudur
va (1) Furye inteqral disturu onu gostarir ki,
f =V (x).

Qeyd edak ki, Furye operatoru xattidir, basqa sozlo ¥

operatoru, integralin xassasindan alinan
Viaf (x) + Bg(0)} = aVf (x) + prg(x),

miinasibatini 6doyir.

2. Riman-Lebeq teoremi.
Asagidaki torifi qeyd edsk.
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Torif 1.

1 xe(a,b);
@(a,b;x) = _
0 x€(ab)
tayin olunan ¢(a,b;x) funksiyasma (a,b) interval-
mn xarakteristik funkstyasi deyilir.
Teorem 1. Dgar f(x) funksiyasi L fozasindadirsa, onda
onun Furye ¢evirmasi F(o) =Vf(x),

lim F(e)=0

gl
miinasibatini 6dayan, biitiin adad oxunda mohdud, ka-
silmoaz funksiyadir.

isbati. F (o) funksiyasinin mohdudiugu

CE

fmiﬂ@e ‘z]ﬂ@kﬂa:

- |
= 7= i B;L; <

giymatlonmasindon alinir.

Teoremin qalan hokmlarinin isbat etmak {i¢lin ovvalcs
hamin hokmlari intervalin xarakteristik funksiyasi, sonra ise
pillavari funksiya iigiin isbat edok. Umumi halin isbati pills-
vari funksiyalar goxlugunun L fazasmda sixhgindan alinir.

Avvalca ¢(a,b;x) funksiyasinin Furye ¢evirmasing baxaq
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1 5 ,
Pa,b;0) == fplabix)e ds =
b iba iac
i ; e —e
= —_— e’oxdx = et
N2z J \/Zm'cr

Onda @(a,b;o) funksiyas: lglin almmis diisturdan bu

funksiyanin biitiin adod oxunda kasilmazliyi va

B(a.b;0) = — e e < 2
BT el
qiymatlonmosindan
;iinw D(a,b;o)=10

miinasibati ahnar.
Ixtiyari pillovari A(x) funksiyasim @(a,b;x) funksiy-
‘alarimin xatti

h(x)= Zak@(ak b5 x)

k=1

kombinasiyasi gokilinds gdstarmak olar.
Onda H(c) funksiyas:

H(o)=Vh(x)= V{Z o, ¢la sbk;x)} =
k=1

ity a0

L n e __e
=Y aVela, b, :x)=) a, ——rem——
kz=1: $PL Ok Z ¢ V27io

k=1
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miinasibati ilo teyin olupur vo teoremin hokmlarini odayir.

Tutaq ki, f(x)e L. Pillavari funksiyalar sinfi L fazasinda
sixdir. Onda pillovari elo {,(x)} funksiyalar ardicilhgr var

ki, / normasinda f(x) funksiyasina yifihr. Bagqa sozls,

bu ardiciihq liglin
lim|f ~h,[j=0
n—r0

miinasibati 6danilir.
Onda £ >0 adodi iigiin els N ndmrasi var ki, nzN

oldugda
17 - h)< V27e
borabarsizliyi édanilir.
Indi iso Vf(x)~-Vh,(x) farginin miileq qiymatini
giymotlondirak:

(x) — ki, (x)]e'Tdxi <
!

[F(0) - H,(0)|=——

\/—J]if() B, (x)jdx = ”f

”<£ nzN. (4)

Bu borabarsizlik gostarir ki, F(o), —0 <0 <® funksiyasi

a] w-a yaxinlagdigda li-

o -ya nazaran miintazom olarag,

miti sifir olan, bitiin adad oxunda kasilmoz funksiyalar ar-

dicilhginin limitidir.
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Buradan alinir ki, F(o) funksiyas: teoremds deyilan
biitiin hokmiari 6dsyir. Bu funksiyamn kassilmazliyi, parca-
da kasilmaz funksiyalar ardicilifinin miintezam yigildig
funksiyamin kasilmazliyi teoremindon ahnir. Dogurdan da
biitiin adad oxunda mintozom yigilmadan istsnilen sonlu
par¢ada mintazom yigima alinir. Bu isa F(o) funksiyasi-
nin istanilan sonlu pargada kesilmazliyi demokdir, basqa
sozls, istenilon ¢ nogtssinds va ya biitiin adad oxunda ko-
silmazdir. Tolob olunan

Hm F{o)=0

|al+w
miinasibati agagidaki mihakimadan ahrmr. Aydindir k1, (4)

miinasibatindan
0<|F(o)| < |H (o) +¢ (5)
‘alang.
Onda ixtivari £>0 {iglin elo M >0 adadi tapilar ki,
lo| > M barabarsizliyinden |I, (c)| < ¢ barabarsizliyi alinar.

Bu halda (5) miinasibati

0<|F(o)| < 2¢
saklinda olar. Onda
lim F(c)=0
10‘;-%0

alimr. Teorem i1sbat olundu.
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Qeyd edsak ki,
F(o)= J— ff(x)e“""dx

miinasibatils tayin olunan F,(o) funksiyas1 F(o) funksiya-
stnin biitiin xassalorini 6dayir. Bunu asanhgla gostarmak
olar va qeyd edak ki,
F(o) = F(-0)
barabarliyi 6danilir.
isbat olunmus teorem 1 Riman-Lebeq teoremi adla-

nir.

§3. Tars Furye ¢evirmosi

Tutaq ki, f(x}el.Onda F(c) Furye gevirmasi L
fozasina daxil olmaya bilor. Masolon asagidaki kimi tayin

olunmusg

x>0

e-.\’
S

funksiyasi L fazasina daxildir.

Bu funksiyanin Furye ¢evirmasi
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Flo)= ._;J_;. jf(x)efmdx =_J;__;r_ Ie(ja_nxdx =
o ¢

1 e(io'—l)x H= _ 1
2r ioc-1|_ 2z-ic)
x=0

Onda F(c) funksiyasimn modulu

1

1
F = =
@ J?Z;llfio" \[23(14_0-2)

olar.

Bu qayda ilo F(o) funksiyasi sonsuziugda &ziinii

|0'|_1- kimi aparir, yani inteqrallanan deyil. Ona gdra bu

funksiyanin tors Furye gevirmasini toyin etmak miimkiin
deyil. Bunu tayin etmak iclin geyri maxsusi integrahn bas
qiymati anlayigindan istifads edscayik.

Mbolumdur ki, biitin adad oxunda kesilmaz (o)
funksiyasinin —e-dan «-a qadar geyri-maxsusi integrali,

N va N, adadlerinin bir-binindon asih olmayaraq o-a ya-
Ny

xinlasdigda JQ(a)dO'-nin limiti ils toyin olunur. Qger bu
-N

N
limit yoxdursa, lakin A}}im jQ(a)dcr vardirsa, onda bu li-
-N

—»0
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mit, yoni IQ(O‘)dO‘ qeyri-moxsusi inteqralin Kogi monada

—e

bas qiymeati adlanir. Masalen,

0(0) = 7 2t

o, |o]<1

funksiyasinin —co-dan «-a gader qeyri-maxsusi inteqrah-

mn bas giymati sifra barabardir, ancaq IQ(a)da inteqral

dagilandir.

Biz gostarocayik ki, f(x) funksiyas: slava sortlori 6ds-
dikde F(o)=Vf(x) funksiyasinin tors Furye gevirmosi bag
giymat monasinda vardir va f(x) funksiyas: ils iist-isto
diigtir.

Asagidak torifi qeyd edak.

Torif 1. f(x) funksiyast x, ndqtesinds Dini gertini o vaxt

odayrr ki, agar

() = f(x0+u3——f(x0)

funksiyas: miloyysn & >0 i¢lin L(-5,5) fazasina

daxil olsun.

59



Teorem 1. Ogor f(x}e Ll vo milayyon x ndqtesinde Dini

sortini 6dayirse, onda homin nogtada
Fx) = e TF(a)e‘f”da
N2m

barabarliyi dogrudur, burada inteqral bas gqiymat
monasinda gotlriliir.
Isbatr. Ogor f(x)e L iss onda Riman-Lebeq teoremins gora
F(o)=Vf{x) funksiyasi mahdud, biitin sdad oxunda ke-
silmaz va

Llwim F(oy=0

O, —>w
miinasibatini 0doyir. Asagidaki miinasibatle toyin olunan

Sy (x) funksiyasina baxaq:

N
fy ()= = [F@)e o,
N

burada N - misyyan miisbat adaddir. Bu baraberlikds F(o)

funksiyasinin giymatini yerine yazsaq,
o A
fu(x)=— _[ do JF(U)e'”("_x)du
2z

miinasibatini alarnq.
Biz burada geyri-maxsusi inteqralt ¢ -ya nazaran inte-

gral altinda inteqrallaya bilorik. Dogrudan da
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F e <| ),

giymatlonmasi gdstarir ki, qeyri-moxsusi inteqral o para-

metring nazseran miintazsm yigihr.

inteqrallama névbesini dayigsak,

T f jotu-x) g ot 7 _
fu=o _if(u)du_ j j f o,
1T N _gmNumxy sin N{u — x)
fﬂlf(u) - du—;_lf(u)—_u_x du

miinasibstini alang.

Axinnci integralda ¢ =u - x avezlomasini aparsaq

. 15 sin Nt
Sy =— [ f+n=—d (1
miinasibatini alang.
Moslum
jﬂ”ﬁ" dx =~ signa, 2)

diisturundan istifads edok, burada

|
signa =10, a=0,

>0,

3

-1, a<(.

Onda asagidaki
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I smNt

0
Nt
j- sin rsmNt =2 J-smNt de7. Eﬂg N= 17

barabarliyini alariq.
Ogor bu miinasibati 7 -ys boliib, f(x) funksiyasina
vursaq

f@ == [ f0=
” -

sin Nt

(3)

alang.

Sonra x noqgtesindo Dini gorti 6danildikds
lim 7 ()= £(3)
miinasibotinin 6donilmasini isbat etmok lazimdir.

Bu miinasibat isbat olunarsa, onda x noqtosinda bag
giymat monasinda tars Furye gevirmosinin varhif: va onun
' f(x) -la iist-iists diigmasi isbat olunmus olur. (1) barabarliy-
indan (3) barabarliyini ¢ixsaq

Fu (=) == j fesn - ol

alanq. Burada inteqrali iig inteqrala ayirsaq,

fN(x)—f(x):i _[ MsinNrdH

7 <4

J-f(x+t) . Nidt f(x) j‘SlﬂNtd )

V4 {

1 I)A M>A
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alang.

Aydindir ki, |f|>1 olduqda

sin MVt
H

<1

2

barabersizliyi dogrudur ve ¢t arqumentina nozaran
f(x+1)e L oldugundan, istanilon & >0 {icin elo 4(A4>1)

adadini ela segmok élar ki, (4) milnasibatins daxil olan ikinci
haddin miitlaq qiymsti i::--d:;n kicik olar. N 21-5 nazaron

*t sin Mt . .. . « 1 4us
_f dt geyri-maxsusi inteqrah mintszam yigildigindan,

—c0

A adadini els segmok olar ki, alinmig (4) miinasibatina daxil
olan tigincii haddin miitlaq giymsti %—den kigik olsun. Di1-

ni yorting gors

f@+0—f@)M<A
pe) = t S
0 > 4
funksiyast L fozasina daxildir, onda Riman-Lebeq teore-

mindan

.  Nidt =
}il_r’r:a iw(t)sm tdt =0

63



miinasibati alimir. N -i elo segmoak olar ki, (4) barabarliyindo
birinci haddin miitlaq qiymati %-dan kicik cisun. Bu gayda
ila ixtiyari &£>0 fgin elo N, adadi tapmaq olar ki,
N > N, olduqda

v - flx)<e
odanilsin. Bu isa onu gostorir ki,

lim fy(x)= f(x).

N

Teorem isbat olundu.

§4. L, fozasindan olan funksiyalarin Furye
cevirmosi

Forz edsk ki, f(x)e L,. Buradan alimir ki, istanilon
N >0 tgiin  f(x) funksiyas: L,(-N,N) fazasina daxildir.

N
Onda _ﬂ f(x)ldx integralina Kosi-Binyakovski barabarsiz-

—N

liyini tatbiq etsak
N N A ) %
j|f(x)[dxs[ feix jlf(x)l'de < o0
N N N

alang.
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Axirmmer  berabersizlikden  f(x)  funksiyasinin
L(—N,N) fszasina daxil oldugu ahnir. Asagidak funksiy-
aya baxaq:

f), [x|sN

f”(x)z{ 0, >N

Bu funksiva L fozasina daxil oldugundan, onun lgiin

o N
Fy(o)= 7;7 j Fy ()™ dx =721-_; j f(x)e'™dx
—e0 -N

Furye ¢evirmoasi vardir.
Ola bilar ki, bu integralin N — « yaxinlagdiqda hi-

miti olmasin, bagqa sozls
[/(x)e'™ax

inteqral bas giymet menasinda dagilsin. Biz gostaracayik ki,

istanilon f(x) € L, ugiin orta kvadratik ,}.jm F, (o) =F(o)

limiti vardir. Bu limit torifa géra f(x) funksiyasimn Furye
cevirmasi olacaq. Qeyd edak ki, L fazasindan fargli olaraq
f(x)e L, oldugda F(o)e€ L, olur.

Asagidaki lemmani qeyd edak.

Lemmal. Ogar f(x) va G(o) funksiyalan L fazasina

daxildirse, onda
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(f’g) = (F:G)‘
Isbatr. Sorto géra G(o)e L oldugundan onun tors Furye
¢evirmasi olan g(x) funksiyas: biitin adad oxunda msh-

duddur. Aydindir ki, bu xassani  g(x) funksiyas: da &day-

acok. Ona goéra f(x)g(x) hasili L fazasina daxildir. Onda

hasil funksivanin Furye cevirmasi vardir vo agagidaki

miinasibatla tayin olunur:

1 % — 1 % = _
7‘27; _[f (x)g(x)"dx = py Jf (x)e"™dx J-G(O')e*mda =

1

= _1 f (x)er:fxdxoleg)erwdg = % 1@}10.:[ F)e T g =

=—l— jF(o+u)§fg)da.

Burada inteqral altinda g(x) funksivas V~'G(o) funksiya-

st vasitasila, inteqralin kompleks qosmast integral alti fun-

ksivamin kompleks qosmasi vasilasila avaz olunmus, sonra
f(x)G(e)e' @™ hasilinin L fozasma daxil oldugundan

inteqrallama ndévbasi dayisilmigdir. Alnmis beraberlikda

u =0 qgabul etsak va har toraft L—ya bolsak lemmanin

NP

isbatini almis olang.
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Natica. Dgar f(x)e L vo F(o)e L olarsa, onda

o

m}| f@f de= [|Fo) do

—ac

Parseval borabarhiyi dogrudur.

fsbat iigiin isbat olunmus lemmada G(o)=F(o) got-

firmak lazimdir.

Qeyd. Bgar f(x),F(o)e L is3,onda f(x) € L,. Dogrudan
da, f(x)=V 'F(o) funksiyast mshduddur. Ona gbra,
F(x)e L va f(x) mohdud oldugundan

e = f@ el
olar.
Lemma2. Ogor f(x) funksiyast finitdirsa vo biitiin adad
oxunda ikinct tortibdon kasilmoz téramays

malikdirsa, onda onun F(o) Furye gevirmasi

I fazasina daxildir.

isbati. Aydindirki, £"(x) funksiyasi finitdir onda o L fe-

zasindandir. Onun Furye gevrilmasi biitiin aded oxunda

mohduddur. Tki dofs hissa-hisss inteqrallamagla ¥f"(x)

funksiyasmni hesablayaq:
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fzﬂz - ; )
+ o x)e'“dx=—oc"F(o
Jﬁif( ) (@)
alarig. f(x) va f'(x) funksiyalan finit oldugundan, inte-
qraldan kanar haddlar sifra barabardir. Onda
lo?F(o)| =" (0) s ¢ voya Floj< =
ot
giymatlonmasini alarg. Axirinc barabarsizlik onu gostorir
ki, F(o) kosilmoz oldugundan F(o)e L. Lemma isbat
olundu.

Qeyd. Asanhgla gérmok olar ki, f(x) funksiyas:
Jemma 2-nin sartlorini 6dayirss f(x) funksiyasi kosilmoz

toromays malikdir. Onda istenilon x dgiin tors Furye ge-
virmasi vardir va inteqral adi monada basa dusiltr, bundan
alava, F(o) bitiin oxda kasilmazdir va L fazasina daxildir.

§5. Plangerel nazoriyyasi
1. Unitar operator.

Torif 1.  Miisyyan fozadan olan adadi funkstyan: hamin
fazadan vaya basqa fozadan olan adadi funksiyaya

geviron abstrakt funksiyaya operator deyilir.
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Moasslon, L fazasinda toyin olunmus V Furye ope-

ratoru bu sinifden olan funksiyalan biitin adad oxunda

mahdud kasilmaz va 10‘] w-a yaxinlasdiqda sifra yaxinla-

san funksiyalar sinfina gevirir.
Torif 2. L, fozasim bittin £, fozasina geviran xatti 4
operatoru o vaxt unitar adlanir ki, 0 normani

saxlasin, yoni [47]|=| /| ddenilsin.

Misal vasitesils unitar operatoru arasdirag. Bunun

liglin 1, fozasinda asagidaki mimasibotls toyin olunan T,
operatoruna baxaq:

Lf(x)=¢€"f(x)
burada v - haqgiqi adaddir.

Bu operator xattidir

T,[a f(x)+ Bgl)] =" [a f(x) + B0 =
= ae" f(x)+ B g(x)=al, f(x)+ BT,8(%).

Aydindir ki, operator L, fazasindan olan bitin f(x) fun-
ksiyalan Gi¢iin tayin olunmusdur, belo ki, istsnilon F(x) € L,
iicin elo  f(x)e L, funksiyasi gostermok olar ki,
F(x)=T,f(x). (f(x) avazins e "F(x) funksiyasi gotir-
mok olar). Belaliklo T, f (;vc), I (x)e L, funksiyalar ¢coxlugu
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L,- ilo ust-iisto diigiir. Isbat edok ki, 7, f(x) vo f(x) fun-

ksiyalarinin normasi eynidir. Dogrudanda

7, £ =™ £ )] =] f @)

3

buradan T, f(x) va f(x) funksiyalannmn miitlaq qiymotla-
rinin borabarliyindon isa onlarin normalaninin barabarliyi
alimir. Bununla 7, operatorunun unitar olmas: isbat olun-
du.

Lemma I. Ogor 4 operatoru unitardirsa, onda 47" tars

operatoru vardir va unitardir.
Isbati. Aydindrr ki,

Fx) = g(x) = Af(x)
inikas1 garsihiqll  birqiymetlidi. Dogrudanda, ogar
Af(x) = Af,(x) 152 onda xsttiliys vo normammn saxlanil-
masina gora

0=laf, - ]| = [aCf - £l =11 - 7]

buradan f(x} vo f,(x) funksiyalarinin {st-ists diigmasi

5

alinar, basqa sozla A™" operatoru var. Her bir

g(x) = Af(x) funksiyasma tors operator f(x) funksiyasim
garsi qoyur, A“lg(x) = f(x). Belo ki, 4 operatoru L,

fazasimi biitin L, fszasma inikas etdirdiyindan, onda tars
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operator hamginin Z, fazasim biitin L, fozasina inikas et-
dirir.
A" operatorunun unitar olmasi

l47'g|=lr1 =471 =]

minasibatindan alimr.

Lemma isbat olundu.
2. Planserel teoremi.

L, fszasinda Furye g¢evirmesini xarakterizs edsn
asagidak: teorem Plangerels moxsusdur. Bu teorem opera-
tor soklinda verilmisdir.

Teorem 1. L, fozasinda
d ®  jox

Vf(x) = F(a)m—x; : I’

Sf(x)dx, (1)

miinasibatils toyin olunan ¥ operatoru tinitardir.

Tars operator

d ic[ e —1

VIF(e) = f(x)= \/J ~ F(o)do (2)

~ia
mitnasibatils tayin olunur.

Onda ¥ va V! operatorlan uygun olaraq 1, fozasinda §

4-daki terifs asason Furye va tars Furye ¢evirmasidir. Bagqa

sozla, bu operatorlar
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N
()= Fo)= im —— [ , G)
A

N
V3= flx)= Al{i_i)l;:[—;——;;[{F(o)e"""da (4)

miinasibatlorila tayin olunurlar.
Isbati. Tutaq ki. f(x)e Z,. f(x) funksiyasmna orta kvad-
ratik yigilan iki tartibdan kesilmoz téromest olan fimit fun-
ksiyalar ardicilhfs gotiirak. Finit funksiyalar sinfi £,-da six
oldugundan, bels ardicilliq var.

Bu ardicilligin Gmumi haddint £, (x)-ls isara edok.
Tutaq ki, (-%

k, ) intervalindan kanarda f,(x) funksiyast

sifra ¢evrilir. Onda §4 lemma 2-ys ssasen  f,(x) va F, (o)

funksiyalarn

[+e]

flr. 0 de= [|F (o) do (5)

—on
miinasibatini ddayirlar.

Furye gevrilmasi xatti oldugundan
VIS0~ £u@)]= F(0)- E,(0)

barabarliyi dogrudur, buradan hamin lemmaya asasan

o

(@ - fux dx = [|F(@)-F(c)'do  (6)

=0
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miinasibati dogrudur.

{fn(x)} ardicilifn  f(x) funksiyasina orta kvadratik
yigildigindan, bu ardicilhq fundamentaldir. Demoli (6)

miinasibatinin sol tarsfinin n,m — « oldugda sifra yaxin-
lasmast alimir. Buradan sag toraf sifra yaxinlasir, bagqa sozlo
{F, (o)} ardicithgt fundamentaldir. £, fezasimn tamhgm-
dan alnir ki, elo F(o) e L, funksiyasi vardir ki, {F,(0)}
ardicilhig F(c) funksiyasina orta yigihir.

Belalikla

lim £,(0) = £(0)

limitinin varhgim gostardik.

indi isa F(o) funksiyas: tgiin (1) minasibatini isbat

edok. F, (o) funksiyasini O-dan o -ya gadar inteqrallasaq

] o . |
F i [l T £ (oo b =
7= kj / (x)‘b‘(]e"‘”du - ki pae "

= \/Eﬁk" r a - \/2?4(" n ™ B ~

ax

e'™ -1

1 hy o )
= [0 de= e [ H0 S )
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boraboarliyini alariq. Alinmig barabarliyin sol vo sag tarafinin
limitinin varhgn isbat ederek n -a yaxinlagsmaqla limi-
ta kegak.

Sol torafdoki ifadsys baxaq. Aydindir ki, F,(u)e L,
oldugundan F,(u)e L,(0,0). Digsr torafdon le L, (0,0)
va

=lo| <.

cjlz du
0

{F,,(u)} ardicilhgn L, fszasinda F(u) funksiyasina orta

yigildifindan, hamin funksiyaya L,(0,0) fezasinda da orta

yigilacaq. Orta yigiimadan zayif yigilma ahnir, basqa sozla
T a
lim _[F,, (u)du = IF(u)du
H—w a 3

miinasibati dogrudur,

Alinmus (7) miinasibotinda sag tarafi limitinin varkig
analoji qaydada isbat olunur. f, (x} ardicilhs f(x) fun-
ksiyasina orta yigildigindan, homin funksiyaya zoyif yigi-
lar.

Onda

e””f—1|2 Sqe"“ljl)z 4
X

o T
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iox

-1 funk-

gismotlandirmasindan va biitiin x -lor Ggiin .
X

siyasinin kesilmozliyindan, hamin funksiyasimn x arqumen-

tina nazeran L, fozasina daxil olmas: alimir. Belaliklo

I

lim j f L Jf(x)

berabarliyini alarg.

(7) milnasibatinds n «-a yaxinlasmaqla limita keg-

sak

.!01_1

(&)

UJ‘F (1)du =
0

baraborliyint alariq.

F(u) e L,, oldugundan onda F(u)e L,(-N,N}, bu-
radan F(u)e L(~N,N) alarig. Onda (8) miinasibstindo sol
tarofdoki integrali yuxari sorhaddo gors diferensiallamaq
olar va téroma sanki har yerds inteqral alti funksiyaya bara-

bardir. Noaticada

F(0) =~ = ulp

J—d jf()

barabarliyini alariq, burada sag torafdoki torama sanki har
yerda var. Bununlia (1) dﬁsturu isbat olundu. Analoji gayda

ils (2) dustiiru isbat olunur. Dogrudan da
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falx) = é ?Fn (6)e “Fdo

—a0

barabarliyini [0,x] parcasinda inteqrallasaq

V2z

]fn (w)du = L ]du ?F,, (0)e " ™do =
0 To

e

15 T I i
=—= {F (o)do |e""™du = —=— | F (o)——do
Tor SR [ = [y

miinasibatini alariq.
Burada integrallarm yerinin doyisilmasi qanunidir,

¢lnki,

F, (O')e""’"{ <IF (o)

giymatlonmesi dogrudur vo |F,,(J)| funksiyasi I fazasina

—iox

daxildir. Sonra

- funksiyast ¢ arqumentina naza-
io

ron L, fozasmma fozasma daxildir. Qalan mithakimolor (1)
miinasibatinin isbati igin aparilan mithakimoalarlo eynidir.
Bu gayda ilo (2) miinasibati isbat olunur. Normanin kasil-
mazhiyindan istifads edarak (5) miinasibatinds limita kegsak
Y va V7' operatorlarinin unitar oldugu isbat olunar.

Dogrudanda limita kegsak
I71=11
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Parseval barabarliyini alanq ki, buradan ¥ va V™' opera-
torlarinin unitar oldugu alinir. indi iss F(e) funksiyasinm
Furye ¢evirmasi, elacads f(x) funksiyasimn tars Furye ¢e-

virmasi olmasim xarakterizoe edoan (3) va (4) miinasibotlari-
nin dogrulugunu gostarak. (3) disturunu isbat edok ((4)
diisturu analoji  gaydada isbat olunur). Tutag ki,
f(x)e L, . Milayyen N > 0 adadi gbtiirsk vs
f(x), [x]< N
X)=
fy ) { 0. WzN

funksiyasina baxaq.

Bu funksiaya L fazasina daxildir. Onda bu funksianin

(1) disturuna nazaran Furye ¢evirmasi

ICI'X

Fu()= ij() s f—j
-N

J—

miinasibatils tayin olunur.
Diferensialladiqdan sonra alinan inteqral o -ya nezs-

ran miintazem yigildigindan inteqral altinda diferensiallasaq

N
Fy(0)=—= [f(x)e'"dx,

|
Vax J
alarniq. Digor tarafdon ogar F(o) funksiyast (3) miinasiboti

vasitasila  f(x) funksiyasi ilo toyin olunarsa onda Parseval

barabarliyins asasan
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|F-E =1r - £ = flre

ix‘ZN
miinasibatini alarnq.

Burada N o-ya vaxinlagdiqda sag terafdaki inte-

gral sifra yaxinlagdigandan
N

1 .
Fy(0) = == | f(x)e'Tdx
v{(o) oy gif (%)
funksiyas1 F(o) funksiyasina orta kvadratik yaxinlagir, bu-

radan (3) dilsturunun isbati alunr. Teorem isbat olundu.

3. Umumilosmis Parseval barabarliyi.

Tutaq ki, f(x),g(x)el,,onda F(o),G(o)eL,. Bu-
rada A miiayyon kompleks adad oldugda f(x)+ Ag(x) ve
F(x)+AG(x) funksiyalarma Parseval baraberliyini totbig

etsak

\f+ gt =|F + G|

alang.
Normanin kvadratini skalyar hasills ifads edok:
(f + g, f +2g) = (F + AG,F + AG).

Bu skalyar hasili agsaq va | f]| = |#

¢l= 16} barabar-
liklarini nazars alsaq

Mg )+ A(f,8) = MG.F)+ A(F.G).
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Bu minasibstds avvalcs A =1, sonra A=i gobul
etsak
(8. N +(f.8)=(G. F)+{F,G); 10
Hg, f)-i(f,8)=iG,F)-i(F,G) (1)
baraborliklarini alariq.
(10) barabarliyindan (11} ¢ixsaq vo ahimmis miinasibati
[ vuruguna bélsok (f,g)=(F,G) beraberliyini alarq ki,
buna iimumilesmis Parseval boraborliyi deyilir.Bu borabar-

liyin inteqral sakli
[Fngtxas = [F@)Glo)o

miinasibati 12 tayin olunur.
4, Sinus va kosinus Furye gevirmalori.

Forz edok ki, f(x) funksiyasi haqiqi doyisenlidir va
L fazasina daxildir. 9gor &'™ vurugunu

e'™ =cosox +isingy

ils avaz etsak, onda f(x) funksiyasinin Furye gevirmasi

VF(x) = —;ﬁ ? () cos oxdx + 7;—; ? 7(x)sin oxdx

disturu ils tayin olunar. Farz etsok ki, f(x) funksiyasi, sla-

va olarag, ciit funksiyadir, onda sag torafdoki ikinci inteqral
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sifra borabardir. Bu halda f(x) funksiyasimn kosinus

Furye ¢evirmasi

V. f(x)= \/z If(x)cosaxdx
i
saklinda olar.
Analon gaydada f(x) tak funksiya oldugda sag ta-

rafdaki birinci inteqral sifra barabardir va i-nin amsal
V.f(x)= L u]'f(x)sin oxdx = Jsz(x)sinmd
' JQ—E‘ —a 4 0

sinus Furye ¢evirmasi adlamr.

Ixtiyari haqiqi dayisenli f(x) funksiyasi

Sy = LALIED L JDIZIED - (549 ()

kimi ciit va tok funksiyalarnin comi geklinde gosterildiyindan -

hamin funksiyanmin sinus vo kosinus Furye ¢evrilmasini yaza
bifarik. Bu dediklarimizi nazara alsaq haqiqi dayisenli fun-
ksiya ligiin

Vf(x) = Vo () + Vo (x) = V@5 (x) + IV 9 (x)
miinasibatini alang.

Kompleks giymath  f(x) funkstyas:

f(x)=Re f(x)+ilm f(x)

comi soklinda yazila bildiyindan, kompleks qiymotli fun-

ksiyanin Furye cevirmasini haqiqi doyisonli funksiyanin
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Furye cevirmasi vasitasila, bagqa sozle sinus vs kosinus
Furye c¢evirmasi vasitesilo ifads etmek olar. Ogor
f{x)e L(0,0), onda f(x) funksiyasinm biitiin aded oxuna
cit va ya tak davam etdirmoakls sinusa va kosinus nazaran
Furye cevirmasini tayin ¢tmak olar.

Ogar f(x)e L,(0,0), onda sinus va Kosinus Furye
¢evirmasinin tayini milayyan ¢atinlik tdradir. Daqiq isbati

aparmadan qgeyd edsk ki, asagndaki disturlarla tayin olunan
: 2 d % 1—cosox
F@) =V f0) = | =~ [fn—""Td,
: 7 do x

COSOxX

F@ =V f0) = 2 4] jf (¢ )*—ﬁ-d
Vﬂ

F.(o)=V,f(x) = )™ "dx,

j sin ox

U

f()=V'F (o) = \E % [F(o) Si‘;"" do
0

miinasibatlor Z,(0,) fozasinda iki ¥, ve ¥, unitar ope-
ratorlarim  toyin edir. Bu operatorlarin ters operatoru
v.'=V. va V' =V, tayin olunur. Aperatorlarin unitar-
hfindan

7= A= WA

Parseval barabarliyi alinir.
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FOSIL 3
VERILMIS FUNKSTYANIN HAMARLIGINDAN VO
AZALMA SURSTINDON ASILI OLARAQ FURYE
CEVRILMOSININ HAMARLIGI VO SONSUZLUQDA
AZALMA SUROTI

§1. Hamar funksiyamn Furye ¢evirmasinin
sosuzluqda azalma siirati

Asagidaki teoremi qeyd edoak
Teorem. Ogar f(x)e L, ramast f'(x)e L vs Nyuton-
Leybinis

Jx) =0+ [fyd, *)
1}

disturu dogrudursa, onda
Vf'(x) = ~(io)Vf (x)
~miinasibati dogrudur.

Isbati. ®vvalcs  lim f(x) limitinin varhgm isbat
x—¥o

edok. Toromenin L fazasina daxil olmasindan vo (*)-dan

istifado edorsk x +too-a yaxinlagdirmaqla limite kegak.

Onda lim f(x) Hmitinin varhfim alang. Dogrudan da

f'(x)e L vasagtorofin x too-a yaxmlasdiqda limiti son-
ludur. Aydindirki, bu limit sifra barabardir, aks halda f(x)

funksiyasi [ fazasina daxil olmaya biler. Onda tdramonin

Furye ¢gevirmesini hissa-hisss inteqgrallasaq
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—io uj f(x)e"“dx} = (—ioWFf(x)

miinasibatini alang.
Notica.  Ogor  f(x) funksiyasi igin [ (x)e L,
k=012,...m,
onda
v (x) = (=io)"Vf (x) M

barabarliyi 6danilir.

Noticanin isbati hissa-hissa inteqrallama ils gostarilir,
bels ki, inteqraldan kanar hadlar

lim f®x)=0, k=0L2,..m—1,

X3t
bu miinasibatina gora sifra barabardir. Bu miinasibstin isba-
t1 teoremdaki

lim f(x)=0

X—»te0

borabarliyinin isbat ila analojidir.

Sorta géra " (x) funksiyast [ fazasindan ol-

dugundan onun Furye ¢evirmasi mahduddur. Onda (1) bo-

rabarliyindan
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oyl =lr )< c

qiomatlsnmssini va ya

e <<

m
o]
qiymstlonmasini alariq ki, bu  f(x) funksiyasinmn Furye
gevirmosinin sonsuzluqda lo|"  kimi azaldigim géstorir.

Demoli Furye gevirmasinin azalma stirati verilmis funksiya-

mn hamarhgmdan asihdir. Digar torafdon (1) diisturu  f(x)

funksiyasinin kasr tortibdan toramosini tayin etmeays imkan
verir. Tutaq ki, «- miisyyen hagigi adaddir. Onda (1) be-
raborliyinde m -1 a -ils avaz etsok
Ve (x) = (~i)* Vf (x)
~barabarliyini alariq.

Bu barabarliyin har iki terafina ¥~' Furye operatoru

il> tosir etsak, « tortibden téroms iiciin ifads alanq.

§2. Sonsuzlugda |x| ” kimi azalan funksiyamn
Furye ¢evirmasinin hamarhg

1. Furye ¢evirmasinin hamarhg.
Teorem 1. Ogar f(x) funksiyas: x*f(x)el, k=012....m,

gartini 6dayarsa, onda
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F(o)=Vf(x)
funksiyasinin m tartibdan kasilmaz toromesi var ve
()" F"™ o) =V[x" f(x)] 6y
barabarliyi 6danilir.
Isbat. Teoremin isbatini m némrasing nazaron riyazi in-
duksiya metodu ils aparaq. (1)-i m =1 olduqda isbat edak.
Molum

1% .
[ [O]’dx
s _wf (x)e

borabarliyini, o -ya nazoran diferensiallasag

Flo)=

F'(o) = % [xf (x)e'™ b

alariq.

Burada ¢ -ya nazaran diferensialladiqdan sonra alinan
inteqral o -ya nazeran miintozom yigildifindan diferensial-
lama ganunidir. Belalikla

F'(0) = iV[xf (x)] alariq.

Tutaq ki, teorem m-1 ndmrasi ligiin dogrudur,
basqa sozlo, agar x*f(x)el, k =012,.,m~-1, isa onda
F(o) funksiyasi m -1 tertibden kasilmez téramays malik-
dir va

()" F ey = VEx™ f ()]
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Farz edok ki, x* f(x)e L, k=0,2,..,m, onda buradan al-

na ki, x*f(x)el, k=0,.,2,.,m-1 vainduksiyaya girs

(_i)m—l F(m—!) () = :/51____ J'xm—]f(x)efdxdx ]
T —o0

Bu baraboarliyi o -ya nozaran diferensiallasag

(- F" (g = :/% j‘x"’f(x)e"“dx

—oC

alarig. Diferensiallandigdan sonra alinmis inteqral o-ya
nozeran miintazom yigildigindan, diferensiallanma  sma-

liyyati qanunidir. Ahlnmis berabarliyin hor torofini (—i)
vursaq (1)-in dogrulugunu alariq. #£(m) funksiyas: L fo-

zasina daxil olan funksiyanin Furye ¢evirmasi oldugundan
kasilmazdir. Teorem isbat olundu.
2. Furye ¢evirmasina nazaran invariant olan hamar
funksiyalar sinfi.
Biitiin adad oxunda sonsuz tartibdsn kasilmaz torama-

lara malik olan va
}xk(p(q}(x)‘ <Cyy» kg =0L2,.. borabersizliyini ddaysn  ¢(x)

funksiyalar sinfins baxaq. Burada C,, & va g¢ ndmrale-

rindan asili olan sabittlardir.
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Bu funksiyalar sinfini $_-ls isara edek. Ounda S, sonsuzly-
gda siiratlo azalan hamar funksiyalar sinfidir. Masalon,
¢ funksiyasi S, sinfine daxildir.

Teorem 2.

VIS 1=5,.
isbatr. Ogar biz
ViS.1c S, vo S, cVIS,]
miinasibatlarini isbat etsak, onda
VIS, 1= 5,
baraborliyini alariq.

Avvales V[S,]c S, miinasibatini isbat edok. Bunun
ficiin ixtivari kg =0,12,... oldugda x*@'?(x) hasilinin L
fazasina daxil oldugunu gostorak. Aydindir ki, S, sinfinin
toyinindan ¢uxir ki,

4429 (x) = 52|54 ()] < Can,
va ya

Chrar
lxqu(q)(x)lé "'21‘?
x
borabarsizliyi dogrudur. Buradan x*¢@(x)eL; k,g=012,..

oldugu ahnir.

Onda (1) diisturunu m = g Ugln yazsaq
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D Vo)l = Vixp(x)] | @
miinasibatini alangq.

Aydindir ki, x7@(x) hasili sonsuz tartibden diferensi-
allanandir. [x9@(x)]*¥) tSromasini hesablamagq iigiin Leybi-
nis dilsturunu tetbiq etsok

[x7p(} e L
miinasibatini alang.

Onda §1-da (1) vo (2) disturundan

7 {x70(0)® b= (<Y VIxp(0)] = (o) (- V()]
Hoar iki tarafden modula kegsok
70| = ilxroea® | < 2,

L fazasindan olan funksiyalarin Furye gevirmolori
biitiin adad oxunda mahdud oldugundan, axirinc giymst-
lonmadan  [x%¢(x)]*) e L. Belalikla, ¥[S,1< S, oldugunu
isbat etdik. Indiiss S, < ¥[S,] oldugunu isbat edsk.

ixtiyari ®(c)e S, funksiyas: gotiirak va bu funksty-
amn tors @(x) = V~'®(o) Furye ¢evirmesine baxaq. Onda
p(x) e §,, bu miinasibotin i1sbati V[S,]c S, miinasibatinin
isbatr ilo analojidir. @(x)=V"'®(c) borabarliyindon iss

®(o) = V(x) miinasibati alimir, Teorem isbat olundu.
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§3. Sonsuzluqda eksponent kimi azalan

funksiyalarin Furye cevirmosi

Tutaq ki, f(x) elo funksiyadir ki, ¢ f(lx), a>0
hasili £ fozasma daxildir. Aydindir ki, agor f(x) hamar

funksiyadirsa onda o sonsuzlugda istonilon m>0 fgin

x| ™ -den siiratls azalr.
Tobiidir ki, F(o)=¥f(x) funksiyasimn biitin tartib
kesilmaz téramalerinin varhindan basqa olavae xassalori

asagidaki teoremls xarakteriza olunur.

Teorem. Ogor biitiin adad oxunda toyin olunmus f{x)
funksiyast ligiin f (x)ealx] e L, a>0 iss, onda

F(z) = F(x-g-jy):_l., j-f(t)eit(x..f."y)dr (1)
2r

funksiyast [y <a zolagmda analitikdir va M| <a dgin
¥ -3 nazeran milntezom olarag

lim F(z)=0
X

i—-)uo
miinasibati édanilir.

f(x) funksiyasi F(z) vasitesila

fx)= —\é_’;— j F(z)e ™ dz,
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diisturu ils barpa olunur, burada inteqrallamam haqiqi oxa

paralel istenilon  z =x+ia, ja| < diz xatti iizro aparmagq
olar.

Isbati: Dvvalca isbat edak ki, (1) inteqrah |y| <& zolaginda
yigilandir vo | y| <a zolaginda iss analitik funksiyadir. In-

tegralalts f(1)e™™ funksiyast igin |y]<a oldugda

e e <] F0)e <| po)eV
Qiymatlenmasi dogrudur. Buradan |y|<a zolaginda inte-

gralin yigdmasi alimir. F(z) funksiyasiin |y| < zolaginda

analitik olmasi asafidaki qaydada gostorilir. Bunun ii¢iin

I=X+iy, y| <a noqtesimi gotiirsk va (1) miinasibatinin

tayin etdiyi F(z) funksiyasim formal olaraq z-» nazaren

diferensiallasaq

F'(z)= J—;_ﬂ- ?izf(:)e"“ dt

alariq.
Indi inteqral alt1 funksiyani giymatlondirak:
lif (e e | = if (e | < |rf(r)e|’3’|
= re UM £ < | e,
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Alinnus giymstlonms [y| < @y <a oldugda z-den asi-

I deyildir, onda diferensiallandigdan sonra alinnug inteqral

z-5 nazaran |Imz| <@y <a oldugda mimtezom yigildifin-
dan F(z) funksiyasi |y|<e dgiin analitikdir. Indi ise

lim F(z) =0 miinasibatinin {y|<a oldugda y-» nozeran,

| x]—2en
miintazam odanildiyini isbat edak.

Bunun iigiin avvalca intervalin xarakteristik ¢(a,b;x)

funksiyasim gotlrak.
Aydindir ki,

1

—_— _[go(a,b;t)e"zdt = edt =

Vom

b
1
N2T
ihz ibx by

e —e® e —ee™
N 2miz N2riz

Onda !y] <@ sortini odadikda y -5 nozersn miintozam ola-

raq ®(a,b;z) funksiyasinn sifra yaxinlasmasi
| 2emax{[a|,lb|}a

JinH

er'bz _ ej'az

N2mz

qiymatlonmoasindan alinir.

istanilon pillovari A(x) funksiyast @(a,b;x) funksiyala-

rinin xatti kombinasiyasi saklinds verildiyindan, onda biitin
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pillovari funksiyalar iigiin |y|50: oldugda y-s nazaran

miintazam olaraq

lim H(z)=0.

3|0
Ogor f(x) funksiyast f(x)e™ e L sortini ddoyarss, onda

elo {h,(x)} pillovari funksiyalar ardicillig1 qura bilarik ki,

lim [/ (x) -k, ()™ dx =0,

miinasibati ddanilsin.

Dogrudanda, » «-a yaxinlagdiqda limiti sifra ya-
xinlagan miisbat {¢,} adadlor ardicilligim gotitrak. Har bir
n Gcuin els %, > 0 adadi tapilar ki,
ﬂf(x){eaixidx <&

2
| x>k,
barabarsizliyi 8danilsin.

[—-k,.k,] parcasinda

&y

(lF )~ b, ()lax <

a H
Ixj2k, Ze

barabarsizliyini 6dayan h,(x) pillavari funksiyasini tapaq.

Bunun iigiin
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1 Gy Ml = [Lf )=y e+

|x|<k.,

+ j|f(x)hhn(x)|e“"‘dxs [lr )b, (ol dx +

[x]>k, [x|=k,

+ ﬂ e Max <,
|x|>kn )

barabarsizliyini alang.

Onda |Imz|<ea olduqda, z-den asili olmayaraq

1 7 :
F(z2Y-H = ~-h e <
|[F(2)- H,(2) \/ﬁi[f(t) (e ri<

15 alii £,
< Ekﬂf(r)—h,,(t)]e Mg < o

qiymsatlonmasi dogrudur.

Belolikla F(z) funksiyasi |yj<a zolaginda H,(2)
funksiyalarinin miintezem limitidir va H,(z) funksiyalar
tolob olunan xasssni 8dadiyindan, bu xassani F(z) funksiy-
asi da odoyir.

indi isa gostarak ki, tars Furye

f(x)=—J;—_ﬂ— [F()edz

gevirmosinds haqigi ox iizra integrallamam bagqa ixtiyari

z=x+ia,la| <a dizxatt iizrs do aparmaq olar.
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Moalumdur ki, fasil 2 §3-ds oldugu kimi slave gartlar
daxilinds bas qiymat moanasinda tars Furye ¢evirmasi vardir.

—iz

Qeyd olunmusg |y|<a zolaginda analitik F(z2)e

funksiyasini tops néqtaleri N, + N +ig, |a| <a olan diiz-

bucaqli kontur Gzrs inteqrallasaq, bu integral sifra baraboar-
dir. Bu integrali diizbucaglinin toroflori tizrs dord inteqralin

cami saklindo yazsaq

Nt —N+Ha
0= jF(z)e*”zafzJr JP(z)e"‘“dz+ [Fz)e " dz+ jF(z)e Tz (2)
N+a N+

miinasibatini alarng.

Bels ki, iy| <a oldugda y-o nazaran miintazom ola-
raq
lim F(z)=0
fx]->e
oldugundan N -a yaxinlasdigda ikinci ve dérdiinci in-
teqral sifra yaxinlagir. Ona goro (2) minasibati N w-a

yaxiniasdiqda

ot

0= j’F(z)e*"-’dH J'F(z)eﬁ”zdz

soklinda olar. Bu miinasibati L -ys vursaq ters Furye

NGy

gevrilmasimi va elaca do teoremin isbatimi alms olang.
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FOSIL 4
ANALITIK FUNKSIiYALARIN FURYE CEVIRMOSI
§1. Qosma funksiya

1. Qosma funksiyann tarifi.

Tutaq ki, biitiin adad oxunda toyin olunmus haqigi
f(x) funkstyasi igiin

£x) = i 1 ? F )™ dudo

o0

tors Furye ¢evirmasi dogrudur.
Burada ' ifadasini cos(u —x)o +isin(x ~ x)o comi ilo
avaz etsok vo  f(x) funksiyasimn hegiqi oldugunu nazers

alsag

fix)= 1 j. f(uycos(u — x)o dudo =
2z

-0

= 1 T{[ jf(u}cosoudﬁ}cosox+
2z

—C

+ [ ujj'(u)sin oudu}sin o:x}da.

Adi métarizo daxilindaki inteqral o -ya nezarsn cut

funksiyadir, onda béylik métarize daxilindski birinci topia-
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nan iki ciit funksiyanin, yani inteqral va cosox funksiyala-
rnimn hasili oldugundan ciit funksiyadir.

Analoji gqaydada bdylik motsniza daxilindaki ikinci to-
planan iki tak funksiyanmn, ysni inteqral va sin ox -in hasili

oldugundan ciit funksiyadir. Ogar

a(o) = 1 _j-f(u)cos o udu,
7 -0

- (1)
b(a) = L j f(u)sino udu,
T —o0
1saralamelarini gobul etsok, yuxaridaks diisturu
Fx) = j[a(a)cosox + (o) sinox]do (2)
0
saklinda yaza bilarik.
Toarif. g(x)= J [b(c)cosox - a(o)sinox]do (3)
G

diisturu 1la toyin olunan g(x) funksiyasina (2) minasibati-
la tayin olunan f(x) funksiyasina nazoron qosma funksiya
deyilir.

Burada qosmahgin hansi moanada basa diigiildiyiini
aydinlagdiraq. Verilmis f(x) va g(x) funksiyalar: uygun
olaraq miiayyan analitik funkstyanin haqiqi va xayali hisso-

laridir, onda burada qosmaliq f(x) va g(x) funksiyalan-
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nin qosma harmonik funksiya olmasi moenasinda basa
diigiiliir. Bu toklifi yoxlayaq.
Asagidaki funksiyaya baxaq:

O(z) = j [a(c) - ib(c))e'® *do .
0

Bu funksiya misyyan gortlor daxilinds analitik funksiya
olacaqg. Bu funksiyamn haqiqi vo xayal hissalori he¢ olmasa

y 20 Gg¢iin vardir va

Red(z) = j[a(a‘)cosox +b(o)sinoxle Ydo =u(x,y);
0

o

Im®(z) = I[—b(cr) cosox + a(o)sinox]e ¥do =v(x, )
0

diisturlan ilo toyin olunurlar. Alinmis z(x,)) va v(x,y)
funksiyalart gogyma hormanikdir. Onda Re®{(z) va
Im®(z) ifadalorindo y =0 gobul etsak

J () =u(x,0), g(x)=—v(x,0)
miinasibatlarini alang.

Belalikle, f(x) va g(x) funksiyalarinin kasilmaz va ya
toramalari olmadiglan halda bele qosma olmalarmin mana-
st arasdirdiq.

2. Qosma funksiyalarin xarakteristik xassolari.

Asagidaki teoremi geyd edok.
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Teorem. Verilmis f(x) va g(x) funksiyalarinin qosma ol-
masi tiglin zaruri va kafi sart

G(o) = —~iF(o)signo (4)
miinasibatinin 6danmasidir.
Zorurilik. Tutaq ki, f(x) va g(x) funksiyalari qogmadir,
basqa sozls, agar f(x) funksiyas: (2) miinastbatils verilmis-
dirsa, onda g(x) funksiyas: (3) boraborliyi ils toyin olunur,
burada a(o) va b{c) smsallan (1) disturu ils taymn olu-
nurlar. 9vvales a(o) amsabnt f(x) funksiyasimn Furye

cevirmasi vasitasilo ifads edsk

—iou

o)=L [ 1@

(o) + F(-0)].

1 2 % - 1
N iou )—roud -
\5;1'_ Jz_ﬁif(u){e +e }u m
Analoji qaydada b(¢) amsali Gigiin
1 ¥ iou _  —iou _
b(c)—ﬁ_if(u)ie e ™ ldu = - J—[F(a) F(-0)]

alang.
Onda a(o) vo b(o) amsallan igiin alinmig miinasibat-

lan (3) disturunda yenna yazsaq
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oo - 1
g0)= {_wf—[ﬁta)—nf)]covx——[Fto)+Ft—a)]simx}dcr=
b= 5

—i

V2

r’j{[F (o) — F(-0)]coso x ~ [ F(0) + F(~0)sino x}do =
0

- I{F (0)e ™ ~ F(—o)e'™ o
Tg

2r

alanq.

Bu ifads F(o) funksiyasinin tars Furye cevrilmasins

oXsayir, ancaq burada inteqrallama parcasi biitiin ox deyil-
dir. Ona gdra do sag tarafds, ikinci toplananda —o =& avaz
etsak

. [ 0
glx)= L jF(O')e""xdcr~ jF(o)e"""da}:
0

-

¥

0 0
= \/% 5[ (—i)signaF (c)e” ™ do + j;(—i)signaF (a‘)e”"”‘do} =

= 7;;7; 1(—i)sign0'F (e " do
miinasibatini alarq ki, bu diisturu
g(x) =V [~isignoF (o))
soklinda yaza bilonik.
Axirinci miinasibatin har tarafina ¥ operatoru vasi-

tasila tasir etsok (4) diisturunu alarg. Zsrurilik isbat olundu.
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Kafiltyi isbat etmsk ii¢lin biitin mithakimslari oks istiga-
moatde aparmaq lazimdir. Qeyd edak ki, biitiin ¢evirmaler o
vaxt ganunidir ki, f(x) va F(o) funksiyalann L fazasindan
vaya f(x)el, olsun. Bundan slave x néqtosinds tors

Furye ¢evirmesi méveud olmahdar.

§2. Yarim miistavido analitik funksiyalarin
Furye ¢evirmasi

Asapidaki lemmani geyd edok.
Lemma. Ogor ®(z) funksiyast y, <y <y, zolaginda anali-
tikdirss va  ye[y,,y,] oldugda y-o nezaren

mintazam olaraq ®(z) € L) miinasibstini 6dayirsa,
2

basqa sozla,

O][@(x +iy) dx< K

—oQ

boraborsizliyi 6danilarss, burada K ye[y,y,]

arqumentinden asih deyil, onda 0<& <22 _- ;)ﬁ_

sortini 6dayan ixtiyari & iiclin

lllim O(z) =0

X|—
miinasibati [y, +&,y, — 8] pargasinda y arqu-

menting nazaran miintazom 6danilir.
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Isbat. 0<é< 12_;2’1_ sortini 8dayen & adadini versk va

¥ +6<Imz<y, -§ zolagina baxaq. Bu zolaqda ixtiyan

z noqtesi va morkazi z ndqtasinds, radiusu p, O<p<éd
olan |w-z|= p cevrasini gotiirak. Aydindir ki, bu gevra ta-

mamila y, <lmz <y, zolaginda yerlogir. Onda Kosinin

integral diisturuna asassn

2r
cb(z)zif j ?—(—w—)dw=-21—jfb(z+pe"”)d¢

!wﬁz|=p W—Zz ;T 0

alarq. Burada ikinci inteqral
w=z+pe'?, 0<p<27x
avazlamasi vasitasila alinmmsdir.
Bu miinasibati p-ya vurub, p-ya nezaren sifirdan & -

ya qadar inteqrallasaq
5 1 5 2z
[®(2)pdp = — [pdp {®(z+ pe'®)dp.
0 2m 0

Sol tarafde inteqrah hesablaytb sonra ®(z) funk-

siyasimin moduluna kegsok

&2

52 1 :
Bl | < — ip
3 I<I)(z)| < o (}[!CD(z+pe Yodopdp

alang.
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Bu miinasibatds sag torafs Kogi-Bunyakovski barabor-
sizliyini tatbiq etsok

527:

8oz < — j Jlocz+ pe'®)|odpip -

y 4 ] l
=—Tj|®(z+pe*’)] p?-pldgpdp <

é2x
<_( J oG+ 2 pdgp- | jpdpda]

Burada ikinci vurugu hesablasag

L '

2 z ) 2

52‘¢(Z)|<_(_ MJ [I ﬂ‘D(Hpe”’)rpd(odpJ :
¢ o

miinasibatini alirig ki, bu miinasibat

d2r I
5|®(z)l<f( [ otz + ey pdmp]

goklinds yazilar. Dayisonlarin x+ pcosp=u, y+ psing=v,
w=u+iv avozlonmasini edak. Onda ¢evirmanin determi-

nanti

Dip.¢) _, Duy) _1

D(u,v) Dip,p) p

olar. Ona gors axininc barabarsizlik
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1
2
J I(D(z)| < :/-1::[ Lﬂ@(u + iv)|2 dudv]
T

[w—z<8
soklinds olar. Inteqralalti funksiya menfi olmadigindan in-
teqrallama oblasti artriidigda, inteqral artacaqdir. Onda
|w—z| <& dairosini x-8Su<x+8, y <vsy, dizbucag-

ls1 ila avaz etsak

!

x+d
5|CI)(z)i ﬁ{ Idv ﬂ@(u +1v)| duJ (1)

no x-é

miinasibatini alariq.

Aydindir ki, J'|.<I>(x+iy)|2dx inteqrali ye|y,,y,1 ol-

iat=sd

dugda y -5 nozeran miintazam yigihr. Onda |x|-i kafi qador

béyiik segmakla (1) minasibatindski daxili inteqral biitiin
v-lar iigiin kafi gadar kigik etmak olar.

Belalikla
¥ x+6
hm jdv J]cb(u+zv)| du=0
—x ﬁ-bm‘.‘)l _5

miinasibatini alarq.
Buradan aliriq ki, &0(z) hasili x| «-a yaxinlagd:-

qda sifra yaxinlagir voa & >0 oldugundan |]‘im ®(z)=0
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alimr. Qeyd edsk ki, sifra yaxinlasma ye{y, +6,y, - 5]
olduqda y-2 nozaron mintszamdir va z nbqtasi
y+6<Imz<y, -6 zolagindan konara cixmir. Lemma
isbat olundu.

Indi isa miiayyan sortlori 6dayen, yarim miistavids ana-
litik olan funksiyanin sarhad qiymsatinin xarakteristik xasss-
larins baxaq. Bu xassalar Furye cevrilmasi termini vasitasilo
ifado oluna biler. Burada hamginin ssrhad giymotlarinin
varlif1 gostorilir. Asagidaki teoremi qeyd edak
Teorem 1. Tutaq ki, yuxan yanm mistovide analitik olan

®(z) funksiyas; y >0 nszoran minteszom olaraq 13 faza-

sina daxildir, bagqa sozlo, ixtiyari y > 0 ti¢in

floc+ i) des K <o *)

miinasibati danilir, burada K sabiti y -dan asili deyil. On-
da

D(x) = 1in’(1} DO(x+1iy) 2)
y—>

miinasibatilo toyin olunan ®(x) funksiyasi vardir va @(z)

funksiyasi ®(x) vasitosile

<D(z)=5l—f?%~)-c&, Imz>0 | (3

! X—Z
-0
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Kosi diisturu ils gostorilir.

f(x) =Re®(x), g(x)=-Imd(x) (4)
funksiyalart qosmadirlar, ®(x) funksiyasiun tors Furye
cevirmasi

Pty =V " @(x) (5)
t < 0 oldugda sifra gevrilir.

isbat. N > 0 iigiin

| N e
P (t.9) === fo(x+ e ax
-N

miinasibatils tayin olunan ¢, (r,y) funksiyasina baxaq. Be-
fs ki, ixtiyari y >0 iigiin ®(x+iy) e L; oldugundan, on-
da bu funksiyanin tars

V' +iy) =(ty) = lim @y ()

Furye cevrilmosi vardir va L, fszasina daxildir. Indi

0 <y, < y, sartini 8dayan y,,y, odadlari ve tapa noqlals-

ri *N+iy, £N+iy, noqtaler olan diizbucaqls gotiirak.
Istomilon N iiclin ®(z)e™™ funksiyas: bu diizbucaqli-

da analitikdir. Ona gora @(z)e™" funksiyasinin diizbucag-

hnin konturu iizrs inteqral sifra barabardir. Diizbucaghnin

taraflari iizraintegrallan dord toplanana ayiraq:
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0= j@(x+tyl)e"“ e+ J(D(x+ty e e dx +
¥

Y2
+ (O + i)™ eidy - jcp( N+ipe™e®idy (6)

¥ K
Gostorak ki, N o-a  yaxinlasdigda (6) minasibatinds
euncii va dordiinci inteqral sifra yaxinlasir. Uciincii inte-

qral: qiymatlondirsek

<e” _ﬂ(I)(N + zy)|dy
»

¥
j@(N +i)e”™ e idy

bl

alang.

Verilmis @(z) funksiyast yuxar yarim mistavide
anahtik oldugundan, 0 <y, -5 <Imz < ¥y, +d, 0<d< %

"zolaginda da analitikdir. Onda isbat olunmus lemmaya gra

J_im O(z)=0

miinasibati  ye[y,,y,] oldugda y-» nazarsn miintozom

odanilir. Bu miinasibatdan
Y2
lim {loV +)jdy = 0
»

barabarliyini aling.
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Belolikla (6) diisturunda iigiincti inteqraln N «-a

yaxinlasdigda sifra yaxinlagmasim isbat etdik. Analoji qay-

dada (6) miinasibatinds dérdinci inteqralin N o -a yaxin-

lasdigda sifra yaxinlagmasimi isbat etmsk olar. Onda (6)

baraboarliyini L odadino vurub N -2 yaxinlagsmaqgla

var
limita kegsak
Mot y) =e"p(t, ;) (7
barabarliyint alang.

Baxilan

lim —=— I(D(x+zyk)e Sy, (k=1,2)

P\racof

limitinin orta yifiima menasinda varhfindan ¢uxar ki, (7)

sanki biitiin ¢-lor tigiin ddonilir. Alinmis (7) miinasibati go-
storir ki, e @(z, y) hasili y arqumentindan asih deyil. Onda
(7) disturunda y, = y,y, =1 yazsaq
e”o(t,y) = e'o(1,1) = p(1)

barabarliyini alariq. Bu baraborliyin komayi ila, ®(x+ i)
funksiyasinin x arqumentina nozaran tars Furye ¢evirmasi
olan ¢(t,y)-i asagidaki

Vo @+ iv) = p(t,y) = e o(t) (8)
soklinda yaza bilorik.
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1.t <0 olduqda ¢(s) =0 miinasibatinin isbati.

Vernlmiy miisyyon &> 0 iigiin ¢ < -8 giymatins ba-
xaq. Axirinc berabarsizliyi misbst 2y adadine (®(z) fun-
ksiyast y >0 yuxan yarnim mistovisinds analitikdir) vur-
saq 2y <-2dy voya -2ty-28y>0 alang.

Umumiyyatls

o) <lp)? -e 7%

barabarsizliyi dogrudur.

Bu berabarsizliyi ¢-ys nazorsn — oo dan -6 qodor inteqral-

lasag

-5 s -0

flowf de<e flo@i e ar <

<e ¥ _ﬂgp(t)|2 e dt = e .ﬂqn(t, V) dr =

=7 [[o(x+iy) dx < Ke ©)
alang.

Qeyd olunan (9) minasibatini alarken svvalca integ-
ralalti funksiya misbat oldugundan, inteqralin sorhadi
boyiidilmis, sonra (8) miinasibatindan istifads olunaraq,
Parseval barabarliyinin tatbigindan, sonra (*) miinasibatin-

don istifads alinmugdur.
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Belalikla

-8
[lo)]* de < ke

boraborsizliyini almis olang.

Burdan y -ayaxinlagmaqla limita kegsak

-8
flowat=0.

Yoni ¢ <0 tligin sanki har yerds o(z) = 0 alang.
2. ¢(¢) € L, miinasibatinin isbat1.
Qeyd olunan ¢(r) funksiyasinin [, fazasina daxil

olmasini isbat etmoak Ugiin Parseval barabarliyindan va (*)

miinasibatindan istifads etsak

I‘f 2 ]'(D(f)l?'df = J‘e_hy io(t, y)’zdt = _ﬂ(D(er z‘y)fzdx <K
alariq.

e“z'}’gw(t)fz funksiyasi monfi deyil va 3 0-a yaxin-

lasdigda !qp(t)|2 funksiyasina yaxinlasir, digar torafdon

20

[e®loty’ dr

inteqgrall miintazom mshdud oldugundan Fatu teoremins

gbra limit funksiyanin inteqrali mohduddur. Belolikla
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Ofﬂqp(t)lz di <K

barabarsizliyini alariq ki, buradanda ¢(r) € L, olar.
3. y 0-a yaxmlasdiqgda @(z) funksiyasimmn sarhad
giymatinin varhg.
Verilmis

Q(x+iy)-D(x+iy,) va

bu fargin tars Furye ¢evirmasi

@(t,yl)— (D(f,yz) = Q)(I)[e“)“l . e‘l‘sz

ligiin Parseval barabarliyini yazaq:

floee+ivy) -~ D+ iyy)| dx =

= Jouf e e ar (10

Ogor y, va y, bir-birindon asili olmayaraq sifra yaxinla-

sirlarsa, onda

|¢9(f )|2|e‘“" —e V2 tz

funksiya sifra yaxinlasacaq. Bundan bagqa <0 oldugda

@(t) =0 oldugundan
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_ —y, |2 2

|g9(t)|2‘e Yo_e %I £4|¢(t)|
berabarsizliyl alinar. Bu barabarsizlik gostarir ki, (10) bera-
barliyinin sag torafinde inteqralalti funksiyas: camlsnan mo-
jaranta malikdir. Demoli burada inteqral altinda limits
kecmok hagginda Lebeq teoremini tatbiq eds bilorik. No-

ticada

o0

lim ﬁ¢u+wgu®u+wgf¢=o

Ly 0
FYa Y

miinasibatini alang.
y-den asith  ®(x+iy) funksiyalar goxlugn y 0-a
yaxinlagdigda fundamentaldir. I, fozasmmn tamlifindan

alinir ki, elo ®(x) e L, funksiyas: var ki,

lim ®(x +iy) = D(x).
y—0

4. p(t) =V '®(x) barabarliyinin isbat.

Alnmus  (10) Parseval boraberliyinde y,-ni y-lo
avaz edok va y, 0-a yaxinlagmagla limits kegak. (10}
miinasibatindo inteqral altindaki so! va sag terafdski
funksiyalanin y, 0-a yaxinlasdigda limiti vardir. Bun-

dan bagqa sag torafdaki integralalt: funksiyamin comlonan
mojarant1 var. Demsli sag torafdski inteqralda lLimits

kecmak miimkiin oldugundan, sol tarafdaki inteqralda da
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limits kegmak olar. Belaliklo (10} barabsrliyinda limits keg-

sok

floe~oe+ i ar= flpw)l-e] ar.

Buradan

pe™ =V 'O(x+iy)
barabarliyi alinr.
lirr(l) (e = p(1), lin(l)CD(x +iy) = D(x)
¥y >

oldugundan

o(t) = V'I(D(x).

5. D(z) = 1 Oj ®iz)

24 Y x-1z
-

¢dx disturunun isbati.

Yuxan Imz >0 yarim miistavisinds ixtiyar: z noqtosi
gotiirak, belaki, bu noqta tape noqtolari
EN+iy AN +iy,. 0 <y, <y, nogtalarinds olan diizbucag-
linin daxilinda yerlagsin. Onda Kosinin inteqral disturuna

nazaramn

CD(z)=—1—J-g—)—(ﬂdw

Zmiw—~z

bl
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burada inteqrallama diizbucagqlinin sarhaddi #izrs aparilir.
Inteqral: diizbucaglinin toraflari tizrs dérd inteqrala ayirsaq

Naiy N+iy,

B(z) = —— jmdw— _[de+

m —N+iy, w—z —N+iy,y w-—2z

N+iyy ~N+iy,

O(w) O(w)
j _Zdw+ J—m«dw (11

w—z

Neriy, v ~N-ip
alanq.
Axirinel miinasibate daxil olan dgiinctt ve dérdinci

inteqral N o-a yaxinlasdiqda sifra yaxinlagir. Dogrudan

| ! Sl giymotlonmasi dogrudur, burada p,z
w2 p

da,
nogtasindon kontura gader olan mésafedir, ya-
nip=mifw-z>0. @(z) funksiyasi

O<y ~6<lmz<y, +4,
zolaginda analitik oldugundan, (*) miinasibeti inkan verir
ki, bu inteqrallara isbat etdiyiniz lemmani tatbig edak. On-

da (11) miinasibatinde N oc-a yaxinlagdirmagla limito

kegsak
O+iy) ©+iyy
O(z) = —— | PO g — | D) gl (12)
2m w—z w—2Z
-y —o04iy,
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Ogor (12) disturunda y, «-a ve y, 0-a yaxmlasdir-
magqla limita kegsok, ikinci integralin limiti sifra, birinci in-
teqral iss (3) diisturu ila tayin olunan inteqrala ¢evrilir. Bu

toklifi isbat edsk. Ikinci integrala baxag:

D+,

®(u +iv) )d(wiv):”f O(u +iy,)

_m+%u+iv-*(x+zy LHT, —(x+iy)

Kosi-Bunyakovski borabarsizliyindan istifads edarsk inte-
qralin modulunu qiymsatlandirsak

D+ iy,)|
= x)+i(y, _)’)| -

wJ- D(u+1iy,)
=X +i(y, - )

’ s
du‘& < _;[ l(u

o

J~ du Té <
2 2 -
x Lu=x)"+(y, -y

Y
s( Kr ) (13)
Ya—y

< [ [|ocu +iv,)| du

alang. Bu axarinc1 giymsatlonms (*) diisturunun tatbiginden
va

“j~ du

=0+, - )’

inteqralimin hesablanmasindan alimir. (13) barabarsizliyin-
den alimir ki, y, oo-a yaximlasdigda (12) miinasibstindoki

ikinci inteqral sifra yaxinlasir.

114



Belolikla,

0+iy,
D)= [ 2

27 L W-—1z
—wo+0)

dw =

_ 1 “j« D(u+iy;)
2ri D (u—x)+i(y, - y)

alariq. Gostarak ki,

°j_ il G 7)) du—?%duz
Su-x)+i(y - y) Su-z

] “{cb(uﬂyl)_@(u)} e

u+iy,—z u-z

fargi y, 0-a yaxmlagdiqda sifra yaxinlagir. Inteqral alt:
funksiyam asagndaki qaydada ¢evirak:

Outiy) O _ Duth) 0w W
U+iyy—z u-z u+tiy, -z u+tiy-z u+iy-z

_O)_ utiy) -0 oo =
u—z utiy, -z (u~+iy, —z)(u—z)
Belalikla,

j-{idJ(u.+ ) @(u)Jdu _

St~z u-z

—iy,du

(14

_ "]- O +iy,) — O(u)

_ du+ [Ow@)
utiy -z B

00

(u+iy, - z)(u-2z2)
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miinasibatini almis olariq. (14) miinasibatindski sag taraf-
deki birinct inteqrala Kogi-Bunyakovski borabarsizliyini
tatbiq etssk

‘}cb(uﬂ'yl)—q:(u) < “jrq:(uﬂyl)-cp(u)ldu .
o Wy —(x+1y) Hm l(u~x)+i(y]—u)[ h

1
0 w0 du '2_
<| (o +iy,) - @) du- =
[ﬂ )=o) u_i(u—x)%(y—y,)z]

= | D(u +iy])—(D(u)H-[ il J2
-

Y

alang.

Bu miinasibstda  y, 0-a yaxinlasdigda (—ﬁﬂ—)z

Y=Mn

=funksrlyasl moahdud oldugundan vo ®(u+iy)-®) farqi-
nin normast y; 0-a yaxinlasdigda (2) miinasibatina gora
stfra yaximnlasdigindan, birinci inteqral y, 0-a yaxinlasdi-
qda sifra yaxinlagir. Ikinci inteqrala baxaq. Bu inteqralda
integral alti funksiya y, 0-a yaxinlagdiqda sifra yaxinlagr,

digar torafdan, camlsnon mojaranta malikdir. Dogrudanda

he¢ olmasa y, < % ti¢iin asagidaki
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I(IJ u ~ ‘:
(u+iy, — z)(u - z)‘

= (oG] . r<
lw-02+ - 37— 07 +y2]f
1

(4 - x)> +(y]2
2

giymatlonma dogrudur. Axirmci barabarsizlikda sag toraf-

<| D)

daki funksiya I fazasina daxildir. Bunu gostarmok ii¢ilin

1

|G vo funksiyalarin hasilinin inteqral:-

2

0%+l L
(u=x)"+ 7

na Kosi-Binyakovski barabarsizliyini tstbiq etmak lazim-
dir. Belolikle (14) miinasibatinda sag torofdaki ikinci inte-
grala inteqral altinda limita kegmak haqqindaki Lebeq teo-
remi totbiq etssk, y, 0-a yaxinlasdigda bu inteqral sifra

vaxiniasacaq. Bu dediklsrimizdan ¢ixir ki,

o0 o0

DOu +iy)) D(u)
———— —=du.
y;—»U_j{.;(u+iy1 -2) y _;[u*z “

Buradan isa

L Tow
P(z) = Z,ﬂi_iu—zdu

diisturu alimr.
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6. f(x)=Re®(x) va g(x)=-Imd(x) funksiyalarmun
gosmahgmin isbati.

Asagidaki isarslomolari qobul edak:

a(x)= 1 rA]f(u) cosuxdu, b(x)= 1 0j‘f(u) sin wxdu,
T T

alx) = il jg(u)cosuxdu, B(x) =1 j o (u)sinuxdu.
T -0 7 -0

Aydindir ki, a(x) va a(x) ciit, 5(x) vo B(x) tak funksiya-
lardir. Verilmis f(x) vo g(x) funksiyalarmin qosma ol-
ma51)x > 0 oidugda
| a(x)=b(x), Ax)=-a(x) (15)
bérabarliklari ils tayin olunur.
Onda ¢(x) = V' ®(u) miinasibatini

oG o

P() ==
N2
sokilinds yazaq.

X l { . —Ix
£cp(u)e du = m“;[[f(u)—:g(u)}e du

Bu inteqralda haqiqi va xayal hissani ayirsaq va yuxandaki

1garalomoalari nazars afsaq

P(x) = ‘E (a(x) - B(x)] - fla(x) + b(x)]).

Bels ki, x <0 oldugda ¢(x) funksiyas: sifra barabar

oldugundan

118



x <0 olduqdaa(x)=-b(x), B(x)=a(x). (16}
Ahnms bu miinasibat a(x),a(x) funksiyalarmn ciit va
b(x), B(x) funksiyalarmn tok olmas: xassslarino gore (15)
miinasibati il eynigiicliidiir. Teorem isbat olundu.
Teorem 2. Kompleks giymatli ®(x)e L, funksiyasimnm, yu-
xar1 yarim miistovids analitik va y > 0 olduqda

floe+ ) <K

sortini 6dayan @(z) funksiyasimn sarhad giymeti olmasi
figiin zoruri va kafi sort asagidak: gortlordsn ixtiyari birinin
tdanilmasidir:

a)e(x)=V '®@u)=0 x<0 olduqda;

b) f(x) = Re®(x), g(x)=-Im®(x) funksiyalari qos-

madir.

Isbat.
a) Sartinin zeruriliyi avvalki teoremda isbat olunmusdur.

a) Sartinin kafiliyi. Asagidak

D(z) = 1 I p)e™ du

2n

baraberliyi ilo tayin olunan &(z) funksiyasim gotiirak, bela
ki, Imz >0 olduqda inteqral vardir. Dogrudan da,

emz = elu(x+ry) :emx _e—uy_
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Aydindir ki, u-nun menfi qiymatleri iigiin ¢(x) sifra boara-
bardir, ona gora u-nun yalniz miisbst giymatlori maraqlidir.
Homin qiymatler iigin Imz =y >0 oldugda ¢™ vurugu
ancaq inteqralin yigumasm yaxsilasdirir. Onda Imz >0

oldugda intcqrali z-o nozoran diferensiallasaq, asanhigla

toromonin varhgin: gostora bilorik. Belslikla ®(z) fun-

kslyas1 yuxar yarim miistovida analitikdir. Bundan olavo

asanligla
_ﬂ(l)(x + iy)|2dx <K

borabarsizliyini almaq olar, burada K sabiti 0 < y-den

asih deyil. Dogrudan da ®(z) funksiyasi @(u)e ™™ el,

funksiyasinin Furye ¢evrilmosidir, onda Parseval barabar-

- liyindan
[+ dc= flow) e ™ du< {lpe)f’ du

miinasibatini alirig.
Belolikls, @(z) funksiyas: teorem 1-in biitiin sartlarini
6dayir, demali
w(x) = }}E}J D(x +1y)

sarhad qiymoatins malikdir.
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Isbat edok ki, ®(x) va w(x) funksiyalan sanki har
yerds st-tisto diigiirlor. ®(x) funksiyast @(x) funksiyasinin

Furye ¢evirmasi oldugundan,

y 1T e®-]
—— dx
Ojcboc)dx Jﬂj P(x)——

u(5+ry) 1
= lim—=—

lim r f i) ———
miinasibati dogrudur.

Inteqralin camlonan mojaranti oldugundan, inteqral
altinda limits kegmok miimkindiir. Axirinct miinasibeti
agagidaki

Lx(.s'+:y) 1

_[(D(x)dx mnm J.qp(x)—zx—dx =

= lim J’ D(x +iy)dx = jy/(x)dx
M 0

baraborlik goklinda yazsaq, ®(x) vo (x) funksiyalarimin
sanki har yerda iist-iista diigmasini alariq.

a) Sartinin kafiliyi isbat olundu.

b) Sartinin zaruriliy: teorem 1-da isbat olunmusdur.

b) Sartinin kafiliyi. Tutaq ki, f(x) ve g(x) funkstyalan

qosmadir,
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Isbat edak ki, onda a) sorti danilir. Bu iss b) sortinin

kafiliyini verir.

@(x) =V '®(u) diisturunu agiq sokilds yazag:

o(z) = 1 j D(u)e ™ g =
7 -

r
- —J—% L/ ) - igule™au =

= F(—x)~iG(-x). (17)
Burada F(x) ve  G(x) funksiyalari uygun olaraq
qosma f(x) va g(x) funksiyalarinin Furye cevirmols-
ridir. Ona géro biitiin  x -lor {iciin
G(x) = —isignxF(x)
barabarliyi 6danilir.
Bu minasibatin har torafini isignx -3 vursaq
F(x)=isignxG(x)
miinasibatini alariq. Bu miinasibst x >0 oldugda
F(xy=iG(x)
saklindoa olar.
Onda x <0 oldugda
F(-x) = iG(~x)
alanq. .

Bu halda (17) miinasibatindon x <0 olduqda
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@(x) =V 7' D) = F(-x)— iG(-x) =0
Bununla teorem 2 isbat olundu.
Teorem 3. Ogor f(x) funksiyasi I, fozasina daxildirss,
onda asagidaki
fxy=f(x)+ (%)
aynliy dogrudur, burada f,(x) funksiyast analitik £, (z)
funksiyasinin sarhad qiymaotidir, belaki, £, (z) yuxan yarim
miistovida, £ (z) funksiyas: ise agagi yarim miistavids ana-
litikdir.
Isbati. Tutaq ki,
O(x) = Vf(x).
[+ (z) funksiyalanm asagidak: bsrabarliklarle tayin edak:

| .
L(2)=—— |D(Ne“dt, Imz>0;
f,(2) \/ﬂoj()

6
f(z)= L f@(r)e""’dt, Imz <0,
2z

N

Buradan teoremin isbati ahnir.
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FOSIL 5
FURYE CEVIRMOSININ TOTBIQLORI

Furye ¢evirmasi sonsuz zolagda, yarim zolagda, son-
suz silindrda va basga oblastlarda rivazi fizikanin tenliklori
tglin qoyulmus Kosi masalssi, sorhod masalasi va qansiq

masalalerin hallina genis tatbiq olunur.

§1. Istilikkegirma tanliyi iiciin Kosi mosalosinin holli

Tutaq ki
2
?_"_za_u —w<x<m, >0 (1)
ot ax?
tonliyinin
u(x,0)= f(x), —-o<x<+w (2)

baslangic sertini 5doyon hallini tapmagq talab olunur.
Burada f(x) funksiyas: eladir ki, onun igiin Furye ¢evir-
masi va tors Furye ¢evirmesinin varhg tamin olunur. u(x,?)

funksiyasinin Furye ¢evirmosi

U(o,t) = V[u(x,)] = ,[;T, oju(x,:)e""’dx (3)

minasibatile tayin olunar.

(1) tanliyinin har tarafini —-I——e’” -3 vurub - w-dan

NGY3

w -a inteqrallasaq
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8U(a,1) _

2
-0 Ulo,t).
ot o U(e.0)

Buradan
U(o,1) = A(g)e ™.

(2) baslangic sartinin kémayi ila

Alo) =

L [£(0e" dx = F(o)

Vaz

alang.

Demali

U(o,t) = F(a)e ™

Onda tars Furye gevirmasindoan istifads etsak

u(x,t) = L _"F(O')e'c’z’"’x“do

2z

alinar.

Axirincl miinasibatde  F(o) Ugiin Furye c¢evirmasini

nazara alsaq

[ea)

l ¥ —-o‘zt—ixo e
u(xr) = fe do [f(&)e'*dé =

-t o

=5]; [f&ae Te’“z'““’“‘f)drr

Burada
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w I ﬁ_2
[ cos prda =" 4’
; 2o

@

oldugunu nazars alsaq, istilikkegirma tanliyi tigiin Kosi ma-
salosinin halli

(3-£)?

(i, 1) = — Jf@e v odg

dysturu ils verilir.

§2. Istilikkegirma tonliyi ii¢iin qangiq masalonin holli

g-’::g;? O<x<aw, t>0 (5)
tonliyinin
u(x,0)=0, x>0 (6)
| baslangic vo
u(0,ry=f(t), t=0 (N

sarhad serti daxilinds hallini tapagq.

Qoyulmusg (5)-(7) masslasinin hallini tapmag tigiin

Uo.n)= \/% 'fu(x,t)sin oxdx (8)
0
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sinus Furye ¢evirmoasinden istifado edek. Onda (7) sarhad

Ou(x,1) funksiyalarinin

sortini mezara alsaq va  u(x,f),

x -a yaxinlagdigda sifra yaxinlasdiqlanni forz etsok

ous(,0) _ \/Z it (rDsin e = | 2, (x,t)sin oy
ot T d

_ O-‘/z qu (x,t)cosgxdx = —a\/E%A(x,t)COS(DCr; +
7z s

+0Iu(x,t)sin oxdx} = Eof(t) - O'ZUS(O',I).
0

Belolikla qoyulmus masala
A2 s 520, (0.0)= 2o 1) ©)
tanliyinin
U.(c,00=0 (10)
baslangic sortini 6dayan hollinin tapilmasina gatirilir.

Onda (9) tonliyindan

U.(0,0)= (@)™ + J %oe—“% fe fmde . (D
0

(10) baslangic sartindan istifads etsak, A(o)=0 ala-
riq. Belolikls (9), (10) masalasinin halli
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U.(o,t) = \Ea J‘ e D f(nydr
0

soklinds olar.

Toars Furye ¢evirmasindan istifads etsak

u(x,t) = E?U(f,t} sin &xdé =
0

=3§f(r)dffée‘fz““” sin &d =
g 0

J’f (r)dr

{t-1) _ (z 7)
Vet r){ sin §xi o xIe coséxdé | =

'[f(f) J -£%t-7) cos &xdE .

Burada (4) miinasibstindon istifada etsok, qoyulmus {5)-(7)

masaslasinin hollina

u(x,t) = .[ /(@ 4(’ r)dr

goklinds alariq.
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§3. Simin rags tonliyi iigiin qoyulmus Kosi masalasinin halli

Zr gt —wcx<om, t>0 (12)

tanliyinin

u(x,0) = px), %(x,()) =p(x) -w<x<wo (13)

baslangic sertlori daxilinds hallins baxagq.
Verilmis (12) tonliyine

Uo,t) = T y(x,)dx (14)

! ?e
N2m
Furye cevirmasini tatbiq edak. Onda

2
gﬁi(gﬁw?azy(a,r) =0 (15)
/

tanliyim alarg.
(15) tonliyindan ¢ixir ki,
U(o,1) = A(e)e ™™ + B(o)e' ™. (16)
Burada A(c),B(c) - o -dayisenindon asih ixtiyari fun-
ksiyalardir. |

Aydindirki, (14) Furye ¢evirmasinin tars gevirmast

1

V2r

miinasibati ils tayin olunar.

u(x,t) = je"“U(a,z);fo (17
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Onda (16) ifadasini (17)-ds nazors alsaq

u(x,1) = 4@t 1 ayeotan g

LT
2z 2
=A(x—-at}+ B(x+at).

Baslangic sortlordsn istifads etsak Kosi masalosinin

hailini

x+at

1 - 1
u(x,t) = SO an+p(xran+ — Iw(z)dz

x—at
soklinda alariq.
§4. Inteqral tonliyin holli
Tutaq ki, biza
o) = f(x)+ [k(x-y)p()dy, (18)

integral tonliyi verilmisdir. Burada f(x) va k(x) - verilmis
funksiyalar, @(x) - axtarilan funksiyadr.

Verilmis integral tanliys Furye ¢evirmasini tatbiq etsok
1 o0

qa(u):—g | {f (x)+ fk(x—y)¢(y)dy}e“”dx =

—0
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1 ¥ r xu
=F(uy+ Wird —£¢(y)dy‘£k(x -y dx =

= Fu)+—= \,— Iev(y)dyw £ k(e dy =

= F(u)+ 270K () (19)
Buradan
 Fu) .
D) = 20
)= 1-27K(W) @0
va
Fl) gy 1)

W)"«/_II 27K (u)

miinasibatlarini alarq.

Bu axirinci (21) miinasibatindsn

p(x)- f(x) = j{ - gﬁ((ﬂ) #F(u)}e"‘""du -

K(u)
= [ Fay—22
J (u)l—ﬁEK(u)

= o}

e ™du . (22)

Burada

K{u)
R =
) 1-vV27 K@)’

isara etsok,
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w0

P(x)= F()+ [r(x—&)f(E)dE

K(w)

hallini  alanq. Burada r(x), R(y) = —==——
1 (), R - 27K (u)

funksiya-

sinin Furye gevirmasidir.
Ogor (18) integral tonliyinda @(x), f(x) va k(x) fun-
ksiyalar1 x arqumentinin manfi qiymatinda sifirdirsa, on-

da inteqral tonlik

o(x) = [(0)+ [k(x - O)p()dE (x> 0) (23)

0
saklinds olar.

Onda inteqral tanliyin halli
P(x) = f(X)+ [f(Er(x-E)dE
0

diisturu ils tayin olunar, burada x <0 oldugda »(x)=0-
dir.
Bu iisulla bagqa tip

fx) = fk(x=»)p()dy 24)

inteqral tanliyini da hall etmak olar. Ovvalki diisturlara ana-

loji olaraq
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Feo = 7;'—; Jetdu [z - p(&)d() =
=T I (g)d§ jk(x_‘f)eixudu:
ST f@(é)dg jk(n)ef‘f*’”"dq JIr 0K ()
alariq.
Buradan
e F(u) —1'xu
@o(x) = I K(u) du
alimr.

Qeyd edok ki, bu dsulun ciddi ssaslandirilmast tiglin
molum funksiyalarn fizarins miloyysn sertlor qoymagq la-

zimdir. Masalon, ager f(x) € L,(—0,%), k(x) € L(-o0,0)is3,

onda (24) tonliyinin L, (-,) fazasina daxil olan hallinin

varhg tiglin zaruri va kafi sart () € L,(—0,00) olmasidir.
u
Indi iss
Py = f()+ [k(x+Y)p()dy (25)

soklinds inteqral tonliya ba;aq.
ovvalki gayda ila
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o

J;_ﬂ femae [k + y)pOdy =

=Fu)+ 7;;; 1:;0( y)a'yjok(x +P)e™dx =

O(u) = F(u)+

1 ¥ ¥ Wrn—yu
= F(u) +E_£ o(y)dy (ke ™" dn =

-

= Fu) + V27O (~u) K (1)
Bu munasibatds u-nu —u ils avaz etsak

O(—u) = F(—u) + V20D K (~u)
alinar.

Bu axirinci barabarlikdan

F(u) + V27 F(—u)K (1)

Du) =
1- 27 K(u)K(~u)
Belolikla
1 T F@+22F (K@)
o= e i " ar KK -
alarngq.

Riyazi fizikanin bazi masslalarinds iki arqumentin far-

qinin mitleq gqiymatindon asili olan, simmetrik niivali

p(x)= £+ [kx-ylo(r)dy (26)

inteqral tonliya rast galinir. Bu inteqral tanliyin hallinin tad-

qiqini Furye ¢evirmasi vasitasile aparmaq olar.
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FOSIL 6
LAPLAS CEVIRMOSI

§1. Laplas gevirmasinin asas xassalari

1. Laplas ¢evirmasinin tarifi.
Laplas gevirmesi haqigi deyigenli f(7) funksiyasina
p kompieks dayisonindan asili olan ve

o0

F(p)= Je ¥ fyt

0

miinasibatila toyin olunan F(p) funksiyasini gars) qoyur.
Aydindir ki, biittin #(#) funksiyalan tglin bu integralin mo-
nast yoxdur. Buna gora biz elo f(f) funksiyalar sinfins ba-
xacapiq ki, bu inteqralin monasi olsun. Haquqi ¢,
—ow <t <o dayisandsn asth olan va agagidaki sartlori odoy-
an f(¢) funksiyasina baxaq:

1. Ogar r<0 olarsa, f(#)=0.

2. Bgar +20 iso f(¢r) funksiyast ¢ oxunun sonlu his-
sasindo, sonlu sayda birinci név kesilmo néqtaloring
malikdir.

3. f(t) funksiyast ¢ -a yaxinlagdigda mohdud artma
tartibina malikdir, basqa sozla, har bir funksiya G¢in

elo miisbat M va a sabitlari varki, bitlin ¢ > 0 ugin
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|f (0] < Me™ (D
miinasibati 6danilir.

Onda (1) mimnasibatini 6daysn a adadinin dagiq asag
sorhaddina f(r) funksiyasinin artma tortibinin géstericisi
deyilir.

Qeyd edok ki, f(#) funksiyas1 haqigi arqumenidan
asill kompleks () = £,(6) +if, (¢) funksiya da ola bilor. Bu-
rada f,(r) va f,(t) haqigi funksiyalardir.

1,2,3 sortlorim 6dayan f(f) funksiyasi ii¢iin asagidaks
tarifi geyd edok.

Torif: Agoar haqiqi ¢ doyisenindan asih f(¢) funksiyasina p

kompleks dsyisanindan asili olan va

o

F(py= [e f(t)dr )

0
miinasibstils toyin olunan F(p) funksiyasi qars
qoylursa, onda F(p)-yo f(#)-nin Laplas cevirmosi
deyilir.
Qeyd edak ki, (2) inteqrali p parametrinden asili gey-
ri-moaxsusi inteqraldir. Aydindir ki, (2) inteqral: p paramet-
rinin biitiin qiymotlerinds yigilmur. Dogrudan da, agor ¢

w-a yaxinlagdigda f(¢) funksiyas: sifirdan fargli limita ma-
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likdirsa, Re p <0 oldugda integral dagila bilor. Ona gore
tabiidir ki, (2) inteqralimn yigiima oblastini, elacs do F(p)
funksiyasimn toyin olunma oblastimn miioyyanlegdirmok
lazimdir.

Bunun iigiin asagidak: teoremi geyd edak

Teorem 1. Re p > a oblastinda (2) inteqrali yigilandur, elaco
do Rep=>x,>a oblastinda hamin inteqral miinta-
zom yiglandir, burada @ f{r) funksiyasinin artma
tartibinin gostaricisidir.

fsbati. Dogrudan da Re p>a va p=x+iy olduqda geyri-

moxsusi integrakin yigiimasi {igiin miigayisa slamatindan isti-

fada etsak

lea

je‘P’ F(Har

0

o

<M Ie"“e”’dt =
0

M Jx>a  (3)

xX—-a

\F(p)|=

qiymoatlanmasini alariq ki, buradan da x>a oldugqda (2)
inteqralimin yigilmas: alinir.

Bgor x > x, > a olarsa analoji qayda ila

M

Xy —a

(4)

F(p)|sM j e oA gy =
[¢]

giymatlonmosi ahnar ki, Veyerstrass alamoting gérs p pa-

rametrine nazsren Re p 2 x, > a oblastinda (2) inteqralinin
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miintazom yigildig: isbat olunur. Aparilan isbat ¢ hagiqi

dayigsonindoan asih 2 va 3 sortlorini 6doyan f(¢) funksiya-

lar sinfinds dogrudur. Ancaq Laplas ¢evirmasini toyin edon

f(#) funksiyalar sinfini genislandirmak da olar. Bunun tiglin

agagidaki lemmam isbat edsk.

Lemma. Tutaq ki, hagiqi ¢ dayiganli  f(f) funksiyas: biitiin
¢t 20 igiin toyin olunmugdur va ele  p, kompleks

adadi var ki,

a]

je"f’of FOdr <M (5)
0

inteqrah yigilandir.
Onda Re p > Re p, sortini 6dayan biitiin  p tgiin

o

fe77 rinyae (6)

0

inteqrali yigifandir.

Isbati. () =e ™ f(r) isaro edok vo  komokgi
F (t)=—jgp(r)dr funksiyast gotirak. Qeyd edok ki,
4

F'(t) = ¢(t). Bundan basqa. (5) inteqrali yigatan oldugun-

dan verilmis &' > 0-a gars1 elo T, gostarmak olar ki, ¢ 2 7
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T,
figlin |F(f) <&’ olar. Indi je"”‘ f(H)ydt inteqrahna baxagq.
5

Burada 7] va 7, ixtiyari haqiqi T > 7} sortini 6dayan sdad-

lardir.
Aydindir ki,
L} 2 n
je_pff(t)d[ = je_(p_po)t¢(t)dt - je_(P_Po}fFf(t)dt )
{J i T

Axinincl inteqrali hisso-hissa inteqrallasaq

n

je-(P-Pa)!Ff(I)dt - e—(P—Po)sz(Tz)_e—(P"Po)T] F(Tl)+
n
n
+(p-po) [e PPN E @
R
alariq.

Burada 7,,7, >7; va Re(p- py)>0 oldugunu ne-

zors alsaq
't
je'p‘f(t)dt < (e-Rs(p-po)Tz + e-Rﬂ(P—Po)TI )gr +
n
P~ pol ~Re(p-po)T; _ ,~Re(p-po)T:
+g o 0¥ _ g p—po)ly <
Re(P"‘Po)( )
lP‘Po| :l—Re( -po)T:
<g| 24 SO lgmRelompolo |
{ Rc(P“Po)
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Aydindir ki, homisa 7 -1 elo se¢msk olar ki, alinmusg

ifads gabaqcadan verilmis istonilon £ >0 adedinden kigik
olsun. Bu iss Kosi slamatina gora (6) inteqralimin yigildigimi
gostarir. Qeyd olunan (6) inteqralimin Re p 2 Re p; > Re p,
oblastinda p parametrina nozoran miintezem yifildigim da
isbat ctmak olar.

fsbat olunmus lemmaya 2sasan (2) miinasibati il toyin
olunan Laplas c¢evrilmosinda ¢ hoqgiqt dayigoninden asih
asas funksiyalar sinfi avezina (5) sortini dayan funksiyalari
da gdtiirmak olar. (5) minasibatini 6doyen funksiyalar sin-
fini A(p,)-la isars edacoyik.

Belaliklo (2) cevirmosi ilo tayin olunan p kompleks
daytsenindan asihi olan F(p) funksiyasi xayali oxa paralel,
Re p = g diz xstundan sag tarafds kompieks yarim mists-
visinds toyin olunmusdur.

Qeyd elak ki, (3) miinasibstindon Rep <0-a yaxinlas-
diqda, [F(p)| 0-a yaxinlasmasi alnir.

Verilmis  f(¢) funksiyas: vasitesilo (2) miinasibatile
tayin olunan F(p) funksiyasi f(¢) funksiyasinin Laplas
gevirmosi, f(#) funksiyas: iss F(p) funksiyasimn orjinah

adlanir.
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ft) va F(p) funksiyalan arasinda olags simvolik

olaraq

fOEF(p) vaya F(p)=f) (N

soklinde yazilir.
Qeyd edak ki, bezi tatbigi masalalerda

Fipy=ple "f)d (®)
0

minasibatile tayin olunan va Xevisayd ¢evirmasi adlanan
cevirmadan istifads olunur. Bu gevirmo Laplas ¢evirmasin-
den p vurugu ile forglenir. Aydindir ki, F(p) funksiyasi-
mn tayin oblasti F(p) funksiyasinin tayin oblasti ilo eyni-
dir. Biz golocokds yaliz (2) miinasibstilo tayin olunan Lap-
las gevirmasina baxacaylq. Xevisayd gevirmosinin xassalori-
ni galacokda dyrenacayimiz Laplas gevirmasinin xassalorin-
doan asanligla almaq olar.

Molumdur ki, kompleks dayisenli funksiyalar noza-
riyyasinda asasen vacib funksiyalar sinfl analitik funksiya-
lardir. Almmis F{p) funksiyasinin analitik oldugunu arag-
diraq. Bunun iigiin asagidaki teoremi geyd edsk.

Teorem 2. Verilmis £(f) funksiyasmin (2) miinasibatila toy-
in olunan Laplas ¢evirmesi Re p>a oblastinda

p kompleks doyigonine nazoran analitik funksi-
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yadir, burada @ f(r) funksiyasinin artma tar-
tibinin gdstaricisidir.
isbatr. Teorem 1-s ssasen geyri-moxsusi (2) inteqrah
Re p > a oblastinda yigilandir. Inteqrallama intervalimi ix-
tiyart sonlu uzunluqlu [¢,,¢,,,] parcalarina bélsk, bels ki,
ty =0, n oc-a yaxinlasdiqda t, — o,

Onda F(p) funksiyasini Re p > a oldugda yigilan

F(p =3 o7 foyd= Y u,(p), ©)
n={ i, n=0

sirasinin ¢cami sakilin vermak olar.

Qeyd edak ki, (9} sirasimin  qaliq haddi _[e"” f(at -
L

yo barabar oldugundan, tcorem l-o gora (9) sirasi

‘Re p2x, >a oblastinda miintsazam yigilir. Burada p pa-

rametrindan asih

tml

u,(p)= e f(t)d

fn
inteqrall gokilinds verilon hor bir funksiya ¢-kompleks
miistavisinda sonlu parga ile miayyan olunur.
Parametrdan asili, iki kompleks dayisanh funksiyanin

inteqralimin Gmumi xassasins gore [9,11], »,(p) p- pa-
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rametrnin tam funksiyasidir. Qeyd olunmus miihakimadan

alimir ki, Re p > a oblastinda (9) sirast Veyerstrass teoremi-
nin [9,11] biitiin sertlarini 6dayir, basqa sdzls Re p>a ob-
lastinda F(p) funksiyasi analitikdir ve onun téramsst (2}
miinasibatinda inteqral alti funksiyanin p parametrn? na-

zoran diferensiallanmasindan almir.
2. Sado funksiyalarin Laplas ¢evirmosi.

Qeyd olunmus (2) miinasibatindan istifads edarak ho-
qigi doyisonli bezi sads funksiyalarin Laplas gevirmasini ta-
paq

a) Vahid Xevisayd funksiyasi. Tutaq ki,

0,t<Q,

FO=0y(0)= (10)
1, t=0.
Onda
FORF(p) -~ fePdi=—.
0 4

aydindir ki, F(p) funksiyass Rep>0 oblastinda toyin

olunmusdur.
Belolikla
=1L rep>o (1)
g = =, Rep>
L [ RPRS S
alariq.
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Qeyd edok ki, (2) Laplas gevirmasi avazina (8) Xevi-

sayd ¢evirmesindan istifads etsok, onda vahid o () fun-

ksiyasimin gevirmasi #(p) =1 olar. Bu onu gdstorir ki, Xe-
visayd ¢evirmasi daha genis sinif funksiyalar tgiin tstbig
oluna bilar. Bazi hallarda, masslon, tars ¢evirmonin tapilma-
sinda (8) Xevisayd ¢evirmasinin tatbiqi ¢atinliklar toradir.

Galocokda f(r) funksiyasi avazina f(f)-o,(t) hasili

goturilacak ki, f<0 oldugda bu funksiya eynilik kimi sifir
olur.
b) Ustlii funksiya. Tutaq ki,

flty=e*". (12)
Onda (2) inteqralini hesablasaq

2]

F(p)= J‘eﬁp" -emdt:——l—, Re p>Rea;
0 p-~a

m.='—1-+, Rep>Rea (13)
r-a
alangq.

¢) Qiivvat funksiyasi. Verilmis

SO =", v>-1 (14)
funksiyasina baxaq.
Bu halda (2) inteqral
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o

F(p)= [e? f()ydi= [e#'¢dr, Rep>0 (15)
0 0

soklinda olar.

Qeyd cdok ki, v <0 oldugda (14) funksiyas: Laplas
cevirmosi tglin 2 sortini (£=0 noqtesi bu funksiya tgiin
ikinci ndv kesilma noqtasidir), elaca da, Laplas ¢evirmasinin
varlify diciin lazim olan haqiqi deyisenli funksiyalar sinfina
daxil olmayacaq. Lakin asanhqgla gérmak olar ki, v > -1
oldugda bu funksiya genislonmis A(p,) sinfina daxil
olacaq (onda (15) inteqrali Re p >0 va v > -1 oldugda y1g1-
Jandir). Ona géra -1<v <0 halinda Rep>0 oblastinda
(14) funksiyasmin Laplas ¢evirmasi vardir va (15) disturu
ilo tayin olunur.

Indi isa (15) inteqralini hesablayaq. Ttutaq ki, p dayi-
sani haqigi p=x >0 qiymotini alir. Onda (15) inteqralinda
xt — s avazlamasl aparsaq

F(x) = j e v dt =
0

1

v
X

Jerstas=LED e
0

X

+1

miinasibatini alariq. Burada [I'(v+1) Eylerin gamma-
funksiyasidir. Bu qayda ilo (15) diisturu vasitasils tayin olu-

- nan, haqiqi oxun x>0 miisbat hissasinds (16 ) qiymetine
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malik olan F(p) funksiyasi Re p > 0 oblastinda analitik vo
F(p) funksiyasimin Re p > 0 oblastinda analitik davaminin
yeganaliyindon
F(p)= [errrar = LD (17)
B pP

miinasibatini alariq.

Ona géra v -niin kasr qiymatlari iigiin —. funksiya-

sinin ela qlymatlarini gétiirmak lazimdir ki, 0 haqigi x>0
dayigenindan asih olan, hagiqi % funksiyasimin Re p > 0
: x

oblastinda analitik davami olsun.
Onda

t,,_.F(V+l)

v+l

p

Alinmus (18) diisturundan tam v = n giymatlari iiciin

, v>-LRep>0. (18)

gLt n

n+l n+l?
P P

Rep>0 (19)

alariq.
3. Cevirmonin xassalari.
a) Cevirmanin xattiliyi. Miisyyan inteqralin malum xas-

salorina gore asagidakilar dogrudur.
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Xasss 1. 9Qgar  F(p)=fi(1).Rep>a; (i=1,.,n) I3,

onda

F(p) =Y a,F /()= a,/,(0), Re p > maxa,

i=i =l
dogrudur, burada «,- verilmis sabit adadlar (hagiqi vo
ya kompleks), a;, f,(t) funksiyalaninin artma tartibinin
gostaricisidir.

b) Xasso 2. Tutaq ki, F(p)=f(t), Rep>a,onda

i FE)2 flar), a>0, Rep>a (20)
a a

dogrudur.

Dogrudan da

o0 w0 -Er
[e7" famdr = 1 fe = f(@)dr =1F[£).
(71 3 [#4 o

0

¢) Xasso 3. Tutaq ki, F(p)=f({t), Rep>a vo

0, t<z, >0,
f- ()= (21)
fi-0),t27

funksiyas: verilmisdir. Onda

fO=F,(py=e " F(p) (22)
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miinasibati dogrudur. Dogrudan da

F(p)= [e " 0dt = [o fit—oya
¢ T

Axinmncl integralda ¢ 7 =¢" avaz etsok
F(p)= e f@")dt' = e P F(p)
0

miinasibatini alarig.

d) Téramonin cevirmasi. Indi iso ¢cevirmonin asas xassale-

rindon birl olan orjinalin téramasinin gevirmasinin

Xassasini dyranak.

Xasso 4. Ogor (1) funksiyas: cevirmanin varhgi iglin olan

sortlari 6doyarsa va  f(1)=F(p). Rep>a iss,

onda
fO=pF(p)- f(0), Rep>a

miinasibeti dogrudur.

Dogurdan da, hissa-hissa inteqrallasaq

F©F [ fi@eyde =™ @), +p [ flo)dr =
0 . 0

= pF(p)- f(0).

Analoji qayda ilo asagdaki xassoni isbat etmak olar.
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Xasso 4'. Ogor f"(r) funksiyas: ¢evirmonin varlif tgin
biitin  sertlari  &édoysrse  ve  f(D=F(p),

Re p>a,onda

+ (n-1)
ﬂ"’(t)#p”{F(p)—f AT H(O’},Rewa 24)
p

7 p

dogrudur.

Alinmis (24) diisturu £(0)= f'(0) =..= f"(©0)=0
olduqda

P62 p"F(p) (25)

saklina diger.

e) Inteqralin ¢evirmoasi.

Xassa 5. Tutaq ki, f(1)=F(p), Rep>a.Onda
o= | f(f)dr;%F( ), Rep>a (26)
0

dogrudur.
Dogrudan da, asanhqla yoxlamaq olar ki, ¢(#) fun-
ksiyast ¢evirmonin varlig iigiin biitiin gortlori 6dayir va onun

artma tartibinin daracasi f(¢) funksiyasinin artma tartibi-

149



nin daracasi ila eynidir. Onda (2) diisturu ila o(f) funksiya-

sinin ¢evirmosini hesablasag

]-f(r)dr _:'a]e_p‘dt I_[f(r)dr .
0 0

0

Axirinel inteqralda integrallama névbasini dayisssk
! o0 0 @
j f(@)de 2 [f(R)dr et = L [e 7 foydr = L rep)
0 0 r Py P

alarng.

Analoji gqayda ils agagidak: xassani isbat etmsk olar.

Xassa §', Tutag ki, f(t)=F(p), Rep>a.onda

L]

[, }drz... [rana, ,:'ul-;F(p), Rep>a. (27)
0 I 2

0

. Mixtalif funksiyalanin ¢evirmasim tapmagq ligin 5 vo §
Xassalert cenis tatbiq olunur.
f) Biikiilmanin ¢evirmasi. Verilmis  f(r) vo £, (¢) funksiya-
larimin biikiilmasi

o) = (A /@ -dz = [ft-0)f,()dr  (28)
0 0

miinasibstila tayin olunan ¢(¢) funksiyasina deyilir.
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Axirinct barabarliyin dogrulugunu asanhqla gostarmek olar,
bunun iiciin birinci inteqralda integral doyisenini (-7 =+
avoz etmok lazimdir.

Asagidaki xassoni geyd edok.
Xassa 6. Dgar f,()=F(p).Rep>ay, f,(H=F,(p),Rep>a; isa,

onda

i

o0 = [£(D) f3t ) F(P)F (p), Re p> maxfay, ay}- (29)
0

Mohdud artma tertibli f,(f) ve f,(f) funksiyalarinin
biikiilmosi mohdud artma tartibli funksiyadir. Dogrudan

da,

[H@ 1 -nde
0

!
<M\M, je”’rea?(’_”dr =
9

MM for o) MMy

j= N a:max{a],az}.
al‘az ’al —azl

Aydindir ki, bikiilmonin artma tartibi olaraq f(f) ve
/£, funksiyalaninm artma tortiblorinin on  bdyiyi
gotirilir. Biikillmenin ¢evirmasini tapmaq Ugiin (2) distu-

rundan istifada edak. Inteqrallama névbasini doyigsak
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oD

ferat (/i@ fot-D)dr = [fi@Ydr [e fy(e -yt .
0 0 T

0

Daxili inteqralda ¢—7 =+ avazlomasini aparsaq
! ® !
[/ @ fE-vde = [ f@dz [ £y = F(p)Fy (p)
0 0 0

oldugunu alariq.
Bununla 6-c1 xassa isbat olundu.

g) Cevirmonin diferensiallanmasi.

Xassa 7. Tutaq ki, F(p)= f(t),Rep>a.Onda

F'(p)2-1f (1) ,Re p>a (30)
minasibati dogrudur.

Dogrudan da, svvalds qeyd etmisdik ki, Re p > a tay-

. In oblastinda  F(p) analitik funksiyasimn téromasi (2) gey-

ri-maxsusi inteqralinda inteqralalti funksiyamin parametro

nozoran diferensiallanmas) naticoesinda alimir, Onda

{

Fi(p)=-[e s i Z- 5 (1)

0

Xasso 7. Ogor F(p)= f(t),Rep>a,isaonda

FU'(p)Y2(-1)"t" f(1) (31

miinasibati dogrudur.
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Alnmis (30) va (31) diisturlar1 ¢evirmasi malum olan
f(t) funksiyasinin ¢" voruguna hasilinin ¢evirmasini he-

sablamag ugiin tatbiq oluna bilor.

h) Cevirmanin inteqrallanmasi.

f()

Xassa 8. Ogor cevirmoanin varlif ligiin olan sertlan

ddayirsava f()=F(p), Re p > a iss, onda
IO Tm SO 4 1
F Oje i = JF(q)dq (32)

miinasibati dogrudur.

Asagidak

J(p)= ?e"" Ifgdt (33)
4]

isaralomasini qabul edak.

Onda teorem 2-ya ssasan J(p) funksiyasi Rep>a
oblastinda analitik funksiyadir vo Rep >« olduqda
J(0)=0. Alinmis J(p) funksiyasinin téromasini tapmaq

lictin (33) inteqrahm parametra nazaran diferensiallasaq

J(p) == [e"" f(t)dt = ~F (p)
0
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alang. Burada J(«)=0 sartini nozors alsag
7 S
J(p)=J (=)= [F(p)dp= [F(p)dp.
@ 4

i) Qarsiq teorem.
Xassa 9. Ogar f(H)=F(p). Rep>a isa, onda istanilon
kompleks A adadi iigiin
F(p+2)ze ' f(t),Rep>a—Rel (34)
miinasibsti dogrudur.
Dogurdan da ¢(f) =e ™™ f(¢) funksiyasi Rep >a~ReAd ob-
lastinda tayin olunmugdur va ¢evirmenin varlif iiciin olan

sortlori 6dayir. Onda

ad 2]

fePe faydr = [e o f(0ydt = F(p+ 2)
[ 0

. alariq ki, bununla xasss isbat olunur.

Isbat olunmus (34) diisturu vasitasils ¢evirmast malum
olan f(r) funksiyasi ila ™ funksiyasiqnin hasilinin ge-

virmasini asanhqla tapmaq olar.

§2. Cevirmaya nazaran orjinalin tapilmasi

Bu paraqrafda ¢evirmoys nazaran orjinalin tapilmasi

Ggtin milsyyan iisul nezardsn kegirilacak, hamginin p kom-
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pleks dayisonindan asih  F(p) funksiyasimn haqiqi ¢ dayi-
sanindan asth f(¢) funksiyasimn gevirmasi olmasi igiin bir

neg¢a kafi gortlor miisyyanlagdirilocak.

1. Mellin diisturu. Farz edok ki, p kompleks doayisonindan

asth F(p) funksiyas: hisso-hisss hamar mohdud
f () < Me™ sortini 6deyan  f(t) funksiyasinin Laplas ge-
virmasidir. Burada axtarilan £(¢) funksiyasimn verilmig

F(p) funksiyasina nazaran tapilmasi talob olunur. Bu ms-
sals agagidak: teorem vasitasils holl olunur.

Teorem 1. Tutaq ki, veritmis F(p) funksiyasi Rep>a ob-
Jastinda haqiqi ¢ doyiseninden asili, mohdud a artma tor-

tibi olan, hisse-hisse hamar f(#) funksiyasimn Laplas ce-

virmasidir.
Onda
F) === [e"F(p)dp, x>a 1)
2

miinasibat: dogrudur.

Isbati. Teoremin sortina géra f(+) funksiyas: vardir va onun

artma tartibi malumdur. Kémokgi

pH)=ef(1), x>a
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funkstyasina baxaq. Bu funksiya hisse-hisss hamardir, ¢
oxunun istanilan mahdud hissasinda sonlu sayda birinci nov
kasilmaya malikdir va ¢ oc-a yaxinlagdiqda sifra yaxinla-

sir. Onda bu funksiyanin Furye inteqrali
1 w0 B .
o= [d¢ [ptme” "y )

soklinda verila bilar.
Alnms (2) miinasibstindo @(¢) funksiyasint = f(¢)
funksiyas: vasitasils ifads etsok voa 7 <0 G¢lin f(;7) =0 ol-

dugunu nazara alsaq

-xt t ¥ ¥ -x g~
e fy=o [dg [ fie Ty =

o

= L [e#ag [ o pimyay. 3)
0

B '27r

Burada p=x+i& avozlamasini aparaq vo geyd edsk
ki, (3) miinasibotindas daxili inteqral axtarilan f(¢) funksiy-

asinin verilmis  F(p) ¢evirmoastidir. Bu halda (3) ifadasi

_ 1 ¥ (x+i&Yr _ | x”mpt
f(t)—gu[e ; F(p)d@;;}_t F(p)dp

saklini' ahr ki, bununla da teorem isbat olunur. Qeyd edsk

ki, (1) disturunda inteqrallama p kompleks miistovisinda
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xoyali oxa paralel, Re p=a diiz xsttindon sagda yerlogon
diiz xatt iizro aparihr. (1) inteqrahnin qiymati, inteqrallama
diiz xotti Rep=a diiz xattindon sagda yerlosdikds gortin-
don asili olaraq x adadinden asili deyil.

fsbat olunan (1) diisturu Mellin disturu adlamr, bu
milayysn monada orjinalin cevirms vasitasila ifads olundugu
tors Laplas ¢evirmoesidir. Qeyd edok ki, Mellin disturunu

isbat edorkon namoalum f(¢) funksiyasindan, kesilmoz ol-
dupu néqtalarda f(r) funksiyasina yigilan Furye inteqralina
kecdik. Onda (1) dasturu £(¢) funksiyasm: kasilmaz oldugu

noqtalards toyin edir.
isbat olunmus teoremin tatbigi ii¢iin, vuruqlardan har
birinin ¢evirmesi malum olduqda hasilin ¢evirmssini tap-

maq li¢lin asagidak: teoremi qeyd edak.

Teorem 2. Tutaq ki, f,(t)=F (p), Rep>a, va

LO=F,(p), Rep>a,.

Onda
fO= 1O LOFP) == [F@F(p-a)d =
-~ [Rlp-k s, @

miinasibati - dogrudur.
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Burada F(p) funksiyasi Rep>a, +a, oblastinda tayin
olunmus analitik funksiyadir va inteqrallama Rep >a, vs
Re p > a, diiz xettlarindon sagda yerlason xayali oxa paralel

olan ixtiyari diiz xatt lizra aparilir.

Isbati. Verilmis 7(#) funksiyas: cevirmenin varlig iciin

biitin gartlon1 ddadiyindan onun tigiin

a0

FOZF(p) = [ ™ £i(6) ()t (5)

0
Laplas ¢evirmasi vardrr.

Onda (5) miinasibstinda  f,{¢) funksiyasim (1) diistu-
ru ils toyin olunan Mellin inteqrah ils avaz etsok va para-
ﬁctrdan asil1 geyri-moxsusi inteqralin y1gildigini nozars ala-

raq inteqralin névbasini doyigsok

1 o o X+io
F(p) === e f(n)dr [e* Fy(q)dg =
2mi a T—t0

X+

1 t (p-ax
= [R(@d Ofe - fy (1)t =

X—for

X+iw
1

=5~ [F@F(p-qdg. (6)

X—io0

158



Qeyd edok ki, (6) miinasibstinde Reg=x>a; V3
F,(p—q) funksiyas: Re(p - q) > a, G¢ln toyin olunmusgdur.
Buradan Re p > a, +a, alang. Analoji qayda ila (5) miina-
sibotinds f,(¢) funksiyasim tors Laplas gevirmasi ilo avoz

etsak (4) disturuna daxil olan ikinci borabarliyi almus ola-

riq. Teorem isbat olundu.

§3. Orjinahn varhg digiin gortlor

Bu paraqrafda miiayyan kafi gartler daxilinds p kom-
pleks dayigenli F(p) funksiyasinun, ! haqigi doyigenindan
astli mitayyan f(¢) funksiyasinn Laplas ¢evirmast olmast

aragdinlacaq ve homin funksiyanin tapiimasi gaydasi veri-
lacokdir.

Asagidaki teoremi geyd edak.
Teorem 1. Tutaq ki, p = x +iy kompleks dayiganindon asilt

F(p) funksiyas: asagidaki sartleri ddayir:
a) F(p) funksiyast Rep > a oblastinda analitikdir;
b) Rep>a oblastinda F(p) funksiyasi argp-y? nazarsn
miintazom olaraq | p] > w-a yaxinlagdigda sifra yaxin-

lasir;

¢) biitiin Re p = x> a tgun
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X+

[FPplay < M, (7)

X—joo
inteqrali vigilandir.
Onda F(p) funksiyasi Re p > a Ugiin ¢ hogiqi dayige-
nindsn asith f(¢) funksiyasinin Laplas ¢cevirmasidir va £(¢)

agagdaki diisturla

Xxtioo

f@y=o= [ePF(o)p, x> ®)
mx—ioo

toyin olunur.,
Isbati. Isbat etmaliyik ki, (8) inteqrali F(p) funksiyasinin

orjinalidir. @vvolca bu geyri-moaxsusi inteqralin varhgini go-
starak. Aydindir ki,

l X+ 1 X+ioo
5 x‘{j”’F(p)dp < Exmﬂ:?’m)!-ldpl =
X[ X+
_ M .,
== JJOF( pldy < e 9)

Onda bu qiymatlanmadon istanilan x > a iglin (8) inteqra-
Iimin yigilmas: alimr. Qeyd edsk ki, hemginin (9) giymsat-
lonmasindsn istonilon 0 <7 <7 par¢asina daxil olan ¢ pa-
rametrina nazaran (8) inteqralinin miintszam yigilmasi ali-

nir. (8) inteqralimin F(p) funksiyasinin orjinali olmast iciin

agagidaki tokliflori isbat etmok lazzmdar:
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10. (8) inteqrah x -don asili deyil vo yalmz bir ¢ dayigenin-
dan asith  f(¢) funksiyasint toyin edir, bu funksiya mah-
dud artma tortibine malikdir.

20 t<0 oldugda f(£)=0.

30, f() funksiyasimn Laplas ¢evirmasi verilmis F(p)
funksiyasidir.

Bu takliflarin har birini ayrihgda isbat edak.

10, Isbat iiciin Re p > a oblastinda xayali oxa paralel olan

[x; —id,x; +id] va [xy —id,x, +id] diz xalt parcalarindan

va bu parcalart birlosdiron hoqiqi oxa paralel olan

[x, —id,x, —id] [x, +id,x, +iA} diiz xatt pargalarindan iba-

rot olan gapali I Konturuna baxaq (sokil 1). Burada

A>Q x,,x, - i3 a sabitindsn boyiik olan ixtiyari adadlordir.

Sarte gora F(p) funksiyas: Re p > a oblastinda analitik ol-

A X +id  x,+id
= (]x = g X
Sakil 1.
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dugundan Kosi teoremino asasan e” F(p)  funksiyasinin
I" konturu iizrs inteqrali sifra barabardir. Qeyd olunan
x,,%,-ni saxlayarag A4-m sonsuzluga yaxinlagdiraq.

Onda teoremin b) gertino gbra ifiiqi parcalar iizra in-
teqrallar limitds sifrs barabardir. Bu halda saquli diiz xstt

izra olan inteqrallar (8) inteqralini verir. Buradan

Xy o0 X 1l
fe" Fipydp = [e" F(p)dp,
Xy~ Xq =i

x, vo x, ixtiyari oldugundan 1° taklifi isbat olunur. Bels-
likla (8) inteqrali yalmiz bir ¢ doyigoninin funksiyasicr.
Qeyd edsk ki, ona gora (9) qiymatlenmesindan ahmir ki, (8)
inteqrali f-y3 nozoran mohdud artma tartibine malik fun-
ksiyadir va bu funksiyanin artma tartibinin deracesi a-ya
barabardir.

20, Indi iso ¢ <0 oldugda (8) integralinin qiymatina baxagq.

Bunun i¢lin Rep >« oblastinda x> a oldugda [x-iR,

x + iR} diiz xott par¢asinin,

p— x| =R yanm dairasinin C},
gevra qovsu ila smola gatirdiyi gapalh € konturuna baxaq

(sekil 2). Onda Kosi teoremina gora e” F(p) funksiyasinin

bu kontur tizra inteqrah sifra barabardir.
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ﬂ\
x+ IR
Cy
p=0 x=a -~
l/ ’
x—iR

Sokil 2.

Jordan lemmasina géra R oo0-a yaxinlagdiqda <0

oldugda Cj konturu lizrs integral sifra yaxmlagir. Ona gé-

I’

f(t):i. J‘epfF(p)dpEO, t<0, Rep>a. (10
2m

X--100

Bunula 20 taklifi isbat olundu.

30, Burada (8) funksiyasimin Laplas ¢evirmasini quraq va bu

gevirmoanin ixtiyari p, ii¢iin Re p, > a oldugda qiymotind

baxaq:
fe r(yat = i fer™'de [e" F(p)dp. (11)
5 2 3 o
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Alinmig (11) miinasibatinds daxildski inteqral x-dan asihi

deyil. Onda a<x<Rep, sortini 6doysn x-lori segak va

uygun integrallar miintazom yigildigina gors inteqrallama

novbasini doyigak. Bu halda

o X+io0 o©
fer' f(tye = L [F(pydp [e P ar =
0 27 X fo 0
] X+ d
=— | F(p)——. (12)
2m x—iw Po— P

Alinmes (12) inteqralini, teoremin b) sartins 2sasan in-

teqral alt1 funksiya ’ pl o0 -a yaxinlagdigda ! funksiya-
P

sindan siiratla sifra yaxinlagdigmdan ¢ixigqlar nazeriyyasina

gora hesablamaq olar. Ona gora integralalti funksiyanin
yegana maxsusi ndqtasi, birinci tartibdan polyusu, p= p,

ndgtesidir vo sag yarim miistovids qapah kontur iizroe (12)
integralinin inteqrallanmasi menfi istiqgamsatds aparnidigmn-

dan
F@O)F [P f(t)dt = F(py) (13)
1] .

alariq.
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Buradan Re p>a oblastinda p,- ixtiyari ndqts ol-

dugundan teoremin isbatim alanir.
§4. Mellin inteqralimin hesablanmas.

Bir ¢ox praktiki masslalarda verilmiy kompleks doayi-

sonli F(p) funksiyas: vasitasils orjinalin tapilmas: tigiin (8)
inteqralint, kompleks doyisenli funksiyamn kontur inteqral
vasitasila hesablanma tisulundan istifads edarsk hesablamaq
olar. Tutaq ki, Re p > a oblastinda verilmis F(p) funksiy-
as1 bittiin  p miistavisins analitik davam olunmugdur. Farz
edok ki, analitik davam olunmus bu funksiya Re p <a ob-
lastinda Jordan lemmasinin sartiarini 6dayir. Onda ¢>0
oldugda, R cc-a yaxinlagdigda

[ F(p)dp -0, (14)

Ch

burada Cj sol yanm miistavids | p-x| = R yanm ¢evra-
sinda qovsdiir.

Bu halda (8) nteqralini gixiglar nazeriyyssi vasitasils

hesablamaq olar. Asagidaki misailara baxaq.

Misal 1. Verilmis F(p) =«~—2~£—T,Rep >0, 0" >0,
Py
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funksiyasinimn orjinalim tapaq.
Aydindir ki, §3, 1 teoreminin sartleri 6denildiyindan

X+ic0
a

I
F(py=ft)=— { &” dp, x>0.
P2 O=5 | e —dp

X —fa

Verilmis  F(p) funksiyasimn sol Rep<0 yarim

mistavisine analitik davamndan funksiyas1 Jor-

p2+6‘)2

dan lemmasinin sartlarini ddsyir ve iki moxsusi néqtays —
birinci tartib sads p, , = +i@ polyusuna malikdir.

Ona goro £ 20 oldugda

icx =1
we

2
f(!)=2re1{ep‘;5-§’-a—);,m} > =sinet, 120
k=1

2iw Ziw

alang.
Qeyd edok ki, §3 teorem 1-in gortlari, xiisusi halda b)

sarll, Re p > a oblastinda analitik olan F(p) funksiyasimnin

orjinahnin varhg G¢tin kafi sartdir. Ela misal qurmag olar

ki, F(p) funksiyast bu serti 6domadiyi halda bela o,

muayyan haqiqi dayisenhi bir funksiyasimin ¢evirmasi olsun.

Misal 2. Verilmis F (p)=-%, “l<a<0 funksiyasinin
p

Re p > 0 oblastinda orjinalm tapagq.
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Bu funksiya baxilan oblastda ¢oxqiymotlidir. Biz
F(p) funksiyasina x>0 oblastinda haqigi dayisenli, hagi-

. 1 . .o
qi — funksiyasimn Rep >0 oblastina analitik davamm
x

kimi baxacagiq. Ona giéra x>0, p=x olduqda-argp=10
qabul edacayik. Aydindir ki, F(p)funksiyas: §3 teorem 1-in

b) sortini 6damir.
Gostarak ki, bu halda

SO === [ e —sdp, x>0 (15)
2mx—-i¢o p

funksiyas: verilmis F(p)funksiyasimin orjinahdir. Verilmis
F(p)funksiyasinin sol Rep <0 yarim miistaviyo analitik
davami  p=0 vo p=o budaglanma ndqtolorins malik

olan ¢oxgiymstli funksiyadir. Re p >0 oblastinda verilmig
. -, 1 :
F(p)funksiyasimn analitik davarm olan ——- funksiyasi-

na p kompleks miistavisinds haqigi oxun manfi hissasindd

kosiys malik olan G oblastinda baxaq. Qeyd olunan G

oblastinda gapall I' konturunu gotiirak. Bela ki, I kontu-

ru x>0 mistavisinde [x—iR’,x +iR'] diiz xatt parasindan,

kasilmo xottin strafinda — R < x< -p pargasindan, bu par-

gaya birloson |p|= p gevresinin ¢|, ¢evrs qdvsindan va ko-
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silma xattini {x-iR,x+iR’] saquli parga ilo birlagdiron
|p—x1=R’ gevrasinin ¢} ¢evra qovsiindan ibaratdir (gokil 3).

yl\
x+ iR’

"1

F

i

-R —p/€< Rep=x
e

' %
|p=04
G
i
x—IiR'
Sakil 3.

Aydindir ki, e” funksiyasi G oblastinda heg-bir

a+l

moxsusi néqtays malik deyil. Onda Kosi teoremina géra bu
funksiyanin I' konturu iizra inteqgralt sifra barabordir. On-

da R’ sonsuzluga vo p-nu sifra yaxinlagdirmagla limite
kegsok, Jordan lemmasina géra cy ayrisi izro inteqralin li-
miti sifra barabardir.

Sonra ¢/, ¢evrasi iizra inteqrall qiymatlondirak. Bunun

figlin p = pe'® avaz etsok
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E]

pa+1’ 2z p _!reipcoswdqa

alang.

Buradan -1<a@ <0 oldugundan ¢, tzra inteqral

o 0-a yaxinlagdigda sifra yaxinlasar. Bu qayda ilo inte-
grallama konturunda yalmz diiz xatt iizra inteqrallar qalir.

Qeyd edak ki, kasilmo xattinin alt hissosinds arg p = -7, Ust

hissasinda 153 arg p = 7 -dir. Ona gors

X+ioq 0
P dp 1 { J o dx +

f( ) - —i_i—T_Ix e pa+1 2T (_x)a+leim

-0

= 8]

+7Texl dx . }_____lr_-{e—ma j‘e~x1x—a—ldx_

g (__x)tz+]e-tm 22!1 ;

_e—ifracje—xl -- !dx} Sm( ”a) o-c[e x a--ldx (16)
u]

0

alarg.
(16) inteqralinda xt=s avazlomasini aparsaq

o Sin(—7a)

£ =14 22 (—a).
r
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Onda I'(-a) I'l+a)= Jm barabarliyindan isti-

sin(~mar)
fads etsak
| ¥
=f({f)= 17
e f®) S (17)

miinasibotini alariq.

Misal 3. Verilmis F(p)= —l—e‘“ﬁ’., a >0 funksiyasinin
p

Re p > 0 oblastinda orijinahm tapagq.

Bunun igiin avvalki misalda oldugu kimi, Rep>0
oblastina hagigi x > 0 doyisonli, Jx funksiyasinin analitik
davami olan \f; funksiyasini nazardan kegirak.

Qeyd edsk ki, bu halda p=x>0 olduqda argp=0
gobul etmoliyik. Verilimiy F(p) funksiyasinin sol Rep <0
yarimmiistavisino analitik davam p=0 va p =« budag-
lanma néqtalerina malikdir.

Haqigi oxun manfi istigamatinds kasiys malik olan P

miistavisinde G oblastina baxaq. Bu oblastda F(p) fun-
ksiyasimin  analitik davamu olan birqiymath  analitik
1

—e'a"[; funksiyasi tayin olunmugdur. Qeyd edak ki, F(p)
P

funksiyast Re p >0 oblastinda §3 teorem 1-in sortlorini vo
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>0 olduqda Rep <0 yarim miistavisinin G oblastina

onun analitik davami Jordan lemmasinin gortlorini ddayir.
Ona gdro avvalki misalda oldugu kimi eynila T" konturunu

segmak olar ki, kasiyin {ist hissasindo argp =7 oldugda

p=g” ==& Jp=yte? =iJ¢
alinar vo kastyin alt hissasinde arg p = -7 oldugda
p::’g’e_i‘rr =-£, J;:Jge_i =~i\/z (£>0).

Bu halda
X+Hiw e—a \/E

P20 =5 | e

| e
lim— (e ——4d
+p‘3}>2m' Ie 4

alinar. Bels ki,

1 ip € ;
fim-— |e” ——ipePdp =1
p—0 27 '!; pe'? ¢

oldugundan
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£ = —l?e'f‘ UL
" g

0

Bu integralda /& =x avaz etssk vo

sin ox

= D]-cos Bxdf

0

oldugunu nazars alaraq inteqrallama névbesini dayigsak,
w . }}‘ a £

feer Mdg = 2[dp [e™" cos fud. (18)
0 g 0 0

Almms (18) miinasibatinda daxildaki inteqral asanligla he-

sablana bilar. Belo ki,

“ £
Ie'“f cos fAxdx = %—Ee 4

] s
alinar.

f(t)—l———(I “dp
B

Qgor — =7 avazetsak

N

| Y o
F(p)=—e “"p_-—'l—(l)(—],a>0, Rep>0. (19)
(p p W p

Belalikla

Burada
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O(z) = Tdn. (20)

2z Je
Jr g
§5. Funksiyanin sonsuzlugqda requlyar oldugu hal.

Bu paraqrafda xiisusi halda verilmis kompleks doyi-

sonli F(p) funksiyasimn orjinalinin tapiimasinl aragdiraq.
Tutaq ki, Re p > a oblastinda verilmis F(p) funksiyasinin
analitik davarm p kompleks dayisenina nazaran birqiymat-
li funksiyadir. Forz edak ki, p =90 néqtasi F(p) funksiya-
sinin diizgiin ndqtasidir. Buradan ahnir ki, F(p) funksiya-

stnin p = o ndqtast strafinda Loran siras

< C
F(p)=3 —= @1
m=0 £
soklindadir.  Cevirmsnin  xassesindon  aydindir ki,
Rep +o0-a yaxmnlagdiqda 'j,F ( p)| 0-a yaxinlagir. Ona
gora (21) ayriiginda ¢, smsali sifra barabordir vo
- - C,
F(p)=3 -~ 2)
n= P

Bu funksiyanin vasitasils orjinalin tapiimas: tgiin asagidaka

teoremi qeyd edsk.
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Teorem. Ogorp=co noéqtast F(p) funksiyasimn diizgin
noqtasidirss vo  F(w)=0, onda F(p) funksiyasi hoqigi
dayisanh

0 t<0

=& " 23
fO=1$, (23)
n=0 n!

funksiyasimin Laplas ¢evirmasidir, burada C, F(p) funk-
siyasinin p =< noqtasi otrafinda (22) Loran strasinin am-

sallaridur.
Isbati. Asanliqla gdstarmak olar ki, [9,11] (22) aynli-

sinda samsallar
l .
C,=-— [F(p)p"'dp
2m c

diisturu ila tayin olunur. Burada C,, elo |p|= R cevrasidir

ki, bu gevradon konarda F(p) funksiyasimin heg-bir maxsu-

si ndqtasi yoxdur. Sarts géra p =<« noqtasi F{p) funksiya-
o . M
simn sifri oldugundan, |z> R igin [F(p)|< = olar. Ona

gors C, amsallan (i¢iin
IC,.| < MR™

qiymatlonmasi alinar. Bu giymoatlonmadan (23) sirasinin

yigilmasini alang. Dogrudan da,
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o R"EI‘ Me :‘t

Sl el <z T

Buradan alinir ki, ixtiyari sonlu radiuslu dairada (23) sirast

n!

miintazem yigilir, basqa sézls, ¢ kompleks dayisenindan asi-

1t milayyon £ (¢) tam funksiyasin tayin edir; yoni

ﬂ

fi= Zqﬂ

n=0

(Qeyd edak ki, (23) diisturn ilo toyin olunan f{¢) funksiya-

sina, f(f) funksiyas: ilo Xevisayd o (¢) funksiyasmin hasili
kimi baxmagq olar).
Onda f(t) funksiyasim e ¥ -ya vurub, mintozom

yigalan (23) sirasmni  £-ya nazoran hadbshad integrallasaq va

. A -
1" #—— oldugunu nazara alsaq

2 ) £ 1 o o i
ZQM%Fqu?g=gam ~F(p).  (28)

Bununia teorem isbat olundu.
Misal 4. Tutaq ki,

F(p)= (25)

p2+1
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Bu funksiyamin iki p,, = =i moxsusi noqtasi vardir, p =

noqtesinin otrafinda birqiymeatli analitik funksiyadir va bu
noqtanin astrafinda [9,11] F(p) funksiyasim Loran sirasina

ayrrmaq olar:

NI PV ¢
(p) kz;(:)( ) 22k(k?)2 p2k+]

(szk
"-EL( I ‘2( n (26
\[p +1 k=0 sz €2) Bl kt)? )

alariq. Alintms (26) minasibatinin sag tarafi sifiriner tartib-

o

Ona gora (24) miinasibatindan

dan

Jo(0) = ;( D oy
Bessel funksiyasidir.
Onda
YA 27)
Jpi 1
alinar.
1 1 . i

P+l Jprel Jpt el
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oldugundan vo sins funksiyasiun Laplas ¢evirmasindan

istifada etsok
H
[To(0) ot —7)dz =sint
[

alang.
Misal 5. Tutaq ki,

1

F(p)=— L,
P
Aydindir ki, bu funksiya teoremin gortlarini ddayir va

F(py=Y.(-h™"

i (n-Dp*
Onda
{Z—Ji}lk
-~ 2
e P—Z( s LD 28

oldugunu alanq.
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FESIL 7
LAPLAS CEViRMOSSININ TOTBIQLORI

§1. Laplas cevirmasinin adi diferensial tanliklor va
xiisusi toramali diferensial tanliklor ii¢iin Kosi

masalasi,sorhad masalalorinin hallina tathiqi

1. Tutaq ki, bizs agsagidak: diferensial tonlik veritmisdir
au™ () +a, wV@O+. +apd (€) +agu(t) = £(2) (1)

burada wu(t) ¢ - sorbost doyigenindon asih axtarilan funk-

siya, f(t) - verilmis funksiya, a; (i=01,...,n) - sabit omsal-

-pt

lardir. Bu tenliyi e ¥ vuruguna vurub ?-ya nazeron sifir-

dan sonsuzluga gader inteqrallasaq

a(pu(py-b"(p)=f(p). (2)

burada
a‘'(p)=a,p" +a,,,_lp”_l +otapray.  (3)

b (PY=b,p" 4t bprby (4)

' (p), f"(p) uygun olaraq u(r) va f(f) funksiyalarinin

Laplas gevirmosidir va
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b, =a,u(0),

n

b

n

2 = anu'(o) + an—lu(o) H

bnf3 = anu”(o) + an—iu'(o) + an—zu(o)v

b, =a,u™ P (0)+a, w"(0)+...+au(0),

by =a,u" " (0) +a, 1" P (0) +...+ ayu'(0) + au(0).

(5)

(2) tonliyini 2" ( p)-ya nazeran holl etsak

£ @)+b () ©

P e

Asagidaki isaralsmaleri gsbul edak

. 1 . b (p)
=—, ) == ()
r P a (p) s a'(p)
Onda
W (p)=fT(py (p)+s (p) (8)

alang. Burada r*(p) va r"(p) rasional kesrlordir vo mo-

lum gaydalarla sads kasirloro ayrila bilorlor. Biikiilms hag-

qindaki xassadan istifada etsok

()= [f(e)r(t—0)de +30) (9)
0

alang.
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Belalikla (1) tanliyinin » ixtiyari sabitdan asili imumi

hollini almus olarng. Bu sabitlor #(f) funksiyasinin 6ziniin

va 1 —1 tortib téramolarinin baglangic sertlari ddamosindan

tayin olunar. Aydindir ki, hallin sokli xarakteristik

a (p)=0

(10)

tonliyimin koklarindon asilidir. Asagidak: hallar arasdiraq.

10. Almmg (10) tonliyinin bitin  py,..., p, koéklari haqiqi

vo miixtahfdir, yonu:
a'(p)=a,(p—p)p-py)-{p-p,)

Bu miinasibsts uygun olaraq

Fp)=—
p—-p PP P~ Py
s (p)= SR P
P—P PP P~ Pn

alang, burada 7, va §, sabit amsallan

1 b’ (py)

rk: [ » Yk T T
a (py) a (py)
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b (P =020, +u(0)zupk +ot

(n 2)(0) Za p! n+l +u(n—l)(0)a"

i=n-1
miinasibatlari ils tayin olunur.

Tars Laplas gevirmasindon istifads etsak
n H
r(t)=Zrke‘°“, s(t)u—-ZSke‘”"’ ; (12)
k-1 k=1

oldugunu alariq.

Onda (12) miinasibatini (9)-de nazars alsag

u(l) = Z i jf(r)e'f’“dmb*(pk). (13)

m1a (D
20, (10) tanliyinin sifir koklori olan halda, yani
a'(p)=a,p" (14)
olduqda, aydindir ki,
I

r(p)—
ap,p
s b b [ |
5 (p):—tLi+_n__?—i2.++J__,;T+__o_’T.
a, p 4a, p a, p a, p
Onda tors Laplas ¢evirmasina géro
n-1
r(!)=—1—- d ,
a, (n-1)!
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Jhaat b, "t p,

s(y="—+ T L — + .
a,, a, I a, (n-2)! a,(n-N!
Bu halda (9) miinasibati
r)n— n—l b ik fk
{)=— T4 )y I 15
u(t) = jf( AR YR (15)

saklinds olar.
39 (10) tonliyinin koklari haqiqi vo bir-birina barabardir,

basqa sozla

a*(py=a,(p-p)". (16)

Onda
|
rHp) =,
an(p_p])n

*

S*(p): b (P) - - Cn - + C,,_l — I Cl ;
a,(p—p) (p-p) (p—-p) PP

burada ¢, - rasional kasrin sads kesrlers ayriligindan ahn-

s sabitlordir.

Buradan
n—1
F(1) = _ Cy s
@« an(n——l)‘ s =e th(k 3}
Bu halda (9) diisturu
r)n- ep,(t 7} noe [k
) = dr+ePy & 17
u(t) = Jf(r) PCRTTRRAALAD e B O
saklinds olar.
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2. Tutaq ki, a, sabit amsalli v sag tarafi zamamn funksiy-
as1 olan xatti diferensial tonliklar sistemi verilmisdir. Bagqa

s6zla, asagidaki tonliklar sistemino baxaq:

d;
" = a”xl +a]2x2 +...+a1"xn +fi(t),

di
dx
—d-l = Qg Xy H sy Xyt Ay, X, + £ (),

: (18)

........................................................

_I”_ =ann + 0%y + "'+armxn + fn (t)'

Bu sistemin har bir tenliyini e " -ys vuraq ve [ -ya nazoran

sifirdan sonsuzluga gador inteqrallayaq. Onda

(@, ~ P, D)+t (B)+ -+ a X (D) =~y () =5 O), |

%, (D) +(ay, — Y6 (D) +..t o (P) == (B) =%, 0), 19

@y % (D) + a5 () +.Hag DX, (D) =~ (D) =%,(0) - |

'[ ( ) kA R 2

burada
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............................................

(19) sisteminin bas determinantidor,

Ay = _i (-n™* JAu(p) ‘”Z (-1 x(MA,(p).
=1 il

va

1
an—-rP ap e Gy gy e Gy
Gy =P - Oy Oypy e oy
!
L4 iz o Giagel Gegg - Gy

Ap(p)=
i ivig o Tgr Ouaga - Gy,
an a,; Ay j Ay k4l A A

bag determinantda 7-ci satri va k-ci situnu pozduqdan

sonra alinmig minordur. Bu qayda ils (20) diisturunu asag-

daki
X (P) =2 £ (P)Dy (PY+ %, (O)D; (p),
=] i=]

soklinds yaza bilorik, burada
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D = () Ay (D)
w(P)=(=1) A

p -y2 nozoran rasional kasirdir vo A, (p)-nin daracesi, do-
racasi » olan A(p)-nin daracasindan bir vahid azdir. Alin-
mig D,-‘k (p) -ni sads kosrlara ayirmagq giin A(p) =0 tonliyi-
nin koklarini miiayyanlagdirmak lazimdir. Belohikla (21)
miinasibatindan  x,(p) toyin etdikden sonra tars Laplas
gevirmasinin kémayi il x, (¢) ligiin

n ! n

%)= [f; @Dy =2)dr+ ) % (0D, (1)

i=1 g i=1

diisturunu almis olang.
Qeyd olunan tisul yiksak tartibli, xatti diferensial tan-

liklor sisteminin hallins da tatbiq oluna bilar.

Tutaq ki,

kz"::]{aw( d—;:T"-Jr b % +cthk} =f(t) (v=12,..n) (22)
tonliyinin

M =a,x,0=0 (k=12,.,n), (23)
baslangic sortlori daxilinds hallini tapmagq tsleb olunur. Bu-
nun iigiin (22) tanliyinin har tarafins Laplas ¢evirmasini tot-

biq etsak
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Z(Qkpz +h,p+e)x (P =1, (D) + Z[(%kp + by + 6,5

k=1 kAl
alariq.
Axirincl miinasibotden x, (p)-ni tayin edes bilarik. Qoyul-

mus masala licin dmumi hall disturu almadan, xiisusi misa-

la, iki tortibli xatti iki diferensial tanliklar sistemina baxaq

dzx dx - 4 +
ﬁ'—-—--rzl +Al] —-FI;]-+A]24—;2—_.a“xl a]2x2 _f](t)s
dzx dx — + +

burada x,{(t) va x,(f) ¢-doyiseninden asili axtarlan fun-
kstya, f(), f>()-zamandan asih verilmis funksiyalar,
Aﬁ,Auza Ay, Ay ,ay,0y;,05,,a5 - sabit amsallardir. Verilmig
(24) sisteminin har bir tanliyini e P -ya vurub, -ya nazoran
| stfirdan sonsuzluga qadar inteqrallasaq
P = px(0) = x1(0) + pA \x; = 4,%,(0) + 4, px; — A7%,(0) =
=a,x +apx, + f,,
P°x; = P2y (0) = x5 (0) + pAyyx;. = o x,(0)+ gy — Ay, (0) =
=ayx +apX + f;
alang.
Oxsar hadlara gora qruplasdirsag
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(P> + pA, —ay)x +(App—ap)x, = £, +(p+4)x0)+

+ A%, (0) + x1(0), L 25)

(4yp— a2l)x: + (P2 + phy - an)x; =f; +4y,x, (0} +
+(p + Ayp)%, (0) + x5, (0).

Onda

. A,

X (k=12), (26)

burada

:P2+A11P“an Ayp-apy

A 2
| Ayp-ay Pt App -y

(25) tanliklar sisteminin bag deteminantidir.

Alinmis (26) miinasibatinds A; va A,
Ar=frn- forn+6, By= fovm - A7a +6,
diisturlari ils toyin olunur, bels ki,

* 2 n* —
Yi=p + App—ay, i = AP,

* * 2
y21:A2ip_a21: Yo =p +A”p—a“,,

8 =x (0){([7 + 47— A217;2]+ ) (O)lAIZJ{I ~(p+dy )7:2J+
+ X0yt — x5 (O)7 s,
5 =x (0)[A217;2 ~(p+ An)?’;l]*'xz (0)[(17 +Ap)rn - A'27;‘]+

+ X0y ~ %073 -
Asagidaki isaralomani gabul edok
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F;,,:(—l)“"%‘", D;=%k (k,n=12). (27

Onda (26) disturunu agagidaki kimi yaza bilarik:

xe= AT+ il + D (k=12). (28)
I,,D; (k,n=12) komiyystlori p-parametrina nozaran
rasional kosirlordir va kasrin siiratinin tartibi maxracin tarti-

bindan dérd vahid azdir. Bu kesrlari sada kasirlera ayirsaq

va tors Laplas gevirmasini tatbiq etsak
t
x ()= j'[fi (O, -0+ (Ot -D)dr+ D, (), (k=12) (29)
0

olar.
3. Miisyyan sinif diferensial tanliklarin hollini, ixtiyari doyi-
son inteqral altina parametr kimi daxil olduqda Laplas

integrali oklinds axtarmaq olar. Bunun i¢iin asagidak:
(a, +b N () +(a,., +h, DX (O) +..+{(ay +40)x(0) =0 (30)
diferensial tanliys baxaq.
Tutaq ki,
x(t) = [eP'v(p)dp
va inteqrallama sarhaddi haqqinda halalik heg bir forziyys
ireh stiralmur.
Onda
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01 = [e? prvip)dp, 5P (@)= [t p'v(p)dp =

=" ptuip]- Iep' [p v(p)kdp.

Bu miinasibatlari (30) tanliyinde nazars alsaq

Je "’{Zam v(p) - Zbk [p V(p)]}dp.:,.

+}n:bk[ P ptv(p)=0. (31)
k=0

Bu tanlik o vaxt ddanilir ki, inteqral altinda boyiik mo-
tariza igorisindaki ifads sifir olsun. Buradan v(p) funksiya-
sin1 tayin etmak figiin bir tartibli diferensial tonlik almus ola-
riq. Ikinci toplanan da hamginin sifir olmalidir: bunu integ-
rallama intervalini segmoakla ctmok olar. Umumiliyi pozma-
dan asagidaki

x(O+(@+b+nDx'E)+ax(y=0
diferensial tanliyina baxaq.

Onda x(t)= Ie"’v(p)dp Laplas cevirmasi vasitesik v(p)

funksiyasini tayin etmok iigiin

v(p)(p* + p)-vp)pla+b-2)+a-1]=0
tonhyini alariq.

Buradan v(p)=(p+1°"'p*" .

Onda ikinci gortden
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7 (o1 (4 p)] =0 (32)
miinasibatini alarig, burada « vs # inteqrallama interva-
linin baslangic ve son noqtosidir.

Miiayyanlik ticiin forz edak ki, a>0, > 0.

Aydindir ki, (32) serti a =-1, #=0 oldugda 6dani-
lacokdir.

Belolikla (30) tonliyi tigiin birinci integral

0
0@ = [e”(p+1)’'p*ldp
-1
saklindadir.

Ogar L=0 vo a=-x gabul etsak (>0 oldugda)
ikinci inteqral

0
5= [P (p+1)* p” ldp

saklinds alang.
Bir gox hallarda inteqrallama sarhaddini kompleks
miistavida segmok lazim golir.
Asgagidaki misala baxagq.
Tutaq ki,
X"() + 2nx' (1) + tx(1) = 0
tanliyi verilmisdir.

Dvvalki qayda ilo
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baslangic ve

= @(x, ¥, 2,1) (36)

r

[a(x, v, 2u+ f(x,y,2) %]

sorhad  gorti  daxilinde  hsllino  baxaq, burada

I'=$x[0,%),S— £ oblastinin sarhadi, »-1s0 S sathinin
xarici normalidar.

(33) tonliyinin har tarsfini e 7 -ya vurub ¢-ys nazaron

sifirdan sonsuzluga gader inteqrallayaq. Farz edak ki,

-~

Ie’p’u(x,y,z,t)dt, Ie”*" gu(x,y,z,r)a’lf
0 ; o

va s. inteqrallart vardir. Bundan slava

c‘_c"e"”’Audt = ATe"”udt
0 0

miinasibati édanilir.

Axtarilan u(x, y,z,t) funksiyas: tizarina qoyulan gort-

lordan, (33) tenliyindan va (34),(35) baslangic sartlordan isti-
fada edarak

A" (p)+[a(x,y,2)p? +b(x, . 2)p+c(x, . D (p) =
= a(x, y, 2)| pug (. y,2) — uy (X, . 2)] +
+b(xsysz)u0(x’yaz)+f‘(x’y9zsp) (37)

tanliyini alarig, burada u*(p) = u*(x, .z, p)-dir.
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Bu halda (36) sarhad sortindon

= {D‘ (x’ ».z, p) (38)
T

{a(x 3 (P + B, a2y 22 )}

sarhad sarti alinar.

Almmus (37), (38) sarhod masalasindan ' (p)-ni toyin

edok . Dgor u (x,y,z, p) funksiyas: avvalca verilmis cadval

diisturlan vasitssils tapiiirsa, onda axtanlan holl asanlqla
tapilir. 9ks halda

y+ic
u(x’ y’ z’ r) = 2_:r'_1: Jei{u:‘(x,ya Z, )b)dﬂ

yotm
hallini tars Laplas ¢evirmosi vasitasils tapmaq olar.

Qeyd edok ki, axinnci integralin hesablanmas: iigiin
gapah kontura kegmokls, ¢ixiglar noazariyyssindon istifads
etmok olar. Laplas ¢evirmosini tstbiq edsrkon axtarilan
funksiyanmn izorine milayyan sartlar qoyulur. Masalan, inte-
grallarin yigilmasi, diferensiallama va integrallama amolle-
rinin yerini dayisilmasi, inteqral altinda limits kegmok va s.
Digar tarafdan, agar alinmis natice tanliyl v baglangic sar-
had sortlarini 6dayarsa, onda baxilan iisul formal olaragq da
tatbiq oluna bilar.

Indi isa bir nega sads masalalarin hollino baxaq.

19, Verilmis D = (0,/)x (0,) oblastinda
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_ou

o 39
ot )
istilikkecirma tonliyinin
u(x,1),_, =0, x<l0,0], 40)

baslangic va

u(Jc,t)Lr:O =g, (1), u(x,1)

=@, (), t €[0,0}, (41)

sorhod sortlorini 6dayen hslline baxaq. Axtarlan u(x,?)

funksiyasinin Laplas ¢evirmoasi

oo

u (x,p)= Ie_plu(x,t)dt (42)

0
soklindadir.

(39) tenliyinin har torofina Laplas ¢evirmasini tatbiq
edok va forz edsk ki, (42) diisturunu inteqral alunda x-3
nazaran diferensiallamagq olar.

Bu halda

d*u’ (x, p)
2

Analoji olaraq Laplas ¢evirmasini (41) sorhad sartlori-

= pu (x,p). (43)

na tatbiq etsok 7
d )| =) W ep)| =) @)

miinasibstlori alinar, burada
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@

ou(p)= [P (de (k=12).
0

Beloliklo (43) tonliyinin (44) sarhad sorti daxilinds holli
W (%, p) =@ (D)W (x, ) + G2 (P)W, (x, ) (45)
saklindadir, burada

s sh(l - x)\/_ th\/-
"= p)= Cshifp Wl T ship

Ahnnmug w; (x.p) vo w; (x, p) funksiyalar uygun olaraq

159[ t 180[71-x t}
— — — Va — — __’_
Iaxi2l 12 Iox| 2172

funksivalarin Laplas ¢evrilmasidir, burada

6(v,1y="Y ¥ " F . Yakobi funksiyasidir.

Onda (45) minasibatinda bikiilms teoremindan istifada

edarak u(x,f) funksiyas: G¢iin

1% 8 X t-7
u(x,r)-—;('jgx— ( }a(r)dﬂ

1!6 l-x t-71
o jgx—( : )(a(r)dt (46)

0
dissturunu alang.

indiisa D =(0,/)x(0,%)oblastinda qeyri-bircins
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du O'u

E:§;+f(x,t) | (47)
istilikkegirma tonliyinin
u(x,t),_ =0 (48)
bircins bastangic vo
u(x,p)1x=0 =0, u(x, p)|x:‘, =0 (49)

bircins sarhad serti daxilinds hallins baxaq.

Tutaq ki,

4]

)= e fixndr.

0
Onda (47) tonliyins va (49) sarhad sartlarino Laplas ¢evirma-
sini totbiq etsak

d*u’ (x, . .
TuCD) ey p)- £ ep)s (50)
u' (O, py=u(l,p)=0 (51)

sarhad masalasini alang.
Asanligla yoxlamagq olar ki, (50) tenliyinin (51) sarhad

sart] daxilinda Qrin funksiyasi
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(sh(l*f)\/Eth\/;, x<&  oldugda,
G (x.& p) e
X6 P) =1
HEDpshEp o oiduqda
@sh[ﬁ

miinasibati ila tayin olunur va (50) tenliyinin (51) sarhad sor-

tt daxilinda halli

t

u'(x,p) =[G (5.8 p) " (x, p)dE (52)

0

dasturu ile verlir.

Tayin olunan G (x,&; p) Qrin funksiyas:

| x=8 ) (x+5 1
G(x’g"‘)zz{g{ 2l ’12) 0[ 2l ’FH

funksiyasinin Laplas ¢evirmasidir. Ona gora (52) miinasiba-

tindon goyulmus qarisiq masalanin halli Ggiin
{ !
u(x,ty = [d [G(x, &t - 1) f(£.0)de (53)
4] 0
diisturunu alangq.

2%, Tutaq ki, D = (0,)x(0,) oblastinda

du  O'u
—=— 54
7 (54)
tonliyinin
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u(x,0)=0, xe[0,) (55)
baslangic va
u(0,6) = f(1), te[0,%0) (56)
sorhod serti daxilinds hellins baxaq. Dvvalki masdlslards
oldugu kimi (54) tonliyine (56) sarti daxilinda Laplas gevir-
mosini tatbiq etsak
dzu‘ X, * * +
LLCD il ), ' Q)= S @) 6T
moasalasini alangq.

u (x, p) funksiyasim

u'(x,p)= c]e_x‘/; + czex‘[’;

soklinds axtaraq.
Burada x «-a yaxinlasdiqda u (x, p) funksiyasinn

moahdud olmasindan

7

u' (. p) = £ (pe ™ = pf (p)2

oldugunu alariq. Onda biikiilma teoremindan istifada etsok

= f(?,') 4(1 r) /{ _____]evﬁ d£ (58
u(x,t}= ZJ—J'(t ‘.'.')’2 ¢ (58)

tapariq.

Hlts‘
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Asanligla gostarmak olar ki, (58) miinasibati ilo tayin

olunan u(x,?) funksiyasi

U0 =0, w0 =0 [Tz = 1)
0

baglangic ve sarhad sertlarini édayir.
39, D =(0,0)x(0,00) oblastinda

du  8'u
= 59
ot ox? (59)
tonliyinin
u(x,0)=u;, xe[0,00) (60)
baslangic,
Su|
—1  =hu(0,1) (h =const), te[0,0) (61)
Oxi,_g

sarhod sorti daxilinda hsllini tapaq. Qoyulmus (59)-(61) qga-

nsiq masalesina Laplas ¢evirmasini tatbig etsak

dzu** w' —u dL = hu
aixz p [/ dx

x=0

masalasini alarg. Svvalki masalods oldugu kimi  #"(x, p)

funksiyasinin x o -a yaxinlagdigda mahdud olmasindan

u (x,p)= Ho ce'x‘/?,
P
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alariq.

Buradan

u' (x,p) =ls[1—ﬁh:;e‘x sz u;“(l-e"’ﬁ)+

L v TS 62
W) ”
.W{uﬁeﬂﬁg%)} = Epo—(l _er ),

S?[e_b“””]z pL

-px _ £t
—7° =f(p

oldugunu nazars alaq. Burada

2lrnl= e fnar
0

isara olunmusdur vo integrallama x-dsn sonsuziuga go-

dordir.
Onda

f’(\/_)~ 1 g L‘”e-h(r-x)w% .
gl

miinasibatindan istifada etsak
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o T

Uy -h{r—x)——

_ X 4
u(x,t)_uoerf(zﬁ)+\/; e dr

X

hallini alrms olang.
40, D =(0,00) % (0,c) oblastinda

*u  0*u |, ou
—5 =g b —cu=90
ot ox ot
tanliyinin
u(x,0) =0, aux,1) =0, x<[0,)
=0

basglangic va
w(0,0y=p(1), 1€[0,)

(63)

(64)

(65)

(66)

sorhad sorti daxilinds hallini tapaq. Burada (64) tonliyina va

(66) serhad sartina Laplas ¢evirmasini tatbiq etsak

d’u'(x,p)

. —(ap2 +bp+ ) (x, p)=0

u (0, p)=¢ (p)

sarhad masoalasini almug olarig.

Masalsnin hsllinin sonsuzluqda mehdudlugundan

u‘(x’ p) :¢‘(p)e—x\fap1+bp+c .

2
9gar ac —(%) =0 olarsa, onda u"(x, p) funksiyasi

202

(67)

(68)



—x[ pia +5%]

u'(x,p)= ¢ (p)e (69)
soklinds olar vo buradan
b,
u(x,ty=e 2 ot - xva). (70)

2
9gaer @ = ac— (%J # 0, onda asagdaki

b
Jap® tbpre _ e Yol .efoa_p _

e'I

- b J,(-\/—i\}tz —ax“'}
—x\/E _"e"‘”e_ﬁ- ¢
ax - /IZ ___ax2

dt

munasibatini nazars alsaq,

0 0<t<xJa oldugda,
b

——

e ot - xfa)-

u(x,1) =< : . J{_\/aém] (71)

—x\/E j(o(r—r)e_ﬂr- = - dr
2,3l VT —ax

1> xJa oldugda

[

burada

203



( 1) ] i 2n
( J,,Z“O n! F(n+k+1)(2j

[e3

k -tortibdoan Bessel funksiyasi, ['(k+1) = je"t"a’t - isa Eyle-
0

rin qamma funksiyasidir.

§2. Laplas ¢evirmosinin inteqral tanliyin
hallins tatbiqi

Laplas cevirmasi genis miqyasda Volter tipli inteqral
tonliklorin hollina totbiq oluna bilir. Tutaq ki, bize ikinci

név Volter tipli
o) = f(1)+ Jktt ~D)p(z)dr (72)
[&]

inteqral tonlik verilmisdir.
Forz edsk ki, bu tonliys daxil olan biitiin funksiyarin

@ (p) =Ll 1 (p) = LLAWD), k' (p) = LTkD))

Laplas ¢evirmasi vardir.
Onda (72) tenliyinin har terafina Laplas ¢evirmesini
tatbiq etsak

o (P)=F(p)+k' (p)+0"(p) (73)
Buradan
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£ (p)

@(p)=luk.(p)

¥

a i

b 3 pt
o) =—— [o'(p)e"dp

hallini alangq.

Analoji Gsulla birinci név
i
[y = k(- D)p()dr (74)
¢

Volter tipli inteqral tonliyi da hsll etmok clar. Bundan bag-

ga bu tsulla ikinci név Volter tipli
n !
0,0 =£O)+Y [kt =D (@)dz,  (i=12,..m) (75)
k=19

inteqral tonliklor sisternini da holl etmok olar. Bu tanliyin
hor tarafina Laplas ¢evirmasini tatbig etsok
0/ (p)= 17 (P)+ 2 k(D)o (p), (1=12...m). (76)
k=1
Bu tonliklori hall edarak q): (p)-lari tayin etsok, onda
(75) inteqral tanliyinin halli ii¢iin
] a -+ .
2= [0 (pe"dp (i=1,m) (77)
2mwi

0w

diisturunu alarnq.
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Bir neg¢a sads misali nazardan kegirak.

10, Dvvalca

[ _de=p1y  ©<a<y (78)
0 ([ - T)
Abel inteqgral tanliyins baxaq.

Forz edak ki, ¢ (p) = Clo®), 1O} = f (p). Onda

(78) tonliyinin har tarafina Laplas gevirmasini totbiq etsak

ra- a)“’“”-f(p) (79)
Buradan
l-a ¢*
P S SO _1 o (p)-f(0)
7P Tl-a) Il-a) p° Td-a)p” - (80)
Onda asanligla
1 f(O) (S (n)dr
= 81
#(0) 1“(1—a)r(a){ j(z 0" } ey
almis olanq.
r(-a) @)= ——
sin a7

oldugunu nazara alsaq, hall ligiin

o(t) = smcm[f(O) J-f'(z')d‘r} 82)
(I ‘E)] a

disturu alinar.
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20, {ndi isa logarifmik niivali
t
fo(r)In - 1)dz = £() (83)
0

inteqral tanliys baxag, burada @(z) axtarilan funksiyadir.

Tutaq ki, ¢"(p)=#e®)}, f (p)=1f(®)]. Onda asagida-
ki

$(Int) = —-L(C +In p)
P
miinasibatini nazara alsaq
. 1 *
-9 (p);(C +inp)=f(p) (84)

burada C - Eyler sabitidir. Bu axirinc miinasibatdon

g _ P re-fO@ O
Inp+C p(ln p+C) plnp+C)

o (p)=-

Onda

¢ O] re” g !
= (85)
s Tk +1) p(ln p+a)

borabarliyindan istifada etsok, hall tiglin

k -Ck

8
sT(k+1) dk (86)

o) = jf (7)dz j T’ Ty ro j

['(k+1)

diisturu ahnar.
3¢, Asagidaki
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sint = _[J ot —Dp(r)¥dr &7
0

inteqral tanliyinin hollint tapaq.
Bunun igiin tanliyin hor torsfino Laplas ¢evirmesini
totbiq etsak

1 . . 1
= o(p), @ (p)=
PP+l Jpt 1 ]

alariq. Onda (87) inteqral tanliyinin halli
@(t) = Jy (1) (88)

olar. Bu halli tenlikdo nazars alsaq
!
sint = IJO(t—r)JO(r)a’r.
0

Qeyd edok ki, Laplas ¢evirmasi haomginin
ag@" (1) + a @V (0) + .+ a () +
nt
+2 [K, -0V (D)dr = £(1) (89)
i=Cg
sakilli inteqro-diferensial tenliklors vo eloca do  integro-

diferensial tonliklor sistemins tatbiq oluna bilar.
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FOSIL 8
BASQA INTEQRAL CEVIRMOLOR

§1. Mellin ¢evirmasi

Biitin adad oxunda toyin olunmus,

lp()|sce™, 1>0,
(1)

o) < cie?, 1<0
miinasibatiorini 8daysn, kompleks giymotli ¢(f) funksiyasi-
na baxaq, burada a va B adadleri @ < # sertini ddayirlar.
Onda

O(p)= [plt)e dt, @

miinasibatila toyin olunan ®(p) funksiyasi o <Rep<p

zolaginda analitik funksiyadir. Dogrudan da

o oo

0
qu(r)e"”dt = Jgo(t)e""’dt+ jgp(r)e"”dﬁ,
0

borabarliyindan, monfi yarim ox zrs olan inteqral Re p < 8

yarumn mustavisinds va miisbat yarim ox uzrs olan integral

isa Re p>a yanm miistavisinds analitik funksiyadir. Qeyd
olunan ®(p) funksiyas: imumilagmis Laplas gevirmssi ad-

lanir. Verilmis @(¢) funksiyasi (1) sortlerini ddadikds tors

209



Furye gevirmosini totbiq edsrsk, iimumilesmis Laplas ge-
virmosi ligiin
¥ +iw

@(t) = P _[_¢>(p)e”’dp, a<y<p (3)

¥
tors Laplas ¢evirmasini almig olang.

Burada inteqral bas qiymat moanasinda, basqa sézla,

y+iN

i O(p)e?d;
Lim y—‘[f\f (ple”dp

manada basa disiilir.

Alinmis (2) va (3) dusturlarinda x=e™" avozlamasini

aparaq. Onda bu mtinasibatlar

O(p)= [p(-Inx)xdx, 4)
1]
] ytio
p(-lnxy=— [O(p)x*dp (%)
27 ) e

saklinds olar.
Burada ¢(x)=¢(~Inx) isara etsok (@ - simvolu ils

miixtolif funksiyalar isara olunmusdur), asagidaki Mellin

diisturlarinit almig olang:
O(p) = [p(x)x""dx, (©6)
0
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i
o(x) =ﬁi_{f(p)x'ﬁdp- 9
Alinmg (6) miinasibati ilo tayin olunan ®(p) funksiyasina
@(x) funksiyasmin Mellin gevirmasi, (7) diisturuna isa tors
Mellin ¢evirmasi deyilir, burada ®(p) funksiyasina gors
@(x) funksiyasi toyin olunur. Qeyd olunan (1) sartindan
aydindir ki, (6) disturunda inteqral « <Re p < zolagina
daxil olan biitiin p -lor tigiin miitlag yigilir.
Aydindir ki, x=e™" avazlomsasi vasitasila (1) sarti
lp(0)|sex ™, 0<x <1, |p(x)]< exf, x>
sortlarine ¢evrilir.

Onda 0< x <1 oldugda g(x)x”~" hasili
)qa(x)x” ‘1| <ox @7

qiymatlonmasina, x >1 oldugda ise
lgo(x)x”"l < P!
glymstlanmasina malikdir.
Verilmis x* funksiyasmn (0,1) va (I,) intervalla-
rinda inteqralinin yigilmast sartindan haqiqi y - qiivvatinin
a-y+1<l~¢, B-y+121+¢g, >0
sartlorini 6demasini aling.
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Bu barabersizlikior gostorir ki, ¥ - adadi
a+es<y<fi-¢

barabersizliyini 6domalidir.

Buradan aliniq ki, ogar p kompleks odadi
a <Rep < B beraborsizliyini 6dsysrss, onda (6) inteqrali
miitlaq yigilir va qeyd olunan zolagda &(p) funksiyasi
analitkdir. Bu qayda ilo  (0,0) yarim oxunda verilmis
kompleks qiymoatli @(x) funksiyas: igiin Mellin Gevir-
moesi  toyin  olunmusdur vo Repe(a,p) oldugda

P(x)x* " e L(0,00).
§2. Hilbert gevirmasi

Tutaq ki, g(x) funksiyas: f(x) funksiyasina gosma-

drr. Qosma funksiyanin torifinden (bax §1, fosil 4)
glx)= n]‘[b(a) cosox - a{o)sin ox]do
4]
alang, burada
a(o) = % uffb(u) cosoudu, b(o)= l oj S (w)sin oudu .

7
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Alinmis a(o) va b(c) ifadslarini g(x) tgiin olan disturda

nazars alsaq
1%, "t
g(x)=~ Ido _[sm(u — x)of (u)du .
a 4} -
Qeyri-maxsusi inteqralin tarifini nazers alsaq

N %0
g(x)= 1 tim fdo [sin(u—x)af (wydu
T N-e h o

olar.
Burada inteqrallama novbasini doyissek va doyisoni
avaz etsak
[£+] _ N— _
g(x) = _1_ lim J.Q(M_:x_)_ f(u)du —
LN - Uu—x
LT jl oSN b )t =
T Now B
= Hm L ]—_M[f(x+t)—f(x——t)]dt.
Nowlg = 1

Axirinet barabarlik f(x+1) funksiyasimn x- néqtasing no-

zoran simmetrik va antisimmetrik toplananlann

faen+fG=0)  fE+0-fx-0
2 2

comi sokilinda gostarilmasindan alinir.

Sx+1)=
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T-cosht tok funksiyadir vs bu funksiyanin

f(x+t);f(x_t) funksi

siyanin sifra nezaren simmetrik olan pargada inteqrali kimi

yasina hasilinin inteqrali, tok funk-

oldugundan, sifra barabardir. Belsliklo

o VG- fa-n
g(x) = lim ﬂ p

N—oa o1

—cos Nt - l(xﬁ-t);f(x _t)}dz‘.

Ogor f(x) funksiyast miisyyan hamarhq sartlorini
odayirss onda Riman-Lebeq teoremini tatbiq etsak
L far0- 16,
79

t

g(x) = (b

diisturunu alariq ki, buna Hilbert gevirmasi deyilir.
Analoji mihakims ila tars Hilbert ¢evirmosini, yoni
g(x) Hilbert ¢evirmasi verildikda f(x) funksiyasimn tayin

edan

f(JC)=——I*J‘g{x+t)_g(x—th (2)
g t

disturunu almagq olar.

Alnmg (1) va (2) dissturlarinin
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y=L (L% fi9-- jg(’)dr 3)
s E-x JZ'

diisturlarina ekvivalent oldugunu misyyanlagdirak. Burada
inteqrallar ¢ = x ndqgtssine nazaron Kogiys gors bas giymat

manasinda basa diisiilir. Onda

g()=lim— |:Jf(t)dt jf(‘)d:J_

i _lij'f(xﬂ:)d J-f(x+u)d:|

-0 7T

If(xw) [y, 1 Far- e,
T u

s—»O;z u

alang.

Burada biz Sx+u) funksiyasinin, x noqtasing neze-
u

ran simmetrik

1[f(x+u)+f(x—y)J:1f(x+u)—f(x—u)
2

u —-u 2 u

va x noqtasinag nazarsn antisimmetrik olan

u —U 2 u

l[f(xﬂt)_f(x—u)}lf(xwhf(x—u)
2
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funksiyalarin cami sokilinde géstarilisindan istifads etmisik.

Baxilan biitiin ¢evirmalar ddnms xassasina malik oldugun-

dan (1) diisturunun (3) ddsturuna ekvivalentliyi isbat olu-

nur.

Analoji gaydada (2) va (3) miinasibatlorinin ekviva-

lentliyinz isbat etmak olar.

—
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