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G iRi$

Adetan inteqral onliklar o tanliklsra deyilir ki, namalum

axtarrlan funksiya inteqral igarasi altrnda olur. Bu anlayrg kifayet

qedar daqiq olmasa da metodik vesaitde ancaq xttti inteqral

tanliklerin toqribi halli ile meglul olacagrq.

Qeyd edsk ki, xatti inteqral tanliklsri tehlil ederken

Volterranrn (1896) igini birinci qeyd etmek lazrmdrr. Volterra

I
dxl- 2lKG,svs)ds= IG) (l)

$eklindo inteqral tenliyi tadqiq etrniqair.Ourada eG) namslum

funksiya, /G) va r(r, s) -verilmiq funksiyalar, ,t -odadi

parametrdir.

Volterra isbat eaniSir ki, eger K(r,s) ve /(s) funksiyalan

her hansr [a,a] seqmentinda kesilmez funksiyalardrrsa, onda homin

seqmentde 2 -nrn ixtiyari qiymetindo (1) tsnliyinin ancaq bir

kasilmez halli var ve hamin helli ardrcrl yaxrnlagma ilsulu ila

qurmaq olar.

dx)-1[K(x,s{s!s=1Q\ a<x<b Q)

inteqrahnrn tedqiqi ise daha da gatintit tdredir ki, bu da Volterra

inteqralrndan inteqrahn yuxan sorheddinin r -i b ilo avaz

olunmasrdrr. (2) inteqral anliyinin halli ilo Fredholm ma;lul

olmugdur. Fredholmun asas naticosi onda ibaretdi ki, o (2)



tsnliyini tadqiq edarkan r(x,s) nilvasinin ve /(jr) sorbost heddin

izorina ), -nrn btitiin miimkiin qiymatlarinda kasilmazlik qarti

qoymu$dur.

Fredholm bela taklif etmi$dir:

(2) inteqral tanliyini inteqral cami ila avsz etmek vc deqiq

(2) inteqralrn r

,dxl- rzK(x,.s,\oG,trt =y('t
r=l

toqribi inteqralla evaz edib xatti cebri tenliklar sistemi alrb va

sistem tanlikleri hall etmek lazrmdrr ki, bu da he9 bir getinlik

tdretmir.

Sonrakr tadqiqatlarda Fredholm xarakteristik adedlor

iizarinda dayanmrqdrr.Ola bilar ki, z -nrn ele qiymatlorinda

Fredholm inteqral tenliyinin helli olmasrn.

ikinci istiqamat isa ortoqonal ayrma nezariyyesidir ki. bu

da simmetrik inteqral tenliklorin tadqiqidir ki, bu halda

(G,s)=(G-r. Bu sahada esas noticoleri Hilbert ve gmidt

almrgdrr.Simmetrik inteqral tenliklor nezariyyasini Fredholm

nazeriyyosinden asrh olmayaraq da vermek olar. Simmetrik

inteqral tanliklarda asas fakt: bela tonliklarin xarakteristik adadlari

haqiqi adadlsrdir, onlara uyf,un maxsusi funksiyalar isa

ortoqonaldlr.

Yuxarrda deyilenleri nozero alaraq metodik vasait inteqral

tenliklarin taqribi Usullarla hallino hasr olunrnugdur. Bu meqs:dle
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metodik vesaitde Fredholm tanliyi iigiin ardrcrl yaxrnlaqmalar

qurulmug ve g6sterilmigdir ki, agar l,{<} gerti ddenirse, inteqral

tsnliyin niivasi kvadratik comlenendir$, onda hamin inteqral

tenlik iigiin qurulmug Neyman srrasr nilvasi kvadratik camlenan

tenliyi hellina yrprlrr vo bela hall yeganedir.
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SI. FREDQOLM TANLiKLAR HAQQINDA ASAS

ANLAYI$LAR

Aqa!rdakr inteqral tanliye baxaq:

rp(i-h! KG.strt]{s)ds = IGt

harada ki, p(r) nomalum tunt siyu, /(r) va ((r,.") verilmi$

funksiyalardrr. x dayiqani [d,i] pargasrnda dsyigir va inteqraitn

Iimtti sonlu da ola bi!or, sonsuzcia. ,r(r) funksiyasr inteqral tanliS'in

sarbesl heddi, r1r,sy funksiyasr inteqral tonliyin niivosidir. K(,,s)

ntjvosi (ir.s) miistavisinin a<x,s<b kvadrattnda ttyin olunur va

hamin kvadratr esas kimi deyil, 1a,t1 pargaslnt esas qabul

edacayik.

Adatan, bir inteqral tanliya yox,

,p1,1- ti x1,,g,4,1a, = 71,1 (l)

inteqral tanlikler ailosine bav.lhr. eurada ,,. -ixtiyari verilmig edcdi

qiymati oian parametrdir.

(l) tenliyi xetti tanliklar sinfina daxildir. Oger (l) tanliyinda

./^(x)=0 olarsa ona bircins, r'(a)+0 olduqda isa ona qeyri-bircins

tanlik deyilir.

Ogor (l) tanliyinin niivesi va serbast heddi birinci osas

kvaiiratda. ikinci asas pargada kvadratik cemlenarsa. ona ikinci

nov Fredholm tanliyi deyilir.
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Nilve va sarbest heddin yuxandakr $ertleri itdediyi halda

h

J K(r,rMsEr = /(r)

tenliyina birinci nov fredfrotm tenliyi aeyitlr.

Fredholm tenliyinin teyin olunmaslndan aknrr ki, onun nUvesi

bb

lllK1,il'dra = B' <- (B)

Sertini odayir ki, buradan da (Fubin teoremina asasen)

jlrt,,,1'*

inteqrahnrn blitiin re(a,D) ii90n varh[r ve [a,6]{e carnlenmosi

alrnrr. Eyni zamanda

h

Jlrt,,")'a.

inteqrahnrn da sela,6lde toyin olunmast ve comlanmasi altntr.

Bazi hallarda Fredholm inteqrahnrn niivasi iizarina alaprdakr

gerti qoyacayrq:

Ele sabit I adadi var ki, biittln r € (a,D) iigiin

'l1x1r,r1'a" < e (A)

berabarsizlik 6danilir.

Oger 1a,a1 pargasr sonludursa, onda (A) gerti 62 ardlnca (B)

prtinin ddenmesini talab edir, bu halda A ve B sabitlari arastnda

aqafrdakr qert tidsnilir:
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Bz < A(b-a) (2)

yox, ager [a,b]pargasl sonsuzdursa, onda (A) ve (B) Sartlari bir-

birinden asrlr deyil.

Yuxandakr qeyd olunan kimi, Fredholm tanliyinin tayin

olunmasrndan ahnrr ki, sorbest /(x) funksiyasrda osas [a.6]

pargasrnda kvadratik camlan:ndir va

!va\'a,

inteqral sonludur.

Analoji olaraq eyni talabi verilen funksiya iizarina da qoymaq

olar, yeni p1;1 funksiyasr da esas pargada kvadratik canrlenandir

v0

! a'tr'a'

inreqralr son ludur.

Tutaq ki, ,t(.x.r) nlivesi asas kvadratda kvadratik comlonendir.

Kp = I((r,s)@(s)dr (3)

igara edek.

Tutaq ki. ci.x) funksiyasr [o.b] pargaslnda kvadratik

cemle4andir.

isbat edak ki, biittjn x e (a,fi-lar tigiin bu halda (3) inteqrah var

ve naticesi, hamin pargada kvadratik comlanan funksiyadrr.

Boraborsizliy in xassasin: grira
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lK{n.s),p(,1 s ll,.rrr,si' * | ftpr, rJ'.2', ' 2"

Burada birinci hedd biit[n rela,rl-lar lig0n s-e gtirs demak

olar ki, camlanendir, ikinci toplanan isc [a,bl pargaslnda sadece

olaraq s-a gdra camlanandir. Onda buradan Qlxrr ki, gosterilen

pargada (3) inteqrahndakr inteqralaltr ifada biitiin reld,rl iigiin

camlenendir ve (3) inteqrah [a,b]-do teyin olunmug.r-den asrlr

funksiyadrr.

Bunyakovski barabarsizliyina gdra

bbb

l,(pi' < Illr(r,sl'd.lle(sl'd' = lldl' jllr(', rl'd"

va esas kvadmtOu n*. tuuA.utit cemlei,andirse, onda 1o.a1

pargasrnda K9 funksiyasr da kvadratik camlanandir. Axrnncr

barabersizliyi inteqrallaytb kOk alsaq:

[Kdl< Bld (1)

alanq.

Belslikle, agar kvadratik camlonan p(r) funksiyasr

verilmigsa, onda (3) inteqrah taza funksiya tayin edir. Demak

olar ki, (3) inteqrah har hansr bir qanunauypunluq tayin edir ki,

bu da kvadratik camlanen p(r) funksiyasrnr yegane qakila, yeni

,(9 funksiyasrna gevirir.

Umumiyyetle, sgar verilmiq goxluqdan ixtiyari funksiyanr

yegana yolla har hansr yeni funksiyaya geviran qanunauylunluq
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verilmj$dirse, onda deyirlar ki, velilmig goxluqda operator

funksila tayin olunmugdur.

Deyilanlerdan grxrr ki, ager K(r,s) niivasi esas kvadratda

kvadratik comlanendirsa, onda (3) inteqrah funksiyalar

goxluf,unda [a,b] pargasrnda kvadratik csmlanen her hansl

operator tayin etmigdir. Bu operator Fredholm operatoru adlanlr.

Fredholm operatcru aSaf,tdakr xassaya malikdir: eger a, va

ar-sabitdirse, @iG) ve ezc\ kvadratik camlenen funksiyalardrrsa,

onda

K(d{A + az'P2\ = dtK(A + dtK(h'

Bela xassaya malik olan operatora xetti operator deyilir.

Demali, har bir Fredholm operatoru xatti operatordur. Buna

uy!un olaraq Fredholm inteqral tanliyi xattidir.

Tutaq ki, bagqa bir

r.e =l1Q."fu1s1*

Fredqolm opcratoru verilm igdir.

lr(,,"")' ifadasinin ikiqat inteqrah tayin olunmastna gdn

mahduddur. Tutaq ki,
b,r

ll r,(,, 
'l' 

a,a' = a"

rrp=r(,<p) ifadesini diizsldek. Bela ifadeye K ve L

Fredholm operatorianndan diizaldilmig ifada deyilir'
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Operatorlarrn vurulmast assosiativlik xassasina malikdir.

Heqiqaten da, egar K, K', K" -!9 Fredholm operatorudursa, onda

K'\K'K ve K'K'lKd ifadelari o demakdir ki, d,) funksiyast

Uzarinda i( operasiyast, ahnan K9 funksiyasr ilzarindo r
operasiyasr, ,r'(K9) funksiyasr iizerinda ise x" operasiyasr

aparrlmrgdrr.

isbat edek ki, Fredholm operatorlartntn hasili de Fredholm

operatorudur. Bunun iigtin rrp ifadesini dtlzeldak. Ona gtiro (3)

inteqrahnda .r deyiganini s-la evaz edek, bununla alaqedar hamin

inteqralda inteqral dayiqenini t ila evez edek. Onda alanq:

hb
Lxe=lL(,,s)al x6,t1q14at (5)

Aydrndlr ki, takrarr
5b

Il.G,s)d'll(G,r)e(,la (6)

inteqrahn varhlr heg ti. guUt 
" 

aogrr.r.. Haqiqeten da, yuxartda

isbat etdiyimiza g6re daxili inteqral s-a gtirs kvadratik camlanen

funksiyadrr, onda onun kvadratik cemlanen lr(r,sl funksiyastna

hasili biitUn x-lara gdra cemlenandir. (6) inteqrahnrn varhlrndan

grxrr ki, a<s, r<b kvadratrnda lr(x, s)r1s,r1r(r) funksiyasmtn

camlanmesindan va Fubin teoremine gdra (5) inteqraltnda

inteqrallama ndvbasini deyigmak olar:

ht
LK e = I e|Yt I L(x,s) K(s,t)^
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r ila, i;arelemesini etsak, alanq:

ht
LKa= I ds)dsl LG.!)Kit.i)dt

Burada
h1..
I 1.(r./ )A I/.s)dr -.1/{i(. s)

iqara etsak alartq:

,r, =i ,1,,,',,7,1a,

Bunyakovski barabersizliyins gdre

(7)

(8)

1v1,., "!' < ilrr,,rl'a,iiou,,,l'* (9)

(9)-u asas kvadrat iizre inteqrallasaq alarrq:

DI

[ [lu \'' ''tl' 
a'a 

' 
< a'n" (lo)

Belalikle, ff op"-,o*nun M(r,s) niJvasi asas kvadratda

kvadratik camlanendir.

(7) va (8) formulalarr gostorir ki, Fredholm operatorlannln

hasili Umumi halda yerdeyigme deyil. Ogar r(l operatorlartntn

hasilinin niivosini ,l1r,s; ila iqara etsek, (7)-da alanq:

n'1,.."1= |01,,,,r-1,.,1, (l l)

Aydrndrr ki, ,/(r,.r)+ N(:x,s) . Tutaq ki, a=0, b=1. ,((r,s)=1.

l(x,s) = r-s

Onda
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v1t.s1=tfv - 4dt = x-!
'oz

r 1r.s1= l1r-s1dr= l- si2
Ogar r( va Z operatorlannrn niivesi (l) qertini da ddayirsa,

onda XZ ve Z( hasillerinin niiveleri da hemin gerti Odeyecek.

Haqiqabn de tutaq ki,

ilxt,,,l'a, < t

Jlr{,,,)l'a' < ,e'

Onda (9) berabarsizliyinden

lu 1t. s\'1 < t'111<tt , s\' dt

ahnar. Bunu isa s-s giira int"q.llu*q, ulu.,q,

[iu{'"|,'a' < 't a' (*)

Analoji olaraq (ll)-den alarrq:

b^
llN {x,sflt as < ,te'2

Demali, LK u, O op".roiunnrn nlvoleri (l) prtini uySun

olaraq A'82 va z8'2 sabitlsri ile tidanilir.

Aydrndrr ki, bir neqe Fredholm operatorunun hasila do

Fredholm operatorudur. Eyni n dana K Fredholm operatorunun
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Irasili n daracali 1( operatoru adlanrr ve t" ila igara olunur.

Aydrndrr ki,

K'1a = K(Ke\....K'a= K(K'''p).

Operatorunun vurulmast assosiativlik xassesine malik

oldu!unda

K'q= K' (K''' t?)' 0<n<n (12)

Buradan aydrn olur ki, Fredholm operatorunun qtivvat iistii dg

Fredholm operatorudur.

(,1r, s) ila K' operatorunun ni.ivesini iqara etsak,

K'rp= I K,(x,s\f,s\ds

alarrq. Aydrndrr ki,

(r (r, s) = (( r, s)

K,(-{.s) niivesi r-ci iterasiya niivosi adlantr.

(7) ifadesinden iterasiya ni.ivasi iigiin aqafrdakr rekurent

diisturu alarrq:

X.1r.s1=|K1x,r)K,,o,sPr (13)

fir (.x,s.) = K(x, s) oldu$undan xilsusi halda alanq :

,(, (r..r) = [((,r./X(,syr
;
t

(r(x,r) = J 
((r.1)Kr (1.sYr

va s.
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Ogar (7) iladasini x- va ,(" - operatorlanna tatbiq edib (12)

formulasrnr nazara alsaq daha iimumi ifada alanq:

K,,(x.l = lK.\x,t)K,,--(t,syt ( 14)

Burada z =t gotrirsak 1t31 dtisrurunu alarrq: m=r-tolanda
isa daha sorfsli

x,,1x.s1 = ix,, t(x,ttK(t,syt

dlisturunu alanq. Analo.ii otr.uqfr-, niivasini avez etma yolu ile

apafrdakr dtisturu almaq olar:

K,, (r,.') = J 
j. I(t.r,ri )l (/,./. )._./( t.t, _t,sLIt it,...dt, t.

l: = lliK,\x.ti,1 d,ds

igara edak.

( l0) diisturunda /. = ('' ' farz etsak-

R:<B1R:,

rekkurent diisturunu alanq ki. buradan da

n,', < a' aj, , < ...< ts,,,

8,, < B" (14)

baraborsizliyi ahnar.

indi (l ) barabarsizliy ini (" operaroruna retbiq etsak

li(dl.o'W (rs)
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barabersizliyini alarrq.

rSger A(.r,.') niivasi alava (l) girtini da <idayirss, onda

iterasiya niivasi da hamin garrlari ddeyir. Bunu nszara alsaq

aqafrdakr q iymetland irmani alarrq:

..r,, =,,p irr,,(.,,,)l',r.

(7) formulasrnda

l'(x.r) = Y,, ,1r.11

yazaq. Onda (14) dUsturundan alrnrr ki,

.{r'(r,.i) = (,, (-r- r)

va (*) dtisturundan

llx,,t,.stl'as < ,t,, ,a' (t 6)

berabersizliyi allnrr. Burada uya,ndr t i.

J r,, r-.,s)l:,r. < ..r,, 
,

(16) berabarsizliy- in in sc,l tcrafini onun daqiq yuxarr sarhaddi

ila avaz etsak

.1,, < .1,, p)

bcrabarsizl iyini alanq.

Buradan asanlrqla almaq olar ki.

..1. < 181' 1

ve naticsde
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lx,,1x,syl'1as < ta:" I

berabarsizliyi alrnrr.

$2. iNTEeRAL TaNLiKLoRiN TaeRiBi usur,laRLa
HALLi

inteqral ranliklar nazeriyyasinda tadqiq edilan asas xatti
inteq ral ronlik ler aga!rdakrlardrr:

I nrir Fredholm inteqral tanliyi

), lxe,s11 (., !?., + ./(r),

.) II ncir lrcdholm inteqral tenliyi\!

l,1 .r (r) njA(,r.r)r ltdr=ftx).
M

I nriv Volter inteqral tonliyi

JA {r. r )) !.r Ll\ /r r }.

nahayat, tl nou Volter inteqral t:nliyi

r'(,r, - 2lA tr. r, r {.rk/.r = /(r,.

Burada /r.r). A'(,,r) (a < -r, .r < 6) verilmig funksiyalar, ),(r) (a < r < 6)

machul lirrrksiya. , ise parametrdir_ /rr) lunksiyasrna inteqral

tenliyin sarbest hcddi. rt;r.s)-a isa inteqral tanliyin niivasi deyirlar.

sfl{r14YIT
D.l.r a,r r: .,r r;i.<ir.-t

,. 'i1l r - /, (

Aqkardrr ki.
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. [K, x,s1 a s .r < .r,
Al-x.r)=1 A ,-:.\<b

komskgi funksivanr gotiirs3k. Volter tanliklsrini Fredholm

tanliklarina gatirnak olar:

i I K(x..r) -v (r )/! = /(r),

),(j() 2,'|((-r..r)_, (sVs = lG).

Bu onu gostarir ki. Fredholm inteqral taniiklari iigiin alLnmrg

faktlarr uygun olaraq \/olter integral tenliklsri tigiin de almaq olar

(o ;ertle ki. ,( nt.ir'asi ( -nrn iizerino qoyulan gortleri tidasin).

[-akin r:elccakda goraccyik ki. Volter taniikleri iigiin ele faktlar

almaq olar ki. Fre<lholm tenliklsri iigtin l-.u faktlar do[ru olmasrn.

53. iNrEeRALr, iNrEeRAr- caMi iLa avoz ErMaK

trstrLtr

II nrl f;redholn.r inteqral tanliyine baxaq:

_r.1.()=tl((r..rl.I,(.i s+fl,l\. (l)

F'erz edak ki. A't;r.r) \'3",/l-y) {d<.r. r<f1 kasilmsz funksiyalardrr.

l. Agagrdakr kimi kladratura diisturunu g<itiirek

j/.i*),& = I.r, r(,, )* R(F).

Burada .{, € ld.6l (i = 1.2...../7) A, tt = 1.2.....nt

l'unksiyasrrrrn segilmasinden asrlr deyillar vc

(2)

sabitleri /.(')

R(r ) -kvadratura
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dtisturunun qalrq haddidir. ., ve .1,-lari konkret segmakla konkret

kvadratura diisturlarr almrg olarrq. Masalan, agar (7 .2) kvadratura

dtisturu avezina iimumilagmig trapeslar dUsturunu gritiirsak, onda

tt = a. x- = o + h-_..-x,, = o + (n _ l)h = b,

h
.q =.1"-.t. A,_ 4\....- t"t=h

oldu!unu alar:q.

( I )tanliyinde \=x, U = t,2...., n1 g(itiirak:

h

r (-r, ) = /, IK(.r,.r)_). ( r t/s + /(r, ) (i = 1.2.....n).

Inteqralr (2) kvadratur diisturu ila avez edak

),(x,) = ILAtK(x,J.ly(x,)= f(x,)+).R, (j)
l-l

n. - [K(.r,.s,y(r)1.

,14 haddini atsaq

t., = )LA,K,,t', = l, \i =1,2....,n)

Burada r., = ((.t,.r,), f, = f \x,). Bu sistemi hall edib yt.yl. .y,,

adodlarini taprnq. l-apllan bu adodleri (l) tanliyinin hallinin
.r, (i -- r.2.....,) noqte larinde teqribi qiynratleri kimi gdttirtiri.ik:

.ylx,l = y,

( I) tenliyinin la,6J pargasrnda teqribi hs i kimi

) (x) = .tG)+ ).tA,K(t,t,ty, (5)

lunksiyasrnr gdti.irmak olar.'eqkardrr ki, bu funksiyanln .r,12,...,.r"

nciqtalarinda qiymatlari uygun olaraq, );. ),..... ),, ila tist_iiste

dtigiirlsr.

(4)
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I n6v Fredholm tanliyi iigUn bu [sulu tatbiq etsaydik (4)

sistemi evazina

2)..4,K,,t , =.[, (i =1,2,....n,\
jl

oldu[unu alardrq-

Ogar ( l) tanliyi bircinsli olsaydr,yeni /(r)=0 olsaydr, onda (4)

sisterni brrcinsli sistem olardr. Bu sistemin isc o vaxt halli olardr

ki, determinantr slflr olsun. Betalikla, (4) sistenrine uylun bircinsli

sistemin h:llini tapmaq tigiin 2 ya nazora n daracali cabri tanliyi

hall edib ).1.).2.....)., -lari tapmaq lazrmdrr. Bundan sonra (4)-a

uygun bircinsli sistemi hrll edib ri.;2.....r,, adadlsrini rapmaq

Iazrnrdrr. Taprlarr bu adadler (l) tanliyinin (. lG)=o olduqda)

r. (r = t.2. .,n) n(iqtclarinda taqribi qiymetleri olar.

Onu da qeyd edak ki. Indv Fredholm tcnliyi iigiin bu i.isulu

tetbiq etserdik ri) sistcrni evazina

).2.i,K,,t, = [, (i =1.2.....n,1

oldugunu a lardrq.

54. USULUN xarAsrNrN eiyMarLaNDiRiLMasi
i)r r;rlki paraqrafda aldrq ki.

!
t1.\/ )=;I l/(l-r,J 1)!Gll=.[\x'\+,1.R, (1)

tl

k, = [K(r,,.r)t(r f].
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r,=;t.l,x,,t.,=1, (i =t,2.....n). (2)
)=l

r:, = y(x,) - t, igaralamasini aparsaq, (3) ve (a) sistemlerindan

E, = /. L..t,A,tc t + iR, (i = 1.2, .,n) (3)

oldulunu alanq.

(3) sisteminin deletminantrnl o1,l; iia va bu determinantrn

cobri tamamlayrcrlannr isa t),tt)) ile igarc etsak, (3) sisteminin

hallini

)J\c,- - > 1., RD()t7 "

qaklinda ahrrq. Buradan

le,l<J.tlnr. (4)

a-_ =L .n". ill l.lDt) tt '.,." 
L 

.

, =,,i11x,. /f. n - RIK(.(.r).r i.\)1.

Digar tereldan (3) ve

l(.x\ = 2 ) 4-A(.r,r ,JIr,t+2n

d[isturlarrndan istifaaa etsst.

6(r) = ],(r) - t' :x1 = ).f ,t,X t x. x,)c, + )-R.

Burada (4)-nr nezars alsaq.

l.r,il < Ulf 1 
a,1|x1,,, )ll,,i, t t.,.



- (,, \
larxrl < l,'.1' x,l ll.t,lla.,tV,

)

Ko = ma\ Kt .t. 1)i

oldu[unu alarrq.

llelalik Ia, isbat etdik ki.

l.!(xr - i/{ r,l s a,.
(5)

' - l.'i'AoIi,l 
] " ir*i.i.

1='

Burada r-i hesablamaq iig iin k\adratura diisturunu konkret

gritiirmak lazrmdrr. \4asalan. agar iimumilagmiq trapeslar

dtisturunu goti.irsok

1r, 1-, - .\! --ut. 
, F",1t

l),h lt'

olar. Llurada f"., 
"airiL 

ki. ( (tx.s) r,a /trt lunlisiyalarr iki

tanibdon dife rensia llanandrrlar. Bu hal tigiin r-i hesablayaq.

II ndv Fredholm tenlivindon

, , ,';.,t A'r.t,, ir) lJ- ,:, .l(.{t,/si /'trt t, - t.2t.

l-r.( 
)1r! < ,,tir,1a - o) \io + /l (i =r.2).

\', <iL (,(6 - a),\o + I \i =t-21. 
(6)

Burada i=o.r.z iigtin

, lli'rr..'rl l;, rr,..' rll
" =.-rir"1r ., ll a ll.

'1, = -u, ,r(')(r)1,
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P, = maxl["t x\l .

Agkardrr ki, r.1.r'y = ,r(.1..r)r(.,), funksiyasrnm td,ramalari agalrdakr

diisturla hesablanrr:

-, a((s.s)/. (\r_ 
6.. J,(.l, At1..rlv,t.rr.

,.,,,, - ,-' {l jJ) yr.) + 2,'(g. rry,(.) * ((s.s)J.,,,(r).

Buradan

]l '(r)i < x,.lo - rn 
^u,.

l/"'t.')l< r,""0 * zrri, + (0,\z.

(6) diisturlannr burada nazare alsaq,

l/''1,)i< (. v,, +2KJlAlK)\h a),\o +41+
+ ("ll2l(. (l) _ a).\0 + p,l=l K, + 2xlltlb - ay +

.tu/i,121(6 a)1,\o + 2Ktpt + Kot,.

l/'"(r)l< C,.\o + (.-, (-,=e.onsr (i_1.2\

oldufunu alarrq. Demali.

r417 
,, 1 .,I J1l:. (( ,.\,, . (.- ).t:(, I)-

th-o\:
'.' 

",' 
- 

',t 

(('r \' + ( ' l'

(5) dtisturundan. ,,, = max ) (r)l ile i$are etsek,

l.rlx)j < lrtx) - )1.r)l + )1x)l < (i + I; <

- tb - at:
'' ,2i, _,r;r''' \,.+(".)+1.i.
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\,<.? (A 
'"-^"-,', ' th -!t1 

-*y^-t2rz_t). llla lr.

,r'- rb - at'z , ,'lzta-tf,,. 
-, I-...

Burada ferz edilir ki.

,'-,r', 'h.!i',.1'l:{a- l).

Nahayet

gs. crRLA$AN NuvALi ixrr,qnal TaNLiKLaR.
FREI)HOLMUN BiRiNCi TEOREMi

Terif. Oger inteqral tanliyin niivasi sonlu say.da biri yalnrz

,r-dan, digari isa yalnrz s-don aslr olan funksivalann hasillari

csmi qaklida gostarila bilarss. onda bels niiva crrlaqan adlanu.. Bu

halda inteqral tanlik crrla,san nLivali inteqral tanlik adlanrr.

Crrla;an nUr a

K(r..r) = t.4, (.()4(,) ( l)

;aklinda giistarils bi len niivedrr.

Farz olunur ki, .ro1ry va 1rr (.!) lunksiyalarr arqumentlerinin

deyigma [.l,r] pargasrnda kesilmaz funksil.alardrr. Onda tabii ki,

A (r,r) niivaliFredholm n[ivasi olar.

i
th -,r tr I

' t,:,-t-]

L
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'ffrG.i1'a,a,.,'o

Crrlagan

x1x.sy=f 41t1_eo19

NUvoli ikinci nriv Fredholm interqal tanliyini nazardan

kegirek:

rp1t1= Al.,r,1,4lar(s)p(r)d., + /(.() (Z)

harada ki. f\.rt [o,k] p;rqas,;a kasilmaz olan verilmiq

funksiyalardt r.

Fsrz cdak ki. (2) tanlivinin [4.A] pargasrnda ta1,in olunmup

@=p(r) helli var.

c, = [90\t)1]r\.;)ds, k=1.2,....n. (3)

qabul edak. Onda (2) tanliy inden

eolr.\= /ql+ )fcoA,(x) , (4)
t-t

alarrq. Buradan aydrndrr ki. inteqral tanliyin halli crrlagmrq ntiva

hahnda c* 1t = t.2, ..,,1) emsallarrnrn taprlmasrna gatirilir.

(4) bsrabarliyinin her iki tarsfini a.1ry_ya vuraq va ahnan

barabarliyi x-ya nazaren 1,.,1.; pargasrnda inteqrallayaq; onda

agagrdakr miinasibati alarrq:
hh

[ot,ta-61,t, = 1,r,tt.1aar* ti6 j1A,g)B_(x)ttx. m=1.2....n (5)
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AgaIrdakr iEarelemeleri aParaq:

hh

lt,{,)0,,,\,\d, = no.. lIclnJ,V, = 1., k,n =1,2, ,n

Bunlari nazara alsaq (5) sistemini agagtdakr kimi yaza

bilarik:

,:- - 1/c,h,.,=.l^.

va yarud

1l- .irt,,),, - )4p, ... )h.,c.=.t" 
l

- ),t:,h,. + (l - )h.,)c.' " )'h,'t,' = l" I t6l-l
-M.,' tl . )J1-,,1, ' ' .-.- ll ;h".\' , - f. t

Belclikla,,:.,r',...c,, amsallan (6) tanliklar sistemini

odarnalidir.

Ogar (6) sistcminin halli yoxdursa. onda agkardrr ki' (2)

crrlaqan niivali inteqral tanliyinin da hallio[maz.

1'utaq ki. (6) sisternir.rin c '.', ..c, halli var' Omsallartntn bu

qil matlarini (4) diisrurunda )'erina )'azsaq (2) inteqral tsnliyinin

halli olan 4r1 funksiyanr alanq.

Belaliklo. (2) inteqlal tanliyi ila (6) cebri tenliklar sistemi

eynigiic ltidiir, yani (6) sisteminin hallerinin olmasl (2) inteqral

tJnlii inin olmastn' siihiLt edir \a tersina'

(6) sisteminin hallarinin olmasr (2) inteqral tanliyinin

olmasrnt siibiit edir va tasine.

(6) sisterninrn ba; determir.rantr l)('') a$agldakl kimidir'
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'l ,h, - "r, th"*,|

t t1)1=l- 
tu'h'. I - )J1, - )h,',c":

I

. ht., t-)k:. .. t-M.,

Aydrndlr ki. a1;1 determinantl i-ya nazaren daracasi n_dan

bciyiik olrnayan goxhadlilar va eynilik kimi srllr deyil, beta ki,

lr o o ... ol

lo,n o]

oror_lo o , ol ,

l;;; ;l

Demali, o(2)-nrn n-dan gox kdkii ola bilmaz. D(l) _ya (2)

inteqral tanlil i iigtin Fredholm determinantr de_vilir. Onun srfrrrna,

l ani o1,a 1 -0 tanliyinin k6kiine *(..r) nilvasinin va yaxud (2)

inteqral tanliyinin xaraliteristik edadi deyilir.

Farz edak ki. 2 adadi D(,i) goxhedlisinin heg bir kr,kii ila
rist-iisla diigmiir. Onda a"v-drndrr ki, (6) sistemi istanilan sag rrraf
iiqiin birqiymatli hall olunar.

Denreli. agar ; odadi x1x,s1 niivasinin xarakteristik adedi

deyilsc. onda (2) inteqral tantiyinin yegane p(.x) halli olar va bu

hall istonilen sarbast hadd ./ lrrtl ti90n (4) diisturu ila tayin olunar.

Bu taklifa Fredholmun birinci teoremi deyilir.

/)(,,t)*o halrnda uy[un bircins inteqral tanliyin
h

,orxt = )z,t,u't [n,$yptst,ls.lr ;
(8)
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Yalnrz trivial aolx; = o halli olar.

Dolrudan da. 11,1=0, n€la,bl olarsa. onda biitiin 4, -lar.

(,, = i,r) srflra berabar olar. Onda (6) sistcminin baq determinantr

sr frrdan farqli oldu[undan bircins sistemini y aluz c, = 4,, =.... = 1, = Q

trivial halli olar.

Ona g<ire do Fredholmun birinci tcoremi bazan belo da

sriylanilir:

Teorem: (2) inteqral tanliyinin istanilen /(r) tigiin ycgane

lrallinin olmasr iiglin zsruri va kafi gart u.v[un bircins inteqral

tanliyinin yalnrz trivial ro(ri=0 hallinin olmasrdrr.

Misul,

vr(r)= l+; kr s)p(r lrl-s.
i

inteqral tenliyini hall edin.

Ha1li VerilnriS inreqral tanliyi ar;alrdakr kimi yazaq

r21t1= t + Lx itpls)ds 
+ s, jt-.t)ocir),r,

Burada

, (,\)=r, .1,(r)=1, Br(.r)=1, Br(s)= s J\xj=1.

Onda

c,= l,rtt)ds. ., = J{-rx,tr),r,

Onda (4) d0sluruna gora

r/t(x)=I+ S'" 
"t'

(e)



olar.

(9) bcrabarliyini evvalca B,(r)=1_3. sonra isa B:(,r)=r _ye

vuraq vc r-)/e gdra [0,1]pargasrnda inteqrallayaq.

Onda agagrdakrlan alan<.1:

fr r

' !,our* Ia, * ",t !ra, , s, . !*.t" n 0

lJf .rvr*rfr = l- xtdr * , .;. lt 
. .t\: dt , Arr|(_ xll\'':

vs yaxud

it
lclt-;l-rr,=t.J'
l. 1.lr*1L^=_1
t .r ( 2)- 2

Ilu sisteurinin bag determinantr

I': _)l ..l)r)t= ,2 ". 
, = , - tr , 1 

= t * l- ' o
' t,! { i ' 

12

I 2l

Onda t.tt)l= t=12* ) ,o olar.
t2

Dcmali, sistemin bag determinantr ,i _nrn bijtiin istenilan

qivn.rarlerinda srhrdan larqli oldulundan c,... -va nezeren olan

sistemin yegana helli var r a bu holli Kramcr qaydasr ila tayin
etmak iigun kcimakgi determinatlan hesablayaq:



lr -)'
^,=l ! rr.il=r.lr 2l

l)
ll ; I e*)

-, | ,t r - t2
!: z

[]uradan da. Kramer diisturlarrna osasan

4, li
'' a -l2rlt'

6+ ).
't 12* )t'

alarrq. Sabitlariu bu qiymatinlarini (9) dtisturunda .verina yazsaq:

. l:2 b). | )1 l).) +lDt b) ):
l,lrt I +- " tl - ).: t2. ): 12, )2

t2 + lD-x - 6) 6t2+ 2k ))
t2') = i:.,r- -

alarrq.

s6. FREDHOLMUN iKiNCi rEoRE,Mi

indi ise lrrz cdak ki. ,t adcdi Frcdholnr determinantrnrn

riiklarindcn triri ile irst-iista drigiir. y-rni R(-r..') nii\/asinin

xarakteristik adadidir.

Onda a1'drndrr ki, ((r) sisteminin baq determinantl srfrra

b:rabar olar. Bu halda uyfiun bircins sistemin

., rIfir., =0. i=t.n (10)
t't

sistcminin 7r sa-vda xatti asrlr olnray'an srlirdan larqli vektor-helli

olar.



Demcli,

lt

{cft),c\tt,...,c,,tt 1. I = 1,2,.. - p

,p,\*) =Lcl".qr?), I = t,2-.- p (l l)(.1

funksil,alarr u1.gun bircins inteqral tanliyin

a\x) = 12,1k(xt lBt(s)a$)dr,TI

trivia I olmayan holli olar.

Umumi halda oldu[u kimi crrla$an ni.ivali

uylun bircins ranliyin trival olmayan halline

vaxud K1:r..r1 nLivosinin) rerilmiE xarakteristik

moxsusi vo yaxud fundamental funksiyasr deyilir.

Bu xarakteristik aCada uy[un xatti asrh olmayan

funksiyalarrnrn saylna onun ranqr vo vaxud takrarhq dsracasi

devilir.

Asanlrqla voxlamaq olar ki, ogar p,(r) va @2(r ) l
xarakteristik adadina uygun ntaxsusi funksiya lardr rsa. onda

onlartn cami de [@r(.r)+p,(-r]] bu xarakteristik adada uygun

maxsusi funksiya olar.

Ilamginin, aget tAx) funksiyasr ,<(.r,.r.) nlivdsinin mexsusi

furrksiyasrdrrsa. onda ixtiyari a sabiti iigtin a.q{x\_de maxsusi

lunksiya olur.

Beloliklo. verilmig 2 mexsusi adadina uygun msxsusi

lunksiyalar p,t-r) cilciisii p olan xatti faza tagkil edir.

( l2)

inteqral tanliya

bu tanliyin (ve

adeda uygun
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Ona gdre da (12) bircins inteqral tanlivin verilmig maxsusi

adada uy[un [mumi halli

di= )t at\r\t^\rt, (13)

olar, burada aF t< =t,n ixtiyari sabit adadlcrdir.

lndi isa ali cabr kursunda dyrcnilan bazi anlayrglan yada

salaq:

Tutaq ki, elementlcri haqiqi adadler olan n n iilgiilii .,{

matrisi verilmiqdir.

'.r,, ". ... a,,l

,--l'"'" ',1t....1
[,, .,,. . .^,,)

I matrisinin satir elemcntlarini stitiin elementleri ila avsz etdikda

alrnan rnatrisa I matrisinin transporina edilmig matrisi deyilir vo

,l* kimi igara edilir.

(a,t a., ... o,,)

,. ..r,_ rr,- .,, a,- |^11
lu," ,." ... u,," )

Farz edek ki.

.1.X=t. (14)

xatti cabri tonlikler sisremi vcrilmiqdir: harada ki.



[,] ,I
." I l, r., ,l

Onda

.4. .t =c, (15)
sistemina ( l4) sistemina qogma olan sistem deyilir.

I matrisinin k tartibli nrinoru matrisin k sa1,da satir va t
sayda siittin larrn kasiqmasinde ycrlagen elementlsrdan diizalmig k
tartibii determinanta deyilir. (t s,).

Ogar .4 matrisinin biitiin t >, tartibli minorlan srfrra
barabardirso vc r tertibli minorlardan heg olntazsa biri srfirdan
l-arqli olarsa. onda r adedino,4 ntatrisinin ranqr de1-ilir.

Teorem l. Ogar xatti cabri tenlikl:r sisteminin ba$

determinantr srflra barabar olarsa- onda bircins sistem .l \.=0 ve

qogma siste m 1'. i =o hor 6iri 7 = n r salida xatri asrlr olmavan

halla malikdirsa. harada ki. r adadi A matrisinin ranqrdrr.

Agagrdakr anlayrgr daxil edak.

Tutaq ki.

@$l = ) [ KG's t4.s)^ +.ft x),

intqeral tanliyi verilmigdir.

( l6)
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Terif. rir_.sy niivesinda x-dayiganini .r dayiqeni ila vs tarsine

evaz etdikda alrnan niivaya ((r.-r) nii\asinin qo$masl deyilir va

[:ela iqara olunur:

('(r' r)= ((t,a), (17)

(r.r. , I komplcks qiynrarli funksiya olduqda

,t tr.rr= ((s,:)

qabul olunur. Burada rf ilt. simvolu ((_{, r) -ya kompleks qopma

kamiy vct iparo olunmugdur.

Onda

h

v/\xl= i!K'\x.\)t/,lrldr + g(x), (18)

tcnliyina (16) tanliyino qo$ma olan tantik deyilir.

Crrlagan nti',ali inteqral t.rnlik (2) tiq n qogma tonlik kimi olur:

Bu tanlik iigrin

y,r.11=. ; lf .t,rl)ao(xv(r)lr + s(.r) . (19)

f/( r) = 8(r) + ,tlci a,1x1 . (20)

harada ki.

ci = lry(s\Arls\ds. k=t,2....,n (21)

Oger B(r)=0 olarsa. yani 1te1 trntil,i bircins olarsa. onda (;-tan
(e1,in etmok tigiin bircins sistemi alarrq:
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c)-)lh_rcr=0. .=i (22)

bu sistem ( I0) sistemi ila qogmadrr. Teorem I _e grira bu
sistemlarin har biri p sayda xatti asrlr olmayan vektor hello
malikdir.

.3gar (c.irr).ci")....,c',,"1. t =t,2,....p, (22) sisteminin srflrlardan

larqli vektor halli olarsa. onda

v 1x\ =t'citt, ar1x1, I =t,2,. .. p

lLnksiyalarr 18) tenliyina qo$ma olan

,t,ti= )-tbt$)l,,r.,tttr,V,. (23)
l=r ;

Bircins inteqral tanli;,inin maxsusi funksiy.alarr olar.

Fredholmun ikinci teoremi. Oger; adadi K(_r,s) niiveslnin
xaraktcrislik adadidirsa. onda bircins inteqral tanlik ( I2) va onunla
qoqnra olan (2.i) tanlili eyni sayda xarti asrlr olmayan nraxsusi

funksiyalara mal ik olar.

s7. FREDHOLMUN oquNCO TEOREMi

t//(x)= i}Atellit(sMjur+/(.r), (24)
,t ;

qeyri-bircins tanliyini nezarden kegirak. Farz edok ki, , 3dadi
xarakteristik ededdir.
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Yuxarrda gdst.rildiyi kimi, (24) tsnliyinin hcll oluna bilen

olmasr masalasi qeyri-xatti cabri tanliklar sistcminin hall oluna

bilan olmasr ila eynigiicliidiir:

t.," )lh.ocr=J*, n-1.2...,n!

cabrd:n nralum olan aqaprdakr teoremden istifada edek:

Teorem 2. Qcyri-trircins xatti cabri tenliklar sisteminin

hallinin varlr!r iigiin zeruri va kafi gart bu sistenrin sarbast hedlar

sirtununun qofma bircins sisteminin biitiln vektor hellorinc

ortoqonal olmasrdrr.

Bu teorems csasen (25) qe1,ri-bircins sisteminin holli o laxt

olar ki. i7 - 7...... 7,,) \,ektoru (.i,',,.1,',,.,ci,tt) 1. t = t,2. . . p vektorlarrnrn

har hirina orloq()nal olsun- 1 oni

t /,.;"' - o. / - r.r n
ki

olar.

Bildiyimiza gciro

.t, = { 

^,lt,atd,
oldu[undan (26);artlerini uUu*OuO, kimi yazmaq olar:

(26)

hnh

J.l t,tl.i"' ar1,yt = l/u1,,,ft)a,=0, t=1.2,....p
;

Belolikla a;agrdakr reorem isbat olundu:

Teorem. Qeyri-bircins grrlagan niivoll inteqral tanlik 2

xarakteristrk cCadi Liqiin o \axr vc Ialnrz o \axt hell oluna bilon

(2s)

(27)
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olar ki, srrbest hadd qogma bircins inteqral tenliyin (23) bi.ittjn
hadlarinc ortoqonal olsun.

Ilu teorema Fredholmun iigiincti teoremi deyilir.

Qeyd edak ki. qeyri_bircins inteqral tanli;.in (2a) hall olunmasr
haqq rndakr sual p sayda

[ [lr)y,,tr1a, = o. k=t,2...,p
;

;artlarinin odonilib-ridanilmadiyini yoxlamagr rclab edir. Ogar bu

$rrtlcr ddonilersa, onda (24) tanlivinin sonsuz halli olar. bu
hallarin hamrsr

(2\xl = (po. Acltl+ @,(.tl

dristuru ila yazrla bilan, harada ki, p,(-r) qeyri_bircins tenliyin her

hansr bir helli. p". 6r.1r) -isa uylun bircins inteqral tanliyin
timum i hallidir.

Misal.

p(r) = i l(rs, +.rr, ) ds)d, + /txt. (2g)

tanlif ini ne:zsrden kegirak. burada ./rtl I I.l] parqasrnda

kasilmaz lunJ<siyadrr.

Tcnliyi apalrdakr kimi yazaq:

,tt r) = )-, Is.d"V, * )t1 lsqls)dr + I lxl

valr



., = ],',1s)d,,

c, = [sp(s)ds

qabul edak. Onda

qr(x)= cl,x + c.)"\1 + l(xl (29)

olar. .tva c, sat:itlcrini teyin etmek ligiin agagrdakr sistemi alanq:

, i 1".,. [x21r,rdx,
-l

(30)
' U, , t, = lxtrxtdx.i'

(29) sisteminin bag determinantr D(2)

l. 2.1
I r ---t

t,Ul '. - ) .-r. '1.'
l'-t I ' rs
i.l

l4r1-s .t 1,,tr
l5

o lur.

)'a
Ogar z - r ll' olarsa. onda (28) siste minin l,egana helli olar va

rerihnip sisterni istanilen [-l,t] pargasrnda kasilmaz olan her bir

/'( r) liqiin birqiymarli hall oluna bilan olar.

;;
Indi tutaq ki. r 'l'. Onda bircins sisrenrin,2



l2
ft- 'trz=0'
1 ,-
i :2rr +c. = 0.

sisteminin srfirdan ferqli oli r Ii l

'n 1f/i...i ;aklind: sonsuz halli olar.

burada r,-ixtil ari sabir adeddir.

Demali. r'erilmig inteqral tanliye uylun olan bircins tenlivin
I

qa(r) = Lx J(xrr +.tls)p(s)ds. (3t)

fi1
,t - l i olduqda srfrrdan larqli halli

/ !' ,, ].^,,= I \ j, , /
paklinda olar, c-ixtiyari srfrrdan farqli sabitdir.

Aydrndrr ki. (28) tanliyinin niivcsi simmetrikdir. yoni
((r,r)= 

^(,,r). 
ona gdra da qo:;ma bircins inteqral tenlik (31)

tenliyi ilc iisr-tisro dti$ar va demoli qogma bircins tanliyinda halli
(,t .17rrr.[\,_rr\ j(

geklindc olar.

(30) peklinda qeyri-bircins xarli cabri tenlikler 5;51srni 2 = 
4

olduqda agagrdakr kimi olar:

/i ,.
c -,/1a-= lxlltxt,h.yt -
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, ./t.. -'{ .P,)r,,d"-' l/s-' 1l ls /""*
buradan bir baga aydrndrr ki, bu sistemin o vaxt hall olar ki.

'./ r\
lx'.fr rtdt = l' ,l-t ll"txfix.i i[ v: ,

va yaxud

'r( p .l
ll {r'- '( .,J/rr}'n 

' o' t32)

olsun, ycni /(r) qogma bircins inteqral tanliyin istanilan 1,1r1

lrallina ortoqonal olsun.

Masalcn, ager /(,r) = I olarsa. onda (32) boraberliyi odenilmaz

va demeli (28) tanliyinin halli olmaz.

^.,1Oger /(r)=rr ., olarsa, onda (28) tanliyinin

taf
/i.rt=r'- i,*.1 .,,1r, - .' j. . istanilen adaddir qaklinde sonsuz

sayda hall olar.

Belalikla. istrat olunmug tcoreml2rden aga!rdakr teoremin

do[rulu[u alrnar:

A I ternativ huqq tnda leorem.

Ogar crrlagan bircins Fredholnr tanliyinin yalnrz rrivial halli

rarsa, onda uyfun qeyri-bircins inteqral tanliyin yegana halli olar.

Oger bircins intcqral tcnliyin trivial olmayan halli varsa. onda

qeyri-bircins inteqral tcnli,v"in ssrbasr haddon /(,r) asllt olaraq 1,a

halli ;-oxdur, ya da sonsuz sal,da halli var.
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Qeyd Yuxarda gristarilan naticelar molum menada

.r,(-r), iJ, (.r ) ra /(,r) analitik olaraq zi parametrindan asrlr olduqda da,

yani

t4.xt - ),lLu,t 
^. 

Ath,t \.)-lp's)dt + [( x.).t

tanliyi iig tin da do[rudur.

Bu halda h,) ve [, karnivyatlori ,t parametrinin analitik

funksiyalarr olurlar. o1,lt -isa anrq ; parametrinin analitik

funksiva olur. Ona gora da bu halda ola bilar ki. xarakteristik

adad, iimumiyyatla olmasrn. Ciinki qeyri-cabri analitik

funksivanrn srfirr olmava da bilar.

SE. NUvaNi, cTRLASMt$ NUva il-a avoz ETMoK

USt tLtt

1. Ogar irrtoqlal tanlir in rrrjrasini agalrdakr gakilda gcistarmek

olarsa

^, 
(r,.r) = I..{r(r)A, (.r),

onda deyirlar ki. niira crrla;andrr. Burada 1,1,1r1;, ,, ve ld,(.r)i, ,,,

lunksiyalar sistemi lo,h) pargasrnda xetti asrh olmayan

sistem lardir.

Agagrdakr kimi crrlar;an niivali II n6v Fredholm inreqral

tenliyina baxaq:



r,,i,t =,ijr,,t,',1v,,(s).& + /(r). (l )

Bu tonliyin deqiq hallini tapaq. ( I ) tenliyini

tt^. l
l"rrt-,,1), l4(.r)J"(r)dr V,Ql - ftr)

J: \,

;aklinda yazmaq miimkiin oldulundan bu tanliyin hallini

agafrdakr gekilda axtarmaq tabiidir:

.y,,tr) = )LC,.l,(x)+ f(x\. (2)

Burada r ri=r.:...,;-sabitl:rdir. Hsllin bu ifadasini (l)-da nazara

alsaq

"t,.t(,. r, 1 r ) 1 I \x\ = i ll,tl x tB.(r)i 2)- (' .,,.(st + / (s) ir./s + / (ri.17 l

I( .r,,)-r[:,,,r,,,)i,,,,,]r.-][tr,,,r,,,,1,r,pt

;,,,,1,1=;f ,,1'ri,,iir,r,r,,r,rr,I f,,,,,fia,,,1,,,r,)

. t: " ...... t:," lunksil'alar s isterr i xctti asr b ol madrqlarrndan

t,-lla,,t,=A, (i= 1,2,..,ll). (3)

n' 
'

a,, = lo,lst..t ,\'tds. p, = 1a,6.1'p'

oldulunu alanq.
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Farz edek ki, (3) sisteminin determinantl D(r)+0. Onda

mciumdur ki, bu sistemin yegana heili var. 1.apdrlrmrz q _ lari (2)

diisturunda yerine ).azsaq (l ) tanliyinin hallini tapmrg oluruq.

Malumdur ki. (3 ) sisteminin helli

D(,. ' ri=t,2.....h1

pak linda olar. Burada

qtt qn

D=

o,^ o'n,

q', t 0rla.l'
l

I

D, =l
i

l

i0"' "'
determinantrn rn

di, t ---Q r,

.,i
.i

I

I

d. , /J" a_,, . ct.n,

(i,j) elementinin cabri tamamlayrcrsrnrt),, ilx D,

igara etsak:

Onda

o, =1D,,0,.

!l)(-=> !!, ti=1.2.....n1;t)
tapdrfrmrz bu qiymarlari (2)-da yerina yazsaq.
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r,,txt - ).t rt,ttDu fr, - I t,t.

" lt '.y,,rtt.- )l t,(\t :IB,tstltsLh, .tttt.
, i=l

,,,,,, i{; /'r: .r,.rr.,.,r)ri..ri, , ,,.,.j(;' /) I

),,,t.xt = ) IR,,\x..t;hf (sytt + f (.\'t

oldulunu alanq. Burada

R,.r t. t-ir - I. 
i i,, .r. rr rB,,, rl).:

lu nksiyasrna (,,(x..r) niivasinin rezoh,enti deyil ir.

$e. \.'i'vdNi ('tRL.A$AN NiivaloR ARDrcrLLtCt iLa
,APPROKSiMASiYASI

ll n<iv Fredholm inreqral tanliyina baxaq:

l
y(r)= I 

JA 
(.{. r) I (.r }'L' +./(r) (l)

F.rrz edak fi, *,'.,, ntivasini {,(,(-r..,)},, . crrlagan niivalar

ardrcrllr[r ila approksimasiva etmek olar. ]ani
((r,s) = (,( r,-s) + d,(x,s),

j1X1a1la,,t-r..rr = o.

(l) tanliyinda niivonin bu ifadasinden istitada etsek

.r,(.r)=2J(,,(-(..1)y(.r)dr+LJd,.(r.r)),(r)ds+ /(x) (Z)
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oldulunu alarrq. Kafi qadar b<iyiik ,?-lar iigiin ,;(r.s)

oldultrndan tcnli1,i6 5ug tarallndaki ikinci inreqralr atmaq

Onda

v,,(x\= 1!K,$.,D-,(s)r./s + / (x).

(3) crrla;an niivali inteqral tenlik oldulundan onun daqiq

hellini - r,(.r) tapmaq olar. Taprlan bu helli n-in kafi qadar boytik

qiymetleri iigi.in (l ) tenliyinin taqribi halli kimi gottirmak olar. Bu

halda burax r larr xstanr qiymatlandirak.

,,,1r) = _r,(1 ) - },,(.ir) igarelamisini aparsaq, (2) \, a (l) tanliklarindcn

E,,(x\ = tlK,,tx.s\€,,(r)/.l {. 2 J(,, (.r.r )}(j)a

oldugunu alarrq. Bu. cr.tugn.,'g ntivelin I n6v Fredholm inteqral

tonlilidir. Bu ranliyin halli tigtin

),1-i= )ltt,,\x.s:)t Ilst| + /1.\)

di.isturundan istifade etsek:

r,, (,. t = I Ja,,r-..r t,,r. , td, * ,.^l r,,r,., ,f ;^[a,,r,., tys ,a r)a.,

oldugunu utu.q. eu.ualn 
'i L 1 " l

lc,,trr,: l2f,,.rorb a't A) a),6,, \,,t,r ..rr:.

1c,,r tt sl),rh ar[r r',:ln,ra -,,r]r,4..

A(-r,.r) =,(" (x,s) + d,(r,s).
d, = mal dtr,s)i, ,\o = maxly(:)],

kigik

olar.

(3)

(s)

4)
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R. = max lR"rr.srl.

indi isa ,v,,-i qiymatlondirsk. AEkardrr ki,

),(x)=r,J,(,,(.r.s)/(r)ds+ tG\ tllK,(x,r) _ K (-r,.s)Iy( s )ds.

y(t) = 
^ 

i K,(x. sD,g)1s + F(r).

h

F(r) =./(-t) r I,(, ( r, s) - ((r. s )lv(r)dr.

(6) tcnliyinin halli tiqiin (4) dtisturundan istifada etsak:

-v(-r) = /'lr)+, J& (r, s )r-(s)r.is (E)

oldu!unu alarrq. (7)-den

l/. (r)l < /,. + rrld', (b - a),{o

t,ltlrri:unu r8 )-da nazar: alsaq:

i| c.) < t', + r.1 5,,,\b .- r I t\,, + il R:, lb - o\ n + l;ld, i6 _,?),vo l.

\, < p,lr. rlR:,\h o)l+]il5.(h 
"i[r*1; n.ti,-rtJt,,.

Farz edak k i.

tld,1t - ailt + tlnit- a1f<r.

Onda

t -,;lR;,th - ,,t' ' ' ^ t - ,t' ;", i- ",1r 11n;rr, 2n'
Bu q ivmatlandirmani (5)-de nazcre alsaq. xata iigiin agalrdakr

dlisturu almrq olanq:

.v(x) v,,(r)<i2l(6 -,,P, .:!'Eli-"'}|-d.'t - ii.th - atlt +.i R'th . ui""'

(6)

(7)
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st0. CIRLA$AN NUVaNiN QURULMAST [jQi]N
BETMEN Usur_u

r(-..') ntivasini approksimasiya edan crrlagmrg r,,(r.s)

n vasinin qurulmasr iigiin bir iisul (Betmcn i.isulu) verak.

,t,, (r. s) ni.ivasinin agagrdakr barabarlikdan teyin edek:

r(r",.') r(r,..r1)

Burada -., , .r2: ...: ,{,,; J - .!., ..., r, - [r,.,t] pargasrna daxil olan

nciqtolardir- A determinantrnrn birinci siitununun iinsiirlerini

4,,(.r..s)+i) . 0+,r(r1-s) .0+A(_r".r) .... r)+ K(r.,.s) qaklinda yaztb. bu

dctcrminantr iki determinantrn ccmi kinti yazdrqdan sonra K = 0

barab:rli-vindon

^-,,..,," 
r-('' " ') 't('.'z''rf r(.t'")" A(r.1..1) L(x1..r2) ... {(r1.r,)

ir1,,,,,) r(,2.,2) .. 
"i.;.r;i'''I

A (r,. 11 ) r(r,..,2) . K\x,.s,l

oldulunu alarrq. r,,(r.s)-in bu iladasinden grirsanir ki, bu niivo

crrlagandrr. A,,(r.s)-in apagrdakr iakildo do vazmaq olar:

o r(..,r) . A(r,.r,)i
,t, (r,. s ) A(.t1.r;) .. K(11..r,)l



r(r, s,)
x(.r1, s,

,\ I 12, sr)

r(r,, r2 ) .. x('",,"]
((r1. s1)

K(r2, s1 )

A.(r1..r2 ) .. ,t(r1. r,)
A(,r2..r2) ... K(r2.s, )

.i
/(L- .-)--,r] 1A(\.r)=
((r; , r, )

K(r,,s1)

<--;,,)
,{ (x2 , s1 )

A(x,..r2)...

^'(.r.i;)..
A (-r2..r2 ) ,r (-t2. r, )

,{(r,, s1) A(r,,..s2) .. K(:,,s,)

= K(r,s)-

Buradan g6ri.intlr ki, r,(t..) lunksil,ast -r '- r, .r - ', (, = t,2.....,) diiz

xetlcrindo ,< (r,s) ila iist - iista diiqtir.

Qeyd edek ki, r(,.') nlivasini qiir'\it ve triqonometrik srralara

ayrnb. onlann xtisusi cemlerini de r,,(-..,) evazino gdtiirmek olar.

^G.',)l
^ 

(., .,)J

^ 
{,,,. ,, i
iG,.',
aGr..,l

"(;.,,1

)

)

li (r. r1)

d(r1. s; )

A (r,, 11)

(G;t
((12, r'1

A (,r,. s,

.r)

')

..r )

t,)

'r)

.'')

]^1.''

l^'''
l^ , 

',,(('i.
((,:,

A (,,.
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$l l. NUvaNiN CTRLASAN NuvA iLO AVAvz
OLUNMASINA AiD MiSALLAR HALLi

ik inci nriv

p(,)-;'!x(,.s\1,)e,= 7e) (t)

Fredholm inteqral tanliyina baxaq.

egar A (. r) ntiYasi

rG,.,)= t.r,G)a,(,) (2)

geklinda avaz olunarsa. onda 
^G ") 

niir,asi crrlagan nuva adlanrr.

harda ki. r.(r) va r,(r) (, = r.t.. .a) funksivalarr [,.,r] pargasrnda

xatt asrlr deyillar. x(x.s) niivasi taqribi

r(,.,)= f .r,(r)e,(.,) (3)

c rrlagan niiva ila avaz edak . 
" 1 t I int.qrut tan liy inin raqribi hallini

,e\,)= 1(^)t;1,,.r,(,) (4)

pa klinda axtaraq. harada ki

,, = la,(,\ls)a' (5)

(4) ifadssini (5) da nezare alsaq

,, = 
"1 

n, 1,y4,\,., - t^! t \nt,, e,l,\* (r - r.:. .,,),; .,

Agalrdakr igaramalari qabul etsak



, = JB, G!(. V' , ,t,, = l,t ,(')a,(s\* (6)

alarrq:

c, .tfc ,,a., - 1, (i =t,2,...,,) (7)

Belctikh. c, -1,-r griia xetti caL,ri tanliklar sistemi alanq.

Misal.

.,(,) i,/,G,)1,8,=l-..' (8)

inteqral tcnlil,inin taqribi tr"ttlri taprn

Hslli:

'{('x' s)= s'ir(r, i )

niivasini T'ey,'lor srrasrnrrr ilk ilg hoddi ila avez edak:

sh(.r.s) * rs + k'')' - k'I
.t! 5l

Onda (8) tanlil,inin hallin i

1(r)= t ,'+cjrr..,rr r'crr5

;;aklinCc axtaraq

/(..)-t .t'. .1. \. A- -r'. J.=*'.a,(.)-.,.a-(r)-" B,(r)=':;

iqara etsak (7) sisteminin amsallarrnr (6) diisturlannrn komeyi ila

tapmaq olar:

/, -'[r,(.)/(,)d, ft .'io= i
6;4
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'' 
= i''t l't'i'' = il("i i3!'

1=i4(,Y(.)d,=i;(,'

I
..t | : lr.ds=

o"J

t,. - ls'a'-' ,

.l .= l.."as_1.
; .t

.l-, = '[l ,'d, = .1. -' ju" - io'

',rlc-. - l. sods= .t )l!.* 42.

,, _ ir,,,,,_ ' .' ,lu s4

'r - [] '^'r' = |

;5', 840

r.- fl.'.u, -1.' 
,15! - toso '

t'' ='Jl-t'o* - t

' j5l 820

Belaiikla, agagrdakr sistemi alanq:

-.,k= r.'72

s Er= I' 2880 '

lttt
Ct= C,+ C.+-C.+ -I 5 7 4',

tttt
a'] = 

-(i 
+' l0 42 54 72'
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llll
t 

' = 
84o 

t' * 
,oto ", 

* 
t::- ", 

* 
rsgo '

Bu sistemi iterasir,a iisulu ila hall etsek alarrq:

c = 0,3813,

L t = O'0273'

c' - 0 0008'

N.ticada (8) tanlil inin taqribi hallini agagrdakr kimi alarrq:

-r,(r)= 1- r: + 0,3833-r+ 0,0271rr - 0.0008:5

sl2. FREDHOLM iNTEQRAL TaNLiyt irciiN aoi
ironasiya Usur_u

Yenidan I ntiv Fredl.rolm inteqral tanliyina baxaq:
A

),(.r) = ,.IA (n..r)-v(r )ds + ./lx) (l)

Ferz edok ki, ,r, (,,,), t(l(,1 ,o.*r <r) kasilmez funksil,alard rr.

(l) tanliyinin taqribi hallini tapmaq iigiin agafirdakr qay,da ile

ardrcr I vaxlnlagmalar quraq:

y,,1x)=iJA1x,r1,y,, t|s)ds+JG) @=1,2,....t (2)

Burada -,,,(,) 1os,<ry ixtiyari kasilmaz funksiyadrr. u =cla.hl

fezasrnda (1a,,r1 pargasrnda kosilmaz funksiyalar fezasr. qa.a1 ile

igara edilmigdir)

,a(y ) = 2 IA (.r..r)) (r ) (L\ + ft x )
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operatorunu teyin edak. Onda (l) tanli;.,rni

y = .t(!") (3)
(2) ardrcrl va\tnla$malarrnr isJ

),, = .41r, t) (n=1,2,...) (4)
goklinda yazmaq olar.

(.i) dtisturla ila tayin olan ),4 yaxrn laimalannln (3) tanliyinin
hellina r rgrldrgrnr isbat edak.

Farz edak ki,

1.rl . I

' .vrb at v ',mur,(tr''{'

Onda .t1_y,y operatoru u =Clr..hl iczasrnda tssir edir ve srxan

operatordur. ((jr.i) /(r) funksiyalarr kasilntaz olduqlarrndan .el,4

operatorunun srxan olmasr isa aqalrdakr barabarsizlikdan qrxrr:

i.1( ') .1(r-)l<12l,JrA1x.,r)] y(.r)-y(slr,ls<1,,:.t/(6_a)max_y(.\) ,(.,)i=

=i1\t(b-o\:,_r1,.

I rr r.i - ..irr)l< a ll.v tlt,, , d =lzlMb ot <t .

Srxrinrry inikas prinsipini (l9r) ranlir ina /rr =(_[zr.6l lazasrnda

tatbiq etsak. apa!rdakr leoremin dogrulu[unu almrq olanq.
Teorem. Tutaq ki. ((.r,r) \.J l(xt (o<x.s<b) funl<.siyalan

kesilmezdir va

a =p-l^t \b - a) <t .

Onda (l) tenliyinin kasilnraz lunksiyalar fazasrnda yegana
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halli var. bu hell (2.1 yaxrnlaqmatannrn Iimitina baraberdir ve

yr!rlma sliraii a;;af,rdakr dtisrurla tayin olunur:

,,r. t.xt .",ix)[, t ,o" olv, 
- to.l, .

(2) 1,axrn lagnralarrnr baqqa formada da lazmaq olar. Bunun

Ligi.in aqagrdakr iqaralamalari aparaq:

A.r*." ,ii,61;..116 , ttr.t)Llt {r-1.2... ).1

Aorr..r= 2i1r..r. i
(2)-dt ,= I qabul erdikda

h

r' (x) = JKn 
(x.s)r," (.r )ds + / (r),

, 2 gotiirsok

oldu[unu alarrq.

Fsrz- edak ki.

v,.tr)- JA, ,{.r.r)}, (stds - /(rr.

Onda (2)-dan

J,,rlxi-lJA{r.r)r,Lsrd{- / (.( ).

4 ii r

,,q,,.,, [A,r,ri [Aorr..,tlrrrr,r' l.tr, 11y1.;1; l

^i 
i' 'l

t.,,t l, ; fArt.rrA.rr.,rdr L,.r1)rt\ . /(.y).;L : l

-r',t-r) = Jr,1x.s),yu1.s)r1s + /(-r)
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t,,,,, t = t' ! x,,., tfn! K ",,., y o,,, r.,1,,1, . y,, t.

'! ,.

r;.,tr r . 
Jl 

.tIKrx-rtK,. r..s)dr lJo{r)oft, rr(r).,t;l

.r,,-,tr) = jr,,tr. r t-r, a(.s)d5 + f(xl

Riyazi induksiya ilsulunu tetbiq etsek, ixtiyari , iigiin
h

!,,(r)= JK. (r. r)_vo(_r)d, r /(rj.

$13. rr N6v voLTER TONLiKLoR ucuN noi
irrn,tsiyn 0sur-u

Iliz faslin giriginda qey.d etdik ki. Volter t:nliyi iigiin ela fakt
isbar ctmak olar ki. o fakt Fredholm tanliyi iigUn do!ru olmasrn.

ln.li bclo bir laktr isbat edak.

Il ncir Voltcr tanliy.ina baxaq:

lrr r = I J,r. 
rr..,y11.rl(1t +.[\x). (l)

F:rz edak ki. .tr.ri f,,,,t,,.;,.r < Ai Iunksivalarr kesilmezdir.

( l) ranliyinin taqribi hallini rapmaq iigtin agagrdakr qayda ila
ardrcr I yaxrnlagmalr quraq:

t,,txt= ) JKtx.s1y,, \(s)^ +.[lxl. (2)

Burada da ,.,,, ,, . ,., ixtivari kasilmaz funksiyadrr.

isbat edak ki, ixtivari I ugtin (2) diisturlarr ila teyin olunan
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/,(r) funksiyalan (l) tenliyinin yegane hcllina yrfrLr. Apa[rdakr

funksional srran r naz:rden kegirak:

yn(x) + [y,(r) - r,,,1t)]+...+[y,1x1 -v,,(r)]+. (3)

A;kardrr ki,

1.r.,-, 
(,r) y,(-.t s,l V 

Ji_,.,r.lr - _r,, ( r|1s (, = t.2. .. ).

Buradan

l.1,.rrr 1.,rrlr il,,lcx 1,r.r-_ma1;J.(xr r r/.

lrr (,) - -r, t-r)l s l,al,t t lll t.tcir - d).1.\ .

i),r..r-.rrrrr s(;1,lrf t {i -''

oldu[unu alanq.

Ferz edak ki.

lr {r} .1 roli(riil} r. r'r'-',,ri.
(; Ir!

Onda

b., txt-y,tx),!l) \ri(;1V;', 1' .", 'r.
:' t/ rll

ll;.,{r). v,t.r) <(i trlt ''..-.,o:

Riyazi induksiya iisulunu tatbiq etsok, ixtivari ,=0.r,2,... UQiin

oldugunu alarrq.

ltlltrtr,-,,r!
l),_r(x) -.t,r.r) s L/ ,-- 1('
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Buradan alrrrq ki,

' i [,ll rrrr -n 
']

tl

adadi srrasr (3) funksional slrast iigUn ntajorant srradlr. Bu adadi
srra ixtiyari ,t iigtin ytglldlgrndan 13,1 lunksional slrasl ixti)ari
.r€[r,t,bl ligiilt yr!rlan olar. ],,(r) (l) srrasrnln xtisusi cemi

oldugundan

lim -u,, 
(r) = .v'(.r)

olar. (2)-de r +.c gadinda limitc keqsak 1,.1r; funksiyasrnrn (l)
tanliyinin halli oldulunu almrg olanq.

indi isa f ,,1,; - f i*tl f arqini qiymatlandirok:

i1,{.'r-1'r..)i< ),\t fl1,, \s)-.v.t. lds

barabarsizliyindan

j,r;r-.r ,,'1.,1 .[llvo , "1 rma-jlr ,( \ )- j.{i)1, (4)

oldulurru alarrq. Bu dtistur !,,1r11 ardrcrlirlrnrn r.'{r) funksi}-asrna

,u-r!rlma stiratini tayin edir.

(4) diisruru (l ) tanliyinin ixtiizari holli iigi.in dogru oldufundan.

agar bu tanliyin ikinci y"1*) halli da olsaydr, onda

]r, (..) r"r:li. ll4"L-,Y- (ma-rl).(j)-).(.,)jr (5)

oldugunu alardrq.

Onda (4) ve (5)-dan



58

ir,'i,t r"r'r1< ir'i,.r y.,1,li* lr,,r,) - r"(,)ls
.l;. v,t ,,1' r .

,. (ma_\i1,,(.\t .r'{\))+(ma\i}o(.') v'.(.r)l).

BulaCa a + ,"-da limire kegssk,

l,'(_y) = _i 
"(x)

oldugunu alanq. Bu o demakdir ki. (l ) tanliyinin halli yeganadir.

Belalikla. agagdakr ieoremi isbat etmig oluruq.

Teorem- 1'utaq ki. K(r,r). /(r) (a < r, r < 6) funksiyalarr

kasilmazdirler. Onda. ixtivari 2 iigiin ( i) tanliyinin kosilmaz

funksiyalar fezasrnda ycgane helli var. bu hell (2)

yax ru lagmalarrnrn limitine baraberdir va yrlrlma siireti (4) dtisturu

ils tay in edilir.

sl4. xarri ixre<2nll ToNLiKLAR
i)ger veriimiq inteqral tcnliya axtarrlan funksiya xafti daxil

ola.sa. onda bela tanliklar inteqral tenlik adlanrr.

Masalan

a(l= 1!Ki,ilals\(L\ + lec) (l)

t-:nliyi E(-r) axtafllan funksiya, 
^r,, ^,*,r, 

vcrilmig funksiyalar, ,l

parametr olduqca xetti inteqral tanlik adlanrr.

Burada K1x.s;, .t<x. \<h kvadratrnda verilmiq funksiyadrr

va (l ) inteqral t6nli!,in ntivosi adlanrr. /(-r) lunksiyasr isa tenliyin

sarbast haddi adlanrr ve a<_r<6 pargasrnda verilmig funksiyadrr.
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Xatti intcqral tanliklarin an gox yavrlmrg novii Fredholm vo

Volterra tanliklaridir. p(r) axtanlan funksiya olduqda

ail= ).!K{x,s)ei)d, + Jc) (2)

l-enlrva ikinci nciv Fredholm tanliyi deyilir. Burada inteqrallama

sarhoddi sonlu ve sonsuz ola bilar.

Hcsab edacay'ik ki. x-deyigani inteqraln hesablandrgr 1a.a1

pargasrnda dayigir.

Frcdholnrun tanliyinda ntive ,r1r,s1 va sarbest hedd ./t_r)

miivafiq olaraq

e =la< x,s < bl

kr.adratrnda va [a,6] pargasrnda kesilmaz va yaxud

ht

JJxl*.r;l'arar. "- (i)

{ /{-t)1'L' *'o ' (4)

qaklinda olar.

inteqral tanliyin nUvesi (3) barabarsizliyini ttdedikda ona

Fredholm niivasi deyilir.

Oger 7i,r=o olarsa. onda inteqral tsnlik (2) gaklinda

bircins. /1x) + 0 olduqda isa qeyri-bircins adlanrr.

Qeyd etmak lazrnrdrr ki, (2) tanliyi aslinda bir tanlik deyil.

o sdadi .,r- paranrerrindan asrlr tenlikler ailasidir.
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Birinci ndv Fredholm tanliyinde axtartlan funksiya inteqral

igarasindan kenarda (xaricda) i;tirak etmir. Sada halda bi:inci nov

Fredholm tanlil,i agagrdak r kimidir:
h

JK(r.r )p(s)ds = /(x), (5)

bu halda da ntivanin A(-\,r) vo sarbast haddin /lxl yuxartdakt

qertleri cidodiyi forz edilir.
Mcsslan:

tp(x)=)[KG-s\rp(s)ds+.[(1. a!x<b' (6)
;

inteqral tanliyina ikinci ndv Volterra tsnliyi deyilir.

q{x)= )'!KG.s)'As)ds

inteqral tanliyi ikinci nov bircins ioltena tanliyi adlanrr.

JK(r..')p(r)ds = /(r). (7)

inteqral tanliy'i I nov Volterra tanliyi adlanrr.

Qeyd edak ki.
. 'Kt.Y.s). r '. r olduqda
l/lr.r)=i

10. s r olduqda

ni:vasini toyin etmeklo Volterra tipli inteqral Fredholnr tipli

inteqral tanliys getirmok olar.

sls. QEYRi-xarri iNTEQRAL TaNLiKLOR

Qeyri-xerti inteqral tenliklarin an gox genig yaytlmri n6\ ii

Urison tanliyidir.

Urison tipli qeyri-xetti inteqral aSaprdakr kimidir:
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q{x1= 
lK@,s3p1syat

K(x,s,qa(s)) funksi,vasr adeten a(r.s<b. M <e<M goxlugunda
kesilmez hesab olunur. Urison tipli inteqral tanliyinin xtisusi hah
I [ammergrcy.n tanliyidir. IJammergteyn tanliyi (l) tanliyindan

((r, s,p(s)) = ((1,5)F(s,p(s))

olduqda alrnrr. Hammerfteyn tanliyinin iimumi qakti a$agldakl
kimidir:

h

ar{ r) - 2 [((]. s)F(.r.Ar )),/..,)

harada ki. r1x..r) -Fredholm tipli ntiuadir.

a$)= /G)+ )lKlx,s)a(s)ds + p !!K)(t.s.:le,t\s)tp(:)dsd:

qaklinda olan inteqral tcnliklara isa Lyapunov_ [_ixnay cn:;teyn
tan liy'i devilir.

(z(r) = JF(r..s.p(.r)).A

goklindo olan tcnliyo ise \zolterra tipli qeyri_xctti inteqral renlik
deyilir. Burada r.1.r..r,p1 furksiya arqumentlarin x,s,p kiilltisi.ina
g<irs

r:-.<r.s56, _,u <a<M oblastrnda kasilmaz hesab olunur.

Volterra tipli qeyri-xani inteqral tanlik bir tonibli adi
difcrensial tanlik iigiin Kogi mesalssinin helli na goririlir.
Dofrudan da forz edek ki-

(r)

(3)

(4)

(2)
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[4! FG.ut,))ir. (s)
lrro) - ro

Kogi r:rasolasinin hallini tapmaq taleb olunur. r.,1.,1 hallini

difercnsial tanlikde yerine yazaq, onda biz

,!!9) 
= p1,,,1,11, a,.p.61

dx

r:vniIif ini alanq. E_v',niIiyi [.i.-rl pargasrnda inteqrallasaq

a1x) = ro + 
JF15,41"1.175.

alanq. Demeli. ager,./(r). (5) mesalasinin hallidirsa onda o ham de

(6) inteqral tanliyini dc ridamalidir. Asanlrqla. eks taklifin do[ru

oldu[unu gostermek olar.

gl6. QEyRi-xarri iNTEQRAL TaNLiKLAR uqun aoi
irnn,qsiyn iJstrLr.:

indi isa gostarek ki. adi iterasiya tisulunu qeyri-xstti inteqral

t:rnlikl:rre d.r t;rtbiq etm:k olar.

Ovr elco qe1'ri-xatti Fredholm tipli inteqral renliya baxaq:

I

_ri _,r ) = ,,.Ji,[r. s..](.,)]rr + I (-r).

burada d1-..r-rr (.r<-\-,.\<r. r:<) <+cc) vo

ke silmcz f'unksiy alardrr.

( l ) inteqral tanliyinin raqribi hellini

qa1'da ila ardrcri 1'axrnlagmalar quraq:

(6)

(l)

f\x) (d <.t < b) verilmig

tapmaq tigtin agalrdakr



h

y,,ix1= )lK[t.s;y,,,(s)tt +/(r) (n = 1.2.3,...\ (2)

burada _r.rr,) (a<.r<b) ixtiyari kssilmez funksiyadrr.

Farz edak ki. K1_r,s;7y (., < r, ., < 6, _ .o < J., < +21 f11n1rirua, , _,

nrzarrn L ip$ irs qarrini dde.vir:

iK(r,r;y) _ K(.y.s: i l< t_U - yl.

_r.,,(r) yax r n laSma larrnrn ( l) tanliyinin hallina yrgrldr!rnr isbat
etmak ligiin srxrlmrg inikas prinsipindan isrifadc edak, Bunun Ugtn
tt = Cla.hl.

6

a(.v) = )-lK[x-t y(.r)ld, + ./ (-()

g6ttirak.

A;kardrr ki. .,t(r) operato N cl,.b) -da tesir edir ( ,r va f
kasilnraz f unk s iy.alar oldugundan).

Tutaq ki.,r (.r), )-(.r) e C[d.b]. C)nda

h

l.r(_r ) , .ro )l< lr.lIlllr.s:1.(s ) l Kl_r.sr7(r )k, < ir.lt, i]r,( r ) 
_ ,(.,)iij s

s ), t.th - dtly ;1, .

i.tryt-,tr..)l<aly-tll,. d=p.lLO a\

olduEunu alanq.

Ogar a. t oldugunu farz etsek, onda ..11.1,1 operatorunun (.[a,6]-

dc srxan operator oldulunu almrg olanq.

Belalikla, srxrlmrg inikas prinsipindan istifada etsek agagdakr

teoremin dogrulu[unu alml$ oluruq.
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Teorem- Tutaq ki, K(r.s;r'),/(x) (a(r,s(b. .f,,<I<+co)

funksiyalarr krsilmazdir vo ,r(x,s;1:) funksiyasr )-e nozeran Lip$its

$artini tjdayir. Ogar

d =|tr t.(b a)<t (3)

$arti Mrnarse . onda ( l) tanliyinin kasilmaz funksiyalar fazasrnda

yegana helli var, bu hall (2) yarrn lagnralarrn rn limitidir ve,

neha.vat, yrgr lma siireti

lir-trl- vtrtl...;i;lr, , 
I

diisturu ila teyin edilir.

Qeyd edak ki. (ix,s:.y) funksiyasr , -a nozeren Lipgits gonini

1 6.+-) intervaltnda dcyil. 1-,-r; pargasrnda 6dayirsa. onda .,11r)

operatoru lrll, ., kiirasinda stxan operator cllacacldrr. Ogar alava

olaraq

)ll1\,. * )-iv(b-o)st. tt =.,ma-\,A(r..r:l,)

oldulunu farz ctsak. .z(r,) operatoru ;ir1, .,. f.Urr.l.a, tasir etdiyini

almrq olanq. Onda srxrlmrg inikas prinsipini .s=lI€.i.r.61.]/ll<ri

k iirasinda

r = .4(v\

operator tanliyino tatbiq etsak, (l) tenliyinin -s kiirasinde yegane

hclli olduIunu, (2) yaxrnlagmalarrn bu halia yr!rldrgrnr almrp

olanq. Yr[rlma siiroti (3) diisturu ilo tcyin olar.
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Nahayat. bu paraqrafin axrrrnda qeyri-xetti Volter tontiyinc
baxaq:

)'{rr= 2 J([r.,;_v(r)y1, + -l (x). (4)

Isbat edak ki, (4) tanlil,inin taqribi hallini tapmaq iigiin
quruian

1,.r.rr- 2Jtlr ,:.y,, t\tht... ttx) rr_ t.t.]...., (51

yaxrnlagmalan. ;*tlruri , iiqLin ((3) garti iidanmaden) (4)
tenli;"inin hallina yrgrirr (xani tanliklarda oldugu kimi).

Teorern- Tutaq ki,
liv,(r) v-(x)it +r ,ap-['i'r''ti] /(') (r]< r"1 <6'-'o<v<+'.)

lunksiyalarr k;silmazdir v5 iq .,,;,r.1!funksil.asr 1,_a nezaran Lipgits
prtini tidsyir.

Onda (4) tanlii,inin yegana helli var. (5) ;-axrnlagmalarr bu
halla;-r!rlrr va ytgrlma siirati aqa!rdakr dUsturla tavin edilir:

[r',,t-.t -r'1r1;l r?" !!, !' r,t 
',,11. (6)

isbatt. (5)-dan

l],-,r.r)--,,(r)l<lrlirr,,,,{.),r.,,1sr1*.

l"''''-l,"'t'l= [l'1"]f{;1,'''' 
"'11.

oldulunu alarrq. Buradan grxrr ki.

t), y.t;W'h ll- '; it



yrgrlan edadi srra

-:
)rL{rl{ >(Jr.,tr}) ( r)}

funksional strasl tigtin rnajorant srra olar.

Ona g<irs de bu axrrrncr srra. yani /,,(-r) ardtcrlhgt yrgrlan olar.

(5)de limira kegsak (, -,.-da) ;r,,(,)-in (4) tanliyinin hallina

i,tIrldr!rnr alarrq.

(6) berabersizliyi xatti tanliklarde oldufiu kimi isbat olunur. Bu

barabarsizlik ixtiyari hall tigitn dogru oldugundan hallin yeganeliyi

da isbat olunur.

$t7. voLTER-FREDHOLM inrrqul reNlivi
Bundan qabaqki paraqraflarda, II n6v xatti Volter ve Fredholm

intcqral tanliklarini hall etmak iiqiin taqribi iisullan qarh etdik. Indi

isa agaprdakr kimi xafti inteqral tenliya baxaq:

-r(-()= /(rJ+ jx t-.,r)., t,ti-, * ]r,{r,.)rtrVr. (l)

Burada x,,1r.sy, ((-(.r) (a<-r.r<b; /.(.x) (,/sr<6) funksiyalan verilmig

k-,:silmaz funksiyalar, (x) isa axtanlan funksiyadrr. Ir4echul

furr-lisiva hem Volter ve ham de Fredholm inteqral operatorlarrna

daxil oldu[undan bu tanliya Volter-Fredholm inteqral tonliyi

deyirler.

Qevd etdiy'irniz kimi. (l ) tonliyini h'redholm inteqral tanliyine

gatilmak olar va Fredholm inteqral tanliyi iiLgiin verdiyimiz teqribi
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l]sullar bu tanlik rig iin da verila bilar. t.akin (l) tanliyi iigiin ela
taqribi iisullar verila bilar ki. Fredholm tanliyi iiqtin yararh
olmasrn. Agagrda bela bir iisul garh edilir.

Ferz edak ki, x.,,1r.s.y ntivasi crrlagan niivadir, yani

("(r,.r) _ Ia,(x) 6 (s)

(-15) tanliyinin ,rq.iOi trttini tapnraq iigtin agalrdakr kimi ardrcrl
yaxmlagmalar quraq:

I :(r. \ ). /{rJ.

.t,,i \ t = f, ( x) +l((j. 1 )-,; | 
(.f ).lr + I i r,,rr,,r,L,,,,r, 

j (r)
"L'-) ) i

/,, ,(r ) = 
,l( 

tx. s)y, 
, (. tar

iEaralemasini aparsaq:

^f -
.t ..1.r t _ tt ,t x, _ f f ,r,,r,,r 1, r 

1,,,111 
d, 0).,L l

oldu[unu alanq. Bu crrlapan ni.iveli II nriv Fredholm inteqral
tenliyidir. Gristardik ki. (j) ranli),inin halli agalrdakr diisrurla tavin
olunar:

t
) ,.t.r) = ./,, )t,r) + lRG.sV,, (.t)(tr . (4)

Burada

n,,.,; = 
l. 

tD.,oJ,t, ,,t.D,7,'"



6t

',,1+ dt j oi 1+ a^

D=

l.'
dnt d,,2 ... I + crn

a,tG..sl = [b,$)a /s)d'; ,

4,, iss o delerminantrnrn a,, ele..nentinin cebri tamamtayrctsrdtr.

f,, ,1x)-in ifadesini (4)-da nazara alsaq:

y,,txt- ftxt r JAr.r..'rr. rsr,ir- JAx..rl lt.\lt lKt.t.tty, tttdtllt.\

),,(r) = /(-r) + J/?1.r,s)/(.r)r/s + J((r,r)y,, ,(s)r/s +

h\ 6)
+ JJHi,r.s 1r1r,s ty, , lrl.lt d.\.

.r,,cl= [(x) oldugunu nozcro alrb (5)-da ,= t,:... qebul etnrekle

{-r,,1-.i} ardrcrlhgrnrn btitiin clemcntlarini tapmaq olar.

Indi isa qarh etdiyimiz tisulun hallo;,r!rlma si.iratini tapaq.

y'1x) ila (l) tonliyinin deqiq hallini:

y'tx)- J,.xt r f,ttr.,l.f i.'lJs+ J( rr-rr.l,'tsrr,ts,

r,,,r,t ila taqribi hellini:



(6)

igara edak. Ooda

.r,.ir) I {r)-. if i..rr1y, r(.r) .r rirdc r

* i^,1,,,1Jr,,19 - ,.1, t1,r..

6,1r)=1, (.x) _r, (r) (i = r.2.. ) iEaralomelarini aparsaq:

2,,(.r.). JA.(r..rt ,. r{r}.,b { J(,(*.\)r,,(\),1.

oldugunu alanq.

e ,,(\,1= r.,, ,\x) + ir,, (,,r)a,, trta,

crrla;;an niivali II nriv Frcdholm inteqral tanlil.ini almrg olarrq.
(4) diisturundan istiiada ets3k

,,(.r) = /.,, (-r) + 
JR(.r.r)/_,, r(r)dj

oldugunu alanq. Buradan

i..r,,rrr. 
JA r r. . 9.,. r s r.rr , 

JRr x. s t1A r.r.; t t, .l t tJ r )dt

yaxud

..^.
r,rr1 _ Jrrr."tc,, ,t.stdr r JJR{x.r rKr t,.ttt4 ttrtdr.ls.

V -."1 ,t,...r tl. *=."r*,r..,,t

(7)
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i garelamelarini aparsaq:

r A,

)e .t,tl< u llr. lj?s + vn llle . (r)ldt,ts <

, vir.,,,r'rr/,. .uR-th ,t;k. (.rr,/s= t/[r- Rtb a1l!.c,,,r:rldt.

le.ixt)<o'lic,:tt)lds. d= r,4|+ R\b - t1\\.

n=Iqabul edak:

.r.,r.r) < a lic"i't[,/r' dt\t.\ - a].
J' !',

",, 
= .nu^ ini*;1.

n = 2 g6ttirsk:

,;
,. -irrl < a 

Jlr-, i. lU. < d fide t'(s - q)kl\ =arc,, f r a)rls.

' 
'" - "''t: ,lxl < t..a-)r

Farz edak ki.

.. rr ,r1, 1

c _ l.x\ ._ c _u' (ll I)!

Onda

'r ."
,t:,,txti<alt d'' tt -aL.kA-e,a"V-!L 

.

,,, ,a _ tr! _l , 
n.

Riyazi induksiy'a iisulunu tatbiq etsak, ixtiyari z iigiin

t."trt.. jrt,r- r'rrl:c l..' 
noll" - "^h:!;'tl-

oldugunu alanq.
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Belalikls, aga!rdakr teoremi isbat etmiq oluruq.
Teorem- Farz edak ki, (o(,,s). ((r..r) (d< r. ss6) funksiyala,

kasilmazdir va Ao(-r,s) crrragan niivodir. ogor o+o isa onda (r)
tanlil,inin taqribi hallini (5) dristuru ila tapmaq olar va yrlrlma
s ii reti

b,,,t,l - t'r,lt <b9-91 maxl,r,,rr) - 1,(r)l

dt)sturu ila teyin olunar.

Qeyd. Biz Volter-Fredholm inteqral tcnliyi riQiin (o(r,r) nr.ivesi
orlagan olduqda. adi irerasiya [isulunun hir modifikasivasrnr

'crdik ve usurun;rprrma siiratini qiymatrandird ik. Marumdur ki.
A"(r'r) n[ivasi crrragmayan orduqda da bazi halarda II nciv
Fredholm tanlivinin hellini rapmaq olar. bu o demakdir ki. y,,1r.y

vax lnlagmalarr n r (6) tanliyi vasitesila. (,,(_r,.r) niivesi crrla;mayan
olan halda da raprnaq olar. Bu hal iigiin iisulun y rlrlma siirati
agalrdak r qa1,<Ja ilo qiymatlend irilir.

t/,, = laxl(o(.t,r)i

igaralcmasine qabul etsak. (7)_dan

e ,,r x\< ,v lc,,.lsrlds +,,r2, 
Jla,,lsrlas

oldufunu alanq.

Bu barabarsizliyin har tarofini 1.,.a1 pargasrnda inteqrallasaq:

' 
!1",t,,,5t,, v' 

d' 11,,, r,p,),t., * u 
" 

rr, -u r,jlc,, r. !a.

(8)



Farz edck ki,

M,)(b-o)<1.

Onda

'^ u 't'" )
Jra.,,,r,r, ,_,ii,i. ,,1 {1"",r,p. la..

Bu qir m:tlandirmr", ,r,-0, "rrr. ",."0,
vv ^l'" \'c.rrr: U]]e,,(st[r* " " -ll Lc. r'tVtld'

: 
t-.r/,(6 d)l\ ;" ' l

p rrrl..irfr. ,r,k'.-,t'"J:11 i]trt, ,,,r,.

I v^,t u, l',
ie trrl< ttl t + lL r - ;i; '.''jJi'" 'r.')ll''

.tt1""', .r,, r -;, -[|"" 'r'ru''

,, ,.,,, . I tr,n - 11 l. ', -'' ' lt u,rb at, ni'

1t.rrt,. ",.!n",,. ! - , 'rl,!,,r-u!t ,i
Belalikla isbat ctdik ki, ixtiyari (.(r.r,) niivcsi iigiin (6)

yaxrnla;nralarr. \t,th o't<t Eerti odandikda (l) tanliyini halline

yr!,r lrr ve yrlrlma stireti

lr,,r*r .u't,t<(..-lr;,) r'r,rl)4

diisturu ila tavin olunur.
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St8. siMMETRix iNreqnar raNLiKLoR
Frcdholm inteqralrnrn nijvasi riz qo$masrna b.rrabar olduqda

ona simmetrik ntiva deyilir:

^.G. 
,) = (.G. , = aGJ (l )

Ogcr niir e heqiqi funksiyadtrsa" onda simmetrik n0vanin tavini
asaniaqrr:

K(_t,s)= 6(5.-.) e)
Simmetrik niivali Fredholm operatoruna simmetrik operator
deyilir.

egar r operatoru simmetrikdirse. onda

K=K,
Simmetrik operator ligtin. yani agar qa(r) va ,rr(r) kl,adratik
cenrlanan funksiya Iardrrsa. onda qopma opcratorlar arasrndakr

(xq,v)= (,p. x.,y)

barabarlik

(xe.v) = (o. x w) (D)
pekIna diigar.

Niivosi simmetrik olan inteqral tonliklare simmetrik inteqral
tanliklar deyilir.

Ogar r(,,.) niivasi simmetrikdirso, onda btitiin
inteqrallanan niivelar simmetrikdir. tlaqiqetan do qo$ma
operatorlar iigtin olan
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(^'l = (*')'
b:rabarliyi simmetrik hal tigtin agafirdakr kimi olar:

("") = ^'
Ogar (r") operaroru ,r. operatoru ila iist-iista diigersa. onda

(x"rv)=(q.r"r) n-1.2,. (3)

Sl9. siMMETRix roxlixraR HAeeTNDA osAS

TEOREMLOR

Teorem 1. Simrnetrik niivoli inteqral tonliyin xarakteristik

sdMihaqiqidir.

isbatr: futaq ki. 2u -xarakteristik adcd.

anG\=4Kao (l)
Mexsusi turrksiyanrn tayinina gore v,,,(,)+0. ona g<lra da ll",,lr >0.

Qeyd edak ki, 4 +o olur. aks halda (l) bcrabcrliyindan alnar ki.

,/,,(.,) = 0. ( l) tonliyinin hcr tarafini skalyar olaraq po(,)-s vuraq:

(qo.qr) = ).r(K (p..(p,\

buradan

t =glr!) (2)), llql'

va kifayetdir ki. (xo,,.rp,,) skalyar hasilinin haqiqi oldugunu

gostorak. (D) barabarliyina asasan
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(xqo,e")= (oo, Kqo)

ancaq skalyar hasilin

\s.j)=(ri)
xassesina g0ra

@..x,p,,)=lxq".n)

Bu o demakdir ki, qogmasrna barabar olan (xpo,p.) adadi

heqiqidir. Onda (2) dtisturundan alrnrr ki, .1" adadi da heqiqidir.

Tartram 2. N{iixtalil xarakteristik adadlare uylun simmetrik
niivali tonliyin maxsusi funksil'alarr riz aralarrnda ortanormaldrr.

isbatr: Tutaq ki. ) + i. simmetrik r(r,s) niivasinin

xarakteristik adadleri, p,(.) ve e.(,) isa onlara uylun maxsusi

lunks iya lard rr. Bu o demakdir ki.

<p (x)= L,xrp,,rprG)= ;^ xtp,

Birinci barabarliyi skall,ar olaraq o.G) funksiyasrna vuraq:

(p,.o,) = (,t, x q,. e.) = r,(,p,. x,p. )

Ancacl ,r.p- = -l 9. oldu[undan
h

|,o,.t, 
/ | I

'''=i,@ ,rr 
u\.,J= , lo''o'l

burada teorem l-a esasan I haqiqi oldulundan skalyar hasilda

mcitariza igarisinden grxarmaq olar.

indi ise
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(;p,.q,)= 1-(,p,,q,')
^1

vJ yir

/ ;\II l- (r,.(,,)'o\ az)

Ancaq 2,, + A oldulundan alrnr ki,
('t"l ) = o

Taorem 3. Simmetrrk nr.ivanin maxsusi funksiyalarrn

ardrcrllr!rnr ononormallagd r rmaq olar.

Xarakteristik adcdlari onlairn miitlsq qiymatlarinin artmasr

istiqam:tinde ndmreleyak:

),.4....,1,,....

Ogar bunlar hsr hansr simmetrik niivonin xarakteristik

adadl:ridirse, onda uy'gun maxsusi funksiyaiar

o' ('). q,G)..... q,,(,)....

olar ki. burada

e,,\r) ),,ka,, = o

va

s 20. XARAKTERiSTiK ADADLARiN VARLIGI

HAQQINDA TEOREMLAR

Aydrndrr ki, bir nega Fredholm operatorunun hasili de

Irredholm opcratorudur. , sayda eyni bir x Fredholm

(, ,,)=\i',::
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operatorunun hasili x operatorunun , _ci deracesi adlanlr va K"
kimi igara olunur.

Aydrndrr ki,

K7a = K(Kd,...,K,,(q) = K(K.,a\
Operatorlarrn hasili assosiativiik xassasine malikdir. onda

aga[rdakl iimumi formula dofirudur:

K,, ta.t = K- (K,, .tp). 
0 < m < n.

Buradan avdrn olur ki, Fredholm operatorun qiivvati da
Fredholm operatordur. ,t" operatorunun A,,(r,s) ila igara edek:

K"a = lK,,(x.s\qs).

Aydrndrr ki,

,(,(r, r) = K(x,s).

/(,,(r..r) niivasi ((_r..r) nijvasi z-ci iterir olunmu$ niive adlantr.

Lemma l. ikinci iterir olunntu$ niivanin xarakteristik
adedler goxlugu birinci nii,",anin xarakteristik adadlar goxlu[unun
kvadratr ila iist-iisto dtigtir.

Qcy'd edak ki, bu lerrma ham da simmetrik olmayan niivalcr
iiqiin da dogrudur.

Natica I. Tutaq ki, zo adadi ,r.1x,sy ni.ivasinin xarakteristik
adadidir vo (,u(r) uygun maxsusi funksiyadrr. Onda

?a(x) = )-oK ar;

ifadasini nezera alsaq



qo(xl=)'oK2rPo

va ya daha daqiq

% (-( ) - ,; I(, (r, r) po (s)..h = 0.

Bu baraberlik gdr,".t. ki, ;j sdcdi @o(r) maxsusi

lunksiyast na uygun (, (r,.\ ) niivasinin xarakteristik adad idir.

Nalica 2. T'utaq ki.7r,, adadi r.1x.r1 nijvasinin xarakteristik

adadi vo pu1x1 uylun mexsusi funksil,adrr. Onda

Qol,l tto( 
l (/,,) =O

bagqa sdzlo

(l- 7r, A:1,7,, =rt.

A' operatorundan asrh i(adani adi qaydada toplamaq va vurrnaq

olar:

I r - .,'rla, .t X I + .i7r" ,r roo =0. (l)
Tutaq ki,

tr-,[i,,'xt(^=v./\xt. (.2)

Ogor r,/(.() = 0 olarsa, onda (2)-drn alrnrr ki, .,i'7ro adadi out.,t

maxsusi funksivastna uvgun ((.r,.r) ntivesinin Karakteristik adodi

olar. egar s/(r) r 0 olarsa. onda ( I )-dan

(+ jhK)t// =0

olar ki, buradan da -rffi adadinin (,/(rr moxsusi funksiyasrna

uygun ((.r,.r) nlivcsinin xarakterisrik adacii olar. Lemma isbat

olundu.
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Qeyd edak ki, bu lemmanr z iigiin de isbat etmak olar
Lemmadan grxan natica: Oger r1r,s1 ntivasi simmetrikdirsa-

onda ikinci iterir ntivanin xaralteristik adadlari mi.isbatdir.
Teorem (Xarakteristik adadtarin varhfit haqqmda korem).

Eynilikle stfrrdan larqlr briti.in simmotrik niivalarin heg olmasa bir
xarakteristik adadi var.

l-eoremin isbatr iki hisssdan ibaratdir:

I ) Osas baraborsizliyin grxarrlmasr;

2) Teoremin oziiniin isbatr.

Isbat ed3k ki. L.,1x.sy nUvasi heg olmasa bir xarakteristik adade

malikdir. onda lcmma l_dan ahnrr ki. (1r,.rt ntir,asinin da
xarak teristik adadi var.

, n)iistevisinr v? ya tt mtisbot edadina baxaq

gevrosindc (.(n.r) n[j\asinin xarakteristik edadinin

xassasina malikdir.

ixtiyari qzi..y + o funksivasrnr gdtrirak vc tazo

l'l.a = at xl lx'e=eti,tt!K,(.r..r),,(r).t (3)

lunksiyasrnr quraq.

Aydrndrr ki, /\rt + o . giinki aks halda a adedi x,1r.s.1

ni.ivasinin xarakteristik ededi olardr.

(3) ifadesinda /( r)-i malum hesab edib a.r)_a g6ra hell edek:

ki. lils /
olmamasr



aG\ = f(x) + !lri.s; r)./(.')ds.

Harada ki- t-(,r..r; a,) ila l':(r..r) nrivesinin rezolventasr i$ara

olunmuqdur. Sonuncu ifadani 11r;-a skalyar vuraq:

\a. t)=Ltll' . 1,'!n!rt *.,;1,1119 j'1,1a, a, . g)

Gostalek ki. (4) inteqrah menfi deyil.

). ! y dairesinda A?(-r..r) niivasinin xarakteristik odedi

olmadrIrnCan hamin daircda T(-(,.r;tr) rezolventasr miintazomdir,

onda ikiqat inteqral

hh

JJfrr..r. z r/ r , rgrr r dl lr

han.rin dairad:l fu"arutii caml:nan./(r) va a(.x) lunksiyalarr neca

olsalar da ikiqat inteqral rnaintrzamdir, onda qeyd olunan daireds
hh

lJf(r,t it/rtt{tIbdt

inteqralr da mrintaz-amdir. Bu inteqralr ,i-ntn qUvvatine g6ra slraya

ayrrsaq

JJr rx.r:l,rlr.t7i,tr dxtls =1a,,):, (5)

Burada ,: = r, f"rz 
"t.rk, 

ulu.rq.

J il'(r. -r:,i i/ (.' )rrl;j Jt.t: =la,,p" ' (6)

Bizinr nr"qsedimiz a., > o oldugunu gi;starmakdir.
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a, amsairnr a$agrdakl kimi tapmaq olar. ;_nrn modulu kifayet
qadar kiqik olanda rx,i,,= (,,, va xr{r.{) iigijn /?_ci iterir (,,,(.r..r)

olarsa, T(r,r;2) rezolver.rtast srraVa aga!rdakr kimi ayrrlar:

r(.(.1.;2) = ir,.,K?,(r,s). (l)

Kiqik , iigrin 17) s,.a.,n, kvadratik camlanan funksiyaya r urub
hadbahad intcqrallasaq a,, emsaltnl alanq:

",, = !1x.,,1,.,11q,11q,1,t ,t., (8)

(8) ifadasini sadelaqdirsak alarrq:

IL .,,\x.s)j(i)(ts = K:., t .

Buradan

a,, = t. L ),,.l. I) = |K,, \K,, / ). / )

va

\ K1,, A.\a\ = ((t,, K,w):l' = I l.
d risturuna asasen

d. . t^' r. 
^', 

1.1 = ljr 
'. 

r 1, 
,,r.

Onda (zl) ifadasi aqa[rdakr qakla diipar

,o. r t lttl'' ,y p.yt,. r,l1''', (9)

(9) idasaindan alrnrr ki.

la.I) > 0 .

(3) tenliyina qay rdaq. (3)-iin har tarafini soldan skalyar olaraq

@(r)-e vuraq:
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lcc. f) = (<p,rp)- p@, Kzq)

tK(p,ti./l=@,Kq/)

barabarl iyine asasan alanq :

ttD, K,el = (.?, K(KeD = ( Ka. Ka) =lK(dl

\'o buradan

{a.l -lldi'1 - tllKe\' ( l0)

((,, /) > 0 oldugundan ( l0) ifadasr miisbetdir. Buradan alrrrq ki,

I

lt,(dis _li4i (ll)

1li) iiadosi istanilan kvadratik camlanen q,(x1 funksiyasr iigiin

do!rudur.

Qeyd edak ki. ( I I ) ifadesinda p eladir: ki. l;l< / dairesinda

t. r,., I ntir csinin xarakteristik ni.ivasi yoxdur.

indi farz. edrk ki, (.(r..r) nijvesinin bir dena do xarakrerisrik

ad:di toxdur. Uclo olanda rr adadini istanilan qedar bij) ilk

gciti]rmek rrlar. rr -r.r $arrinde limita kegsek alarrq:

ll(pl < 0.

Buradan

Kq=o'

Bagqa scizlc

h

J(1x. s;p1s)/s = 0.

Asanlrqla isbat etmak olar ki. bu halda da
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A (.x,-r) = 0.

Flsqiqatan da irtiyari qavda da ,_i ela qeyd etmak olar ki,

IIK(,.,,)i 
.,rx

inteq rahn rn -anua, orrrn.

Ogar r qeyd olunarsa, onda tri1r,sy ntjvasi .._in funlsiyasr olar.
lz(s) funksiyasrnrn avazina ^r.l grrtiirak r_in segilmasina g<)ra

r-1,-'j funksiyasr kvadratik c:mlanandir. Btitiin -r€la,Dl iigiin (12)_
dan

j(1r..r)1 .lr 
= o

oldulu alrnrr ki, buradan da

((r,.r) 
= 0

olur.

Uelelikla. (.(.r..r1 p[iy35i bir dana xarakterislik sdadi olmadrgr
halda da ((.r. c) = 0 olur. Oger K(.r.r)r 0 olarsa. onda K.(I.s)
nilvasinin heg olntasa bir xarakteristik adadi olar. Onda lemma I_a
gcira r.crilmig niivanin hcg olmasa bir xarakteristik adadi olar.'feorem 

isbat olundu.

(ll) ifadesina qayrdaq. Ogar ],a <7, dairasindo r,1_r.s.)

ni.ivasinin xarakteris(ik ntivesi yoxdursa. onda (l l) ifadasi
dofrudur. bagqa s<izla desak, agar p hamin niivanin xarakteristik
adadlsrinin sn kigiyindan kigikdirsa, onda ( I l) ifadesi dogrudur.
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Tutaq ki, l, adadi r1.t,s.y nUvesinin xarakteristik edadlarinin

mtitlaq qiymetinin an kii:ividir, onda r,i adedi K,(,r..r) ntivesinin

xarakteristik adadlerinin an kigiyi olacaqrlr, bu halda egar !<)"i
olarsa, onda (ll) dofrudur.

p r ,,ii qarrinda (l I )-dan limita kegsek alarrq:

lKali<:r'ildt (13)
l^'

(13) barabars izliyinda q,G|= e,1x) yazsaq. onda bsrabarlik igarasi

dofru olar: harada ki. p,1x) funksiyasr K(.r,.r) niivesinin A

xarakteristik edadina uylun maxsusi iunksiyadrr.

IJaqiqetan da. bu halda

e)G) = ),t Ke)

buradan

IKa. ,.,?,(x\\
VE

I

ilr o ll < ,j , ile,li .

l\l
Buradan bela natico grxarrnaq olar ki. simmetrik Fredholrn

operatorunun nornasl

I.il.*
l^l

ifadesine baraberdir, harada ki,, adacli hamin operatorun

xarakteristik adedlsrinin modulunun en kigiyidir.
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s2r. HiLBERT-$MUDT TEOREMi
Simmetrik r(r.s) niivasirro baxaq. Tutaq ki. hamin niivenin

xarakteristik adadlari va ntaxsusi funksiyalarr malumdur:

4.)...-.1-,..

,1,(*l.,p.r(r),...,,p.(r\ ( | )
Tutaq ki. maxsusi funksiyarar ortonormardrr, xarakteristik adedrar
ise

).,1<lr..t <.. <li.,l <...

;ertini cideyir

Yeni niive di]zaldak:

A(,,r(.r..,)=A(,.,) t(r,(.@ e)-, ),

Aydrndrr ki, r(")(,,,) simmetrik nijvadir. Haqiqatan da

rr"r(,-.) - 
^(. 

.) i o',('!!=,r (,,)(,.,)
t A,

r(..,)- simmerik ntivadir va ,1, haqiqi adeddir.

Lemma l.

),.,.),,.-.

,p,,,(r\rp, r(r\...
ardrcrlhqla' x(")(r,s) niivesinin uygun xarakteristik adadlorini va
maxsusi lunksiyalar sistemini taqkil edir.

IJeqiqatan da (l) ardrcrllrIrndan nr>n olanda bir_birina
uygun l. va ,p.,(,) funksiyasrnr gdtiirak ve
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o (x) = a -(x) - )._ I Kt"i1,.'h. GE (3)

ifadcsini dilzaldak. Burada r(")(r.s)-i (2) diisturu ila avez edak

. 1^ t -1,,o. r, 1 ;- ix'''(,., )p", (..v,I -,1", y' l'! ir- 1, pr;rr.
I 1 I -A.i

a,,G) va ),,, uylun olaraq r(*. r) niivesinin maxsusi funlisiyasr va

xaraktcristik aded i oldulundan kvadrat miitariza igarisindeki ifade

sr frra borahardir.

\'[exsusi fu nksivalarrn ortoqonal oldufundan

Jo.r,,)7,6)* - G-.o.)= o. . * ;

Be lalikla. ul,nq ti o1,y=0.

Ancaq (3) iladesi r(')(....') ntvcli inteqral tsnliyin sol

taratldir va buradan allrrq ki, n>z olanda q_(t) va s,_ funksiyasl

,t(")(.r..') niivasinin uyfun xaraktcristik adadi va maxsusi

funks ivasrdrr.

Naticr I. Ogar ancaq i. (.'.,) niivosinin a den gox

rarakteristik adadi varsa, onda miitlaq qi).matca an kigik clan i,,,

.,1.,1 1t')(r. r) nUvesinin xarakteristik :rdadidir.

Xiisusi haia baxaq. 'l'utaq ki, verilmig niivenin sonlu tt,1.)....A^

xarakteristik acladlari var. OnOu 
^t')(r.s) 

niivasinin bir dano do

olsun xarakteristik cdcdi voxdur. y,ani A o')(,..)= 9 v3 y6
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x1''"1=ioJ'YJil ()ii t,
(4) ifadasi r(r.") n0vasinin crrlapan oldulunu g<istarir.

Natica 2. Xarakteristik adadler va maxsusi funksiyalar
sisteminin simnrctrik kvadratik camlsnan niit,asinin sonlu olmasr
tigrin zaruri va kafi qart hamin ntlvanin crrla;an olmasrdtr.

Natica 3. Kvadratik camlenan dx) funksiyasr neca olursa
olsun

jllli"'''di=o (5)
baraberliyi dogrudur_

Oger r(r..t) niivasi crrlagandrrsa, onda (5) barabsrliyi
do[rudur. Bu halda , -in kifayet qadar b<iytik qiymatlerinda

6l')(r-.r)= 0 ve KGta=0.

Ogar r1,.1 niivasi crrlagan dcyilsa, onda d-, adedi r{,,)(r..r)
niivasinin miitlaq qiymarco an kigik xarakreristik adadidir.Onda

,t^,pl ! 
t: ta,

' baraborsizliy ina gcire

liKa,,4i<; ,ld,l

va 
[-o gertinde

lit''''i ----o
Tcorem (Hilbcrt-gmidit). Tutaq ki, r(,,s) simmetrik niiva

I a lr(r) e la.6l pargasrnda kvadratik camlenan funksiyadrr. Onda



88

tG)= Kh = i"G..X,)a, (6)

funksiyasr r(r,s) niivasinin ."r.u.i lunksil,.alan iizra yr!rlan
Furye srrasrna aynlrr. (6) dijsturu ila tayin olunan funksiyaya gor
vaxt niive vastesila g6starilan funksiya da deyilir.

,r (x,n-) ntivesinin mexsusi funksiyalar ardrcrlhlr rizrr ,(.!)

fu nksiyasrnrn Fury,e srrasrnr yazaq:

n{t- | r, 
"q "(,\ n 

" = (n. rp,,)

Yada salaq ki. Bessel U..ubirrirtiyin, g,i..

Ilr.i'
srrasr yrIrlrr.

Sonra ,,(..) funksiyasrrrrn Furye srrasrnr yazaq:

rGl-Lt.a.,@ e)
va slranln amsallannr hesablayaq.

Aydrndrr ki,

t,, = u ,?,,)

ancaq

t(r) = Kh

oldu!undan, aydrndrr ki,

1,,=(Kh.a)=(h.Ka,,l
VE

Ke. = 
,\,e.,G)

oldu!undan. noticada
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t=-l@.il=!"
/,t, )-"

alrnq va (7) srrasr

t!,o (8)

qaklini alrr. l,(-.) tirnksiyasr asas pargada kr.adratik camlanan
oldugundan /(_.) funksiyasr da hemin pargada kvadratik
cemlenandir. Bu halda hamin funksiyanrn (7) Furve srrasr
yr!rlandrr.

isbat edak ki. (7) srrasrnrn cemi 7(,)_a barabordir. Tutaq ki,

-,,t*l-lh- ,0,t,)

Onda

Itx)- a,t) iif,,I,r,k, ty',1:)'!ht,ti.Gi,

ar,,(r) cenii sonludur- ona gdra da onu camin deracesi ve inteqral
gcklinda gdsrarrrak olar. Bu ise agafrdakr barabarliya gatirilir:

: (r ).,,.,.. {r ) - j,r,,. r(x.r y,(, }.rs _ r,..,fi

Onda Lerltta I-in l-cil naticosina gcira

{7 ,,,1 = llr(,ri,1l- -_ ,o

Buradan

ra=t?q'G\'
n tan

Hilben-$midt teorem i isbat olundu.

Lemma 2. Tutaq ki, simmetrik niiva
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ir^1";1'""

(A) qartini dd!r).ir vc tutaq ki. t,, va q.,(x). (, = r,2,...) hamin n0veltin

xaraktcrisrik :dcdlarinin ia ortonormal maxsusi funksiyalar

sistemini to;kil edir. Onda

51""{ ' }'!._, ,A (e)

barabersizliy i dogrudur.

Qei,d olunmug -r iiqiln r(r.s) niivssi ., -e g<ira kvadratik

camianandir.l iamin lunksiyanrn ortonormal .l(/i,, ('r)] sistemi iizra

Furye srras rn I quraq:

KG r)-I.l,,(rb;(r.

Bu srranrn .-rmsallarrnr tr.rrt turuq. utur,q,

.1,,(,) [^(.,.,1,.,(.,}l = 1o,,(,],', r'',,

Belalikla. ((r..,) ni]r,csi maxsusi funksiyalar tizra Furye srrasrna

gotirilir:

*,,..,-.i 'e,('I-"Q.
,4"

(10)

bu isa r(x..') nriv35inip bixetti strasr adlanrr.

Besse I baraharsizliy ina gcira

Z'''))t"^[trG''\"" ''
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Qeyd l. (10) ifadasi (2) barabarsizliyi ila tayin olunan

x(')(;..r) nir asinin struktllrunu izah edir. Bu niiva ((r,-.) niivasila

bixani srranrn xiisusi can:inin iarqidir.

Qeyd 2. (9) srrasrnrn hadlari miisbatdir va onu hsdbahad

inteqralfanraq olar. (9) barabarsizliyini o dan b- ya qeder

intcqrallasaq r a a,.(.r) funksil.alanntn normalltglnr nezara alsaq!

a larrq ki.

i,lt., (ll)

Qe1'd edak ki. eger niiva simmetrik olmasa, onda

i l="
7i)'

hcrabars izliy in i alanq ki, bu da i.$ura b:raharsizliyiadlanrr.

Teorem 2. Ogsr simmetrik ntive

Jlr(... s),.rr < .r

ganini6dar-irsa. onau 1S; Hilbert-$midt srrasr mijntazam vrgrltr.

Kogi barabarsizliyindan istifada edorek (8) srrasrnrn qalrq

heddini q iy'metland irak: bilirik ki

lt",hr' <Llorl.Zb,.

barabarsizlik

l(a,,t-lb,l),
kvadrat iighadlinin haqiqi z: dayiqenin isrcnilcn qiymatinda menfi

olmamasrndan g rxrr. Burada
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o, =th,l. b,

olduflunu farz etsak, alarrq:

le, (,)i=l .;

I r ,. *t't11' ,T n,, i h',(,1'. t,r,t,i lr,{,1'
la. ' 2, t) ,: ,'i., ).i ^a 

- ,4,, 4
Onda Lemma 2-ya asasen

,'E,l! r, {.i,r,a l,t), r'

Sag taralde yrIrlan adadi srranrn qalrq haddi vazrlmrgdrr, ona gdra

da , -dan ash olmayaraq , -in kifav:t qcder briv iik qiymatlarinda

hamin cam sonsuz kigilandir. Buradan da IJilbert-$midt slrastnln

mtintazam yr!rlmast ahnrr.

s22. SiMMETRiX illrnqnnl raNLiKLaRin- HOLLI

Simmetrik inteqral tanlik FreJholm inteqral tanliyin xiisusi

lraLdrr r a onu h:ll etmak iigtin iimumi metodlardan istifada etmak

olar. BuraJa isr nresalani bagqa ciir qoyacaAtq:

Costerak ki. inteqral tanliyin xarakteristik odadlar ve

ntaxsusi lunksivalar sistemi mclum olduqda simmetrik inteqral

tanliyin hallini neca tapmaq olar. Bu masalanin hallinin neca sado

oldufiunu gtistarek.

Tutaq k i.



aG)_ ).tK(x.sk\s!s = f(,)

Simmctrik inteqral ranli) i ,r.erilmiqdir va sarbast

pargasrnda kvadratik camlanendir.

,r(,'. ') ni.ivasinin xarakterisrik cdadlar \.a

(1)

heddi 1a.a1

maxsusi

(3)

fu nksil,alar sistcmini uygun olaraq

)... ).. ..... ).,,.... .

e,G\,pJ,\....,?,,(,\...

igara edak. Qeyd edok ki, intcqral tanlil.,in helli kvadratik
crmlanan funksiyalar sinflnda axtanlrr. Birinci .,1_nln qiymeti adi
edaddir. Onda (l) tanliyinin kvadrarik cemlanen ,,,(r) halli r,.ar r.e

I^G 'k,('1l'

intcqralr n0va vastasi it, ,ryin olunan funksivadrr va onun [ig[.irr

Ililben-$midt teoremi dofrudur. Ogar ll(x) funksivasr

,.,(r)- I.,0,^(,I, . - (o.,,r,)

Furrc srrasrna u1,grndr..u..inaa I{ilbert-$midit teoremina gdr3
I

j*r, ',r(.v. -1.'r;,', o.t,t

(2) iladasini (l )-da nazara alsaq, alarrq:

,d,l _ iZ..c,{,) = I (.,.1
ut4"

Al,drndrr ki, :rgar ..,, amsallannr hcsablamaq olarsa. onda (3)

tenliyi axrarrlan qr(_t) hallini verar. (3) tonliyini skalyar olaraq p-(x)

(2)
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vuraq \'a nazara alaq ki, e,G) funksiyasr ortonormaldr, onda

alanq:

' I 1l
f-l- t)=t^ G)
I r_ -t r .r-l

,: -diiz-gUn edod oldu[undan

!- tro

VE

).,, t",-- )--)
Bu ifadcni (3) tanliyinda yerina yazsaq. (l) tanliyinin hallini

aqa[rdakr kimi alarrq:

eQ)- i1,1* t2-r.!" .1,,,1,1 (5)
7 

^,, 
-,t

indi larz cdok ki. ; -xarakteristik edaddir.

1-utaq ki:

),= ),, = i,, t =._.= ).,.

Yena farz edak ki. (l) tanliyinin vena halii var. yene da (4)

ilaciasirre baxaq:

Ogor a adadi p,p+t,..,q edadlarirrin har biri ile iist-tista

diiqm i.irsa- onda

r- I ,o
),,,

va evvalda oldugu kimi



Ogar ", adodi p. pt 1.....q

(4) ifadasindan

oldulunu alarrq, bu isa
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A^ /-

ededlarindan birine barabor olarsa, onda

(t.+",,)= O. n = p- p+ 1...,t1 (6)

Belalikla. agar 2 xarakteristik adaddirsa. onda inteqral

tanliyin hallinin olmasr iigtin onun sarbast hcddinin xarakteristik

adada uylun maxsusi funksiyay,a onoqona I olmasr kifayatdir.

Oger (6) $oni 6danirsa. onda (4) tanliyi n= p,p+t.....q

qi_'-matlarinda eyniliva gevrilir.Bu halda ( I) renliyinin istanilan

sa1.'da goxlu halli var ra agalrdakr gakildedir:

qG)= tt,l*s.t,_.tr_e,,(,)-t',,c,,@ (t)
,, 4,,-/, ;

(7) ifadasindaki birinci camdo gtrix onu gcistarir ki, n= p,p+t...,tt

niinrrali hadlar siirati l, va ptaxraci t,, ) olan hadlar srfrra gevrilir

rl onlarr atn'taq olar: ikinci canrdaki .,,-antsalt isa ixtiyari sabitdir.

Belalikla. bela neticeya galirik:

Ogar z-adadi xarakteristik adaddirsa va hamin xarakteristik

adada

o,,G\,t,,,,(*\...,,t,, G)...

nrarsusi lunksiyalar uylun galarsa, onda (l) rantiyinin hsllinin
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olmasr [iEiin onun sarbest haddinin nijt.ava uy[un nraxsusi

lunksiyalara ortoqonal olmasr ham zeruri hern da kafi gartdir.

A9a!rdakr

S23. Ris-$AUDER TaNLiyiNin- HoLLi

(dx) )ra= 1(x)

tanliyi Ris-$auder tanliyi adlandrrrrlar, haradakr r -kesilmez

operatordur. Hamige oldr-rgu kimi. larz edck ki, .[(x)e L,(a,b.1 va

to(x\e t..to.b1 s:to<httt. Ris-$auder tanliyini crrlagan Fredholm

tanliyina tatbiq olunan iisulla hall etmak olar.

n>0 edodini versk vo ,i-nln ancaq ];, <n dairasinde yerlegan

qrvnlatlJrine baxaq. ;, opcratorunun ela t = L" + ./ " camlarina aytraq

ki,

lz-'ll. I
, ' :/?

,,0 /" op€ratoru crrlagan olsun:

T"(p = l(p.b*)o,lt\
(2) tanliyini aqalrdakr k i'ri.,i yu.r,1,

q(x) - 17'a t1'"a = ./ (.rl

Yeni namolum y1x) funksiyasrnr daxil edek:

o/.r) - )1''A = y/\xl

t)t.lt' . R. -l- - | oldugundan (4) r:nlivini a{.r)-a gcira' 2R ) '
olar:

(t)

(3)

(4)

hell etmak

(z\
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,o1x 1 = rY1x) + i2'7 'k ty

Ogar

l).t t rt yr = t- yt

igarelamasini qebui etsak, alanq:

qtx) = ttr(xl + ir:V (5)

Bu ifadani (ii) tanli.r,-inda nezera alsaq. p iigiin agagrdakr iladsni

alarrq:

v/(\l_ )t,(! + )t^)tl/ = [tx) (6)

r'(t + )ri) operatoru crrlagandrr. Haqiqatan da,

T'l I +)ltlq/=T'trr + )t'ltv=
!!u

= l(q.h,\o,r xt -) f {r.rz.4 }a, ixr.
tt I

1r;y. t,) = (y,. r;' t,) o ldufundan farz etsak ki,
({ ('r) = 

'r 
( r) + 2f;'6{ '

onda alarrq:

t.I t + )1., tv =f(v/.c, )a, (r).

ra (6) inteqral ranliyi c,rla5an.,ftJali

t/,1\l ) lv/$)Lart,l,,iias = I(.r)

inteqral tanliyi olur ki. onu da ti"tt 
",-.t otu..

Qeyd edek ki, Ris-$auder ronlilini crrlagan niivali inteqral

tcnliya baqqa y,olla da g3rirmek olar. (3) tanliyinda lr.,p haddini

sag tarafa keqirak va miivaqqati olaraq sa! tarafdaki hadda malum
kimi baxaq. Onda (3) tanliyi a$agrdakr kimi hall olunar:
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A\r)= f(xl + 1T.A+ )r"(I + 7T,A).

Bu aga!rdakr tenliya gatrrilir:

dx)- )(7'+ lf iT'\A= fG)+ Lf'rl (8)

va burada .r,I-;r' operatoru crrlagandrr. Haqiqaten de

1r,L ' = r).1(<p,br)a* =l(t,b,)r; ao .

Ferz etsek ki, 
L=t ' t

gr(x) = arg) + ).fl ao

onda alarrq:

(t., + )r,tt ")a =L(a.h,)s t\x)

va (8) tanliyi crrlaqan niiveli
h,,

p1x1 )lo(.;)ltr(x)itls)ds = [ (x) + ),fi I
inteqral tanliyina gotiriiir ki, tu.r, au hall etmak heg bir getinlik

ttiratmir.

Ris-$auder tenli;,inin hallinden istifade edsrak bir gox inteqral

ten liklari hall etmak oiar.

$24. FREDQOLM TaNLiyiNiN aRuCrL yAxrNLA$MA

UsrrLU ila nelli
indi

a\\t= 
^lKc,l)a(s)A= 

f (r.t (l)
;

Fredholm tanliyini ardicrl yaxrnlagrna sulu ila hell edek.

(l ) tanliyini aqagrdakr gakilde yazaq:



q)

ac)= fG)- )"Ka (2)
Baglan!rc vaxrnlagma olaraq

aoc) = .[ (x)

gdtiirek. Ogar q,, ,(jr) -cr yaxrnlagma qurulubsa, ondan sonrakr

yaxrnfaqma olaraq o,,,(r) funksiyaslnl (2)_in sa! tarafine yazdrqda

ahnan netice ni gotiirmek lazrmdrr:

a,,G)= J (xl+ )'Ka,, (3)

Bagqa sdzla agafrdakr y.axmlagmqlarr alrrrq:

A.l\,\= f (x) + 
^KAo= 

I$l + ).K[ ,

a.(r)= f(r)+ AKet = f$)+ 
^K/ 

+ i: K: /.

ve s. induksil,.a metodu ile almaq olar ki.

a,,Gl= f(\)* )Kf + )'?K)f +.. + )" K,I
ve ya

a,,$)-L1^K',',1. (4)
d.<t

(4) srrasrna adatan Neyman srrasr deyilir. p,,(.r) funksiyaslna

L;- r'| (s)

srrasrrun *ir.rr; 
""rni 

tirni baxmaq olar.

a -r.c Aartinda (4) ardrcrl yaxrnlagmasrnrn hansr gart daxilinda
Iimitinin oldulunu aydrnlagdrraq.

Teorem 1. Oger inteqral tanliyin niivesi kvadratik
cemlanandirsa va
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l2l.f"B
$arti ddenirse, harada ki,

hh

a? = Jlx rr. sylr..iras

onda hemin tenlik iiglin t\veyntan strasl ( I ) tanliyinin kvadratik

oamlanan hollina yrlrlrr ve bela hall yeganedir.

l'l' ,'^- i
l,-1,, I

ifadesini qiyrnetland irek. Uqbucaq va lx"o1i< a,,llqi barabarsizliyina

gdre

l' l r"*-,11r ! ;.r-l1x-o1sa,,,i t'tutry,ba, il",'r ,!
, \,,,1 

",t,1 
ri d^ = Irl s,

,t, -in kifayat qade r briyiik qiymatlorinda axrrrncr ifada istanilen

qadar kigik olar, buradan grxrr ki. Neyman srrasr kvadratik

camlonan har hansr aa1.ry Iunksiyasrna yrgrlrr, yeni

lo" - ra]' ' o '

isbat edak ki, r21.r1 tlnksiyasr (l) tcnliyini ddayir. (3) ifadasinde

,-+n farz edek. Sol teraf, @(.r) limitine berabardir ve bize ancaq

kifayatdir isbat edek ki.

Ka,, + Ka.

Bu isa. llxrpj < a pll barabersizliyinden aydrndrr, yeni
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lKa.,- K(p{=lK\a" r _e),1,< B,ie, _dl,icr

indi isa qurdugumuz, hellin yeganaliyini isbat cdak. Turaq ki. (l)
tenliyinin iki p(x) vc s1,r) kvadratik camlonan halli var. Onda

a;a!rdakr iki evnilik doflrudur:

rp(x) - ).K rp = f Q) -

y/(x) lK V/ = f(x\ .

Bu ifadalari hadbahad grxaq ve r/,x) vttt=t,ttt) iqara edsk. ,(
operatorunun xattiliy ini nazara alsaq:

at(r) _ )-Ko =0 (6)

Belalikla. alrrrq ki. iki h:llin farqi ur,lun bircins inteqral renliyi
rideyir.

isbat edek ki.

.,/( -r ) = 0.

(6)-dan alrnq ki,

tDl) ) )l'd .

Buradan

l@li=i.i-ii^ali
va (3) r tadesina gore

la, <,)l Bloll

v0 ya

(t _t).lBtiol <0. 0)
Teoremin qart ina g<ira isa

l,lltj < t .

Ona gora da (7)-da mcirariza iEerisindaki ifada rniisbatdir ve ancaq

a,ll =0 olmalrdrr. Buradan .r(_r)=0 oldugu alrnr. bu ise
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wct = d,\
alrnrr, ycni qurduEumuz hell yeganedir.

Teorem 2. Ogar ( 1 ) tanliyinin niivasi kvadratik camlanmedan

ba;qa. hanr da Jlrt,..,r',t'<.1 gartini va V,B<t gartlarini ddayirsa.

onda Nevman ,r.orr 1r. a1 seqmentinda miintazam yrflr ltr.

Lsbatr. Teoremi isbat etmak iigtin (5) srraslnrn iimumi haddini

q iy matland irak. Bunyakovski barabarsizliklarine gora

. l^. ,(^. ,]
)' L.' tl )-tt )1.{r.rr/(r,& srr"'ll I(-r-r..,r'1, i- irlil,\; 

)

va ]tri,.,)jt,t <.1',g' bsrabarsizliyina gcirs n >Iolanda

s.- x - ri < i i tL,t,tl^iuf .

Bu bsrabarsizliyin sag tarafi hendesi silsilanin iimumi haddidir vo

hcndesi silsilanin nisbati lZtB-ye bcraberCir va l;ld<l . Onda

Vever$trastn mclunr teoremina gdre (5) slrasl mtintazam vlgtllr.

Qeyd. Ogar intcqral tanli.vin niivasi mahduddursa

lr(r,s) <,u,

onda ardrcrl vaxtnlaSnra iigiin daha sada, yr!rlma radiusu

gostarmek olar. Bcla ki,

a' = jJixi,.,tl'a'a, <(h d)'M7.

Ardrcrl yaxrnlag-u .udi;;
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trl. I

" th a1M

olan dairada yrfirlrr. Belalikla, Fredholm inteqral tanliyini ardrcrl

yaxlnla$rna iisulu ila hell etmak olar, bu slranrn yrltlmasrndan

ahnrr. Qari;rva bela bir sual grxrr:

Farz etmak olarmr ki, qurulmuq ardrcrl yaxrnlagma l, -nrn

bLitiin qir n.ratlarinda yrgrlrr? Va ya markezi 2 = 0 nciqtasinda olan.

radiusu 1-dan biiviik olan dairada vrfrlrrmr?B'
Lakin bu belo deyil. Ugurlu gdriirijlmiig Fredholm inteqral

tenliyi iigtin ardrcrl yaxrnlagma sulu ir1 u I ferrindr dagrlrr, buna

baxmayaraq cla inteqral tanliklar var ki. (mesolan Volterra inteqral

t:nlivi) ouun Ligtn ardrcrl vaxrnla$ma iisulu parametrin istenilen

qiymatinde yrgrlrr.

Apa[rdakr misala baxaq_ Tutaq ki.

qx)-Alals)dt=t

inteqral tcnliy,i vcrilmigdir. Burada a=0. 6: t, /(x)=t.

^(r..r)=r. 
/r=t. Onda tcorem l-e grira (8) inteqral tanliyi iigiin

ardrcrl yaxrnlagma r..isulu lll < I dairasinda yrgrlrr. Lakin (8)

trnliyini ardtcll \axlnla;ma iisulutu tatbiq etmedan da asanhqla

hall etmok olar.

(8) inteqral tsnliyini hall etmak iigiin. qey-d edak ki.

(8)
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la'v'
inteqralr malum olmayan har hansr ('sabitins baraberdir, yeni (8)

tanliyinden

at.x)=l+)C (9)

ifadasini alarrq ki, naticada C sabitinin taprlmasrna gatirilir. (9)

ifadcsini (8)-da nszars alsaq, alanq:

(r-,r)c=l (10)

Ay-drndrr ki. (10) tanliyinin z=t olanda holli yoxdur, demali l"=l

olanda (8) inteqral tanliyin helli yoxdur. Buradan grxrr ki. radiusu

r'ahiddan boy0k daircdo (8) inteqral tanliyi yrgrla bilmaz.

Maraqlrdrr ki. eyni zamanda zl + I olanda baxmayaraq ki,

ardrcrl yaxrnlagma tisulu da[rlrr, lakin (8) inteqral tanliyinin hslli

var- Heqiqatan da. agar L + r olarsa, onda (10) tenliyindan

r'= |

t- )

alrnrr. Neticcde

I

a(rl= ti

ahnar. Bunu isa (8) inteqral tenli;rinda yerin: yazsa<; tanliyi

6dayer.

I)aha bir (8) inteqral tenliyindan farqli

rplxt ) lqt.s)ds = [lx\ (11)
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inteqral tanliyina baxaq. Burada sarbest hedd 1o.ry pargasrnda

ixtil'ari kvadra tik camlenan lunksiyadrr.

Yuxarrda oldulu kimi farz etsek ki,

r- = [t1l.,t,t* .

Alrnq ki.
(r4x) = rG)+ )(. .

Bu iladani 0-dan l-a qadar inteqrallasaq C-ni tapmaq iig0n

\-)tc=lt.] : (12)

ifhdasini allrrq. Ogsr z, I olarsa. onda

( - 'l ' [/'^'d'I )J'
VE

s^xt- Jl:tt, i r'!t,rrar.
Bu iladani vuxanda l,erina yazsaq. inanmaq olar ki. sonuncu

tapdrErnrz funksiya (l I) rcnliy.ini rjdavir ki. bu da l. + t olanda

hamin intcqral tenliyin varlr!rnr ra hallin legana olduf,unu

gdstarir.

indi turaq ki, ;.=r. Onda (12) ranliyi

JIc)tLt =o ( 13)
o

gaklini alar. Ogar /(r) lunksiyasr (13) barabarliyini <idamirsa,

onda aydrndrr ki. (ll) tanliyinin halli yoxdur. Bu hal n,y=r
olduqda baq verir.
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Ogar (13) barabarsizliyi ddenirse, onda c sabiti teyin

olunrlamrg qalrr. Yr-rxarrda yerina yazmaqla,L=l olanda (it)
t:niiyi

(C -ixtiyari sabitd ir)

qcklini alrr ki. bu tcnliyinda sonsuz sayda hcllor goxlulu vardrr.

S25. FREDHOLM iNTEQRAL TaNLiYiNiN soNLtr

caMLaR Lsulu il-o ualli
Ilirinci.,a ikinci nov lrredholm inteqral tenliklerina baxaq:

J 
((r. r )],(.\ Ur = /(-r)

y(-r) - 2J(1r..r)y(s)(ls = [(r). (2)

Sonlu c.rnrlar iisulunun idcyasr ondan ibaratdir ki, verilmig

m a1,1.an inteqrah agaflrdakr kvadratur di]sturlardan biri ila avaz

edib hsll edak:

(l )

ht

!rrtt.tt..f t,r..,,.,
l ,l

haradakr r, -absisi [a,b] pargasrnrn

( 1--1.2.....n ) - r(,) funksiyasrndan

dristurun amsalrdrr.

(3)

har hansr noqtasidir, .1,

asrlr olmayaraq kvadratur

( 1). (2) diisturlarrnr (3) dDsturu ila avaz- ctsak ve nozara alsaq

ki. , =,,. onda agalrdakr dtisturlan alartq:



l.,t,x,,r , =L (i= r,2,..., z ) (4)

y )LA,K,,),, =f , (i -t.2,....n) (5)
tl

llaradakr. .;,, =.rIr, ) 4,, =K(r,..r,) l,=./(r,t Naticada y,

deyiganina nezaran xatti cabri tcnliklar sistemi alrrrq. Hamin

sistemi malum iisullarla (Qauss itcrasiya) hall edarak r;

ndqtalarinde _y, dayigoninin taqribi qiynratlarini ahnq. Bu ise biz:

imkan verir ki. (l ) ranlii.inin toqribi hollini interpolyasiy'a

qoxhedlisi qaklinda. (2) ranli;-inin taqribi hsllini isa a5alrdakr kimi

yazaq:

j(rt = .[lx\ + 
^LA,Ktx.x,\v,

(6)

(1) kr adratur dristurunun segilmosindan asrh olaraq ,47 amsalr va

r, absisi iigiin agalrdakr qiymattari alanq:

l) Trapeslar dtisturu tigtin

. h-Lt hh= -..to=.t,,=-.
n)

x,-a+ ih

2) Simpson diisturu iigiin

- ba hn=2m\h= ^ , /o= l:-=-.:mt

.1, = h. ( j = t,?,....n - t).

(i=0,r,....,?).

,1, =..{. =.. = ,r- r=!,
A2 = A4 = ..=,r- . =! - o,=a+ jh (1=0,t....,2n).

3) Qauss diisturu iigiin

107
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At'-lh",tt.4tl - ,1'o'th alxtl\.

Haradak r- rf"'-Qauss absisi. .,ri"r -to,tt intenahnda Qauss amsahdrr.

Taqribi hsllin xatasr kvadratur diisturun segilmasindon asrltdrr.

Misal l. a = 2 olanda Simpson diisturundan istifade edarak

l,

.vtr )+ J:re'" r,(.r)lr = "' (?)

inteqral tanliyinin teqribi hallini taprn.

Hal/i Simpson Jiisluru iigiin

rr llh- _.. t..t.- 1- At ,- ro-0-
)n)6)

-rr =0.5. .r. =l

olur. onda (7) tanliyini aqa[rdakrkinri y-aza bilarik:

lt ,,, , Ir1.r'', ()lxa .l I {r.' I Ir{' l'l_,'

A\lnncl berabarlikCa r =.r, qcbul etsak. aqalrdakr sistemi alanq:

J'0=t,

0.5,, t -{), t 4,':'.r' ,' .l-)_,'''.

I

r, + 
i(l'o 

. ac'r'.t' + sr-1',1 = er .

Sonuncu sistemi sadalaqdirsek. alarrq:

).0=t,

1,4280}' + 0.! -171,. = l.-1('}51.

I.0991Y, + 1.4530-t'- = 2.5516.
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Bu sistemi hell etsak. alanq:

t, =1.

r" = l'0002 '

-r . - 0.9995 .

Miiqayisa tigtin qe,,-d etmak olar ki, (7) inteqral tanliyinin daqiq

helli

.r (.( ) = I

funksiyasrdrr.

(6) ifadasindan isrifade edarak (7) inreqral tanliyinin roqribi

hellini

.r(.r) = gr -I1, * o.oo,, i + t.000er)
6

Scklinde yazmatl olar.

Misal 2. r = 2 olanda Qauss diisrurundan istifada cdsrak

tL-
1r.,r- 

1 

J""y,rrl' - I ,1,r.,'-t,

intcqral tanlil inin taqribi h.tlinl tup,n

flal/r'. Qauss d iisturu iiqun

, =.r.=), rr =o.2 i, r. =0.7887

(8) tanliyini (5) sistemi ils avaz ersak alanq:

.,, 
I,"".y', 

'."',.'-_I .1,,*' l).

-,. . 1,"'', r..,,.'..r- r -- 1- ^L1",, -t,.- 4 zr,

(8)



0

r ve r.: -nin qiymatlarini yerina vazlb sonuncu ifadani gevirsak

apafrdakr sistemi aiarrq:

0.738(r-r', - 0,2954Y, = 0,4434,

0.2954-r" + 0,5i143;- - (1.2384 '

Sistemi hall etsrk, alanq:

rL - 0.9997,

r 0 9t)O0.

Vltiqayisa iigiin qeyd cdak ki. verilmi;; inteqral tenliyin daqiq halli

-!( r) = I

funksiyasrdrr.

Belalikla, (8) inteqral tanliyinin taqribi hallini agagrdakr kimi

)'az-maq olar:

y(xl = O,2499ea ) "+0.2497.,t7ss"*f ]f u'- t).
2-r'

Misal 3. n = l? olanda dtizbucaqlrlar diisturunu tatbiq etnlokle

1 r'trl/!(x)+ I L 
-=25 l6sin: r (9)- 

1o.8-'i.2(ost.r I l)

intcqralrnrn taqribi hailini taptn.

Halli. n= t2 oianda diizbucaqhlar dlisturu iiglin

)ttI
h! A =l: 6 ' 6

olur. Onda (9) lenlif i tigiin

r. , ot1,.,.1 
, -25 lh\in , (lOt

'' t,i



l

(1, -in qiymetlari aga[rdakr cadvalda verilib:

J(x)=.J\-xt=J\n x\.

Heqiqatan da

J( I) l j | 
--- 

"--r.6.li 1.2(t,s{ r Lr) J,6.8- 3.: c(,:,t-{ .r)

Codvel 1 .

-zi|_t'tl3 2 3i iolt
6

{t 9 0147.0 t92
.i. ]ri
' r, i47 M92 0l,r7tl

'-
0.192 J.:.{7 0.278 0. r92 

i0.r47

-t__

Alrnmrg sistemda nazara alsaq ki, baglanlrc hell simmetrikdir.

onda namalumlarrn saylnr azaltmaq olar.

Asanlrqla gostermak olar ki. agar y(x) lunksiyasr (9) tanliyinin

hollidirsa. onda 11 .ty funksiyasr da hemin tantiyin helli olar. Ona

gcira da inteqral tanli.u.,inin hallinin yeganaliy-indan istifada edarak

g<istermck olarki. .r(-xi =_r(x) (_1{x) ctit funksiyadrr)

' ' 11r ldr
./( r) I

J 6.9 .1.2 cosr r _ 1 I

i;ara edak va gristorak ki.

5z
6

1f

2l

(ll)

0, t05 l

I

0. lr0 |

1
I

0.r0s i

't
0_l t9 r

0. t ti)

0-r05

0. r00

0.t051

0.147

0.t l9

0.105

0,100

,I:zrfrr:rr

0.2.11 i0. ,J2

u rqz iu rrr lo ,,s
I



2

-.r =, avazlanresini aparaq ve nazara alaq ki. ,y(x) ciit funksiyadrr-

onda alarrq:

./( rt- | ---- I
:t..8 .'l.lcos(r+rr'"6.N
i Yt r)rtr

r,6-lt .l-2cos(r - (z +.r))

y(s )dt

Sonra

. 't r( \ ),-,ir i ,rr)i/rJln-\l- I _- |

',1.8 1-'c,,*t z - rl ') ',h.R i.2co\{r -Itr. .il)

Buradan r-\- t avezlamasindan sonra alarlq:

Jtr. tt - l ttttl I tlttdt 
Jrxr.J,6.x i.lco\tr r/) J6.lt -.'1.:(os(r r/)

(l I )-dan ahnrr ki.

,,(r) =,(-r)= Il,a .r).

Bagqa sdzl:r ba;langrc hcllin qrafiki r=o. r =l z diiz xatlarina

nezaran simmetrikdir:

Simmetrikliyi nazera alsaq, yaza bilarik ki.

nnrr-r). /r0)- 11 71. r{ 
,)-.1(i).

5n /'t i. 5n!r- -l= I (- )= l{-)= 
' 
1-),'6666

2n E it :,7
/t- -.1=r(- )=v( .)=.r{ .1.

,.rJ-l

( l2)



II3

.), =y(0), y,=il;), )1= y(:\, y,=y(;) iqara etsak va (12) qartini

nczara alsaq ( l0) sistcnrini agagrdakr kimi yaza bilarik:

t,, zlr,rxro. z,+ 4r0.0)). y.r,rro. 5{)+.<r0. Ir-Aro,'r

+ ((0,Y )) + t.r (,r(6,- ?l-1* r1o,- 3y * ,<(0, { ) + A {0.2{))+

. -l' .t'rrA(0. ^ r- At0." rt -25.

lz+

+

-vr a

+

,". i!,t,rt'. z),Ar1.0rrr1.rA{',';-,-K(;. u,,^,, o

- a-
, K( .Y t, r,(Ar?. :7t, kr' 1r a a r 1t

2 6 : I 2 .,, 
) * 

'( 
( 
t ' 3 

) + ( ( . .r )){

, v,tlt:.-Ir, r''1.1r,l -o

Haradakr, K(,r;,x;)= Ki;-in qiymari cadvel l{en gdriirtiliir. K,7-in

qiymetlarini yerins 1,azrb amsallarr hesablasaq a;afrdakr sis(emi

allflq:

Kta .-,tr*11u.61y+.r-r,t11. t4r- *t'. 1,.112,116 6 6 6 6 6 r,6
5or,*1,(A('. 

",* ^,u, 
'r, Kro.,1t, (ro.l'tt*6 6 I 3 6i rr ]

11!. 11+ hra.1,,l= :,.6 2 62 j

tr1o. 11. Kr 
z.0rr 

* .r', r l ( 1.- 
to,,l1I . '.,. xrl .'tI I -- 1 6 -i 6 I (:

',)-),t^(''. --" r+Ar1' l;t+Kt" "r,Ar' '''ri,6 I I I I .lJ ',i I

11{. 4y*r1z.1rr'1= n.'r 2 lt l

rf
u1,

K(
6

rl 
.

6l''
'I

I.l9_1,, +0,35y, +0,lly. +0,t51. = 25,
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0,1 8y, + l-34y, + 0.32Y1 + 0.16Ya =21 .

0.16-v + 0.32),? + l,34-t,r + l.l EYa = 13,

0.1.51, +0-31), +0,35}i +1,19-va =9.

Buradan isa

-v, = 16,04.

t. = 12.2 
'" 

,

-u' = 4'73 
'

.r a 0.q53

qivnrat)orini alrrrq. ( l2) dtisturundan istifada edarak v,-larin bagqa

qiynretlarini da almaq olar. Onda verilmi$ (9) inteqral lanliy'inin

taqribi halli liqiin alarrq:

ri-(l - z t 
y 

'
(' ': r'.8 - '1.2 

cosr x * r, )

\{ilqayiso 09tin verilmiq inteqral tanliyin deqiq hallini yazsaq,

a la rrq:

l-(-r) = 8,50 + 7,53cos 2r

va u,vEun noqtalarda

rr0)- t,, 1o. rr?r . tl,165, y1r t-4.775, -i1]r. 
O.oz0'' 6 - 3 2

qiymatlarini alrrrq.



ll5

aDaBivy.q.r

l.C.f.Mr.rxrra- JIexuNN no :ttruefissrv HHrerparrHtrM

ypaBHeH hfl rr,. Mrrcxea. I959.

2. H. B. Konqerosa. I4.A.MapoH. Btrquc:rnrersua, MareMarxKa B

flpL{vepax u ]axaqax. Mocxea- 1972.

3.A.B.Bnua;r:e. YpaeHeuna MareNraraqecKo Qxrrlxx. Mocraa,

1976.

4. Y.C.Mammador'. Taqribi hesablama iisullarr. Bakr, 1986.



ll6

MUNDARiCAT
Giriq................. -......... 3

$ L Fredholm tanliklar haqqinda esas anlavi5Iar................. 6

$2. inteqral tanliklarin taqribi iisullarla halli -....-...--..... . ... 11

{3. inteqrah. inteqral ce mi ilo avez etmak tisulu .... . . . ... . l8

$4. Usulun xatasrnrn qiymatlandirilmasi.......-. . .... ......... . 20

$5. Crrlapan niivali inteqral taniikler. Fredholmun birinci

teoremi...,.......... 24

$6. Fredholmun ikinci teoremi.... ...........-... 30

$7. Fredholmun iigiincti teorcmi. ........ . . ... 35

{8. Niivani, crrlagmtp niive ila avaz etmak iisu1u......... ..... . 4l

89. Nirveni cirlaqan niivalar ardrcrllrlt ile approksrmasryasr 44

$i0 ('rrlagan ntivanin quruhnasi iigiin Betmen iisu[u...,...... 47

$ I l. Niivanin clrla;an ntivo ila evaz olunmasrna aid

misallar halli-........... ........................... 49

$ I2. Frcdholm inteqral tenlif i iigiin adi iterasi;-a iisulu.-...... 52

$ 13. Il nciv volter tcnliklar iigiin adi iterasiva iisu1u............. 55

$ 14. Xani inteqral tanliklar -...,.................... 58

$ I 5. Qel,ri-x:ni inteqral tanliklar...........-.........-.....,............ 60

$ 16. Qey'ri-xalti inteqral tanliklar gtin adi iterasiya iisulu.. 62

$17. Volter-fredholm inteqral tanliyi................................... 66

$18.Simmetrik inteqral tan1ik1cr.........................-..... ..'7f

$19. Simnretrik tenliklar haqqinda asas teoremlar..-....-.... l1

$ 20, Xarakteristik adadlarin varligi haqqinda teoremlar. ... 76



85

92

96

98

r06

ll5

ti7

$2 l. Hilbert-qmudt teoremi..........

$22. Simmetrik inteqral tanliklarin hall i...-...........

$23. Ris-gauder tanliyinin halli...................

$24. Fredqolm tanli-,-'inin ardicil yaxinlagma tisulu ila

haI1i........... .......

$25. Fredholm inteqral tenli)'inin sonlu camlar lisulu

ila halli.............

Odebiyyat.........


