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GIRIS

Adatan inteqral tanliklar o tanliklara deyilir ki, namalum
axtarilan funksiya inteqral isarssi altinda olur. Bu anlayis kifayat
godor daqiq olmasa da metodik vosaitda ancaq xatti inteqral
tanliklarin tagribi halli ilo maggul olacagg.

Qeyd edok ki, xofti inteqral tonliklori tohlil edorkon
Volterranm (1896) isini birinci qeyd etmak lazimdir, Volterra

o)~ 2 K(x.sholss = /) (1)

soklinda inteqral tonliyi tadqiq etmigdir.Burada ¢{x) namolum
funksiya, s{s} vo K(xs) -verilmis funksiyalar, 1 -adadi
parametrdir.

Volterra isbat etmisdir ki, agor k(x,s) vo s(s} funksiyalan
har hansi fa,5] seqgmentinds kasilmaz funksiyalardirsa, onda hamin
seqmentds 2 -nin ixtiyari giymotinda (1) tonliyinin ancaq bir
kasilmaz halli var vo homin halli ardicil yaxinlagma isulu ils

qurmag olar.
)~ A] Kz, holskds = /() asxsh ©)

inteqralinin todqiqi isa daha da ¢atinlik toradir ki, bu da Volterra
inteqralindan inteqralin yuxan sorhaddinin x -i & ilo avoz
olunmasidir. (2) inteqral tenliyinin halli ilo Fredholm maggul

olmugdur. Fredholmun asas naticasi onda ibarotdi ki, o (2)
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tonliyini tadqiq edarkan k{xs) nilvasinin va s(x) sorbast haddin
izorina A -min biitiin miimkiin qiymatlorinds kasiimazlik sorti
qoymusdur.

Fredholm bela taklif etmisdir:

(2) inteqral tanliyini inteqgral comi ilo avaz etmok voa dagiq

(2) integralim

(o(x)—ii K(x,,sf)qp(sj)Asi =f(x)

togribi inteqralla avaz edib xatti cabri tonlikiar sistemi abib va
sistem tonliklori holl etmoak lazimdir ki, bu da heg bir ¢atinlik
toratmir.

Sonraki tadgiqatlarda Fredholm xarakteristik adadlor
lizorinds> dayanmisdir.Ola bilor ki, 1 -min elo giymatlorinda
Fredholm integral tanliyinin halli clmasin.

Ikinci istigamat isa ortoqonal ayirma nazsriyyasidir ki, bu
da simmetrik inteqral tonliklarin tadgiqidir ki, bu halda
K(xs)=K(xs) . Bu sahods osas naticalori Hilbert va Smidt
almigdir. Simmetrik inteqral tonliklar nazariyyasini Fredholm
nazariyyasindan asili olmayaraq da vermak olar. Simmetrik
inteqral tanliklards asas fakt: belo tanliklarin xarakteristik adadlori
haqigi adadlerdir, onlara uypun moaxsusi funksiyalar isa
ortogonaldir,

Yuxarida deyilanlari nozors alaraq metodik vasait inteqral

tonliklarin taqribi fisullarla hallina hasr olunmusdur. Bu magsadls
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metodik vasaitde Fredholm tonliyi Gg¢iin ardicll yaxinlagmalar
qurulmus va gostarilmisdir ki, agar |,1|<7‘§ sorti 8donirsa, inteqral
tonliyin niivasi kvadratik comlonandirss, onda hamin integral

tonlik iiciin qurulmus Neyman sirasi niivasi kvadratik comlonan

tanliyi hallina yigilir vo belo hall yeganadir.



[

§1. FREDQOLM TONLIKLOR HAQQINDA 9SAS
ANLAYISLAR

Asagidaki integral tanliys baxaq:
h
o(x)= [ K(x.s5)p(s)ds = f(x)

harada ki, e(x) nomalum funksiya, f(x} v8 K(x,s) verilmis
funksiyalardir. x dayisoni [a,5] pargasinda dayigir va inteqralin
limiti sonlu da ola bilar, sonsuzda. f(x) funksiyasi inteqral tanliyin
sarbast haddi, K(x,s) funksiyas: inteqral tonliyin niivasidir. K(x,s)
nivasi (x.5) miistavisinin g <x,s <6 kvadratinda tayin  olunur va
hamin kvadrati 2sas kimi deyil, [a,6] par¢asim osas gabul
edacoyik.

Adstan, bir integral tanliyva yox,
»
o(x) = A[ K{x,5)p(s)ds = £{x) (1

integral tanliklor ailasino baxilir, Burada 2-ixtiyari verilmis adadi
qiymati olan parametrdir.

(1) tanliyi xatti tanliklar sinfina daxildir. Oger (1) tenliyinda
f(x)=0 olarsa ona bircins, f(x)=0 oldugda isa ona geyri-bircins
tanlik deyilir.

Ogar (1) tonliyinin niivasi vo sorbast haddi birinci osas
kvadratda, ikinci asas par¢ada kvadratik comlanarss, ona ikinci

nov Fredholm tanliyi deyilir.
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Nilva va sorbast haddin yuxaridak: sortlori 8dadiyi halda
b
[Kixs)p(s)ds = f(x)

tanliyina birinci ndv Fredholm tanliyi deyilir.

Fredholm tanliyinin tayin olunmasindan alimir ki, onun niivasi
ﬁlx(x, 5)| dxds = B* < oo (B)
sortini Odayir ki, buradan da (Fubin teoremin2 2sasan)
?lK(x,s)]zds

integralinin  bitiin xe(a,b) Gglin varlifl va [a,6)-do comlonmasi

almir. Eyni zamanda

b
'“K(x,s)r'dx

a

integralinin da s e[a,5]-da tayin olunmasi vo camlonmasi alinir.
Boazi hallarda Fredholm inteqralinin niivasi iizorina agagidaki
sarti qoyacayig:
Ela sabit 4 adadi var ki, biitiin x e (q,5) li¢iin

fl e stds < 4 (A)

barabarsizlik 6danilir.
Ogor [a,4] pargast sonludursa, onda (A) serti 6z ardinca (B)
sartinin Gdanmasini talab edir, bu halda A vo B sabitlari arasinda

asagidak: gart 8doanilir:



Bl < 4lb-a) (2)

YOX, agar [a,b}parcast sonsuzdursa, onda (A) ve (B) sartlari bir-
birindan asili deyil.

Yuxaridaki geyd olunan kimi, Fredholm tanliyinin tayin

olunmasindan alimr ki, sarbast s(x) funksiyvasida oasas [w.b}

pargasinda kvadratik camianandir va
h
firefax
inteqral sonludur.
Analoji olaraq eyni talabi verilan funksiya iizarina da qoymagq

olar, yani ¢(x) funksiyas: da ossas par¢ada kvadratik comianandir

va

j"{(p(xﬂzdx

a

inreqrahl sonludur.

Tutaq ki, K(x,s) niivasi asas kvadratda kvadratik camlanandir.
b
Ko= [ K(x,s)p(s)ds (3

isars edak.

Tutaq ki, e(x) funksivast [az.6] pargasinda kvadratik
camlonandir.

Isbat edak ki, biitlin x e (a,5}-lor iigiin bu halda (3) inteqrali var
va naticasi, hamin pargada kvadratik camlanan funksiyadir.

Barabarsizliyin xassasina gbra
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|K(x, 5)p(s) < %lx(x, sf + %igo(s)g’ .

Burada birinci hodd biitiin x e [a,5]-lar li¢lin s-o0 gdro demak
olar ki, comlanondir, ikinci toplanan iso [a,6] pargasinda sadoca
olaraq s-o gora comlonandir. Onda buradan ¢uar ki, gdstarilon
pargada (3) inteqralindaki inteqralalti ifads biitiin xe[a,5] Ulgiin
camlanandir va (3) inteqralt [a,5]-da toyin olunmus x-don asily

funksiyadir.

Bunyakovski barabarsizliyina géra
& b b
ket < j|K G, ¥ dis [l ds = pf” fiK (x, 5}’ s

vo osas kvadratda niive kvadratik comlonondirss, onda [a.5]
pargasinda K¢ funksiyasi da kvadratik camlonandir. Axirinci
barabarsiziiyi inteqrallayib kok alsaq:

Kol < Bief #
alariq.

Belalikla, ogoar kvadratik comlanan  ¢(x) funksiyas
verilmigsa, onda (3) inteqral: tazo funksiya toyin edir. Demok
olar ki, (3) integrali har hansi bir ganunauyguniuq tayin edir ki,
bu da kvadratik camisnan @(x) funksiyasim yegana sokila, yoni
K¢ funksiyasina gevirir.

Umumiyyatls, agar verilmis goxluqdan ixtiyari funksiyani

yegana yolla har hans1 yeni funksiyaya geviran qanunauygunluq



10
verilmisdirsa, onda deyirlar ki, verilmis goxluqda operator
funksiya tayin olunmusdur.

Deyilanlardan ¢ixir ki, agar K(xs) nilvasi asas Kvadratda
kvadratik comlonandirss, onda (3) inteqrali funksiyalar
coxlugunda [a,5] par¢asinda kvadratik comlonan  har hansi
operator tayin etmisdir. Bu operator Fredholm operatoru adlanir.

Fredholm operatoru asagidaki xassaya malikdir: agar o, va
a,-sabitdirsa, o.(x) V& ¢,(x) kvadratik comlonan funksiyalardirsa,
onda

Kiogg +ap,)=aKe +a,Ke,.

Bela xassays malik olan operatora xatti operator deyilir.
Demali, har bir Fredholm operatoru xatti operatordur. Buna
uygun olaraq Fredholm inteqral tanliyi xattidir.

Tutaq ki, basqa bir
)
Lp= IL(x, s hp(s)ds

Fredgolm operatoru verilmisdir.
|L{x,s¥ ifadesinin ikiqat inteqrali tayin olunmasina goro

mahduddur. Tutaq ki,

b
[[116x.s) dxds = B7.

ea

LKp=L(K¢) ifadasini  duzoldok. Belo ifadoys K vo L

Fredholm operatorlarindan diizaldilmis ifads deyilir.



1"
Operatorlann vurulmas: assosiativlik xassasins malikdir.
Hogiqatan da, ager K, K', k”-ii¢ Fredholm operatorudursa, onda
K K'Kg) Vo K'K'(Kp) itfadalori o demokdir ki, (x) funksiyasi
izarinds K operasiyasi, alman K funksiyasi {izerinds X’
operasiyast, K'(Kg) funksiyas: iizorinds isa K" operasiyasi
apanimigdir.
isbat edok ki, Fredholm operatorlarinin hasili do Fredholm
operatorudur. Bunun iglin LKe ifadesini diizaldak. Ona gbrs (3)
inteqraiinda x doyisonini s-lo avaz edak, bununla stagadar homin

inteqralda inteqral dayiganini ¢ ik avaz edsk. Onda alarig:

b -]
LK o= [ L{x,s)ds[ K(s,00pl0)dt (5)
Aydindir ki, takran
b &
[, ¥ [|K (s, 1)1 Yt {6)

inteqralin varlig1 heg bir sitbho dogurmur. Hagiqatan da, yuxarida
isbat etdiyimiza gors daxili inteqral s-2 goro kvadratik comlonan
funksiyadir, onda onun kvadratik comlonan |L(x,s} funksiyasina
hasili biitiin x-lars g&ra camlanandir. (6) inteqralinin  varhgmdan
cixir ki, a<s,t<b kvadratinda [L{xs)K(s,e(r) funksiyasinin
comlanmasindon va Fubin teoremino gdra (5) inteqralinda

inteqrallama ndvbasini doyigmak olar:

] &
LKp= j )t [ L(x,s)K(s,1)ds
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s ila t isaralamoasini etsak, alang:
LK¢):j‘w(s)dsj‘L(x.:)K(r.s)dr
Burada
j’:.(x,:)x(;,s)dr = AM{x,5) (N
isara etsak alariq:
LKp= j M{(x,5)p(s)ds (8)
Bunyakovski barabarsizliyine gira
IM(x,s) < T|L(x,:ﬂ2d:]ik(:,sﬂzds 9
(9)-u asas kvadrat lizrs inteqrallasaqg alanq:
ﬁw(x,s)i’dxds < B*B” {10)
Beldlikls, LK operatorunun M(x,s) niivasi asas kvadratda
kvadratik comlanandir.
(7 va (8) formulalar: gdstorir ki, Fredholm operatorlarinin

hasili Gmumi halda yerdayisma deyil. Ogar KL operatoriarinin

hasilinin nfivasini N(x,s) ila isara etsak, (7)-ds alanq:
k.
N(x.s)= [kix,n L, s)dr (1)

Aydindir ki, M{xs)=N(xs) . Tutaq ki, a=0, s=1 K(xs)=1
Lix,s)=x~5

Onda
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! !
Ms)=[(x-Ddt=x—~
x.5) J;(x dt =x >

H
) 1
Nxsy=fu-s¥dt=——
(x,5) 'D[(: s)dt 57

Ogar K va L operatorlarimin niivasi (4) sortini do 8dayirsa,
onda KL va LK hasillarinin niivalari da homin sarti 8doyacak.
Haqiqgaton do tutaq ki,

j‘iK(x,s)lzdsﬁA
b
[les)dss 4

Onda (9) barabarsizliyindan

|M(x,s) < A’j'jk(:',s)izdr
alinar. Bunu isa 5-o gbra inteqraliasaq, alariq:
j‘i,w(x,s)j’ds <48 (*)
Analoji olaraq (11)-dan alariq:

b
[|NGx,s)2ds < 48"

a
Demoali, LK vo KL operatorlarimin niivalari (4) sartini uygun
olaraq 4'B? vo 4B'? sabitlori ilo ddanilir.
Aydindir ki, bir ne¢ao Fredhoim operatorunun hasila ds

Fredholm operatorudur. Eyni n dana K Fredholm operatorunun
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hasili n dorscali K operatoru adianir va & ila  isara olunur.
Avdindir ki,
Klp=K(Kp)...K"p=K(K"p).

Operatorunun  vurulmas:1  assosiativlik  xassesina  malik

oldugunda
Klo=K"(K""g), O0<m<n (12)

Buradan aydin olur ki, Fredholm operatorunun qiivvat listll da

Fredholm operatorudur.

K,(xs) 1lo K™ operatorunun nilvasini igara etsak,
b
K"p=[K,{x.sk(s)ds

alarig. Aydindir ki,
Ki(x,s)=K(x,5)
K, (x.s) niivasi n-ci iterasiya niivosi adlanr.
(7) ifadesindon iterasiya niivasi tiglin asafidaki rekurent

dusturu alang:
.
K. {x.5) = [K(x.0K,, (6,5t (13)
K, {x,5)=K(x,s) oldugundan xiisusi halda alangq:

Ko(x,3)=| K(x, 1)K (s, s)dt

Dty T

b
K (x,5)y= [ K(x.00K, (1, 5)d

Va s,
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Sgar (7) ifadasini k™ va k™" operatorlarina tatbiq edib (12)

formulasini nazara alsaq daha imumi ifads alariq:
h
K, (x.8)= [K (x,0K, ,(1.s)di (14)

Burada m =1 gotiirsak  (13) diisturunu alariq: m = n- 1 olanda

isa daha sarfali
1]
K, {x.5)= J'KH (XK {1, 5)dt

diisturunu alanq. Analoji olaragX,,_; niivasini avaz etma yolu ilo

agafidaki dusturu almaq olar:

hb I
Koxsy= [l (KoK ) K, s)dde. i, .

ko .
By = [IK (xs) dxds

L%

1sars edak.
(10) dusturunda 7. = "' farz etsak.
B < BB
' rekkurent diisturunu alariq ki, buradan da
Bl<8'R] <. <8
va
B, <8 . (14)
barabarsizliyi alinar.

Indi (14) barabarsizliyini k" operatoruna tatbiq etsak

| "o < 8"l (15)



barabarsizliyini alang.
Ogar K(xsh niivasi olava (4)  sortini do Odayirsa, onda
iterasiya niivasi da homin sortlari 6doyir. Bunu nozaro alsaq

asagtdaks qiymoatlandirmeni alarig:

L
A, =sup _f!K,,(x,s)Ilds

o

(7) formulasinda
Lix.y=K, (x.0)
vazaq. Onda (14} dusturundan aluur ki,
M(x,5)= K, (x.5)

va (*) diisturundan

A
_ﬂK,,(X.S)izdSS A”_;BZ (]6)

o

baraborsizliyi alinir. Burada aydindir ki.

A
_ﬂ &, x, .s";|id\- < 4,

I

(16) barabarsizlivinin sol torafini onun dagiq yuxan serhadd

ila avaz etsak

borabarsizliyini alariq.

Buradan asanligla almagq olar ki,

va naticada
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]

I

a

K, (x5 ds < AB™°

barabarsizliyi alinir.

§2. INTEQRAL TONLIKLORIN TBQRIBI USULLARLA
HOLLI

integral 1anliklor nazoriyyasinds tadqiq edilon oasas xatti

inteqral tanliklor asagidakilardir:

I'ndv Fredholm inteqgral tanliyi
h
A J'K(x,s)_u‘ (sids + f(x},

[I n&v Fredholm integral tonliyi

236062

J-‘(X)wihj‘:\'(x,s)y {s¥ds = f{x),
I'ndv Volter inteqgral tonliyi
]A’(x.s)y (sds = fx},
noahayat, Il név Volter inteqral tanliyi
y{x)- z’.]l&'(x.s)y (skds = f(x}.
Burada fix), Aix,s) (a<x, s<h) verilmis funksiyalar, y(x) (a<x <H)

machul funksiya, 4 iss parametrdir. 7(x) funksiyasina inteqral

tonliyin sarbast haddi. A(x.+)-2 isa inteqral tanliyin niivasi deyirlar.
Askardir ki,

N

STTMaAYTT

DT AT s T

FTUUAT roe Ly
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4K(x1s) a<s<ux,

Klx,s)=
txs) (G x=s5<b
kémokgt  funksivam  gotirsok, Volter tanliklorini  Fredholm

tanliklarina gatirmak olar:

).I‘K(x.x)y ($¥ds = flx),

A
¥{x)- ij(x.s)y (s)ds = fix).

Bu onu gostarir ki, Fredholm inteqral toniiklari tigiin alinmis
faktlart uvgun olarag Volter integral tenliklori figiin do almaq olar
(o gortlo ki, & niivasi & -nm {zarine goyulan sartlori Odasin).
Lakin golocokde gdracoyik ki, Volter taniiklari tigiin elo faktlar

almagq olar ki. Fredholm tanliklari Ggiin bu faktlar dopru olmasin.

§3. INTEQRALI, INTEQRAL COMi ILO 9VOZ ETMOIK
USULU

I név Fredholm inteqral tanliyins baxaq:
A
j‘(.x‘)'-‘ﬂjK(X..\‘)_V(.\‘)dS*Ff(I)‘ ()

Farz edok ki. Kixs) va fix) (a<x s<b) kasilmoaz funksivalardir.

1. Asagidak: kimi kvadratura disturunu gétiirak
.':r . " . )
[rinde=3 4, Flx, )+ ROFY. (2)

Burada x ejab| (=12,..m A (i=12..1 sabitlari  Fix)

funksiyasiun segilmasindon astlt deyillor va &(+) -kvadratura
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disturunun qahq haddidir. x, va 4 -lori konkret se¢makla konkret
kvadratura diisturlari almis olanq. Masalon, agar (7.2) kvadratura
diisturu avazina timumilagmis trapeslar disturunu gotiirsak, onda

=4, x;=a+h..x, =a+{n-Dh=b,

A= =0 A== =4 =h
5

oldugunu alarq.

(Nwenliyinds x=x, (i=1,2....n) gotiirak:
\ .
V)= A fK(x8)y (5K + £(5) (= 02..0cm),

Inteqrali (2) kvadratur diisturu ils avaz edak

yix,) = A3 A Kix x )vix,) = f(x')+ AR, (3)
i=l

R =[K(x,,8)0(s5)].
AR, haddini atsaq

L=AY AKY, = f (i=12..n (4)

Burada K, = &K(x.y,). ;= f(x). Bu sistemi hall edib v 5.7,
adadlorini tapiniq. Taptlan bu adadiori (1) tanliyinin  hallinin
x, (i =1.2....n) nogtalarinds tagribi qiymatlari kimi gétiriiriik:

yx =¥,
(1) tonliyinin jz.6f par¢asinda tagribi haili kimi

Y= f()+ 23 A K3, Y, 5)
Il
funksiyasini gotiirmak olar. Agkardir ki, bu funksiyanmn X3 Xgyeees Xy

nogtalorinds  qiymoatlari uypun olarag, 1.r,...r ila {st-isto

"

disarlar,
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I név Fredholm tanliyi ficin bu dsulu tatbiq etsaydik (4)

sistemi avazina

AYAKY, =f (i=12,.n)
|

oldugunu alardiq.

Ogar (1) tanltyi bircinsli olsaydr, yani f(x}=0 olsaydi, onda (4)
sistemt bircinsh sistem olardi. Bu sistemin 1s3 o vaxt halli olardi
ki, determinant: stfir olsun. Belslikia, (4) sistemina uyZun bircinsli
sistemin hallini tapmaq Ugiin A - ya nazoro #-daracali cabri tanliyt
hall edib 4.4y.....4, -lar1 tapmaq lazimdiwr. Bundan sonra (4)-a
uyfun bircinsli sistemni hall edib r.1;..0, adadlorini tapmag
lazimdir. Tapilan bu adadior (1) tonliyinin ( f(x)=0 olduqda)
x (=12, .m nogtalarinds tagribi giymatlari olar.

Onu da qeyd edak ki. [ ndv Fredholm tanliyi Gglin bu iisulu
tatbig etsavdik {3) sistemi avazina

)

A3 AR = f Gi=12.m
FAN |

oldugunu alardiq.

§4. USULUN XOTASININ Qi YMOTLONDIRILMaSI
Ovvalki paragrafda aldig ki,

y(.\'f):AZA,K(X,JI)))(X,)=_f(x")+£R, (1)
&l

R, =1K(x, s)yis)].
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i LKLY, =1 (i=12,.m. (2)
J=

¢ = ¥(x,)~ ¥, igaraloamoasini aparsaq, (3) va (4) sistemlorindan

3 _)Z LK, 4 AR (i=12...m) 3)

oldugunu alanq.

(3) sisteminin determinantim D(4) tla va bu determinantin
cabri tamamlayicilarini isp D44y il isara etsak, (3) sisteminin
hallini

i
IZT; (74N

$oklinda aliriq. Buradan

fe.|< |45, (4)
max ]I)J,l,
lD()}i lepen P
ro= 1117a._‘_<f,R!. R= RK(x s sl

Digar tarafdan (3) va

Hx) =AY A K(x,x,jyx, 1+ AR

Ia

diisturlarindan istifada etsak,

£(x) = W(xh=¥(x) = 13 4 Kix.x))e, + AR.
I}

Burada (4)-n1 nazars alsaq,

ek hAI1, JK nr e,
sl
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]rB + i,

)

el S,
N il

Ky = max [K(x. )

oldugunu alang.
Belolikla, isbat etdik ki,
fv(x) - Y{x)js Cr,

(5)

=14

: Koiif{_] + B+ |4l
i=i

Burada r-i hesablamaq i¢iin kvadratura diisturunu konkret
gotdrmak  lazimdir.  Mosalan.  agar  iimumilosmis  trapeslar

disturunu gétiirsak

Ripy=oz Al
12{n- 1y

F{&)
olar. Burada forz edirik ki, ( Aes) va fio funksiyalar1 1ki
tartibdan diferensiallanandiriar. Bu hal li¢iin r-i hesablayaq.

I név Fredholm tanlivindan

. O K x.
v Nx) = A}L—g—??f’y(a‘)ds + Xy {i=12n
&x

ol< & (b —ayy, + P (i=12).
|- ‘ ) | ] 0 ! (6)
N, SAK b -aN B (i=12)

Burada 7 -0.1,2 {i¢lin

5K (x5
K, = max 4 CRLxS)

s

WM-S‘.Ei}

Ao A}
N = max‘y {x))

aashl '

4
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F = max

asrsh

7 x)
Asgkardir ki, #(s)= K(s.5)0(5), funkstyasinin téramslari asagidaki

diisturla hesablanir:

(,K(s ({s,5)

F'(s)= ¥+ N(s,5)0(s),

= -] .
Flisy= ¢ Alss) K(:s,s) yis)+ 2———0K(S’3)y'(s) + K(5,5)p"(s).
Os* Os

Buradan

s < K N + K N,

F € KN + 2K N, + KN,
{6) dasturlarim burada nazara alsaq,

FUsHE KN, + 2K K (b — adNy + B+

KoK AUk - a)|Ny + 2K, P + K £,
HON<ONg+Coy = const (i= 1,2)
oldugunu alariq. Demali.

b - ai’

lR(f}l ?;4411;—(( \()+( ).
< (6~ ay’

< N, +Cy).
FrETARAAE

(5) diisturundan, », = ma:!}'(xn ila isara etsak,
|y x <ly(x - )'(x)]+;)'(x)|s(.‘r+ K, <

< (‘_(,b_j)l
12(n—=1)

(CAG+ 4T,
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2 2
v,<cc bma) N4, oA Y,
12(n-1)? 120 -1
b— 2
*2 ( a} 2 Yﬂ
v < ___kIZ(n—l) -
1-C
Burada farz edilir ki.
2
¢ =0, o-ar
12(n~-1y
Nahayat
2 1
Aty
th-ay | . T1Zn-1y |
F< o O
12— 1) e |
] J

§5. CIRLASAN NUVOLI INTEQRAL TONLIKLOR.
FREDHOLMUN BIRINCI TEOREMI
Tarif. Ogar integral tanliyin niivasi sonlu sayda biri yalniz
x-dan, digari iss yalmz s-don asli olan funksivalarin hasillari
cami gaklida gostarilo bilorsa, onda belo niiva cirlasan adlantr. Bu
halda inteqral tonlik cirlagan  nivali inteqral tonlik adlanir,

Cirlagan niva

Kix,s)= Z A,(x)B, (5) ()

A=l
soklinda gostarilo bilan niivadir.

Farz olunur Ki, .1,(x) va 8,(») funksiyalari arqumentlorinin
doyisma {a4] par¢asinda kasilmaz funksivalardir. Onda tabii ki,

K{x,s) nuvali Fredholm niivasi olar.
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bh
J-'[K(x,s)lzdtds < 400

ua

Cirlagan
K{x,5)= ZAk(I)Bk(s)
k=1

Navali ikinei név  Fredholm interqal tanltyini nazardsn

kecirak:
0x) = 23" 4,(0) [B (s)p(s)ds + [(x) (2)

harada ki, f(x) [e5] parcasinda kasilmaz olan verilmis
funkstyalardir.
Forz edak ki, (2) tanliyinin [a,5] pargasinda tayin olunmus

¢ =¢{x) halll var,
c, = J(/)(.&‘)h" {¥)ds, k=12,..n, (3)

gabul edak. Onda (2) toanlivindan

q)(,r):rf'(x)+/{chA‘(x) . {4

k=i
alang. Buradan aydindir ki, inteqral tanlivin halli cirlagmis niiva
halinda ¢,k =1.2....) amsallaninin taptimasina gotirilir.
(4) bsrabarli.yinin hor iki torafini 8, (1)-ya vuraq va alinan
barabarliyi x-y» nazoran (a6} pargasinda inteqratlayaq; onda

asagidaki miinasibati alarq:

b A n b
Iw(x)Bm(x)dx: Jif'(x)!fm(x]dx + AZ(",, I.—‘!‘(x)Bm(x)dx, m=12. n (5)
o k-l

a ) o
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Asagidaki isarolomolon aparaq:

7 b
[ 4 ()8, (XYl = Py, [£ 0B, ()= [ kim=12,000m

Bunlari nazara alsaq (5) sistemini asagidaki kimi yaza

bilarik:
Cm ™ )“Z:Ckhi'm = s
pr

va yaxud
(- Ak e, = Aoy = Ahe, = /o ]
ey (V= A Yes = = Ay, = o,

(6)

Bellikls, ¢, ¢,...c, amsallan (6) tanliklar  sisteminl

ddamoalidir.

Ogar (6) sisteminin halli yoxdursa, onda askardir ki. (2)
cirlasan nitvali integral tanfiyinin da holli olmaz.

Tutaq ki, (6) sisteminin ¢,.c.,...c, hoili var. Omsallarinin bu
qivmatlarini (4) diisturunda yerina yazsaq (2) integral tanliyinin
halli olan e(x) funksiyan alang.

Belolikla, (2) integral tenliyi ila (6) cabri tanliklar sistemi
eynigiiclidiir, yani (6) sisteminin hallorinin olmass (2) integral
tonliyinin olmasin: stibiit edir va tarsina.

(6) sisteminin hallarinin olmasi (2) inteqral tanliyinin
olmasini siibiit edir va tasina.

(6) sisteminin bag determinantt (2) asagidaki kimidir.
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H—im, -Ah, .. ﬁi.h,,,c,,‘
—Ach, 1- o = Ahae,)

=" Aty 2 (7
A, N=Aky, L 1Ak

Aydindir ki, D(4) determinanti A-ya nazaran doracasi n-dan

boylik olmayan ¢oxhadlilar va eynilik kimi sifir deyil, bela ki,

100 .0
01 0 .0
D=0 0 1 .. 0=1
00 0 . 1

Demali, D(2)-nin n-dan gox kokii ola bilmaz. D(1) -ya (2)
inteqral tanliyi Ggiin Fredholm determinanti deyilir. Onun sifirmna,
yant N(4) =0 tanlivinin kékiina k(.s) niivasinin  va yaxud (2)
tnteqral tanliyinin xarakteristik adadi deyilir.

Forz edak ki, 4 adadi Di4) goxhadlisinin he¢ bir kokii ila
tist-lsto diismir. Onda aydindir ki, (6) sistemi istanilan sag torof
u¢in birgiymatii hall olunar.

Demali. agar 4 adadi  K(x,s) nitvasinin xarakteristik adadi
deyilss, onda (2) integral tanliyinin vegana wix) halli olar va bu
holl istanilon sarbast hadd 7 1(x)] liglin (4) diisturu ila tayin olunar.

Bu taklifs Fredholmun birinci teoremi devilir.

D4y =0 hahinda uygun bircins inteqral tanliyin

" h
o(x)= A3 A1) [B(sko(s)ebs, (8)
k-1 @
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Yalmz trivial e(xy=0 halli olar.

Dogrudan da. s(x)=0, xeiab] olarsa, onda biitin £, -lar,
(m=1.n) sifira borabor olar. Onda (6) sisteminin bas determinanti
sifirdan fargli oldugundan bircins sistemini yalnmz ¢, =c,=...=¢, =0
trivial halli olar.

Ona gora do Fredholmun birinct teoremi bazsn bela da
soylanilir:

Teorem: (2) inteqral tonliyinin istanilon 7x) {iglin yegano
hollinin olmasi liglin zoruri vo kafi sort uyfun bircins integral
tanliyinin yalniz trivial ¢(x)=0 hallinin olmasidir.

Misal.

ela)=1+4 j{x - skl s ke,

0
integral tonliyini hall edin.

Halli: Verilmig integral tanliyi agagidaki kimt yazaq
| i

Pxy=1+ Ax I(p(s)ds + Af(—.i}w(s)ds
G a

Burada
Adx)=x, Lxt=1, Bi(s)=1, Bys)=-s [flx)=1.

Onda

| i
¢ = Jw(,\')a’s, ¢, = I(—.\')W(S)ds
n a

Onda (4) disturuna gora

plx)=1+ Adeyx o+ A, (9
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olar.
(9) borabarliyini avvalca 8,(x)=1 -3, SOMNfa iS9 B,(x)=x -y
vuraq va x-ys gora [0,1] par¢asinda inteqrallayaq.

Onda asagidakilar alarig:
J[ }.a;o(x)dx = il.dr +od ]xdr + Acs ‘Inbc
0 ) a 4]
]L 1J‘(ﬂr)c;r;(x)‘:i_r = i[(—x)dr +0A i[(‘.r)zdx + Ac, Ij(— x)clr
i) 1] [t il

va yaxud

(-4} e

\

o !
1-= —);i 2 = 2
pa= et A L 2

A Al 4 3
— ]+._.
3 2i
Onda miy=a=2"% .4 olar.

12
Demali, sistemin bas determinant: - i-nin - bitiin istanilan
qiymatlarinds sifirdan fargli oldugundan <., -¥2 nazaran olan

sistemin yegana halli var va bu halli Kramer gaydas: ila tayin

etmak {i¢iin kémoakei determinatlar: hesablayaq:



-
A
A _!]__2_ |!:76+/1
2 'j T T2
L3 2!

Ruradan da, Kramer diisturlarina asason

A 12
A 12+ 27
— 6+’}" -

Cy = — "]
? 12+ 4

&y

alang. Sabitlarin bu giymatinlarini (9) diisturunda yerins yazsaq:

122 64+ A 12+ A 4124x-64- 4 _

phxy=1+ -

2+ 4 1244 2+ 42
12120~ 64 612+ 24x — 2)
Co12- 2 12+ A
alariq.

§6. FREDHOLMUN IKINCI TEOREMI
indi isa farz edak ki. 4 adadi Fredholm determinantimin
koklarindan birt  ila  Ust-Gsts  diisiir, yani R(x.s) niivasinin
xarakteristik adadidir.
Onda aydindir ki, (6) sisteminin bas determinanti sifira

baraboar olar. Bu halda uygun bircins sistemin

¢, - A A, =0, i=ln (10)
LE

ststeminin p sayda xatti asth olmayan sifirdan forqh vektor-halli

olar.
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{Cf”,cg”,...,c:,”}, I=12,...p

Demoli,
go,(x)=icf’4,,(x), 1=12,..p (t1)
k=l
funksiyalar uygun bircins inteqral tanliyin
Plx) = 42-4,((:)}8,\(3@(5):1;, (12)

trivial olmayan hoalli olar.

Umumi halda oldugu kimi cirlagan nivali inteqral tanliya
uygun bircins tanliyin trival olmayan hallina bu tonliyin (va
vaxud K(x.s) nGvasinin) verilmis xarakteristik adads uygun
moxsusi va yaxud fundamentai funksiyast deyilir.

Bu  xarakteristik adeds uyiun  xotti  asihi olmayan
funksiyalarinin sayina onun ranqi va vaxud takrarlig doracasi
deyilir.

Asanligla  voxlamaq olar ki, agar @(x) vo @,x) 4
- xarakteristik adadine uyfun  maxsusi funksiyalardirsa, onda
onlarin cami da [ (0)+¢.0)] bu  xarakteristik adads uygun
moaxsusi funksiya olar.

Hamginin, agor ¢(x) funksiyasi K(x,s) nlvasinin maxsusi
funksiyasidirsa, onda ixtiyari « sabiti Uglin @ -p(x)-do  moxsusi
funksiya olur.

Belaliklo, verilmis 2 maxsusi adadina uyfun  maxsusi

funksiyalar ¢,(x) 6lciisii p olan xatti faza taskil edir.
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Ona gora ds {12) bircins inteqral tanlivin verilmis maxsusi

adads uygun Gmumi halli
(p(x):diak{xknk(x!, (13)
ko1

olar, burada a,, 4 =1.» ixtivari sabit adadlardir.

indi isa ali cobr kursunda yronilan bazi anlayislar yada
salaqg:

Tutag ki, elementlari  haqiqi adadler olan nxn Olgtli A4

matrisi verilmisdir.

Py s a,
Y '{IZ‘Z A1y
A=
a € a

A matrisinin satir elementlarini stitiin  elementlari il avaz etdikda

alinan matriss 4 matrisinin transporina edilmis matrisi devilir va
* . .. g

A kimi isara edilir.

a, dy ... 4

!

. - s ds
12 22 nz
A =

s a

2n TU na

S ——

aln
Farz edak ki,
4-X = F, (14)

xatti cabri tanliklar sistemi verilmisdir; harada ki,



Onda
A Y=6, (15)
sistemina (14) sistemina qosma olan sistem deyilir.

A4 matrisinin £ tartibli minoru matrisin & sayda satir va k
sayda siitlinlarin  kasismoasinda verlagan elementlardan diizalmis
tartibli determinanta deyilir. (& < n).

Ogar 4 matrisinin  biitin 4>, tartibi  minorlar sifira
barabardirso va » tartibli minorlardan he¢ olmazsa biri sifirdan
forqli olarsa, onda r adadina 4 matrisinin ranqi devilir,

Teorem 1. Ogoar xatti cobri tanliklar sisteminin bag
determinant sifira barabar olarsa, onda bircins sistem .1- v =0 va
qogma sistem 47+ =0 har biri p=n-, sayda xotii asth olmavan
halla malikdirsa, harada ki. r adadi A4 matrisinin ranqidir.

Asagidaki anlayis) daxil edak.

Tutaq ki,

olxt= 2 [K(x.5)p8s)ds + f(x), (16}

intqeral tanliyi verilmisdir.
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Tarif. Kix.5) nlivesinda x-dayisonini s dayisani ilo va torsins
avaz etdikda alinan niivaya K(x.s) nilvasinin qosmas: deyilir va
tela isara olunur:
K'tx.s)= K(s,x), (17)
Kix,s) kompleks giymatli funksiya olduqda
K'(x.5)= K(5,x)
gabul olunur. Burada k(s.x), simvolu K(xs)-ya kompleks qosma
kamiyyat isara olunmusdur.

Onda

h
w(x}:/iJ'i‘\'.{x.‘\Wf(.s'pds+g(x}, (18)

tonliyina (16) tanliyina qosma olan tanlik deyilir.
Cirlagan niivali integral Lanlik (2) iigiin qosma tenlik kimi olur:

Bu tanlik tg¢iin

# H
y(xi= A JZ A9 B, (xkis)ds + g(x) (19)
wh=)
wixy=g{x)+ AZC;B,{X), (20)
Pl
harada ki,
o = Iu/(s)A‘ (s)ds, k=12..n (21)

u

Ogar g(x}=0 olarsa, yani (19) tanliyi bircins olarsa. onda ¢, -lar

toyin etmak tigiin bircins sistemi alanq:
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i~ A5 hyc; =0, m=Tn (22)
k=]

bu sistem (10) sistemi ila qosmadir. Teorem 1-p gora bu
sistemlarin har biri p sayda xotti asihi olmayan vektor halls
malikdir.

Ogor {¢" ey T=12,p (22) sisteminin sifirlardan

fargli vektor haili olarsa, onda
w,(X)=§C;”’Bk(x), =12 p
funksiyalar: (8) tanliyina qosma.olan
wix)= Akzn;bk(x)f[a‘(.s i % )ds, (23)

Bircins inteqral tanlivinin maxsusi funksiyalar; olar.

Eredholmun ikinci teoremi. Jgar 4 adadi K{x,s) nitvasinin
xarakteristik adadidirsa, onda bircins integral tanlik (12) va onunla
qosma olan (23) tanlivi eyni sayda xatti asily olmayan moaxsusi

funksivalara malik olar.

§7. FREDHOLMUN UCUNC{ TEOREMi
I h
wix) =AY A () [B, (sXp(shds + f(x), (24)
k-1 a

geyri-bircins  tanliyini nazardan kegirok. Forz edak ki, 4 adadi

xarakteristik adaddir.
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Yuxanda gostorildiyi kimi, (24) tanliyinin hall oluna bilan
olmasi masalasi geyri-xatti cabri  tanliklar sisteminin hail oluna
bilan olmasi ils eynigiiclidiir:

(.m _ Azhmkck =fm‘ m= 1,2,..,??‘.' (25)
k=l

cabrdon malum olan asagidaki teoremdan istifads edok:

Teorem 2. Qeyri-bircins xatti cabri tonliklor sisteminin
hallinin varhg ligiin zoruri va kafl gart bu sistemin sarbast hadlor
sfitununun gosma bircins  sisteminin biitiin  vektor hallarina
ortoqonal olmasidir.

Bu teorema asasan (25) qeyri-bircins sisterninin halli o vaxt
olar ki, {/. /i £} vektoru {7 ) e 1=12...p vektorlanimin

har birina ortogonal olsun, yani
YA =0, =12 p (26)
ki
olar.
Bildiyimiza gors

h
o= { Fb (e

[t}

oldugundan (26} sartlarini asagidaki kimi yazmagq olar:
» n s
J_/'(X)Z(':”B,‘(x)dx = j_f(x)y/,(x)dr =0, {=12..,p (27)
" I o

Belaliklo asagidak: teorem isbat olundu:
Teorem. Qeyri-bircins girlagsan  nivali integral tonlik 7

xarakteristik odadi l¢fin 0 vaxt vo valmz o vaxt hall oluna bilan
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olar ki, sarbast hadd qosma bircins integral tanliyin (23) biitiin
hadlarins ortogonal olsun.

Bu teorems Fredholmun Ggiincii teoremi deyilir.
Qeyd edak ki. geyri-bircins inteqral tanliyin (24) hall olunmas:

haqqindaki sual p sayda

b

[foow, (x)dr =0, k= 12.,p

u

sartlarinin &danilib-6danilmadiyini yoxlamag: talab edir. 9gar bu
sortlor Gdonilerss, onda (24) tonliyinin = sonsuz halli olar. bu
hallarin hamis:

KX =@, @) +g,(x)
disturu ils yazila bilan, harada ki, ,(x) geyri-bircins tanliyin har
hanst bir halli. ¢,. w@.(x) -iss uygun bircins inteqral tanlivin
timumi hallidir.

Misal.

;o(x)=&j(x5:+.s'x3}w(s)ds'+_f(x}, (28)

onliyini nozerdon  kegirsk.  burada Sy [-L1] parcasinda
kasilmaz funksiyadir.

Tanliyi agagidak: kimi yazaq:

i i
Plxy= Ax J.93¢(A' My + Ax* I.\'qo{s)ds' + fi(x)

a iy

Va



a8

I
¢ = Js “u(s)ds,

¢y = l_“sq){ $)ds

gabul edak. Onda
o(x)=c x+ o, v + f(x) (29)
olar. ¢jva ¢ sabitlorini toyin etmak tiglin agagidak: sistemi alarig:
2 s
c —gicz = j'x Sixdx,
’ (30}

I
- %/k'; +¢y = [af(nde.
-1

(29) sisteminin bas determinanti D(4)

/)(zl):i
~ =4
3

olur.
_ s . .. .
Ogar 4=+ olarsa, onda (28) sisteminin yegana halli olar va
L

vertimis sistemi istonilan [ L1} pargasinda kasilmaz olan har bir
f1x) telin birgiymatli hall oluna bilon olar.

Indi tutaq ki. 2= ”% . Onda bircins sistemin
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c‘i—§i62=0,

2
*gi{.‘]""c‘z = 0.

sisteminin sifirdan farglt olan {‘/g‘cc} saklinda éonsuz halli olar,

burada c-ixtiyari sabit adaddir.

Demali, verilmis integral tanliys uygun olan bircins tanliyin

ox)y=Ax j(xs:-rxz.s')qa(s)ds._ (31)

1:? oldugda sifirdan forqli halli
(/)(.r)=[v‘§x+x3]('
saklinds olar, c-ixtiyari sifirdan fargli sabitdir.
Aydindir ki, (28) tanliyinin  nitvasi simmetrikdir, yani
K(xs)=K(s,x), ona gora da qosma bircins integral tanlik (31)

tanliyi tlo Gst-Uisto disar va demnali qosma bircins tanliyinds halli
B el
wi{x) -[vjx+x Jc

saklinds olar.

(30) soklinds geyri-bircins xatti cabri tanliklor sistemi -

-lg

olduqda asagidaki kimi olar:

3 i
2 1
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5 n
¢ = Jg"z = J_:(* \fg"}f(")d"-

buradan bir baga aydindir ki, bu sistemin o vaxt hall olar ki,

Ixzf(x)dx = IJ:{ \}Ex]f(x)dx.

va yaxud
1 B, -
JI\-’E”"]M - G

olsun, yoni f(x) qosma bircins integral tanliyin istanilon wi)
hallina ortoqonal olsun.
Mosslon, agar f(x)=1 olarsa. onda (32} barabarlivi édonilmaz

va demali (28) tanliyinin halli olmaz.
Qgar  flay=1 - z\ olarsa, onda (28) tanliyinin

[ M
4 ?I

(/)(.r):.r1—-':-x+ct-—‘vf'§x+x J ¢ istonilon  adaddir saklinda sonsuz

sayda hall olar,

Belalikla, isbat olunmus teoremlordon asagidaki tecremin
dogrulugu alinar:

Alternativ hagqinda teorem.

Ogoar cirlagan bircins Fredholm tanlivinin yalmz trivial holli
varsa, onda uygun geyri-bircins inteqral tanliyin yegana halli olar.
Ogoar bircins inteqral tonlivin trivial olmayan halli varsa, onda
qeyri-bircins inteqral tonliyin sarbast haddon r(x) asih olaraq ya

halli yoxdur, ya da sonsuz sayda halli var.
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(eyd. Yuxanda gostorilan  noaticolasr  moalum  manada
A(x}, B (s} va f(x) analitik olaraq 4 parametrindan asil oldugda da,

yani

hoa
o x) = /?.JZU,(x,fi)h,(.\',).)(o(s)ds-?-f[x,l}

papr
tonliyi iglin da dogrudur.

Bu halda 4 vo f kamiyystlari 2 parametrinin  analitik
funksiyalart olurlar. D4y -iso artiq i parametrinin  analitik
funksiva olur. Ona gora da bu halda ola bilor ki. xarakteristik
aded,  lmumiyyatla  olmasin,  Cinki  qeyri-cobri  analitik

funksiyanin sifiri olmaya da bilar.

§8. NUVONI, CIRLASMIS NUVQ iLO 9VOZ ETMOK
USULU
I. Ogoar integral tanliyin niivasini asagidak: sokilda gostarmak

olarsa

K5y =3 A(x)B,(s),

onda deyirlar ki. niiva cirlasandir. Burada (A, VR IB
funksiyalar sistemi [4.6] parasinda xotti asih olmayan
sistemlardir.

Asagidaki kimi cirlagsan niivali 11 ndv Fredholm inteqral

tonliyina baxaq:
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L)

Yo (xy= A {K, (x,5)y, (s)ds + [ (x). (1)

]

Bu tanliyin daqgiq hallini tapaq. (1) tanliyini
" ,h Y
y(x)= AZ{( [ 505,005 40+ £

soklinda yazmaq miimktin oldugundan bu tanliyin hallint
asagidaki sokildo axtarmaq tabiidir:

Fix)= /li(" Alx}y+ f(x). (2)
Burada ¢, (i =1.2.. .n)-sabitlardir. Hollin bu ifadasini (1)-da nazara

alsaq

AYCiay+ fx)= /jZA ()8, (s)| /‘E(, 4,(s!+f(s)st+ i,
el

i(',.q,(.x)- [(}: mHM]‘Z( 4(‘Jw|ds+ ZA():)B(\)JI(\)Q’Y
=i \i=i

a\ii ani=l

” " I 7k 3 n L
S = AZ,.I,(;)Z({ j/f,(‘s’).—lf(s)(!.s‘ ] - ZA,(X)( jB,(s)f-(_,.}d_ﬂ
P PRt Pl o oo \a

S

A7 funksivalar sistemi xatti asih olmadiglarindan

G-, =8 =12, (3)

h h
a, = [BAA, (vids. f = [B,(s) fls)ds

w

oldugunu alang.
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Forz edok ki, (3) sisteminin determinant D{y=0 . Onda
malumdur ki, bu sistemin yegans haili var. Tapdigimiz ¢, -lari (2)

dilsturunda yerins yazsaq (1) tanliyinin hallini tapms oluruq.

Molumdur ki, (3} sisteminin halli
D
Co==L (=12 .n
=5 ! )
soklinds olar. Burada
ay apn . a,
D=
qp) Ap2 QApp
Eail a. B a,, a,!
‘ .i
a:w L
i |
X e
[aul am--l ﬂn ar.“l X,

0, 1lo p, determinantinin (i, ) elementinin cabri tamamlayicisini

isara etsak:

n
Q:Z@g.
e

Onda

n [, _
(izzl—)’, (i=12,.m

i1

tapdigimiz bu qiymatlari (2)-da yerina yazsaq,
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H n D
Y ix)= AZA,(x)ZF”,B, = f(x),
¥ (x &ZA m jB (5)f (s)ds + fix).

y,(x)= Z D*i Aix)B, (s)]/mm + f(x),

a \ fo=t
v {x)= )‘J-R"(x.s;).)f(s)dﬁ— F(x

oldugunu alariq. Burada

R, {x.5.4) Z!)” A (x) B (5)

r,-r

funksiyasina & (x5} niivasinin rezolventi devilir.

§9. NUVONI CIRLASAN NUVOLIR ARDICILLIGI iLD
APPROKSIMASIiYAS]

[l név Fredholm integral tanliyina baxaq:
k
y{x):AIK{.V..\'J}’(.@M;+_/(x) (1)

Farz edak ki, K(x.v) nivasini {K,(x.<)}, ,, cirlasan niivalar

ardicilhr ils approksimasiya etmak olar, yani

K(x.5)= K (x,5)+8,(x,5),
tim max|§ (x.8)=0.

LE NP

(1} tenliyinds niivanin bu ifadasindan istitads etsok

3 b
yx)=A JK”(.r..\')y(s)a's + )..[é'”(x, sW(s)ds + f{x) (2)
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olduunu alanq. Kafi qodar bdyiik s-lar t¢iin &,(x.5» kigik

oldugundan tonliyin sag terafindoki ikinci inteqrali atmagq olar.

Onda
]
Y (x)= ZjK,,(x..v)y,,(s)dv + f(x). (3)

(3) cirlagan nivali integral tanlik oldugundan onun daqiq
hallini - y,,(x) tapmagq olar. Tapilan bu halli n-in kafi qadar boyik
qiymotlari {iglin (1) tanliyinin tagribi halli kimi gétlirmak olar. Bu
halda buraxilan xatan1 qiymotlandirak.

£,{x)= vix) - y,{x) igaralamisini aparsaq, (2) va (3) tonliklarindon

5 b
£,(x)=24 IK" (x.5), (s)ds + A IK,,(J..s')y(s)ds'

o

oldugunu alarig. Bu, cirlasmis niivalin 1 név Fredholm inteqral

tonliyidir. Bu tanliyin halli iigiin
*
yx)= /’.J!?,,(x.s;/i)_f(skis + Jix 4)
diisturundan istifada etsak:

] 3 [
E,(x)=4 jc)‘,,{_r,s)_v(.v)ds+ ).J‘R"(X,\J[AI 5, r)y(r)dr}

I

oldugunu alariq. Buradan

'gu(x); = |)‘i‘5n "VO‘.—“J - a) + ’{2 Rl.ltsll \'n(b - Ci'):, (5)
e, (o) < Atk - a)[l + LR (6 - a)].e\ oS

Kix,s}= K, (x.5)+68,(x,5).
8, = maxhié,,(x.s}f, Ng= ma)ijy(x)|,
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R = max |R (x5

L
asrs

Indiisa v,-i qiymatlondirsk. Askardir ki,

yixy=2 jK,,(r SW(s)ds + f(x)— Aj[K (x,5) = K(x, )}p(s)ds.

A

wWx)=A4 J!’1"(,,(Jn:.s)y(.s')ds + F(x), (6)
]
F(x) = f10)= A [[K,(x,5) = K (x| s)ds. (7)

{6} tonliyinin halli {i¢iin (4) disturundan istifada etsok:

13
Mx)= F(x)+ AR, (x,5)F(s)ds (8)

oldugunu alangq. (7)-dan
o 2 +1A8 (b -a)N,
oldugunu (8)-da nazara alsaq:

Bl < 2+ |48, 15 - )N, +AR (5 - al P,

VS RLE AR - a4 1418, (b a4 )4 R;(b-a)jvu
Farz edak ki,
A1, (b~ a1+ AR b~ a)]<1.
Onda

" I+ R (b -a) )
1= |AlS (b-ail+ AR (b-a)]

N, <

Bu giymatlandirmani (5)-do nozora alsaq. xata tiglin asagidak)
dilsturu almis olanq:
[+ 1R (b - a;]‘

(x) -y, (x) <{Alth - )"— '''''
Mx}=y, ()£ iAth - a If,zlg (b-all + AR (b-a)] "
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§10. CIRLASAN NUVONIN QURULMASI UCUN
BETMEN USULU
K(x,s) niivasini  approksimasiva edon cirlasmis K, (x.s)
niivasinin qurulmas: tgiin bir tsul (Betmen iisulu) verak.
K, (x.s) nlivasinin asagidaki barabarlikdan tavin edak:

K, x x) K(x,5) K,,(x,sz) K,,(x,s,,

Kos) Klon) Klaos) oo Klas,
KE!

|

K(xs) Klrg.n) K(xg.s) .. K(x,.5,

=0.

Burada x,, x,, ..., x

w3 s S, o s, - lab| par¢asina daxil olan

niqalordir. & determinantinin  birinci  stitununun  Gnsiirlaring

Kylesi+ . 0+ K(xp.s), 0+ K{xx) o 04 k(r,.s) saklinda vazib. bu

determinantr iki determinantin comi kimi yazdiqdan sonra & =0

barabarlivindan

Y Kley) .. /\"(,r,.\‘”)i
:K(,rl.s) Kxp.5) .. K(.q..s‘n)i
K (X ()= K(r,,s) K(_;;,‘,;\i) Kl(_x,;_-,s,,]‘
TR GLs) RgLs) hGam‘

l/{(x2,.5']) fi'(xz..sz) K(xz,s,,)l

;K(x,,,.\'l) K(x,,,.\'z) K(x,,‘s,,ﬂ

oldugunu alarnq. & (x.<})-in bu ifadasindan garsanir ki, bu nilva

cirlasandir. &, (x.5)-in asagtdak: sokilds da yazmaq olar:



] K(x,sl) K(x,j,,)
K{xi.s) KQps} oo Klaps,)

o k) K)o ks
Knlx,s)= K{xs) K(q,s) K(p.9) - K(x;,s,j
K(xa,51) Klxo.sa) K(xz,s,,}

K(sms) Klimsz) o Kool
Klxs1) Kloesa) oo Klxesy)
K(Xz,é‘]) K'(_tz,.\.‘z) K(Iz.‘\'ﬂ)

K(x,.51) K'(xq--“Z) _{((x
K(I],S:) J‘\'(]".SE) —ee K(Xl.,.\'n
K(Xz,.ﬁ']) f\‘(_!‘:..ﬂ'z) K(Xz.&‘

K(x”,s]) A(x” .\‘2) K(x.,;., s,,)
‘ K(A‘..\') K(.x,sl) .. K{x A\'n)
A (xy ) K(,\] 8 K(.\'| 5y

Buradan gdériinir ki, &,(x.s) funksivasi x=x, s=s, (i=12,...n) diiz
xatlorinda K(x,s) ila Gist — Gsta disiir.
Qevd edok ki, K(x.s) niivasini qiivvat vo trigonometrik siralara

ayirb. onlarin xiisusi camlarini da &, (x.5) avazina gdtirmok olar.
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§11. NUVONIN CIRLASAN NUVO (L3 9VaVZ
OLUNMASINA AID MISALLAR HOLLi
Ikinci név
o) 2 [K (x.sYofs i = 11(x) (M
Fredholm integral tanlivina baxaq.
Ogar «(v.s} nlivasi
K{x.s)= 3. 4(x)8,(s5) (2)
soklinda avaz olunarsa, onda Afx.s) ndvasi cirlagsan niiva adlanir,

harda ki. +(x) va B(x) (i=12...n) funksivalari [4.6] pargasinda

xatt asili deyillor. k(x,s) niivasi taqribi
Kl D4 (08,5 3)
cirlagan niva ils avaz edok va (1) integral tanliyinin taqribi hallini
oa)= 1)+ 23 1,) )
saklinda axtaraq, harada ki
o = [B ok (5)

(4) ifadasini (5) da nazars alsaq

h

= T8 sYofskis - 4 [ (05 e,4,6hs (-12...)

‘

Asagidaki isaromalari gobul etsak
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h

i = jB,(s)(r)(s)dv, A, = ']-A,(S)B,'(S)dg

a

alanq:

e, —Aic_,A,_, = f, (i=12,..,n)
1

Belalikla. ¢, -yo géro xatti cabri tanlikler sistemi alariq.

Misal.
vix)- ].s'h(xs)y{s)ds =1-x°

integral tonliyinin tagribi hallini tapin.
Halli:
K(x.s3=sh{x,s)
nitvasini Teylor sirasinin ilk G¢ haddi ila avoz edak:

(es) Cos)

shlx,s) = xs+ < 3 5
(Onda (8) tanliyinin hallini
)‘(x] —1-x"+ c,x +C2x3 4 cs)r5

yaklinda axtarag

Flxy=1-x" 4 = Ay =x' 4 =x", B(s)=5s. Bz(s‘):;—‘, By(s)=" ‘

(6)

(7

(8)

isara etsok (7) sisteminin amsallarim (6) disturlaninin kdmoayi ila

tapmagq olar:

i

Ji= I_[B. £5)/ (s)ds = J(* s ks = Lli ,

0 }
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7, = [B(s) s = -

3t

fi= JB (s)f(s)ds = —(

i

I, = _[71 sty = —-I-—,
P 1080
I

o= ALSWGE_AAL,
o 1320

Belalikla, asagidaki sistemi alariq:

1 1

1
<, :§C| +EC2 1"'7*(‘_1 +Z,

Ct—c +—
30 42 ° 54

cy +

s Jas =
s s

!

'73:

I
72

_t
288

5



1 ! 1 1

Oy = —— O h Oy by e,
840 1080 1320 © 2880

Bu sistemi iterasiya Gsulu ilo hall etsak alarig:

¢ = 03833,
¢y = 0.0273,
¢, = 0,0008.

Naticado (8) tenliyinin taqribi hallini asagidak: kimi alang:

) =1-x% +0,3833x + 0,0273x> = 0.0008x°

§12. FREDHOLM INTEQRAL TONLiYi UICUN ADI
ITERASIYA USULU

Yenidon [T nov Fredholm integral tanliyina baxaq:

h
.V{x)=i[K{x..s‘)y{.\')ds+‘}"(.r) (N

Farz edak ki, &(x,5), f{x) (a<x s <8 Kosilmaz funksiyalardir.

(1) tanliyinin taqribi hallini tapmaq Ggiin asagidaks qayda ila

ardicit yaxinlagmalar qurag:

A
y{xi=A4 J/\'(x,.s'}_y” sdds + f(x) (n=12,.) (2)

Burada y,(x) («<x <) ixtiyari kasilmaz funksiyadir. /7 = Cfa,p)

fozasinda ([4,5] parcasinda kasilmaz funkstyalar fazasi. ({a.8] ila

isara edilmisdir)

'
A(yi= A _[K(x.s)y(.s‘)d\' + fix)
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operatorunu toyin edak. Onda (1) tanlivini
y=A4(1) (3)
(2) ardical vaxunlasmalarini isa
B =AY, ) (n=12,0) (4
saklinda yazmagq olar.
(4) disturlar: iia toyin olan ¥a Yaxmlasmalarinin (3) tanliyinin
hollina yigildigint isbat edok.
Farz edak ki,
) <

[
a o M= max [K(x.y.
f‘J{b - a) asr b

Onda a(y) operatoru 11 =Cla.p) fazasinda tasir edir va sixan
operatordur. A(x.s) /(x) funksivalar kasilmaz olduglarindan 4y

operatorunun sixan olmasi iss asagidak: barabarsizlikdan GIXIr:

MO~ )< j}.]ﬁku..\-)] W)~ PlsWds <A (b - a)nja_;g y(s) - Ws)=

“iAMb-a)fy - 3, .
Y - ) S a - pjf{,, a=[AMb-a)<1.
Sixumis inikas prinsipini (19') tanliyina # =c{a.b] fazasinda
tatbiq etsok. asagidak: teoremin dogrulugunu almig olarig.
Teorem. Tutag ki, k(x.¢) va F(xt {a<xs<6) funksiyalan
kasilmazdir va

a=|}Mb-a)<i.

Onda (1) tanlivinin kasilmaz funksivalar fazasinda yegans
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holli var, bu holl (2) yaxinlasmalarinin limitina barabardir va

yifiima siirati agafidaki disturla tayin olunur:
i ; a” [
00 = 0 € = pol,

(2) yaxinlagsmalarini basqa formada da yazmaq olar. Bunun

ticiin asagidaki isaralamolori aparagq:

a

A
Kotxs)= A [K(x.0)K, (r.)dr (n= 1,2,..),l
Kolx,s)= AK(x,s)}. J

(2)-do n=1 gabul etdikda

h
nixd= Kooy, (n)ds + fx),
n=2 gotiirsok

Falxy= ljf((x,r)[ J'Ko(r,.\')yg(s}aﬁy dr+ fix),

<« J

b a
yla)= ﬁ A jii'(x. DN (T,3)d | v ($)ds + [(x),

I J

h
Filx)y= J‘Kn(x-f}yo(s)ci; + fix)

il

oldugunu alarg.

Forz edak ki,

s
v, ix}= IA'” Axs)y (s)ds + fx)

¢

Onda (2)-don

A
Vo lxi=2 JK{x.s Yy, (5)ds + fx),

u
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b A
Var(x) =4 IK(:,T){:J'K,,“ (r,s)yo(s)ds'] dr+ f(x),

sMow
Y {a) = [[&J'K(x. r]K,hl(r,s)er‘ Yolsids + f(x),

Yuuk )= [K Ctxhygis)ds + £,

o

Riyazi induksiya iisulunu tatbig etsak, ixtiyari » {igiin

5
»

¥u2)= [K, (x)vy(s)ds + fixi

o

§13. I NOV VOLTER TONLIKL3R UCUN ADi
ITERASIYA USULU
Biz faslin girisinda qevd etdik ki, Volter tanliyi {igiin els fakt
1sbat etmak olar ki, o fakt Fredholm tanliyi Ggln dogru olmasmn.
Indi belo bir fakti isbat edak.

I ndv Volter tanliyins baxag:
My =2 [Kirsypisrds + fix), (1)

Forz edak ki, K(x,5), fix) (w<x,5<h) funksiyatart kasilmazdir.
(1} tanlivinin tagribi hallini tapmagq Uciin asagidaki gayda ils

ardicil yaxintagmalr quraq:
vaxy = AfKxsyy, ((s)ds + fix, (2)

Burada da 5,(x) (a<x<8p) ixtivari kasilmaz funksiyadur.

Isbat edak ki, ixtivari 2 Ggiin (2) disturlar ila tayin olunan
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¥a(x} funksiyalart (1) tanliyinin yegana hollina yigilir. Asagidakr
funksional sirant nazardon kegirak:

Yol + D) = v 0]+ s [yp(x) - v, 0]+ (3)
Askardrr ki,

|i)"f—|(x) - yi(-‘ﬂ)é s ii;.ﬂ _ﬂ)f,(.v} - J’}—I{".}:d‘s (i=12..).
Buradan

2t =y sfa s " %L maxly (0 - ot

atx) =y [ A fAsCis - ayds .

(x — m

Lyatx) =y < {ajarf o &

oldugunu alang.
Farz edsk ki,

-y oy e

Onda

(,‘L’,,,I dv .
( M

o () = v, (2 <A ”j("l”) ot
I}"*'(X)"Y;(I)fﬁﬂz{;_'.JY(‘,(,f_f_rﬂ_
I

Riyazi induksiya tGsulunu totbiq etsak, ixtivari i=0.1.2,.. Ggiin

[)I\ \f? Cl')},

3,0 (x) =yt <

oldugunu alang,
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Buradan aling ki,

ey A=}

prd il
adadi siras: (3) funksional siras: i¢in majorant siradir. Bu adadi
stra ixtiyari 4 Ugiin vigildigindan (3) funksional sirasi iXtiyari
vefa,b] l¢ln yifulan olar.  (x) (3) srasimn  xisusi cami
oldugundan

limy, (xy=v"(x)

- H

olar. (2)-ds »—« sartinda limita kegsak »'(x) funksiyasinin (1)
tanliyinin halli oldugunu almis olariq.

Indi isa ?y,,(x)—}-'u)[ fargini gqiymatlandirak:
jy‘,,(x)u}-'(_r}ESill.lf _ﬁy,, ‘(s)—'v'(s)lcts'

barabarsizliyindan

‘( vy [5_!_‘?(’);0)]'

INEIE = maxy () - ) (4)

!
cldugunu alang. Bu distur ()] ardicith@inin " ox) funksiyasina
vigilma siiratini tayin edir.

(4) disturu (1) tonliyinin ixtivari halli tgtin dogru oldugundan,
agar bu tenliyin ikinci »(x) holli da olsaydi, onda

w i M -a) - -
Yalx) =y (X)Iiﬂ-i— (n'_f'_r (ffij;f_rn(s)-y (s} (5)

oldugunu alardiq.

Onda (4) va (5)-dan
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b7 -y s 0 - wof+ [yt - 7 ol s

b '-w-(i,_a)r (maxiyy (1~ (5} + (maxtyg(s) — " (s).
Burada »-» =-da limita kecsok,
Y=y
eldugunu alarig. Bu o demakdir ki, (1) tanliyinin holli yeganadir.
Belalikls, asagdaki teoremi isbat etmis olurug.
Teorem. Tutaq ki, K(xs). fix)e<x s<b)  funksiyalan
kasilmazdirlar. Onda, ixtivari 1 ticiin (1) tonliyinin kosilmaz
funksiyalar fazasinda yegana halli var. bu  hall (2)

yaxinlasmalaninm limitina barabordir va yigilma siirati (4) diisturu

il tayin edilir.

§14. XOTTI INTEQRAL TONLIKLOR
Ogar verilmis inteqral tanliys axtarilan funksiya xatti daxil
olarsa. onda bela tanliklar integral tontik adlanr.

Masalan
h
#0)= A [K(x,)p(s)ids + £ (x) (D

tanliyt ¢(x) axtarilan funksiya, f(x), &(xs) verilmis funksiyalar, 2
parametr olduqea xatti integral tanlik adlanir.

Burada K(x.s), «<x. «<p kvadratinda verilmis funksiyadir
va (1) inteqral tanliyin nivasi adlanir. f(x) funksiyasi isa tanliyin

sarbast haddi adlanir vo w<x<# parcasinda verilmis funksiyadir,
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Xoatti inteqral tanliklarin an ¢ox yayilmis noévii Fredholm va

Volterra tanliklaridir. (x) axtarilan funksiya oldugda
L]
Pla)= &IK(x,s)q)(s)ds + f(x) (2)

Tonliva ikinci ndv Fredholm tanliyi deyilir. Burada inteqrallama
sarhaddi sonlu va sonsuz ola bilar.
Hesab edocayik ki, x-dayiseni inteqralin hesablandigi [a.5]
par¢asinda dayisir. |
Fredholmun tanliyinds niiva K(x.s) va sarbast hadd /(x)
miivafiq olarag
(=fa<x,s<h]

kvadratinda vo [a.6] pargasinda kosilmaz va yaxud

}]K{x,s)!:dtds< +x (3)

W

j ) dv <o (4)

saklinds olar.

Inteqral tanliyin nuvasi (3) barabarsizliyini 6dadikda ona
Fredholm ntivasi deyilir.

Ogor /=0 olarsa, onda inteqral tonlik (2) saklinds
bircins, fix)#0 olduqda isa geyri-bircins adlanir.

Qeyd etmok lazimdir ki, (2) tanliyi aslinds  bir tanlik deyil,

0 adadi 4 parametrindan asili tanliklar ailasidir.
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Birinci ndv Fredholm tonlivinds axtanlan funksiya inteqgral
isarasindan konarda (xaricda) istirak etmir. Sad> halda birinci név

Fredholm tanliyi asagidakt kimidir:
h
[K(xgts)ds = £(x), (%)

bu halda da nitvanin A(x,s) vo sorbast haddin f(x; yuxandaki
sartlori 0dadiyi farz edilir.
Masalan:

@(x) = 2[K(x.s)qp(s)ds+f(x}. asx<h, (6)

1]

integral tanliying ikinci ndv Volterra tonliyr deyilir.
ox) = ;.]K(x,s)fp(s)d.s-

inteqral tonlivi ikinci nov bircins uVolt{:nfa tanliyi adlanir.
[K(xs)os)ds = £1x), (7

integral tanliyi I nov Volterra tanliyi adlanur.
Qevyd edak ki.
{K(x\s), s<x olduqda

Hix,x) =
0. s>x oldugda

nilvasini toyin etmaklo Volterra tipli inteqral Fredholm tipli

inteqral tanliys gatirmak olar.

§15. QEYRI-XATTI INTEQRAL TONLIKLIR
Qeyri-xatti inteqral tonliklarin an ¢ox genis yayilmis névi
Urison tanliyidir.

Urison tipli geyri-xatti inteqral asagidaki kimidir:
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h
P(x) = {K(x,s5,00))dds (1)

K(x,;5,¢(s)) funksivasi adaton a<rssh -M<g<M coxlugunda
kasilmaz hesab olunur. Urison tipli integral tanliyinin xisusi hal
Hammerstevn tonliyidir, Hammersteyn tanliyi (1) tonliyindan
K(x,5,0(5)) = K(x,5)F(s,9(s))
oldugda ahinir. Hammersteyn tanliyinin timumi sokli asagidaki
kimidir:
o) = 2 K .5) (5.5 e, @)

harada ki, K(x.+}-Fredholm tipli niivadir.

h hb
@)= f(x)+ 2 ]’ K (x,5)(s)ds + 1z j f K (2,5, 2)( s ) = yedscd= (3)

. du

soklinds  olan integral tonliklara isa Lyapunov-Lixnayensteyn

tanliyi devilir,
PO = [Fix,s.005))ds (4)

soklinda olan tonliys iso Volterra tipli geyri-xatti inteqral tonlik
deyilir. Burada /(x.s,¢) funksiya arqumentlorin x,s,¢ kiillitsiing
goro
asxs<h -M<ps<pm oblastinda kasilmaz hesab olunur.
Volterra tipli qeyri-xatti integral tonlik bir tertibli adj
diferensial tonlik iiciin Kosi masalasinin halli na gatirilir.

Dogrudan da farz edak ki,
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du
[E;—F(x,u(X)) (5)
ul(ay =u,
Kosi  mosalasinin hallini tapmaq talob olunur. w(x) hallini
diferensial tanlikds yerina yazaq, onda biz

dugl = F[x,u(x)], Yxe [ab]

cvnilivint alariq. Eynilivi [«,x] par¢asinda inteqrallasaq
w{x)=u, + j F(s5,u{s))ds. (6)

alaniq. Demali. agar u(x). (5) masalasinin hallidirsa onda o ham da
(6) inteqral tanhiyini do ddamolidir. Asanligla. ks takiifin dogru

oldugunu gdstarmok olar.

§16. QEYRI-XOTTI INTEQRAL TONLIKLIR UCUN ADIi
iTERASIYA USULU
Indi isa gdstarak ki. adi iterasiya tisulunu geyri-xatti integral
tonliklars da tatbig etmak olar.

Qvvalea geyri-xattt Fredholm tipli integral tonliys baxag:
wixy= /‘.]l\'[x,x;_;-'(s)}ds + fix). (1)

burada K(xs)) (asx sgh —m<y<s) V2 f(x) (a<x<b) verilmis
kasilmaz funksiyalardir.
(1) inteqral tanliyinin taqribi hollini tapmaq Ugiin asagidaks

gayda 1ls ardicl yaxinlasmalar quragq:
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b
Yaoix)= 2 [Kix sy, (s + fx)  (n= 1.2.3,..) (2)

burada y(x,) (a=x<p) ixtiyari kasilmoz funksivadir.
Farz edok ki, &(xs:y) (@<x,52b, ~w<y<+x) funksiyast y -3
nazaron Lipsits sartini ddayir:
IK(x,5:9) - K(x,s5: i<y - .
».(xy yaxmlagmalarinmn (1) tanlivinin hallina yigtldigini isbat
etmak ii¢lin sixilmig inikas prinsipindan istifada edak. Bunun li¢iin

H =(la,bl,
b
HNyy=2 J‘K[x.s:‘v(.v)[ds + fi(x)

goturak.
Askardir ki. A4y) operatoru Cla.t) -da tesir edir ( k vo f
kasilmaz tunksiyalar oldugundan).

Tutag ki. s 10y, 5(x)e la.b). Onda

[ - M) < Wﬁle sy - K|x.5: 55l <M|Lﬂy(s)— Polds <
S\ igb - alfy - yh
[y - AP <aly - W a=lAlLe-a
oldugunu alarq.
9gar a <1 oldugunu farz etsak, onda A{y) operatorunun ([a,5]-
da sixan operator oldugunu almus olang:
Belalikla, sixilmis inikas prinsipindan istifads etsok asagdaki

teoremin dogrulugunu almis olurug.
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Teorem. Tutaq Ki,  K(x.sa), f(x) (@<x,5<b,—0<y<too)
funksiyatart kasilmozdir va K(x,s:y) funksiyast y-2 nozaran Lipsits
sartini ddayir. Ogor
a = Lb-a)<i (3)
sarti 6donarsa. onda (1) tenlivinin kasilmaz funksivalar fazasinda
vegana halll var, bu hall (2) yaxmnlasmalanimin limitidir va,

nahayat, yvigiima siiroti

b0 - 1o, < ]—‘f";u_y. Sl
diisturu ils tayin edilir,

Qeyd edak ki, A(xs;y) funksiyast y-2 nazaran Lipsits sartini
i—c+x) Intervalinda deyil, |-r.r| par¢asinda Gdayirsa, onda a(v)
operatoru |y, =r kitrosinds sixan operator olacagdir. Ogar alava
olaraq

U+ M b - ayse M = maxb‘f\'(x..s';}-')‘
Ve

oldugunu farz etsak. 4(y; operatoru §y), <+ kirasinda tasir etdiyini
almig olariq. Onda sipalmig inikas prinsipini S ={yeCla.b]:|yf<r
kiirasinda

y=A4y)
operator tanliyina totbiq etsok, (1) tonliyinin s kiirssinda yegans
halli oldugunu, (2) yaxinlasmalarin bu halis yigidigim almis

olang. Yigifma siirati (3) diisturu ila tayin olar.
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Nohayat, bu paragrafin axirinda qgeyri-xatti Volter tonliyino

baxagq:
yix)=2 J-K[x. syss + Fix). (4)

Isbat edak ki, (4) tonliyinin toqribi hallini tapmaq iiciin

qurulan
Y2 = A [Kxsey, (s + £(x)  (n=1.23..) (3)

yaxmlagmalan, ixtivari 4 igiin ((3) sorti 6donmoadan) (4)
tanliyinin hallina yagilir (xatti tanliklards oldugu kimi).
Teorem. Tutaq ki, ZMA) X J’Y}‘ F(xX) (@S0, 55h o< y< o)

vy = w0,
funksiyalart kasilmazdir va A x5 41 funksiyast -3 nozaran Lipsits

sartini 8dayir.
Onda (4) tanlivinin yegana holli var. (5) vaxinlasmalari bu
halla yigalir va yigilma siiroti asagidaks diisturla tavin edilir:

) ! .
00 - v, < EHEZAy (6)

nt

Isban. (5)-don

Iyml(x) - )'"(x)! < ’).ij.f_v",,(.\') - y"(s)lci\'.

a

[[ j/(h ay”

Vet (3} =y, (x) € 00 = vatoy

oldugunu alariq. Buradan ¢ixir ki,

x fiAlLgh -
12 —yaﬁt-zlk‘—-g .*i)}:

1=l "!



vigtlan adadi sira
Yo%)+ D (3 (x)y,(x))
4=1

funksionai sirasi igiin majorant sira olar.

Ona gora do bu axirinct sira, yani y, (x) ardicillign ylgllén olar.

(5)-ds limita kegsok (n— =-da) y,(x)-in (4) tanliyinin hollina
vigiidigin alariq.

(6) barabarsizliyt xatti tanliklarda oldugu kimi isbat olunur. Bu
harabarsizlik ixtiyari hall figiin dogru oldugundan hollin yeganaliyi

ds isbat olunur.

§17. VOLTER-FREDHOLM INTEQRAL TONLIYI
Bundan qabagk: paraqrafiarda, 11 ndv xatti Volter va Fredholm
integral tanliklorini hall etmok Ggiin tagribi tsullan arh etdik. indi

isa agagidaks kimi xatti inteqral tanliya baxaq:

wMxl= f{x)+ _[K(LA'))'{-*’)("[S‘* Ik’n(x,s)y{.‘;)ds. (l)

Burada K (x.s), K(x,5) (@S x.5€b). fix) tasx<h) funksiyalan verilmis
kasilmaz funksiyalar, yx) is» axtardan funksiyadir. Machul
funksiya ham Volter va ham ds Fredholm inteqral operatorlarina
daxil oldugundan bu tenliys Volter-Fredholm inteqral tanliyi
deyirlar.

Qeyd etdiyimiz kimi, (1) tonliyini Fredholm inteqral tanliyine

gatirmak olar va Fredholm integral tanliyi {iglin verdiyimiz tagribi



a7
usullar bu tanlik igiin da verily bilar. Lakin (1) tonliyi iiciin ela
tagribi tisullar verilo bilar ki Fredholm tonliyi iiciin yararl
olmasin. Asagida bela bir iisu} sarh edilir.

Forz edak ki, «,(x.5) nitvasi cirlasan niivadir, yani
Kﬂ{_r,.v)=Zaf(.r) b(s5).
(35) tanlivinin togribi hallini tapmaq ig¢ln asagidaks kimi ardici|

yaxinlagmalar quraq:

J-[;(«\‘--Y) = /(I]

o yRs (2
yoley=f (x)+ II\(,\',.‘.')y",,(.'.'}r,f.tf1L Za,(x)b,(.s‘) v,,(.'.')ds.i

/=1 §
FANEIE J-K(X.s)y"’,(.v)d\'

tsaralomasini aparsag:

AT m 3
)mm:ﬁan+ﬂzmumu¢mnm (3)

al it -
oldugunu alarnq. Bu cirlagsan niivali Hl ndv Fredholm inteqral
tonhiyidir. Gastardik ki. {(3) tanhvinin halli asagidak: diisturla tayin

olunar:

»
Y= Lo+ [RGus), () (4)

Burada

I m
Rix,5) = })_,,,ZJDUG' (x]b,,(s) .



Ma, a . g

a, . lra

al

A
a, (x.5}=— J’b,(.s')af (s)ds,

1]

D, isa D determinantinin &, elementinin cabri tamamlayicisidir.

£, (x)~in 1fadasini (4)-da nazaro alsaq:

x h \
yx)=f(xy+ jK(_r,.s‘)y”_‘(s)dj—f- jl{(x..s‘) fisy+ jKl\.\',r)yn,,(r)dr ds

i

vo vaxud
yx¥=fxy+ IR{X,S]f(.\')dS + '[K(x,s)y"_,(.\')ds-f—
h LY ‘ ‘ (5)
+ ”R(x..s)lx'(x,x)y,, Arndrds.
volx)= f(x} oldugunu nazara ahb (5)-do »=12.. gabul etmakls

fv, (o ardicilifinin bitiin elementlarini tapmagq olar.
indi isa sarh etdiyimiz {isulun hallo vigilma siiratini tapaq.

¥ (x) s (1) tanliyinin dagiq hallini:

T .
y'(x)zf(x) + J‘K(x,.';)y‘(s)d.s' + jKo(x,s)y‘(s)ds,

o

y,(x} 113 tagribi hatlini:
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Yolx, 5= fix),

]
x h [
Puld) = S00) 0 [Kxs)y, (s)ds + [Ko (x50, (s)ds b

(n=1,2,.). j
isara edok. Onda

Puld) =3 (x) = [K(xs)y, (0 - v es)lds +

b
+ IA'O(.r,a')[y"(s) - y‘(S Vds.

u

EAX)= 3 (x)— v (x) (i=

1,2....) isaralomalarini aparsaq:

Iy A
£,40)= [K(x.s), ,(s)ds + &y (esie, (s)as

oldugunu alanq.

ELxy=1F {x}+ J-l'\'u(x,s}e‘"{.s‘)ds

It

cirlagan niivali H név Fredholm inteqral tanliyvini almis olang
(4) ditsturundan istifada etsak

A
ELXV =y () + [RUxs)E,  (s)ds

]

oldugunu alariq. Buradan

v b
£4x= {Ktas)e, (s)ds ~ jn(x,s)[x(.v.r)g,,_,mdr]dx

yaxud

T b
efx)= jK(x,s)f,.,;(.s)ds + IJR(x,s}K(x,.s')g,,_,(r)drds.

gy

M =maxK(x,s), R= max|R(x, s}
(r.a) {xrx}

(6)

(7)
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isaralomolarini aparsaq:

‘ b
g ixij< M 'ﬂsn,‘ (s)ds + MR”I&,,_ Arfdrds <

x ’ tox " ) x ] \b
< M j‘s,, Vs + MRIﬁgn Wr)drds =M J]E",'(A')kis + MR( _ﬁf:,, ,(r)idr JIds=
o . u Kil a

=M e, (5 + MR+ b - fle, (s)lds = MU+ R(b a)]]ig,, J(s)ds,

le 1) a’dﬂ'f,, (s, a =M+ R(b—a)l.

n=1 gabul edak:
Elx)sa ‘ﬂso(.s')kl.v Sagy(x-a),
£, = max g, {x}|

n=2 gotlirak:

Eix)|<a ﬁz:,(s]u.s <a J'[afan(s ~alds=a’s, j(.\' - alds,

: sfx —-a)
& 7(x)} < Ly ———j!.._._
Farz edak ki.
[ -l
£, x) seat T
‘ (n—1y

Onda

¥ . u! A] _ n
jf,‘”(x)i <@ f[gja" : (i—-—q)—-—. }ds =ga" {_{__f')_

. in—1)! n

Riyazi induksiva iisulunu tatbiq etsak, ixtiyari » ii¢iin

lztx -] R [aip - oY
0 =&

n nt

ib‘n(xﬂ = %yﬁ[_\'} - y.(x)| <z

oldugunu alariq.
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Beloliklo, agagidaki teoremi isbat etmis oluruq.

Teorem. Forz edak ki, Koix.s). K(xs) (a<x s<b) funksiyalan
kasilmazdir va Aotx,s) cirlasan niivadir, Dgar D«0 isy onda (1
tanliyinin tagribi hallini (5) duasturu ila tapmaq olar vs yigilma
stirati

Iy,,(x) - y'(x)‘i < La—(b—;gﬂ-m:ax‘y“(x) - y'(x)!

diisturu ila tayin olunar.

Qeyd. Biz Volter-Fredholm integral tonliyi tigiin Kolx,s} niivasi
cirlagan oldugda, adi iterasiya disulunun bir modifikasivasin;
verdik v tisulun yigilma siirating qiymatiandirdik. Malumdur ki,
Aules) nilivasi cirlasmayan oldugda da bazi hallarda IT nov
Fredholm tantfivinin hallini tapmaq olar. bu o demakdir ki. Yo(x)
yaxinlagmalanim (6) tonliyr vasitasils, &,(x.s) niivasi crrlasmayan
olan halda da tapmaq olar. Bu hal giin tisulun yigilma siirati
asagidaki qayda ils giymatlandirilir.

M, = maxiK (x,5)|
[EAY
isaralomasina gabul etsak. (7)-dan
Efxfs M ﬁaﬂ J(S)ds +M, ﬂé:”(s)[df (8)

oldugunu alangq.

Bu barabarsizliyin har tarafini [@.5] pargasinda inteqrallasaq:

A his )
_ﬂg,,{.xlidf =M ﬁs,, ,(s)fdr]d_c +M (b -a) ﬂe,,(s)]ds.

AN
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Forz edok ki,
Myb-—-a)<i.

Onda

h M f]{x
!"ﬂfﬂ{ X )kl'\ < - ‘_MO (E-:‘(E“ !‘\ [;”&'n,I (.5‘ l;dr}ds

Bu givmatlondirmani (8)-da nazars alsag:

, g Mmt
[E,,{X)|S,Mﬂ - I(S)Idf"' gy, (b— a) ; r e s 1

o

ek o oo o S0

ﬂ,,.(s)ﬂs

‘ [ Myb-—a
le 43 < .{-IL! +— SN AT am} _[ 5 W

]] £, (),

O

[ Me-ar 1 e,

e, (5)] < [

l-Myb—a)| '

” M(b-a)
g IS [}-—_ = - ———,
e k<, nt’ g Lo My(b - a)

Belaliklo isbat ctdik ki, ixtiyari K.(x.s) nivasi lgiin (6)
yaxmlagmalar, Ar46-a)<1 sorti 6dendikda (1) tonliyini hallina

vigiir va yigilma siirati
ety efs -

diisturu i15 tayin olunur.
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§18. SIMMETRIK INTEQRAL TONLIKLOR
Fredholm integralinin niivasi oz qosmasina barabar oldugda
ona simmetrik niiva deyilir:
K(x.s)=K"(x.5)= K{x,s) (1)
OQgor niiva haqiqi funksiyadirsa, onda simmetrik niivanin tayini
asanlasir;
K(x.s)= &(s,x) (2)
Simmetrik niivali Fredholm operatoruna  simmetrik  operator
deyilir.
Ogar « operatoru simmetrikdirsa, onda
K=K
Simmetrik operator iiciin, yani oagar ofx) va w(x) kvadratik
camlanan funksiyalardirsa, onda qosma operatorlar arasindak)
(Kpw)=lp.k"w)
borabarlik
(Kew)= (. K w) (D)
saklina diigor.
Nivasi simmetrik olan integral tonliklare simmetcik inteqral
tanliklar deyilir.
Ogor K{x.s) nilvasi - simmetrikdirsa, onda biitiin
inteqrallanan  niivalar  simmetrikdir. Haqigstan do qosma

operatorlar (iglin olan
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(€] ey

barabarliyi simmetrik hal {i¢iin asagidak: kimi olar:

(&) =k
Sgar (k") operatoru «- operatoru ila Ust-lsta diisarsa, onda
(K"g).gu): ((p,K"w) n=12,. (3)

§19. SIMMETRIK TONLIKLOR HAQQINDA OSAS
TEOREMLOR
Teorem 1. Simmetrik niivali integral tanlivin xarakteristik
adadi hagiqidir.
Isbati: Tutaq ki, 4 -xarakteristik adad.
s (x)= 4K, (1)
Maxsusi funksiyanin toyinina géra ¢,(x)# 0, ona gora do o’ >0,
Qeyd edok ki, 4, = 0 olur, aks halda (1) baraborliyindan alinar ki,
¢,{x)= 0. (1) tonliyinin hor torafini skalyar olarag ¢,(x)-2 vuraq:
(902} = 2, (Kpy.0,)
buradan

| (Koy.0,) :
o=l (2)
I

vo kifayastdir ki. (Key.0,) skalyar hasilinin hagiqi  oldugunu

géstarak. (D) baraborliyina asasan
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(Kog.00)= (00 K@,)
ancaq skalyar hasilin
(&.1)=(73)
Xdassasina gors
(00 Ko )= (K, 0,)
Bu o demokdir ki, qosmasina barabar olan (Kep.0,) adadi
hoqigidir. Onda (2) diisturundan alinir ki, 4, adadi da haqiqidr.
Teorem 2. Mixtalif xarakteristik adadlara uygun simmetrik
niivali tanliyin maxsusi funksiyalan 6z aralarinda ortanormaldir.
Isbati: Tutaq ki, 4«4 simmetrik K(x,s) niivasinin
xarakteristik adadlori, ¢ (x) va .(x) isa onlara uygun maxsusi
funksiyalardir.Bu o demakdir ki,
o{x)= AKe.pdx)= A Kg,
Birinci barabarliyi skalyar olaraq ¢,(x) funkstyasina vuraq:
(@,.0,) = (1,K0.0,)= 4(0,. K0,)

Ancaq Ag. r-i—(o: oldugundan

((DlaA'V’:):{(ﬂw‘;ﬁ'(f’:J: }:I:((!’M":)

burada teorem 1-3 asasan 4, hogiqi oldugundan skalyar hasilda
mdtariza igarisindan gixarmaq olar.

Indi isa
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A
(@l i) }= ;""(q’l s@z)

vo ya

o
P1-<h @n(‘-’z)zo
U4

Ancaq 2, = 4, oldugundan alinir ki,
(o, G’z) =0
feorem 3. Simmetrik nitvanin  maxsusi funksiyalann

ardicillifinn ortonormallasdirmaq olar.
Xarakteristik adadlari onlarin miitlaq qiymoatlorinin artmas:
istigamotinda ndmralaysk:
A Ay,
Ogor buniar har hansi  simmetrik  nivonin  xarakteristik
adadlaridirsa, onda uygun maxsusi funksivaiar

0, ()., {x) 0, (x)...
olar ki, burada
@, (x)- 2, ka, =0
Vo

_ O,/ =k
o0 )= ek

§ 20. XARAKTERISTIK 9DODLIRIN VARLIGI
HAQQINDA TEOREMLOR
Aydindir ki, bir ne¢a Fredholm operatorunun hasili da

I'redholm operatorudur. » sayda eyni bir k¥ Fredholm
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operatorunun hasili k¥ operatorunun » -ci doracas; adlanmir va k-
kimi isars olunur,
Aydindir ki,
K'p = K(K@).K" () = K(K" ")
Operatorlarin hasili assosiativiik xassasina malikdir, onda
agagidaks iimumi formula dogrudur:
K@ =K™(K"™p). O<man,
Buradan avdin olur ki, Fredholm operatorun giivvati da

Fredholm operatordur. &~ operatorunun K ,(x,s) ila isara edak:

R
K'g= (K, (x5 01s).

o

Aydindir ki,
K (x5} = K(x,5).
K, (x.5} nUV3S! K(x.s) Niivasi n-ci iterir olunmus niiva adlanir.
Lemma 1. Ikinci iterir olunmus nivanin  xarakteristik
adadlar ¢oxlugu birinei niivanin xarakteristik adadlar coxtugunun
~ kvadraty il> tst-iists disiir.
Qeyd edak ki, bu lemma ham da simmetrik olmayan niivalar
tigtin da dogrudur.
Natica I. Tutaq ki, i, adadi A(x,s) nlivasinin xarakteristik
adadidir va ¢,(x) uygun moxsusi funksiyadir. Onda
@ (x) = 4K ¢,

ifadasini nazars alsaq



Polx) = 2,K° g,

va va daha daqgiq
b
@0 ()~ A& [K,(x,5) po(s)eds = 0.

Bu baraborlik  gostorir ki, 4 adadi  @,(x) moxsusi
funksiyasina uygun &,(xs) niivasinin xarakteristik adadidir.
Natica 2. Tutaq ki. 4, adadi x,(x.s) niivasinin xarakteristik
adadi va p,(x) uygun maxsusi funksivadir. Onda
@olx)— 1K g, =0
basqa s6zls
(1= 21,K 7 )p, = 0.
A operatorundan asili ifadani adi qaydada toplamaq va vurmag

olar:

(U= \tty K} + a5, K Yo, = 0. (n
Tutaq ki,

(U=, K} 0y = wix). (2)
Ogar w(x)=0 olarsa, onda (2)-don alinir ki, Vi, adadi gyx)

maxsusi funksiyasina uyZun K(xs) niivasinin xarakteristik adadi
olar. Agar (x)= 0 olarsa, onda (1)-dan

U+ i Ky =0
olar ki, buradan da -4, adadinin y(x) maxsusi funksiyasina
uygun K(x,s) nitvasinin xarakteristitk adadi olar. Lemma isbat

olundu.
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Qeyd edak ki, bu lemmani » t¢iin ds isbat etmak olar.

Lemmadan ¢ixan natica: DEOr K(x,s) nilvasi simmetrikdirsa,
onda ikinci iterir ntivanin xaralteristik adadlari miisbatdir,

Teorem (Xarakteristik adadlarin varligt hagqqinda teorem).
Eynilikls sifirdan fargii biitiin simmetrik niivalarin he¢ olmasa bir
xarakteristik adad] var,

Teoremin isbati iki hissadon ibarstdir:

) Osas borabarsizliyin ¢ixariimast;

2) Teoremin dztintin isbat.

Isbat edak ki, &,(x.s) niivasi he¢ olmasa bir xarakteristik adada
malikdir. onda lemma I-don almir ki, K(x,5) niivasinin da
xarakteristik adadi var.

A mistovisina vo va , misbat odadina baxaq ki, |35y
¢evrasinda  K,(x.5) niivasinin xarakteristik adadinin  olmamas;
xassasina malikdir.

Ixtiyari y(x) =0 funksiyasins gotiirak va toza

A
flxy= gal'x)—,u‘K"Q): rp(x)u;thz(x.s} o(s) s (3)

a

funksiyasini quragq.
Aydindir ki, sixyz0 ., ¢inki oks halda . adadi K,y(x,s)
nivasinin xarakteristik adadi olards.

(3) ifadasinda f(x)-i malum hesab edib e(x)-3 2612 hall edak:
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A
X = f(x)y+ u j‘F(x! s )/ (s)es .

Harada ki, 1(x.s;e) ila K.(xs) niivasinin  rezolventas: isara

olunmusdur. Sonuncu ifadani f(x)-2 skalyar vuraq:

Eh .
(@ /Y= + u [ [Ttass a0 f () f(Fdxds. (4)

Gostarak ki. (4) inteqrali manfi deyil.
|4 <u dairasinda  K,(xs) niivasinin  xarakteristik  adadi
olmad:gindan hamin dairoda rixs; 4 rezolventasi miintazomdir,

onda ikigat inteqral

hA
jfﬂ_x.x; ﬁ.).f'(s)g(?)dxds

wd

homin dairada kvadratik cemlanan fix) va g(x) funksiyalart neca

olsalar da ikigat integral miintozamdir, onda geyd olunan dairadoa

A b
”F(,r‘ s A (s (x Y ds

integralt da miintazamdir. Bu inteqralt 4-nin qiivvatino géra siraya

ayirsaqg

Ak o ,

”f'(x.s:2)_/'(_\-);‘{”4“5 - Za";_,, ¥ (5}
we niald

Burada 2 = 4 forz etsok, alarig:

J-J’r(xss-jR).f(-ﬂﬁ-ﬁd)’d’.&‘:iamu""' (6)

wu

Bizim magsadimiz «, = 0 oldugunu géstormakdir.
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a, omsaimnr asagidak: kimi tapmaq olar. i-nin modulu kifayat
gadar kigik olanda (k) = x> va K.tx.s) Gelin n-ci iterir &, (x.5)

olarsa, I'ix,s;2) rezolventas: siraya agagidaki kimi aynlar:

Plestd) =3 3K, (x5, (7)

n=|
Kicik 4 tigln (7) strasint kvadratik camlanan funksivaya vurub

hadbahad integrallasaq «, amsalim alang:
@, = [[K. 0o f ()T (0 dr ds (8}
(8) ifadasini sadalasdirsak alariq:

Id
JA sy (s)ds = K77 r .

Buradan
@, = (K F )= (K"K [). f)
Va
(’\ :”(47-14") - (w’ K"w): n= Ij,
disturuna asason
@, =KL K=l 20

Onda (4) ifadasi asagidaki sokla diigar

w N =f + 3wl g (9)
A=l

(9) idasaindan alinur ki.
(0. [1>0.
(3) tanliyina qayidaq. (3)-iin har tarafini soldan skalyar olaraq

@(x)-3 vuragq:
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(0.f)= (9. 0) - 1p, K )
Koy =(g,Ki)
barabarliyina asasan alarg:
(0. K20) = (9, K (K@) = (Ke. KoY = [Kof
v3 buradan
. ) =lof’ - ik ol (10)

tp. £+ >0 oldugundan (10) ifadasi miisbatdir. Buradan ahnq ki,
b by .
0 e A (th
A

(11) tfadasi istonilon kvadratik comlanon e(x; funksiyasi iigiin
dogrudur.
Qeyd edak ki, (11) ifadasinds x cladir ki, |4< 4 dairasinda
A tx.) ndivasinin xarakteristik nitvasi yoxdur.,
indi farz edak ki, X.(x.s) nilvasinin bir dans da xarakteristik
adadi yoxdur. Bels olanda 4 adadini istanilan gadar boyiik
gétirmak olar, 4 -5« sartinda limita kegsak alariq:
Ikl <o.
Buradan
Kp=10,

Basqa sozla

P
_[K(x. Sypis)ds =0.

Asanligla isbat etmoak olar ki, bu halda da
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Kix,s)=0.

Hagqigatan do ixtiyari qayda da -j eia qeyd etmoak olar ki,
A
ﬂ/((x.s); Tdx

inteqralimin moanasi olsun,

Ogar x geyd olunarsa, onda k(x.s) niivasi s-in funksiyasi olar.
#s) funksiyasinm avazina xx.y gotirak. x-in secilmasing gora
K(x.s) funksivasi kvadratik camlanandir. Biitiin x ¢ {4,5] li¢tlin (12)-

dan

P
_ﬂK(x,.\')j ‘ds =0

oldugu alinir ki, buradan da
K(x,5)=0
olur.

Beldlikla. &.¢x % niivasi bir dana xarakteristik adadi olmad.g)
halda da x(x.cy=0 olur Q2ar K(x.s) =0 olarsa, onda K. (x.5)
niivasinin he¢ olmasa bir xarakteristik adadi olar. Onda lemma 1-3
gora verilmis niivanin he¢ olmasa bir xarakteristik adadi olar.
Teorem isbat olundu.

(11) ifadssina qayidaq. Ogor W<, dairasinds Ky(x.5)
nivasinin  xarakteristik ntivasi yoxdursa. onda (11) ifadasi
dogrudur, basqa sbzis dessk, agar 4 hamin niivanin xarakteristik

adadlarinin an kigiyindan kigikdirsa, onda (11) ifadasi dogrudur.



84

Tutaq ki, 4 adadi k(x,s) nGvasinin xarakteristik odadisrinin

miitlaq giymatinin an kigiyidir, onda .’ adadi K, (x.5) niivasinin

xarakteristik adadlorinin an kigiyi olacagqdir, bu halda 3gar p< Al
olarsa, onda (11) dogrudur.

#— 4 gortinda (11)-dan limita kecsak alarnq:

Iko] <

i (13)

(13) baraborsizliyinds ¢(x) = ¢, (x) vazsaq. onda boraboarlik isarasi
dogru olar: harada ki, ¢(x funksiyas: K(xsj niivasinin A
xarakteristik adadino uygun maxsusi funksivadr.

Hoqigatan da, bu halda

@ (x)=A4 Ko,
buradan
1
Ko, = Z%m
va
”K(DI H - !’1 !EIQI "

Buradan bels notica ¢ixarmaq olar ki, simmetrik Fredholm

operatorunust nermasi

WI<

ifadasina  borabardir, harada ki, i adadi hamin operatorun

xarakteristik adadlarinin modulunun an kiciyidir.
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§21. HILBERT-SMUDT TEOREMI
Simmetrik &(x.s) niivasing baxaq. Tutaq ki, hamin nitvanin
xarakteristik adadlari va maxsusi funksiyalar1 malumdur:

Adyo A

w(x)‘wl(x)'Wm(I)‘ (] )
Tutaq ki, maxsusi funksivalar ortonormaldir, xarakteristik adadlar

isa

sartini 6dayir
Yeni niiva diizaldak:

rW

KYx s} = K(x,s)- z (2)

Aydindir ki, £“Nx ) simmetrik niivadir. Hagqigatan da

A("Jcr Kix.s)- ZQ’(W “(xa)

K{x.s)- simmetrik ntivadir va 4, haqigi adaddir.

Lemma 1.

A

PR Ty 2

wmn('r)s(a,,‘g(x),...

ardictliglar £*(x,s) niivasinin uygun xarakteristik adadlarini va

A

moxsusi funksiyalar sistemini togkil edir,
Haqigaton da (1) ardiciihgindan  m>+» olanda bir-birins

uygun A, va ¢, (x) funksiyasini gltiirak va
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o) =0, () 4, [Keslo,(Ms (3)
ifadosini diizaldok. Burada & %Y (x,5)-i (2) diisturu ila avaz edak
)=o) 0 ks - 2,32 o

@.(x} va 4, uygun olaraq «(x+) niivasinin maxsusi funksiyasi va
xarakieristik adadi oldugundan kvadrat métariza i¢arisindaki ifads
stfira barabardir,

Moaxsusi funksiyalarin ortoqonai oldugundan
£ —
J‘ﬁom{-")(”,@“ = (wﬂ‘l'—¢j )= 0 » MmF /

Beloalikla, aling ki, afx)=0.

Ancaq (3) ifadasi & "(x.y) niivoli inteqral tonlivin sol
tarafidir vo buradan aling ki, m>» olanda ¢,(x) va 4, funksiyasi
£™{x.s) nivasinin  uyfun xarakteristik adodi va maxsusi
funksivasidir.

Natica I, Ogar ancaq A{xs) nivasinin » -dan gox
xarakteristik adadi varsa, onda miitlaq giymatca an kigik olan 2, ,
adadi A" (x,s) niivasinin xarakteristik adadidir.

Xisusi hala baxaq. Tutaq ki, verilmis niivonin sonlu 4,,4,,..4,
xarakteristik adadlart var. Onda &'"'(x.s) niivasinin  bir dana da

olsun xarakteristik adadi yoxdur, vani A™{x.+)=0 vaya
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Kes)-§ 2400 @

(4) ifadasi &(x.s) niivasinin crrlasan oldugunu géstarir,

Natica 2. Xarakteristik adodlsr va moxsusi funksiyalar
sisteminin simmetrik kvadratik camlonsn niivasinin sontu olmasi
Uglin zaruri va kafl sart hamin niivanin cirlasan olmasidir.

Natica 3. Kvadratik comlonan #(x) funksiyast neca olursa
olsun
limfiK "l = 0 (3)

noaxh

barabarliyi dogrudur.
Ogar  K(x.s) nivasi cirlagandirsa, onda  (5) boraborliyi

dogrudur. Bu halda »-in kifayat gadar béyiik giymatlarinda
K(")(x,.s') =0 va K"gp=0.
Ogor K(xs) niivasi cirlasan deyilsa, onda 4, odadi &(x.s)

nitvasinin miitlaq qiymates an kicik xarakteristik adadidir.Onda

IKop= -ty

|’i\ {

© barabarsizliyins gora
AN
S E Fald

———0 sortindo

=
“rl

va

K ef
Teorem (Hilbert-Smidit). Tutaq ki, x(x,s) simmetrik niiva

va #lx)<la.6] pargasinda kvadratik coamlanan funksiyadtr. Onda



88
Sx)=Kkh= IK’(x..ryr(.f)ds‘ (6)

funksiyasi &(xr,s) niivasinin maxsusi funksiyalari izra yigilan
Furye sirasina aynilir. (6) dusturu ila tayin olunan funksiyaya cox
vaxt niva vastosile gdstarilon funksiya da deyilir.

K{x,5s) niivasinin maxsusi funksiyalar ardicillig iizra Hs)

funksiyasinin Furye sirasimi yazaq:

W~ b, (shh, = (h.,)

n=l

Yada salaq ki, Bessel baraborsizliyina £0ra

pALRE

strasi y1glir.
Sonra s(x) funksiyasimin Furye sirasimi yazaq:
=3 1,0, (7)
va siranin amsallanint hesablayaq.
Aydindir ki,
fo=/0,)
ancaq
Sx)=Kh
oldugundan, aydmndir ki,
Su=(Kho}={hKo,)
V3

oldugundan. naticada
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I b
= —(hp, )= 10
£ ,1((9) 7

"

aliriq va (7) sirast

5 ,

2 o, (x) (8)
ot Ty

saklini alir. #{x) tunksiyasi oasas parcada kvadratik camlanan

oldufundan 7(x) funksiyasi da homin par¢cada kvadratik

camlanandir. Bu halda hamin funksiyanin ~ (7) Furye swrasi

vigtandir,
isbat edak ki, (7) sirasinin cami 7(x)-2 barabardir. Tutaq ki,
(9= 3% 0o
Onda

11010061 e ok~ 52 g o

,{x} comi sonludur. ona gbra ds onu camin daracasi va integral

soklinds gdstarmak olar. Bu isa asagidakr borabarliva gotirilir:
A, ()= [K e, sWils s = K

Onda Lemma I-in 3-cii naticasing g0ra
I/ -w, “f\"')h ——0

"o

Buradan

a

)= 32 0, ).

Hilbert-Smidt teoremi isbat olundu.

Lemma 2. Tutaq ki, simmetrik niiva
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L4 -~
[ (xs) ds < 4
(A) sartini ddayir vo tutaq ki, 2, va o,(x), (n=12..) hamin niivanin

xarakteristik - adadlarinin . vs  ortonormal maxsusi  funksiyalar

sistemini taskil edir. Onda

<4 (%

“ I7?
barabarsizliyi dogrudur.
Qeyd olunmus x Ggiin K{x,s) niivesi s -0 géra kvadratik

camisnandir. lHomin funksiyanin ortonormal .qa,,(s), sistemi {izra

Furye sirasini qurag:
k(e s~ a, (2o, (5).

Bu stranin amsallarin hesablasag, alanq;

(e} [K{r o, (ks = Lo, ()

Belalikla, 4(x.«) alvast moaxsusi funksiyalar tizra Furye sirasina
gatiridir:
K@ﬂ~2@&%ﬂﬂ. (10)
.l n
bu 1sa K{x,5) niivasinin bixatti siras1 adlanir.

Bessel barabarsizliving g('jra

Z w"j < FK(x sl ds< A

w-1 i
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Qeyd 1. (10) ifadasi (2) berabarsizliyi ila toyin olunan

A “x.s) nivasinin strukturunu izah edir. Bu niiva K(x,s) niivasils
bixatti siranin xdisusi cominin fargidir.

Qeyd 2. (9} sirasimin hadlari miisbatdir va onu hadbshad

inteqrallamaqg  olar. (9) boarabarsizliyini o- dan 4- ya qadoar

inteqrallasaq va ¢,(x) funksivalartmin normalhgini nazara alsagq,

alariq ki,

S L<n (11)

at Sp

Qeyd edok ki, agar niiva simmetrik olmasa, onda

>

!
—< B
,l

barabarsizliyini alanq ki, bu da [.Sura barabarsizliyi adlanir.

Teorem 2. Sgoar simmetrik niiva
g 2
ﬂh’(x.s]'ds‘ <4

sortini 6dayirsa, onda (8) Hilbert-Smidt sirasi miintazam vigihir.
Kosi barabarsizliyindan istifads edarak (8) sirasimin qaliq
haddini giymatlandirak: bilirik ki
|Z”e[’k;2 AADIN
barabarsizlik
(fat !bk
kvadrat Uchadlinin haqiqi 4 dayisonin istonilon qiymatinds manfi

olmamasindan ¢ixir. Burada
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o (x)

a, ='hl b, = i |
| (3

oldugunu farz etsak, alangq:

[vhw()

A

LE: 2 kol

J <Y iy "’/f < ¥ mf ¥ "”"w-

& net]

Onda Lemma 2-y9 25asan

Z ‘—(ok x)<vA Zh

Fonel? /"{ K=n+)
Sag tarafds yifiilan adadi siramin qahiq haddi yvazilmigdir, ona gora
da x-don ash olmayaraq »-in kifayat gqodar boviik giymatlarinds
hamin cam sensuz kigilandir. Buradan da Hilbert-Smidt sirasinin

mintazam yigilmasi ahinir,

§22. SIMMETRIK INTEQRAL TONLIKLORIN HOLLI

Simmetrik inteqral tanlik Fredholm integral tonliyin xiisust
halidir va onu hall etmak liglin tmumi metodlardan istifada etmak
olar. Burada is2 masalani basqa ciir qoyacagiq:

Gostorak ki, inteqral tenhyin xarakteristik adadlar vo
moxsusi funksiyalar sistemi molum oldugda simmetrik integral
tanliyin hallini neca tapmagq olar. Bu masslanin hallinin neca sada
oldufunu gostarak.

Tutaq k1.
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olx)- I (r.s)ols ks = £(x) (1)

Simmetrik integral tanliyl verilmisdir va sarbast haddi [a.b]
par¢asinda kvadratik comlanandir.
K(x.s) nlvasinin  ~arakteristik odadlor  va maxsusi

funksiyalar sistemini uygun olaraq

Ashyed

2 (). (x)...0,(x)...
isara edok. Qeyd edok ki, integral tonliyin  healli kvadratik
comlanan funksiyalar sinfinda axtarihr. Birinci  -nim qiymati adi

adaddir. Onda (1) tenlivinin kvadratik camlanan ¢(x) halli var va
J-K (I_ 5 )(p(‘s' Wi

inteqral nitva vastasi ila toyin olunan funksivadir va onun fictin

Hilbert-Smidt teoremi dogrudur. Ogar ofx) funksivas
chw,, “(e.0,)

Furye sirasina uypundursa, onda Hilbert-Smidit teoremina goro

I (vshofskls = Y7 g, (s). (2)

rJ'l"J

(2) ifadasini (1)-da nazara alsaq, alangq:

wlx)- A3 ”w,,(x 1{x) (3)

ul

Aydindir ki, apar ¢, amsallarim hesablamag olarsa, onda (3)

tenliyi axtartlan ¢(x} hallini verar. (3) tanliyini skalyar olaraq ¢, (x)
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vurag va nazara alaq ki, ¢, (x) funksiyasi ortonormaldir, onda

alanq:

! A
w2 ) (4)
Ju =S 0,)

/-diizglin adad oldugundan

2 s

A

V3

o )fn:,fnr
A, - A

Bu tfadoni (3) tenliyinda yerina yazsaq. (1) tonliyinin hallini

asagidaki kimi alang:

plx)= 7lx)+ az I{g oulx) (5)
indi farz edak ki, 4-xarakteristik adaddir.
Tutag ki:
A=A =4  ==4,
Yena forz edak ki. (1) tonliyinin vens holli var. yena da (4)
tfadasine baxaq:
Ogar m adadi  p,p+1,..¢ adadlorinin har biri ilo iist-iista

diismiirsa. onda

va avvalda oldugu kimi
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At
A -4

¢, =
Ogar m adadi p, p+ 1.4 adadlorindon birina barabar olarsa, onda
(4) Hfadasindan
! =0
oldugunu alariq, bu iss
(/.0.)=0. m=p,p+l..g (6}

Belslikla. agar 2 xarakteristik adaddirsa, onda integral
tanliyin hallinin olmasi li¢lin onun sarbast haddinin xarakteristik
adada uyBun moxsusi funksivaya ortogonal olmasi kifaystdir.

Ogar (6) serti ddonirsa. onda (4) tanliyl m=p,p+l...q
qivmatlarinda eyniliys gevrilir.Bu halda (1) tanliyinin istanilon

sayda goxlu halli var va asagidaki sakildadir:

A= 1)L (0 Teml (D)

n=1 Ay, "op
(7) ifadasindaki birinci camda strix onu gostorir Ki, n=p.p+1,..q
nomrali hadlar siirati 7, va maxraci £ — 2 olan hadiar sifira gevrilir
va onlari atmaq olar: ikinci camdaki ¢ -amsah isa ixtiyari sabitdir,
Belalikla, bela naticaya galirik:
Opar 2-adadi xarakteristik adoddirse vo hamin xarakteristik
adada
o500, (x) ., (x)....

maxsusi funksiyalar uygun galarso, onda (1) tanltvinin hallinin
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olmas: di¢lin onun sarbast hoddinin niivoya uypun moxsusi

funksiyalara ortoqonal olmas: ham zaruri hain ds kafi sertdir.

§23. RIS-SAUDER TONLIYININ HOLLI
Asagidaki
olx) - ATo = f{x) (1)
tanlivi Ris-Sauder tonlivi adlandirirlar, haradaki 7 -kasilmaz
operatordur. Hamigo oldugu kimi, forz edak ki, f(x)e £,(a,b) va
olx)e Ly{a.b); —e<a<h<1x. Ris-Sauder tanliyini cirlasan Fredholm
tanliyins tatbiq olunan {isulla hall etmok olar.

R>0 adadint verak va i-nin ancaq i< e dairasinda yerlasan
qiymatlorina baxaq. 7 opcratorunun ela 7 =77+ 7" camlarina ayiraq
ki,

i<
v3 I operatoru cirlasan olsun:
7"0="% (b Ja, (x) (2)

L

(2) tanliyini agagidak) kimi yazaq:

@(x)- AT - AT"p = fx) (3)
Yeni namalum w(x) funksiyasim daxi! edoak:
@x) = AT = y(x) (4)

!/Ei-“]"'hSR-#:% oldugundan (4) tanliyini ¢(x}-a géra hall etmak

olar;
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KAx)=p(x)+ Y X1y
k=

ogor

ATy =Ty

ko1
isaralamasini gabul etsak, alang:

elxi=w(x)+ Ay (5)
Bu ifadani (3) tanlivinda nazora alsaqg, v {i¢lin asagidaki ifadoni
alang:

YN = AT+ A Y = fx) (6)
T"(1 + AF;) operatoru cirlasandir. Hagigatan da,

T+ AT =Ty + Al =

=2 (v o (x) + 23 Tw b, Ja, (x).
k=) [

(.6, )= (w, r;'b,_) oldugundan farz etsak ki,
GUX)= b (xh+ AT b,
onda alarig:
I+ A = 3 e, Jag (x),
kol

va (6) inteqral tanliyi cirlasan niivali

A " o
wixy- A jw(s)za‘. {(xdc, {s)ds = f(x)

o kel

inteqral tanliyi olur ki, onu da hall etmak olur.

Qeyd edok ki, Ris-Sauder tanliyini cirlasan niivaii inteqrai
tonliys basqa yolla da gstirmak olar. {3) tonliyinds A77p haddini
sag torafa kegirak va miivaqqati olaraq sag tarafdoki hadda malum

kimi baxaq. Onda (3} tonliyi agagidaks kimi hall olunar-
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olx)y= f(x)+ AT+ AT, (f + AT p).
Bu asagidak: tonliys gatirilir:
Plxy= AT+ AL T = f(x)+ ATLf (8)

v burada ir;7 operatoru cirlasandir. Haqigatan da

AT = r:a.Z(Gﬂabk)ak = Z(qo,b,.‘ a,.
Al P

Farz etsak ki,
gx)=ax+ Al aq,

onda alanq: '

(" + 40 = Y loh )
va (8) tanliyi cirlasan niivali 7

Plx) - Ahjca(.s-)ﬁgk(x)?a{ﬁ ds= f(x)+ A0, f
integral tonliyine gatirilir ki, bunu da hall etmak heg bir ¢atinlik
toratmtr.

Ris-Sauder tonliyinin hallindon istifads edarak bir ¢ox inteqral

tanliklon holl etmak olar.

§24. FREDQOLM TONLIYININ ARDICIL YAXINLASMA
USULU ILD HOLLI
Indi

b
w(x)=AIK(x, il )ds = fix) (1)

Fredholm tenliyini ardicil yaxinlagma iisuiu ila hsll edak.

(1) tonliyini asagidaki sokildo vazaq:
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@x) = f(x)- Ko (2)
Baslangic yaxinlasma olarag
Do(x) = f(x)
gotlrok. Sgar ¢, ,1x) -c1 yaxinlasma qurulubsa, ondan sonrak:
yaxinlagma olaraq ¢, ,(x) funksiyasini (2)-in sag torafing yazdigda
alinan naticani gdtirmak lazimdir:
?.4x) = f(x)+ AKp, (3)
Basqa sozls agagidaki vaxunlagmalar aliriq:
@)= [(x}+ ARy = fx)+ AKS,
Prlx)= [(x)+ ARy = f(x)+ AKf + KK f
va s. Induksiya metodu ila almagq olar ki,
@.(X)= )+ AR+ BRf v+ ZK"f

vaya

@,(x) = ii”’K”'/‘. 4)

1)

(4) sirasina adaton Neyman sirasi deyilir. p,(x) funksiyasina
S AK ) (5)
m-n
strasinin xiisusi comi kimi baxmagq olar.
n -« gartinda (4) ardicil yaxinlasmasimin hans: sart daxilinda
limitinin oldugunu aydinlagdiraq.
Teorem I. Ogor inteqral tanliyin niivasi  kvadratik

camlanandirss va
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)
A —
<
sarti ddanirsa, harada ki,
L] h, ”
= J"”K(x.s)rdtds

onda hamin tonlik Ggiin Neyman sirasi (1) tanlivinin kvadratik

camlanan holling y1gthir va bela holl yeganadir.

e 1

LB

ifadasini giymotlandirak. Ugbucaq va K

| < B} barabarsizliyine
gora

noarm

Z !»”"[IK ol <ig ZGAB)“

clpt S )

m Nl - t;RB

N -in kifayat gador bayitk giymatlarinda axirine1 ifada istanilan
gadar kigik olar, buradan ¢ixar ki, Neyman sirasi kvadratik
camlanan har hanst o(x) funksiyasina yigilir, yani

lo, - of > 0.
Isbat edok ki, etx) funksiyasi (1) tonliyini odoyir. (3) ifadasinda
n— o farz edok. Sol taraf e(x) limitine barabardir va biza ancagq
kifayatdir isbat edak ki,

Ko, , =Ko,

Bu isa, |x¢f< 8¢ barabarsizliyindan aydindir, yani
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iKe, . -~ Kol = kKo, , - 95 Blo, | - > 0.

Indi isa qurdugumuz hallin yeganaliyini isbat edak. Tutag ki. (1)
tonliyinin iki ¢(x) vo w(v) kvadratik comlonan halli var. Onda
agagidakr iki eynilik dogrudur:

p(x)- AKg = f(x).

wix) - AKw = f(x).
Bu ifadalori hadbahad ¢1Xaq va @(x)—pix)=alx) isars edak. K
operatorunun xattiliyini nazara alsaq;

w(x) - AKw =0 (6)
Belslikla. aling ki, iki hallin forgi uygun bircins inteqral tonliyi
odayvir.

[sbat edak ki,

wix)=0.
(6)-dan aling ki,

wlx)=ANw.
Buradan

o = 4R o]

va (3) ifadasing gora
lw|<:4]- Bl
va ya
(-8 el < 0. (7)
Teoremin sartins gora isa
lAlB <.
Ona gora da (7)-do motariza igerisindaki ifads miisbatdir va ancaq

lef=0 olmalidir. Buradan w(x)=0 oldugu alinir, bu iss
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Wwix}=(x}
alinur, yeni qurdugumuz hall yeganadir.

Teorem 2. Ogor (1} tanliyinin niivasi kvadratik camlonmadan

h
basqa, ham da jgi\-'(x..s-yi‘d\-s 4 gortini va |8 <1 gortlarini 8dayirsa,

w

onda Neyman strasi [¢.6] segmentinds miintazam y1gilir.
Isban, Teoremi isbat etmak tictin (5) srrasimn imumi haddini

gitymationdirak. Bunyakovski barabarsizliklarine géra

1 -

)

AR [}KmqudU ]

| .
- ii”’?”:‘(m{x,s'i_f(s}dsi A"
u i

f
Vo [ Mix.s ds <. boraboarsizliyine gora m21 olanda

] Vr"j
Gk A YA g
| /! B[ﬂﬂi)

Bu barabarsizlivin sag tarafi handosi silsilanin tmumi haddidir va

hondos: silsilanin nisbati [4iB -y barabardir va lilB<1. Onda
Veyerstrasin molum teoremins géro (5) sirast miintazam yigihr.
Qeyd. Ogoar integral tanliyvin niivasi mohduddursa
fK(x,s} <M,
onda ardicll vaxinlagma dgiin daha sads, yigima radiusu

-gbstarmok olar. Bela ki,

h ok
B = [[IK(x.s)f deds < (b - a)* M.

ae

Ardicil yaxinlagma radiusu
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1] <
(b—a)M

olan dairada y13ilir. Belalikla, Fredholm integral tanliyini ardcil
yaxinlasma {sulu ils hall etmak olar, Eu siranin yigilmasindan
alinir. Qarsiva bels bir sual ¢uixar:

Farz ctmak olarmu ki, qurulmus ardicll yaxinlasma 2 -min

bitiin qiymoatlarinda yigihir? Va ya markazi A = 0 néqtasinds olan.
radiusu iB-dan boyiik olan dairads yigilirmi?

Lakin bu bels deyil. Ugurlu goturiiimis Fredholm integral
tanliyi {i¢iin ardicil yaxinlagma (isuiu V.Jzé sartinda dagilr, buna
baxmayaraq el inteqral tanliklor var ki, (masalan Volterra integral
tanlivi) onun dglin ardici! yaxinlagma tsulu parametrin istanilan
giymatinda yigilir.

Asagidaki misala baxaq. Tutaq ki,

1
o{x)— &qu(s)dc =1 (8)
<)
inteqral  tonliyt  verilmigdir.  Burada a=0. 5=1, f(x)=1.
K{xs)=1 B=1. Onda tecorem -3 gora (8) inteqral tanliyi {igiin

ardicil yaxmlasma usulu |4 <1 dairasinds yigihir, Lakin (8)
tonliyini ardictl yaxinlagma iisulunu tatbiq etmadan do asanhigla
hall etmak olar.

(8) integral tonliyini hall etmak {igiin, geyd edak ki,
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:j'gp(s}d:f
4]

inteqrali malum olmayan har hansi C sabitina borabardir, vani (8)
tonliyindan

@x) =1+ AC (9)
ifadasini alarg ki, naticads C sabitinin tapilmasina gatirilir. (9)
ifadasini (8)-da nazars alsaq, alanq:

(t-A)C =1 (10}
Aydindir ki, (10) tonliyinin 2 =1 olanda halli yoxdur, demah 2 =1
olanda (8) inteqral tanliyin halli voxdur. Buradan ¢ixir ki, radiusu
vahiddon boyiik dairada (8) integral tanliy1 y13ila bilmaz.

Maragqhdir ki. eyni zamanda 4 =1 olanda baxmavaraq Ki,

ardicil yaxinlagma asulu dagilir, lakin (8) inteqral tanliyinin halii

var. Haqigatan da. agar 4 =1 olarsa, onda (10} tanliyindan
alinir. Noticada

alinar. Bunu isa (8) integral tanlivinda verino yazsaq tanliyi
Odayar.

Daha bir (8) integral tanliyindan forgli

qo(x)~)_jqo(s)d€:f(x) (1)
4
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inteqral tonliyina baxaq. Burada sorbast hadd (0,1) par¢asinda

ixttyari kvadratik comlanan funksiyadir.

Yuxarida oldugu kimi farz etsak ki,

C= I_[(p(.v)dx.
Q

Ahniq ki,
x)= flny+ AC,
Bu ifadani 0-dan 1-5 qadar integraltasaq € -ni tapmagq iiciin

1

(1= AC = { f(xidx (12)
itadasini aliriq. &gar 2 =1 olarsa. onda

C=r j/u)azx
Vo

i §

Plx)= fix}+ Ij;i[f(x')dx.
Bu ifadani yuxanda yerina yazsaq. inanmag olar ki, sonuncu
tapdifimiz funksiya (11) tonliyini édayir ki, bu da 4«1 olanda
hamin integral tanliyin varligini va hallin yegans oldugunu
gostarir,

Indi tutaq ki, 2-1. Onda (12) tenliyi
jfx)te =0 (13)

saklini alar. Ogar 7(x) funksiyasi (13) barabarliyini 6damirsa,
onda aydindir ki, (11) tenliyinin halli yoxdur. Bu hal f(x)=1
olduqda bas verir.
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Ogar (13) borabarsizliytr odonirss, onda ¢ sabiti toyin
olunmamis qahr. Yuxanda yerina vazmaqla Z=1 olanda (11)
taniivi
@Ax)= fixp+ O {C -ixtivari sabitdir)

soklini abir ki, bu tanliyinda sonsuz sayda hallar ¢coxlugu vardr.

§25. FREDHOLM INTEQRAL TONLIYININ SONLU
COMLOR USULU iL9 HOLLI

Birinci va ikinci ndv Fredholm inteqral tanliklarina baxagq:

A
ji((x..s)y(.v}dv:f(x) (1)

A

Wxy- A K s)p(s)ds = fix). {2)

o

Sonlu comiar Usulunun idevasi ondan ibaratdir ki, verilmis
milayyon inteqrali asagidak: kvadratur disturlardan biri ila ovoz

edib hatl edak:
A 1
[Fldx =3 A4, F(x,) (3)

haradak: », -absisi [a,b] pargasinin har hansi ndgtasidir, .

( j=12...n ) - rFxy funksiyasindan asili olmayaraq kvadratur
diisturun amsalidir.
(1), (2) diisturlanm (3) disturu ila avoz etsak va nazars alsag

Ki. x=x,. onda asagidaki disturlan alang:
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A’

2 AK.y =f, (i=12,..n) 4)
IE
¥ AL ALK, =f, (i=12,0n) (5)
i
Haradaki. y, =»x) . &, =Kx.x,) . /=rx) . Naticads Vi

dayigonina nazaran xatti cabri tonliklor sistemi aliriq. Homin
sistemi malum  dsullarla  (Qauss iterasiva) hall edarok x;
noqtalarinds y; dayisoninin taqribi givmatlarini aling. Bu iso biza
imkan  verir ki, (1) tonlivinin taqribi hallini interpolyasiya
¢oxhadlisi goklinda. (2) tanliyinin taqribi hollini isa asagidaki kimi
vazaq:

_y{.\')=_f(x)+,{ZAIK(x..rI)_yﬁ (6)
Pl

(3) kvadratur disturunun se¢ilmasindan asili olaraq A; amsali va
x; absisi Ui¢lin agagidaki giymatlari alarig:

1} Trapeslar diisturu tgiin

h—a
o

h=

=4 =

AO “u

ﬁ. A, =h (J=12n-1),
2
x,=a+jh {j=0)..n)

23 Simpson diisturu iigiin

n=2m, k=079 4 g 2T Amdy ==y, =R
2m ; 3 - - 3
2h
AQ:A‘,:...:AMZ:?-- a,=a+ jh (j=01..2m).

3) Qauss diisturu iiciin
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A; :(b-r-a)A_'?, x;=a+(b 7a)x£,-").

Haradaki, x’-Qauss absisi, 2”'-(0.1) intervalinda Qauss amsahdir.
Tagribi hallin xatast kvadratur disturun segtlmasindan asilidir.

Misal 1. n =2 olanda Simpson disturundan istifads edorak

|
wix)+ _[xe"‘ sds=e¢” (N

integral tanliyinin togribi haliini tapin.
Halli. Simpson diisturu {igiin

1 2
Ag= == Aj=S. x=0,
3

et ot
2 6

o
2m
olur. onda (7) tanlivini agsagidak: kimi vaza bilarik:
i 1 [ thx TR SR R
rxds oixe Yotdxe Uy bxeya =
Axirinct barabarlikda « = x, gobul etsak. asagidak: sistemi alaniq:
Yo =1

W (')éb’(}q. AT ey = e

! i3
Yot clardet iy nei =el,

Sonuncu sistemi sadalasdirsak, alang:
Yo =1h,
1,4280y, + 01374y, = 15654,

1,0991y, +1.4530y. = 2.5516.
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Bu sistemi holl etsak, alang:
Yo =1,
v, =1,0002,
¥, =0.9995.
Miiqayisa Ggin geyd etmak olar ki, (7) integral tanliyinin daqiq
halli
M) =1
funksiyasidir.
(6) ifadasindan istifada edorok (7) inteqral tenliyinin tagribi

hallini

x

vay=eF - %(1 +4.001e2 +1,000e7)

saklinds yazmagq olar.

Misal 2. »n =2 olanda Qauss diisturundan istifads edarak
pREIRS ! ]"n)’(s)cis‘zif L(er—lJ (8)
2 2x
inteqral tonliyinin tagribi hallini tapm.
Halli. Qauss diisturu ligiin
A=Ay =20 x =02113, x, = 0.7887
(8) tanliyini (5) sistemi ilo avaz etsak alang:

l : EIE ) . ] 0
Foo—et e Tyt = - ——(e® -y,
by ¥ ¥ 2x, :

. ; ] .
Ty et Fal=i—-—(e™ -1.

X2

L
L
1y
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x V2 x,-nin giymatlarini yerino yazib sonuncu ifadom gevirsak
asagidaka sistem alanq:
0.7380y, —0,2954y, = 0,4434,
—0.2954x, + 0,5343 . = 0.2384.
Sistemni holl etsok, alanq:
¥, = 09997,
V. =0.9990.

Miigayisa figiin qeyd edsk ki, verilmis inteqral tonliyin dagiq halli

funksivasidir.
Beloaliklo, (8) integral tanliyinin tagribi hatlim asagidaki kimu

vazmaq olar:

2103 . I
wx)= 0,249960 RINER +012497e-.1_.887x +1 _‘)_(e, e
X

Misal 3. » =12 olanda diizbucaglilar dGsturunu tatbiq etmakla

(5 d-~ . .
v+ | — ii(i)--‘——-— =25-16sin"x (9)
g 6.8 - 3.2¢cos(x + x)

integralinin tagribi heilini tapin.

Holli. n=12 olanda dizbucaghlar diisturu i¢iin

heTT A =2
12 6 16

olur. Onda (9) tanliyi {i¢iin

TN Ky =25 16sin’ x, (10
},‘ L ij[

6
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K, -in giymotlori asagidaki cadvalda verilib:

Cadval 1.
A AN A T S T P E AT a
}p, ¢ 3 27376 ’ 6 |3 |2 | 3 6 |
0 {000 —()'_T'c)'s“‘“'ﬁ'_‘l';’q'?h_lﬁ 0192 {0247 [ 0,278 [ 0,247 ] 0,192 0.1471I 0.119 10,105 |
PR P c - - - 4 - _ _ - E -
i’—;— 0,105 [ 0.119 ¢ 0147 }mmfuzw 0_273!0.247 0.192 | 0,147 { 0,119 | 0.105 | 0.190 |
' i ! ;
e R I e R i
C= leaiegeaar 0392 0247 0278|0247 01921 0047 [ 0119 | 0,105 0.100 | 0105 ]
l 3¢ . . | i |
Fid i ' ¥
| S IATHGI6Z 0247 0278 0.247 | 0192 [ 0.147 | 0119 | €105 1 0,100 | 0.105¢ | 0119
_ - [ ; L |

Almmmis sistemda nazara alsaq ki, baslangic hail simmetrikdir,

onda namalumlarin sayint azaltmaq olar.

Asanligla gdstormak olar ki. agar y(x) funksiyas: (9) tanliyvinin

hallidirsa. onda y(-x) funksiyasi da homin tonliyin halli olar. Ona

g6ra dos integral tanlivinin hallinin yeganalivindan istifads edarak

gdstormok olar Ki. v(-xi=1v(xy (y(x) cilt funksiyadir)

T

Jix}= j

isara edak va gostorak ki.

Haqigatan da

Jl-x)= f—--
(=0 I().X -3.2cos(—x + 8)

a

T

68 -3 2cosx + 51

Ho)ds

Hxy=J(~xy=HHx - x).

Py el

W8 )ds

) _{6.8

-3.2¢cos{x—5) ’

(11)
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-5 =1 avazlomasini aparaq ve nazars alaq ki, p{x) ciit funksiyaduir,

onda alariq:

T _ d x
J(—=x)=- [_ _yﬂ’.___: J— y{ﬂf&- =J{x}.
S68-32cos(x+/) 68— 3 Zeostx — (7 + 5))
Sonra
ST~ x)— L s = I : Yis)ds
6.8 - 1"(:0<;{;r~x+ s)

6.8 ~3.2cos{x — (7 + \)) '

Buradan z + s = -+ avozlamasindan sonra alang:

Sy t[ i }(I)di 777777 ']_ B ;(!)df = J(%)
68—“7c0<;(x+r 68=—a7ws()+r) ’

- T

(11)-don alinir ki.
y(x) = p(=x) = ylr - x}.
Basqa sozlo baslangic hollin grafiki x=0. x=%7 diiz xatlorina

nazoran simmetrikdir:

Simmetriklivi nazars alsaq, yaza bilarik ki.

emr= 0= v - Ty= 5%
yi-my= w0y = vr) ,v(—E}—}(vz-.,

Sx T E:4 Sm

— )= V(-—)= ,‘_7: L — 12
e 6] M 6) P =) (12)
ty(——-)w(——pv( }-1(£)



113

¥ =300, s =5y, v = 5, =y(—’2‘:) igara etsak va (12) sartini

nazara alsaq (10) sistemini asagidak: kimi yaza bilarik:
¥+ %[*’.(K(G;m + K080} + y, (K(0,— §32:) + K(O-.—f) +K¢0, :4

+K(0—- )+}(A(Ok2—2‘)+K —L)+K(0—)+MO —))+

7 7
F v K0~ Ty e k0. 5y | =2,
Yl K 5 ( 2))j
yz+g[_v](k'( M) KO+ ptK ~—) KigmDI+REE, 2
r St Va4 r 2x
T Af k0T kB k(T T,
6 6)} JuA 3 3 (6 3 63

x AN 3
+¥ A’—,——)+K7—,—))i=2i,
B R

=

,v;+Z[}';(k‘(§,—z)+K(§,0J)+,v:(x(i§,—%”)+mg,--;’1+K(§.g)
+K(§,'—S:l>+)g{lx’(g 73 VKGR DK g
. »4(:\'(2,;%)+K(T’;—.%))J=
+’G’[y.(mg‘f,—mm%,onmwf,— ) PRGOS
+K(5’;ﬁ IEALIES —7—3-)+1< LS -~)+f<(’2',23’—T N+
kG =K ,3,]

Haradaki, K(xj.x;)= Ki;-in qiymati cadval I-dan gotiirilir, Kji-in
qiymatlarini yerino yazib amsallari hesablasaq asagidaki sistemi

aling:
119y, + 035y, + 0,31y, +0,15y, =25,
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0,18y, + 1.3y, + 032y, +0,16y, =21,
006y, +032y, +1,34y; + L18y, =13,
05y, + 031y, + 0,35y, +L19y, =9.
Buradan isa
v. =16,04,
v, =12.27,
v, =473,
v, =0.953
givmatiarini ahing. (12) diisturundan istifads edarak y,-larin bagqa
qivmeatiarini da almaq olar. Onda verilmis (9) inteqral tanliyinin

taqribi halli ligiin alanq:

T ¥
}r(x} = . Z - 41_..._ R
6 68-3.2cos{x+x,)

¢!
Miiqayisa Gglin verilmig inteqral tanliyin daqiq hsliini yazsaq,
alanq:

Fxy =850+ 7,53¢c0os 2x

va uygun noqtolards
F(0) = 16,30, y(%) = 12,265, yig) - 4,738, ;{g) -0970

qiymailarini alhing.
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