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GIRIS

Diskret riyaziyyat qodim dovrlordo Babilistanda, Misirdo,
Cindo, Hindistanda, Yunanistanda, oarab xilafoti dovriindo orta vo
yaxin sorq dovlotlorindo, intibat dovriindon sonra Avropa
dovlstlorinde vo i.a. inkisaf etdirilorok indiki miiasir soviyyayo
catmis riyaziyyat elminin bir istigamotidir. Diskret riyaziyyat diskret
xaraktero malik riyazi obyektlorin komiyyot xarakteristikalarini
Oyronan elmdir. Diskretlik anlayis1 kosilmozlik anlayisi ilo ziddiyyot
toskil edon bir anlayisdir. Umumiyyatlo diskret sozii latin sozii olan
«diskretusy soziindon gotiiriilmiisdiir vo monas1 kosilon, fasilali,
nozaro carpacaq doracods ayrilmaqliq monasini verir. Masalon,
diskret obyekt dedikds bir-birindon ayrilan hissolordon ibarat olan bir
obyekt basa diistiliir. Tam odadlor sistemi hoqiqi adadlor sistemino
nazoran diskretdir. Diskret sistem dedikdo elo sistem basa diisilir ki,
bu sistemds biitlin proseslor, yoni hom daxili, hom giris vo hom do
cix1s proseslori ya sonlu sayda, ya da ki, natural adodlor ¢oxlugu ilo
eyni giico malik ¢oxluqdan (hesabi ¢oxluq) qiymetlor alir. Diskret
funksiya dedikdo hom toyin oblasti vo hom do qiymatlor oblasti sonlu
coxluglar ya da ki, hesabi coxluglar olan funksiya basa diistliir.
Diskret foza dedikdo iso biitiin noqtolori izoloedilmis foza basa
dusuliir vo i.a.

Diskret riyaziyyata miasir riyaziyyatin ododlor nozoriyyasinin,
cobrin bir sira bdlmaleri, riyazi montiq vo XX osrin ortalarindan
sonra yaranan bozi nozoriyyolor (masolon, funksional sistemlor
nozoriyyoasi, qraflar  vo  sobokolor nozoriyyesi, kodlasdirma
nozoriyyasi, kriptologiya nozoriyyasi, kombinator  analiz, tam
qiymatli programlasdirma va s.) aiddir [8].

Diskret riyaziyyatin an shomiyyatli bdlmolorindon biri riyazi
montiqdir. Bu elmin osasim1 XVII osrdo alman riyaziyyatcist va
filosofu Q.Leybnis qoymusdur. O, bu golocok elmi oqli noticalor
hesabi vo ya riyazi montiq adlandirmisdir. Irland riyaziyyatgist vo
montiq¢isi Con Bul XIX osrdo bu elmi mantiqin riyazi analizi
adlandirmisdir. Bulun islorinin davameilar1 va sistemlosdiricilori olan
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riyaziyyatgist E.Sreder vo rus riyaziyyatgisi P.S.Poretski «riyazi
montiqin» asas baslangiclar1 haqqinda todqiqat aparmislar. XIX asrin
70-ci illerinds olduqca tez-tez «montiq cobri» termini, bazon do bu
termino C.Bulun soyadinin olavo edilmosi noticoindo alman termin
rast golinirdi — «Bul montiq cobri» (Pirs, 1870), «Bulun mantiq
cobri» (Liard, 1877), «Montiq cobri» (Makferleyn, 1880). 1880-c1
ilde ingilis mentiq¢isi «Simvolik mentig», 1891-ci ilds iso italyan
riyaziyyat¢ist Peano «Riyaziyyatin montiqi» terminlorini istifado
etmiglor. Leybnis torofindon iglodilon «riyazi mentig» terminini
1904-cii ildo kecirilon beynolxalq folsofo kongresindo bir sira
filosoflar «loqistika» kimi adlandiriimasim toklif etmisdilor. Ingilis
filosofu vo montiqgisi B.Rassel 1906-c1 ildo «propozisiya hesabi»
terminini daxil etmisdir. Mashur alman riyaziyyatc¢is1 D.Hilbert vo
V.Akkerman bu elm sahosino aid kitablarim1 (1928-ci il) «Nozori
montiqin osaslary adlandirmislar. Sonralar hom «riyazi montig»,
hom «simvolik montig» vo hom do «loqistika» terminlori paralel
olaraq istifado olunmusdur vo i.a. Riyazi mentiq miilahizalorin
analizi tsullar ilo mosgul olan elmdir. Miilahizo dedikds bu vo ya
digor osya, hadiso vo s. haqqinda fikir (ctimlo) noazorde tutulur.
Miilahizo kimi hor hansi bir miinasibat do istifado oluna bilor. Riyazi
montiqde ilk novbade miilahizolorin mozmununa deyil onlarin
formasina baxilir, yoni onlarin dogrulugunun bu vo ya digor
qiymatlondirilmosine  (dogru  olmasma,  yalan  olmasina,
mimkiinliytino, zoruriliyino, ehtimalligma vo s.) baxilir.
Miilahizalara niimuns olaraq asagidakilar1 gostormok olar: «Anar vo
Azor qardasdir», «2 ododinin kvadrati 4 adadino borabordir», «Bir
azdan yagis yagacaq», «ax+b=2» vas.

Riyazi mantiq tizro gorkemli alim S.K.Klininin fikrincs riyazi
montiq montiqin riyazi tsullar vasitosilo inkisaf etdirilmosi elmidir.
P.S.Poretskinin fikrinco riyazi mentiq 6z predmetino goro maentiq,
iisullarina gors iso riyaziyyatdir.

Miilahizalorin formallagdirilmasina ilk dofs antik yunan
filosofu vo riyaziyyatgisi Aristotel torafindon baslanmisdir va,
belaliklo, formal mentiq adlandirilan elm yaranmisdir. Mantiqi
omoliyyatlarin riyazilosdirilmasi ideyasini ispan filosofu Raymund
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Lulliy irali stirmusdiir (XII-XIV osr). Bu ideya sonralar bir sira
Avropa alimlorini colb etmisdir.

Aristotel montiqi miuiasir saviyyaye ingilis riyaziyyatcist Con
Bulun yazdig1 «Fikirlorin ganunu» osorindo ¢atmisdir. Miilahizalor
montiqinin  togokkiil tapmasinda XIX osrdo yasamis Kazan
Universitetinin professoru P.S.Poretski, qorbi Avropa alimlori de-
Morqan, Freqe, Pirs, Sreder vo basqalarinin boylik xidmotlori
olmusdur.

1910-cu ilds rus fiziki R.Erenfest telefon slagolorinds kecid
zoncirlorinin ~ tosviri  tiglin - miilahizolor montiginin  totbiginin
miimkiinliiytinii gostormigdir. 1938-1940-ci illordo demok olar ki,
eyni vaxtda sovet alimi V.I.Sestakovun, amerikan alimi K.Sennonun,
yapon alimlori Nakasimi veo Xanzavanin riyazi mentiqin ragom
texnikasinda  totbiqi  haqqinda  osorlori  ¢ap  olunmusdur.
Umumiyyatlo, XX osrin 50-ci illorindo riyazi montiqin intensiv
inkisafi baslamisdir. Riyazi montiqin rogom texnikasinda totbiqi
haqqinda ilk monoqrafiya 1950-ci ildo sovet alimi M.A.Qavrilov
torofindon ¢ap etdirilmisdir. Riyazi montiqin inkisafinda sovet
alimlori  I.I.Jeqalkinin  R.S.Novikovun,  A.N.Kalmoqorovun,
S.V.Yablonskinin, V.A.Qorbatovun, D.A.Pospelovun, Y.I.Yanovun,
A.A . Mugnikin, Avropa vo amerika alimlorindon D.Hilbertin, Cerg¢in,
Klininin vo basgalarinin boyiik xidmaetlori olmusdur.

XX osrin  ovvellorinde riyazi meontiqdon riyaziyyatin
osaslandirilmasinda istifado etmoyo baglamislar. Bu sahodo
D.Hilbertin islori daha ¢ox nozors carpir.

Riyazi montiqin bir sira bdlmalori movcuddur. Bu bdlmalara
bul cobri (ikigiymetli mentiq), coxqiymotli mentiq, hesabiqiymatli
montiq, kontintumqgiymeotli moantiq, riyazi isbatlar nozoriyyassi,
ehtimalli montiq, zamanli montiq, deonitik mantiq, intu¢ionis mantiq,
kombinator montiq, konstruktiv maentiq, induktiv montiq, modal
mantiq, predikatlar hesab1 vo s. aiddir.

Riyazi montiqin bir bélmasi ¢oxqiymotli montiqdir. Bir sira
riyaziyyat¢ilarin (mosolon, E.L.Postun)fikrinco ¢oxqiymotli montiq
mantiq hesablar1 (miilahizalor vo predikatlar hesab1) yigimidir, hansi
ki, milahizalore ikidon «gox» dogruluq qiymetlori verilir. Belo
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qiymatlorin say1 sonlu vo ya hesabi ola bilor. Bul cabri ¢oxqiymatli
montiqin bir xtisusi halidir.

[lk ¢oxqiymotli montiq {icgiymotli meontiqdir vo Polsa
riyaziyyate¢ist Y.Lukasevi¢ torofindon 1920-ci ildo yaradilmisdir. Bu
montiqde  miilahizalorin  Uiglincti  dogruluq  qiymsati  kimi
«miimkiindiir» vo ya «neytraldir» s6zlori ilo ifado olunan qiymatlor
nozords tutulmusdur. Coxqiymoatli moentiqi Lukasevicdon asili
olmadan amerikan riyaziyyat¢isi E.L.Post da qurmusdur.

Diskret riyaziyyatin mithiim nozoriyyslorine msahdud
determinik (avtomat) funksiyalar nozariyyasi do aiddir. Bu nozoriyyo
avtomatika, hesablama texnikasi v s. sahalords genis totbiq olunur.

Diskret riyaziyyatin on miihiim nozoriyyolordon biri do
avtomatlar nozoriyyesidir. Bu nozoriyye funksional sistemlor
nozoriyyasinin torkib hissolorindon biridir vo miiasir hesablama vo
rogom texnikasinin riyazi vo montiqi asasini togkil edir. Avtomatlar
nozariyyasinin komaokliyi ilo informasiya texnikasi vo texnologiyalari
cox boyiik nailiyyatlor oldo edorok miiasir soviyyoyo catmisdir.

Diskret riyaziyyatin on ohomiyyetli boélmolorindon biri do
graflar vo sabokolor nozariyysleridir. Bu nazoriyyslor miasir dovrde
modellosdirmo, layihalondirmo vo s. sahalords genis totbiq olunurlar.

Kodlasdirma nozoriyyesi diskret riyaziyyatin on genis totbiq
olunan nozoriyyoalorindon biridir. Kodlagdirma nozoriyyasinin
komokliyi ilo  molumatétirme  sistemlorinde  informasiyalarin
tohliikasiz Otliriilmasi, yoni bas veran tohriflorin yaxud sshvlorin
tapilib diizeldilmasi tomin olunur. Bu nazariyyonin dyrondiyi kodlar
vasitosi ilo molumatlar1 informasiya dasiyicilarinda, kompiiter
yaddasinda tohliikesiz saxlamaq vo s. miimkiindiir.

Diskret riyaziyyatin miiasir dovrdo bdyiik shomiyyoto malik
bodlmalorindon biri do kriptologiya nazariyyesidir. Bu nazoriyyasnin
ad1 iki yunan s6ziindon omolo golmisdir: «cryptosy» - gizli vo «logos»
- sbz. Miasir monada kriptologiyanin predmeti ziyankarlardan
qorunmaq {iclin molumatlarin xiisusi qaydalarla ¢evrilmosindon
ibaratdir. Kriptologiya iki hissadon — kriptoqrafiya vo kriptoanaliz
hissalarindon ibaratdir.
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Dors vosaiti diskret riyaziyyatin yuxarida ada cokilon bozi
nozoriyyslorino hasr edilmisdir vo alt1 fosildon ibaratdir.

Birinci fasilde mantiq cobrina baxilir. Bu fosilde mantiq cobri
funksiyast anlayisi, montiq cobri funksiyalarinin  codvollorlo
verilmosi, »n doyisondon asili montiq cobri funksiyalarin say1
haqqinda teorem, montiq cobrinin elementar funksiyalari, diisturlari,
elementar funksiyalarin xassalori, ikili funksiya anlayisi, ikilik
prinsipi, montiq cobri funksiyalarinin miikommal dizyunktiv vo
konyunktiv normal formalar1 vo Jeqalkin coxhadlilori vasitosilo
tosvirlori, funksional tamliq vo gapaliliq anlayislari, tam sistemloro
niimunolor, asas qapali siniflor vo onlrin xassolori, funksional tamliq
haqqinda zoruri vo kafi sortlor (Post teoremi) sorh olunur. Montiq
cobri funksiyalarinin Jeqalkin ¢oxhadlisi vasitosilo tosvirindo
namolum omsallarin tapilmasi tictin rekurrent diisturlar verilir. Bu
fosildo homg¢inin mantiq cabri funksiyalarinin diferensiali vo téromasi
anlayiglart verilir vo onlarin xassalorine baxilir. Makloren vo Teylor
dusturlarinin analoglari sorh olunur.

Ikinci fosil k-qiymotli montiqo hosr olunur. Bu fosildo £ -
qiymoatli montiq funksiyalarimin codvallorlo  verilmesine, n
doyisondon asili k-qiymoatli montiq funksiyalarinin sayr haqqinda
teorema, k- qiymatli montiqin elementar funksiyalarina vo onlarin
xassoloring, milkommol dizyunktiv vo konyunktiv normal formalarin
analoglarina, tam sistemloro niimunslore, tamligin taninmasi
algoritminin mévcudluguna, funksional tamliq haqqinda Kuznegov,
Yablonski, Slupetski, Salomaa teoremlorine vo s. baxilir. Bu fosildo
hom¢inin hom montiq cabrinds vo hom do k-qiymatli montiqdo
qapali siniflorin bazislori vo gqapali siniflor coxlugunun giicii
haqqinda Post, Yanov, Mug¢nik teoremlori, k-qiymotli montiqin
ikilik mantiqo gotirilmasi, k -qiymatli montiqde mod k& omallori {izra

polinomlar sisteminin tamlig1 haqqinda teorem va s. sorh olunur.
Ucgtincii fasil graflar va sobokalora hosr olunur. Burada avvalca
graflar nazariyyasinin osas anlayiglarina, qraflarin  t¢6l¢iili Evklid
fozasinda hondasi tosvir oluna bilmasi haqqinda teorema, qraflarin
miistovi lizorinds tosvir oluna bilmesi haqqinda Pontryaqin-

Kuratovski teoremins, qraflar sayinin qiymatlondirilmasina baxilir.
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Sonra iso sobokolor nozoriyyosinin 9sas anlayislarina, onlarin hondosi
tosvirloring, sobokolorin bir novii olan agaclarin induktiv toyining,
sabokolor sayinin qiymotlondirilmosine baxilir.

Determinik (avtomat) funksiyalar, onlarin agaclar vasitosilo
verilmasi, mahdud determinik funksiyalar, onlarin Mur diaqramlar
vo kanonik tonliklorlo verilmosi, onlar tizorindo superpozisiya vo oks
olago omollorinin toyini vo bu omollors goro mohdud determinik
funksiyalar sinfinin qapalilig1 dérdiincii fosildo sorh olunur.

Besinci fosil avtomatlar nezoriyyesina hosr olunur. Burada
sonlu avtomatlar diskret modellor kimi sorh olunur, onlarin
xarakterik xtisusiyyatlorine vo onlara miixtalif yanagmalara baxilir.
Bu fosildo homginin sonlu avtomatlarin verilmo {isullari, onlarin
miixtalif novleri vo onlarla bagli masalsler haqqinda qisa malumatlar
sorh olunur.

Sonuncu fasil kodlagdirma nazariyyasine hasr olunur. Burada
kodlagdirma nozoriyyasinin asas problemlori, olifba vo miintozom
kodlasdirma tisullari, birqgiymatli dekodlasdirma meyari, birqiymatli
dekodlasdirmanin ~ taminmasi  alqoritmi,  minimal izafilikli
kodlasdirma iisullarindan Xafman, Fano vo Sennon iisullari sorh
olunur. Bu fasildo homg¢inin tohrifloro davamli kodlarin yaradilmasi
zoruroting, vo onlarin qisa inkisaf tarixino, sado kodlasdirma
usullarina baxilir, xatti blok kodlar1, dovri kodlar vo onlarin bir sinfi
olan Bouz-Coudxuri-Xokvingem (BCX) kodlar1 qisaca sorh olunur.
Bundan basqga agacvari kodlar hagqinda qisa molumatlar verilir.

Dors vosaiti miollifin  Sumqayit Dovlet  Universitetinin
«Riyaziyyaty fakiiltosindo bakalavr pillosinin riyaziyyat ixtisasi
tizro «Diskret riyaziyyat» fonnindon vo Baki Dovloet Universitetinin
«Totbiqi riyaziyyat vo kibernetika» fakiiltosindo bakalavr pillasinin
informatika ixtisast {izro «Kodlasdirma nozoriyyasi va sonlu
avtomatlary fonnindon oxudugu miihazirslor osasinda yazilmisdir.
Lakin bu vosaitdon diger universitetlorin riyaziyyat, totbiqi
riyaziyyat, informatika, iqtisadi kibernetika ixtisas1 {izro bakalavr
pillosindo tohsil alanlar va bagqalari istifads eds bilarlor.

Doars vosaitinds har bir sorh olunan molumatlar, tisullar xtisusi
niimunalorlo miisayiot olunur. Hesab edirom ki, bu da dars vesaitinda
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baxilan masololorin  daha  yaxsi  basa  distilmosino  vo
monimsanilmasine kdmok edacak.

Sonda dors vosaitinin elmi redaktoru, prof. K.B.Mansimova,
roycilori f-r.e.d. K.S.Mommodova vo dosent H.V.Simiyeva, vosaitin
yazilmasi va elektron variantinin hazirlanmasinda boyiik komoklik
gostormis Sumqayit Dovlot Universitetinin «Diferensial tonliklor vo
riyazi kibernetika» kafedrasmin omokdaslarma vo «informasiya
hesablama morkozininy mithondis-proqramg¢isi A.B.Adilovaya 6z
togokkiirtimii bildirirom.

F.-.r.e.d. F.G.Feyziyev
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FOSIL 1. MONTIQ CO9BRI FUNKSIYALARI

§1. Moantiq cabri funksiyalarinin tayini

Tutaq ki, U={x,y,z,..} doyisonlorin ilkin olifbasidir. U
olifbasinin simvollar1 sonlu sayda da ola bilor. E* ilo {01}
coxlugunu isars edak. f(x,y,z,...,¢t) funksiyasina baxaq. Tutaq ki,
X,V,Z,...,0. arqumentlori E’ c¢oxlugundan qiymotlor alir. Ogor
f(x,y,z,..,t) eladirse ki, x,y,z,...,t arqumentlorinin E? -don olan
istonilon qiymatlorinde funksiyanin aldig1 qiymot do  E* -den olur,
onda  f(x,y,z,..,t) funksiyasmma bul funksiyasi vo ya mantiq
cobrinin funksiyasi deyilir. Bul funksiyasinin doyisonlorine
miilahizolor do deyirlor. f funksiyasinin arqumentlori iiciin
X,¥,Z,..,t € U simvollar1 ilo yanasi bu simvollar indekslari oldugu
halda da istifado oluna bilor. Belolikls, f(x,,x,,...,x,) yazisi onu
gostorir ki, f funksiyasinin arqumentlori x,,x,,...,x, indeksli
doyisonloridir.

f(x,,x,,....,x,) bul funksiyasinin verilmasi tigiin kifayatdir ki,
arqumentlorin giymatlorinin hor bir yigimima funksiyanin uygun
qiymati gostorilsin.  Funksiyanin belo verilmosi iictin cadval
tisulundan istifado oluna bilor. Aydindir ki, ogor f funksiyasi »
sayda arqumento malikdirsa, onda arqumentlor kiillisiiniin 2" sayda
miixtolif qiymotlori ola bilor. Cadval tisulu ilo arqumentlorin
qiymatlori gostorilon zaman yigimlarin standart diiziimii istifade
oluna bilor. Yigimlarin standart diiziimii 0,1,...,2" =1 odadlarinin
ikilik say sistemindo » rogomli ikilik odad kimi yazilisi basa
dasiliir. Bul funksiyalar1 cadval tsulu ilo verildikdo iki hissodon
ibarot codval istifado olunur. Solda basda arqumentlor yazilir (bu
hisso n sayda siitundan ibarotdir vo hor doyison bir siituna
uygundur). Sagda iso basda funksiya arqumentlori gostorilmoklo
yazilir. Sag vo sol hissoni bir-birindon saquli diiz xstt ayirir. Codvalin
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sol torofinde birinci, ikinci,..., 2"-ci sotrlorde uygun olaraq
0,L,...,2" =1 odaodlori ikilik say sistemindo # roqomli odod kimi
yazilir. Bu ikilik adodin hor bir rogomi cadvolin baslhiginda uygun
siitunda yazilan doyisonin qiymoti hesab olunur. Arqumentlorin bu

qiymatlorinde funksiyanin aldigi qiymatlor codvalin sag hissesindo
uygun sotrlords yazilir (codval 1).

Codval 1.
X Xy . X, X, S, %,,00X,4,X,)
00 .. 00 £(0,0....,0,0)
0 0 .. 01 £(0,0,...,0,1)
0 0 1 0 £(0,0....,1,0)
11 1 1 f(l,...,101)

Niimuna 1. x;, vo Xx, doyisonlorindon asili f(x,,x,)

funksiyasinin codvollo verilmosino niimuno olaraq codval 2-do
verilon funksiyani gostormok olar.

Niimuna 2. x,,x, vo Xx; doyisonlorindon asili f(x,,x,,x;)

funksiyasinin codvollo verilmosino niimuno olaraq codval 3-do
verilon funksiyan1 gostormok olar.

Cadval 2 Cadval 3
X x, | f(x,x,) X X, Xy | S(x5x,,%3)
0 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1
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Aydindir ki, f(x,,x,,...,x,) funksiyasi
E*xE*x.xE* > E?

inikasin1 toyin edir, hans1 ki, x-simvolu coxluglarin dekart hasili
omoliyyatinin isaresidir. Bu inikas zamani x,,Xx,,...,x, cadvel 1-do
sol torofdo siitunlarin adi kimi istirak edir. Sttunlart  y,,,,...,»,
kimi do adlandirmaq miimkiin oldugundan odur ki, hom
f(x,,xy,...,x,) vohoamds f(y,,,,...,»,) eyni bir inikas1 tayin edir.

P, il 0 vo 1 sabitlori do daxil olmaqla biitiin bul funksiyalar
coxlugunu isaro edok.

por(n) ilo P, ¢oxlugundan olan vo »n doayisoninden asili olan

biitiin bul funksiyalar1 goxlugunun elementlorinin saymi isars edok.
Teorem 1. n doyisonindon asili bul funksiyalar1 ¢coxlugunun

elementlori p,(n) = 2% saydadir.

Isbati. Isbatda bul funksiyasimin codval iisulu ilo verilmosindon
istifado edok (cadval 1). Cadvalds 2" sayda sotr movcuddur vo solda
X;,X,,...,X, doyisonlorinin ala bilocoyi biitiin yigimlar oks olunur.
Beloliklo, funksiyalarin say1 codveolin sag hissosindo miimkiin olan
variantlarin sayindan asilidir. 2" sayda movgelorin ala bilacoyi
qiymotlorin say1 2 oldugundan variantlarm say1 ve, beloliklo,
funksiyalarin say1 2% olur. U

Qeyd edok ki, n-in qiymati artdiqca p,(n) eksponensial artir.
Masalon, p,(1) =4, p,(2) =16, p,(3) =256,... Belaliklo, doyison-
lorin say1 artdiqca bul cobrinin funksiyalarinin verilmasi ti¢iin codval
tisulu ¢ox samarasiz olur.

n doyisondon asili funksiyalarin cadval tisulu ilo verilmasi
halinda somaorsliliyi artirmaq ti¢iin cadvali ¢okmomok olar. Bels ki,

cadval 2" sayda sotrdon ibaratdir vo sol hissado bu sotrlorin
mozmunu 0,1,2,...,2" —1 odadlorinin ikilik say sistemindo # roqomli
yaziliglaridir v biitiin 7 dayisenli funksiyalar tictin eynidir. Odur ki,

13



Milli Kitabxana
funksiyanin bu sotrlora uygun qiymatlorini gostormok kifayastdir.
Masolon, funksiyalarin qiymaoti asagidaki kimi verilo bilor:

S, %0,05x,) = (0,05, @,

Burada «; ododi (i=12") f(x,,x,,..,x,) funksiyasinin
verilma cadvelindo i -ci sotrde sag torofdo olan giymotdir. Basqa
sozlo desak, tutaq ki, (i —1) adadinin ikilik say sisteminds » rogomli
tosviri halinda rogqomlor iyyly,...,d, -dir. Onda
X, =i,,x, =i,,...,x, =i, olduqda f(x,,x,,....x,)=¢,.

Niimuna 3. f(x,,x,,x;)=(01001110).

Bu o demokdir ki,
£(0,0,00=0, £(0,0,1)=1, £(0,1,0)=0, £(0,1,)=0,
£(1,0,00=1, f1,0,H=1, £1,1,0)=1, f(1,1,1)=0.

n sayda doyisondon ibarot funksiyalar ¢coxluguna nisboton az
sayda doyisonlordon ibarst olan funksiyalar da daxil olur. Belo az
sayda doyisondon asili funksiyalar » sayda doyisondon asili

funksiyalar ticlin olan cadvalde verildikds coadvalde lazim olmayan

sotrlor vo siitunlar yaranir.
Torif 1. Ogor P, -don olan  f(X,....X, ,X;, X, e0sX,,)
funksiyasinin x,,x,,...,x, ;,X,,,....X, dayisonlori {i¢lin uygun olaraq

[T
elo Oy Oy Oy e O, qiymatlori movcuddursa ki,
fla,....a, .0,a,,,...a,)# f(a,...a,_,l,a,,..,c,) olur, onda x,
doyiseni f(x,,...,x,) funksiyasinin asasli doyisoni adlanir. Ogor x;
doyisoni asasl doyison deyildirss, onda o, fiktiv doyison adlanir.
Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyasinda x; doyisoni fiktiv
doyisondir. Bu funksiya {i¢iin olan codvolo baxaq. Cadvaldo
(a,ay,....0; ,1,a,,...c,))  soklindo olan biitiin  satrlori pozaq.
Homginin x, arqumentino uygun siitunu da pozaq. Alinan cadvel

miloyyon bir  g(x,,x,,....X, |,X,,,,...,X,) funksiyasini toyin edir. Belo

120
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oldugda deyirlor ki, g(x,,...,x, |,X,,,,....x,) funksiyast f(x,,...,x,)
funksiyasindan x, fiktiv doyisenini atmaqla almir. f(x,...,x,)
funksiyasma iso  g(x,,...,X,;,X,,,....,x,) funksiyasma fiktiv x,
dayiseni olave etmok yolu ils alinan funksiya deyilir.
Niimuna 4. Cadval 2-do verilon f(x,,x,) funksiyasina baxagq.

Bu funksiyada x, doyiseni fiktiv doyisondir. Dogrudan da istonilon
a € E* adadi iigiin
f(@,0) = f(a.])
olur.
Niimuna 5. Codval 3-do verilon f(x,,x,,x;) funksiyasina

baxaq. x; doyiseninin fiktiv doyisen olub olmadigim1 yoxlayagq.
Codvaldon goriindiiyi kimi x, vo x; doyisenlori iigiin elo «, vo o,
giymotlori var ki, f(0,a,,a;)# f(l,a,,a;) olur. Masalon,
a, =La,; =0 olduqda f(0,c,,,)=0, f(l,a,,a,)=1 olur.
x, doyiseninin fiktiv doyison olub olmadigini yoxlayaq. Codvaldon
goriindiiyii kimi  x; vo x; doyisonlori Giglin elo a;, vo
qiymotlori var ki, f(e,,0,a;)# f(a,,l,a;) 06donir. Mosalon,
a,=0,a,=1 oldugda f(,,0,a;)=0, f(a,,,a;)=1 olur. x,
doyiseninin fiktiv doyison olub olmadigin1 yoxlayaq. Cadvaldeon
goriindiiyti kimi  x; vo x, doyisenlori ligiin elo «, vo «, qiymatlori
movcuddur ki,  f(«,a,,0) %= f(a,,2,,]). Dogrudan da,
a, =lLa, =0 oldugda f(o,,a,0)=1, f(a,,a,,])=0 olur.
Niimuna 6. Tutaq ki, f(x,,x,,x;) funksiyas: ti¢iin f(1,1,0)=0
-dir, lakin = x,,x,,x;-tn qalan gqiymotlori yigiminda f(x,,x,,x;)
funksiyasinin qiymoti cadval 3 osasinda verilir. Aydindir ki, bu
funksiyada x, doyiseni fiktiv doyisondir. Dogrudan da x, vo x;

doyisonlori  Uiglin  istonilon  «, vo  «a;  qiymotlorindo
f(0,a,,a;)= f(l,a,,0;) olur.
15



Milli Kitabxana
Torif 2. Ogor  f,(x,,x,,....,x,) vo f,(x,,x,,....,x,) funksiyalar
bir-birindon fiktiv doyison olavo etmoklo alinirsa, onda bu
funksiyalara borabor funksiyalar deyilir.
Borabor funksiyalar1 isaro etmok tiglin eyni bir funksional
simvoldan istifade olunur. Masolon, f, vo f, funksiyalar1 borabor
olarsa, onlar f, = f, kimi yazilr.

Bul funksiyalar1 arasinda osasli doyisone malik olmayan iki
funksiya mévcuddur. Bunlar eynilikls 0 vo 1 funksiyalaridir.

§2. Mantiq cobrinin elementar funksiyalari

Montiq cobrinin bir sira sado funksiyalar1 riyazi montiqdo vo
kibernetikada (hesablama texnikasinda vo s.) tez-tez istifado olunur
vo onlar elementar funksiyalar adlanirlar. Bu funksiyalara asagidaki
funksiyalar aiddir.

1) f,(x)=0 - 0 sabiti;

2) f,(x)=1 -1 sabiti;

3) f;(x)=x - eynilik funksiyas;

4) f,(x)=X - x-1n inkar funksiyasi;

5) f5(x;,x,)=(x,&x,) - x; vo x,-nin konyunksiyast (belo
oxunur — «x; Vv Xx,»). & isarosi ovozino bozon - isarosi

(imumiyystlo bu isaro ¢ox vaxt yazilmir) vo ya @ isarosi istifado
olunur. Bu funksiya ¢ox vaxt montiqi vurma adlanir;

6) fi(x,x,)=(x,0x,) - X, vo x, - in dizyunksiyas1 (belo
oxunur - «X; voya X, »). Bu funksiya montiqi toplama adlanir;

7 f(x,x,)=(x, >x,) - x; vo x, - in implikasiyas: (belo
oxunur - «X,-don x, alimr»). Bu funksiya montiqi natico kimi do
adlandirilir;

8) filx,x,)=(x®x,) - x, vo x, - nin mod2 {izro

toplanmasi, @ isarasi ovozina ¢ox vaxt + isarasi yazilir;

16
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9) fo(x,,x,)=(x,/x,) - Seffer funksiyas,
10)  f,(x,x,)=(x, ¥ x,) - Vebb funksiyasi. Bozon bu
funksiyaya Pirs oxu da deyirlor.
11) f,,(x,,x,)=(x,—x,) - ekvivalentlik funksiyasi.
Bu funksiyalarin qiymaotlori cadval 1 vo codval 2-do verilir.
Qeyd edok ki, (x;&x,)=min(x,,x,), (x,®x,)=max(x,x,).

Cadval 1.
X 0 1 X X
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

Cadval 2.
X1 X9 XI&XZ X1V Xy X1 —))Cz xl@)xz XI/XZ le’xZ X1~ X9

—_— OO

0
1
0
1

— o |OoO

0
1
1
1

el =l Ll
OO
O == —
S|Io|Io|—
— oo~

§3. Diisturlar. Elementar bul funksiyalarinin
xassalari va tatbiqlari

1.Diisturlarin  toyini. Diisturlar elementar funksiyalar
vasitosilo qurulurlar. Umumi halda diisturlarin toyini tigiin induktiv
toyindon istifads olunur.

Torif 1. Tutaq ki, R c¢oxlugu B-don olan funksiyalarin alt
coxlugudur vo bu ¢oxluq sonlu ¢oxluq olmaya da bilor.

a) Induksiya bazisi. R -don olan har bir f(x,,...,x, ) funksiyasi
R tzarinds dustur adlanir.

b) Induksiya kegidi. Tutaq ki, f(x,,x,,..,x,) R ¢oxlugundan
olan funksiyadir, 4,,4,,...,4,,-lor iso R iizorindo olan diistur vo ya
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doyisonlor ~ simvolundan  ibarot olan  ifadolordir.  Onda

f(4,,4,,...,4,) R iizerindo diistur adlanir.

Niimuna 1. Tutaq ki, R c¢oxlugu elementar funksiyalar
coxlugudur. Bu halda asagidaki ifadolor R tizorindo diisturlardir:

D) {lGexp) +x1]1 > x5}

2) [X%(%, +x3) ¥ 1];

3) {x1 VI(xy = x3)(x3 > X))} + X% 5

4) [x, 4 (x, +x)]+ X, & X, .

5 x> (y>2)0(z->x);

6) XV )V (x&Z) ¥ (x~y);

7. (x/»)¥2)/ iz

Tutaq ki, X ={&&.v.®,~,—,/,4} vo Q doyisonlor olifbasidir.
Y c¢oxlugunun elementlori birlosdiricilor yaxud olagelondiricilor
adlanir. ¥ tizorindo diistura asagidaki kimi do torif verilir.

Torif 2. ¥ {iizorindo diistur dedikds asagidaki sokildos istonilon
ifado basa diistiliir.

1) Q olifbasindan istonilon doyigen;
2) (&), (U&B), (Uv B), (U®B), (U~B),(U—B),

(U/B),(U B), hansi ki, U vo B-lor ¥ iizerinds diisturlardir.

Qeyd 1. Cox vaxt (&) diisturu U kimi do yazilir.

Qeyd 2. Dusturlarda xarici motarizalor atila da bilor.

Diisturlarin hansi funksiyalardan quruldugunu géstormok tigiin
diisturun adindan sonra kvadrat moéterize daxilinde hamin funksiyalar
yazilir:

ULfis freer fs ]
vo bu onu gostorir ki, U diisturu f,, f,,..., f, funksiyalari vasitosilo

qurulur. Diisturlarin  qurulmasinda istifado olunan doyisonlori
gostormak tigtin U(xy,x,,...,x,) yazisindan istifads olunur.
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Tutaq ki, U R tizorinds ixtiyari diisturdur. Onda bu diisturun

qurulmasi ti¢iin istifado olunan diisturlara U diisturunun alt
diisturlar1 deyilir.
Tutaq ki, U R c¢oxlugu tizorindos diisturdur, hansi ki,

R={f,0x)50sX, )yeees [, (X 50e0sX, )},
yoni U=U[f,..., f;] -dir. Asagidak: funksiyalar ¢oxluguna baxagq:
Q = {gl (xl9""xn)""9gs (xl”"’xn)} H
hans1 ki, g, funksiyas1 f, funksiyasinin malik oldugu eyni
doyisonloro malikdir (i = I,_S) .
Torif 3. V =V[g;,....g,] diisturuna baxaq vo tutaq ki, bu
distur U diisturunda f,-i g,, f,-ni g,,...,f.-1 g, ilo avoz etmaklo

alinir. Onda deyilir ki, V' disturu U diisturu ilo eyni struktura
(qurulusa) malikdir.

Niimuna 2. Asagidaki funksiyalar sistemins vo onlar tizerindo
dusturlara baxaq:

1) R={x, x,&x,}, U=[x; &(x; &x3)];
2) O=1{x, (x; &> x)}, V=[x = (x; > x3)].
Aydindir ki, U vo V' diisturlari eyni struktura malikdirlor.

Beloliklo diisturlar hor hanst bir C qurulusu vo nizamlanmis
{f1s S50 [} Y1811 ilo birqiymatli toyin olunurlar. Bu zaman diistur

U=C[f, /5, /] kimi isars olunur.

2. Diisturlara funksiya qars1 qoyulmasi. Istonilon hor bir R
funksiyalar ¢oxlugu tizorinds olan istonilon U(x,...,x,) disturuna
P, -don olan bir funksiya qarst qoyula bilor. Bu gars1 qoyma
asagidaki kimi induktiv toyin olunur:

a) Induksiya bazisi. Ogor U(xy,..,x,)= f(X],..,X,) 159,
harada ki, f(x,,...,x,)€ R, onda U(xy,...,x,) disturuna f(x,,...,x,)
funksiyasini qars1 qoyurugq.
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b) Induksiya kecidi. Tutaq ki, U(xy,...,x,,) = fo(Ay,..., 4,,) -dir,
harada ki, 4, (i=1,...,m) ya R tizorindo olan diistur ya da ki, hor
hansi bir x,, dayison simvoludur. Onda induksiya forziyyasina goro
4;-ys P,-don olan f; funksiyasi ya da ki, f, =x,, eynilik
funksiyasi qarst qoyulur. Belaliklo, U(x;,x5,...,x,,) disturuna
f(x5esx,) = fo(fy5---r f,,) funksiyasini qarst qoyuruq.

Ogor f funksiyast U diisturuna qarsi qoyulursa, onda deyilir
ki, U diisturu f funksiyasini realizs edir.

Torif 4. U diisturuna uygun f funksiyasma R -don olan

funksiyalarin superpozisiyasi deyilir. R -don olan funksiyalardan f
funksiyasinin alinmasina superpozisiya omoliyyati deyilir.

Superpozisiya omoliyyatini asagidaki kimi do basa diismok
olar: Tutaq ki,

S= {§01(x13x2’---axkl ), (02(x1>x2’---’xk2)a---a(0é (X0, X5 00, X )}
funksiyalar sistemi verilmisdir.

Torif 5. § sisteminin superpozisiyasi asagidaki qaydalarla
alian istonilon f funksiyasina deyilir:

a) Istonilon @, €S funksiyasinda doyisonlorin adlarmin
dayisdirilmasi;

b) Istonilon @, €S funksiyasinda bozi doyisenlorin ¢, €S
funksiyasi ilo ovozlonmasi;

c) «a)» vo «b)» bondlorinin tokrar-tokrar yerino yetirilmaosi.

Aydindir ki, torif 3 vo torif 4 ekvivalentdir.

3.Diisturlarin ekvivalentliyi. R {izorindo olan diisturlara
mantiq cobrinin funksiyalar1 uygun golir. Miixtolif diisturlara eyni bir
funksiya uygun golo bilor.

Tarif 6. R tizorindo U vo V' diisturlarma uygun olan fi; vo

fy funksiyalar1 borabar olarsa, yoni f|; = f}, olarsa, onda U vo V'
diisturlarina ekvivalent diisturlar deyilir.
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Qeyd edok ki, U=V yazilisi U vo V' diisturlarinin ekvivalent
olmasini gostorir.

Niimuna 3.

1) 0=(x &%),

2) (x,(x, +x3)) ={x, V[(x, & x)(x; > x,)]},

3) (x> )= (> 5.

Niimuna 4. Tutag ki, U=((xv y)vz) > ((xv y)&(xVv z)) vo

B = x ~ z. Bu diisturlarin ekvivalent olmalarini yoxlamali.
U vo B diisturlarinin giymatlar codvalini quraq

Cadval
A=xvy|C=Avz|D=xvz|E=A4&D ([U=C—>E|B=x~z

=
<
N

—t |t | | = | O OO
—t e | O O | == [
— OO |||
el Ll Ll el Ll Ll A== k)
|t | et | et | et [ [ | ©
el Ll Ll Ll el =R L k=)
et |t |t | e | [ OO
el L Ll el el =R k=R Y
— OO ||~ (O

Codvalin son iki siitununun hor bir mévgesi U vo B
disturlarinin = x,y vo z dayisenlorinin eyni bir yigiminda aldigi
qiymatlordir. Bu siitunlar ist-iisto diigmadiyi tigin U vo B
diisturlari ekvivalent deyildir.

4. Elementar funksiyalarin  xassalori.  Elementar
funksiyalarin ekvivalentlikls bagli bir sira xassalorina baxaq. Osason

(01,x, X, &X,, X,V Xy, X, + X0, X,%, /Xy, %, ¥ Xy, X, = X,,X, ~ X, }
coxlugundan olan elementar funksiyalara baxacagiq.

Asagidaki xassolori asanligla bilavasito yoxlamagla siibut
etmok olar:
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) (q&x,), (x;vx,) vo x +x, funksiyalar1 assosiativlik
xassolorino malikdirlar, yoni
(& x,) & x3) = (x, &(x, & x3)),
((x, VX)) vixy) =(x v(x, vVx;)),
(3, +2x5) +x3) = (x; +(x, +x3)) .
2. x;&x,, x;vx, vo x, +x, funksiyalar1 kommutativlik
xassolorino malikdirlor, yoni:
x&x,=x,&x,, X;,VX,=X,VX, X, +X,=X,+X,.
3. Konyunksiya ve dizyunksiya {¢iin distributivlik ganunu
dogrudur, yoni
((q vxy)&xy)=(x, &x;) v (x, &x;3),
(O & x)) v ixs) = (x v x;) &(x, vV X3).
4. Inkar, konyunksiya vo dizyunksiya arasinda asagidaki
miinasibotlor dogrudur:
a) ikigat inkar ganunu — X= X,
b) de-Morqgan ganunlari:
(x, &x,)=X,VvX,, (x,vx,)=X&X,.

(x, &..&x,)=Xx,v..vX,, (x,v..vx,)=X&..&X,.

5. Konyunksiya vo dizyunksiyanin asagidaki xassoalori
dogrudur:

(x&x)=x, (xvx)=x -idempotentlik xassosi,

(x&Xx)=0, (xvx)=1,

(x&0)=0, (xv0)=x,

(x&)=x, (xv1)=1.

6. Konyunksiya, inkar vo Seffer funksiyas: arasinda asagidaki
miinasibat dogrudur:

X, /x, =x, &x, .
7. Dizyunksiya, inkar vo Vebb funksiyasi arasinda asagidaki
miinasibat dogrudur:
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x4 x, =(x, vx,).
8. Ekvivalentlik, inkar vo mod2 {izro toplama arasinda
asagidaki miinasibot dogrudur:
(x, ~xy) =(x, +x,).
9. Konyunksiya vo mod 2 1iizro toplama omoli {igiin
distributivlik qanunu:
X &(x,®x;)=x&x, Dx, &x;.
10. Konyunksiya, dizyunksiya vo implikasiyanin birgo
xassolori:
a) AvB=(4—> B)—> B;
b) AvB=4 — B;
c) A&(A—> B)=A&B;

d) A>B=A&B;

e) A>B=A4vB;

fYA>B=4—>B;

g) A& B=A4—-B;

hyA->(B—>C)=(4&B)—> C.

11. implikasiyanin xassalori:

a)l>B=8;

b)A>(B—>C)=(4—>B)—>(4->0C).

12. Inkar vo ekvivalentliyin xassalori:

A~B=A4~B.

13. Dizyunksiyanin konyunksiya vo mod 2 iizro toplama ilo
birgs xassosi:

XVy=x+y+xy.

14. mod 2 {izro toplamanin inkar konyunksiya vo dizyunksiya
ilo birgo xassasi:
a®b=(ab)v (ab).
Bul  funksiyalarinin = yazilisinin =~ sadologdirilmesi  va
omoliyyatlarin yerino yetirilmosi ardicilliginin nizamlanmasi {i¢iin
omoliyyatlarin ~ yerino  yetirilmosinin  Ustiinlik ~ doracasi
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sortlogdirilmisdir. ©n yiiksok stilinliikk doracasine inkar omoliyyati
malikdir. & omoliyyati v omoliyyatindan iistiindiir. ©Omoliyyatlarin
tistiinliik doracasini doyismok tiglin métorizolordon istifads olunur.

Yazilarin sadologdirilmasi tiglin o omoliyyatinin (bu omaliyyat
&, v vo mod2 iizrs toplama amoliyyatlarinin istonilon biri ola bilor)
assosiativlik xassosine goro  ((x,0x,)ox;) vo (x,o(x,°Xx;))
ifadolori sadaco olaraq (x, o x, o x;) kimi yazila biler.

Sadalik tiglin (x,0x,) Vva (x,0x,) avozino uygun olaraq

X, °x, V3 x,ox, yazila bilor. Burada o isarosi montiq cobrinin

istonilon binar amoliyyatidir. Asagidaki isarolor do istifade olunur:
n n
&x; =x&x, &..&x,, VX=X VX V..VX,,
i=1 i=1

n n
&)lx,- =X, ®x, ®...®x, vo ya z Ox, =x,®x,®..®x, .
= i=1

Bu qisa yazilislar » =1 olduqda da istifads oluna bilor.

Elementar  bul  funksiyalarmmin  yuxarida — gostorilon
xassolorindon istifado etmoklo asagidaki qaydalar1 gostormok olar:

1. ©gor montiqi hasilds vuruglardan biri 0 is9, onda hasil 0-a
barabardir;

2. ©gor ikidon az olmayan vuruga malik mentiqi hasildo 1-9
borabor vuruq varsa, o vurugu silmok olar;

3. Ogor ikiden az olmayan toplanana malik montiqi comds 0-a
borabor olan toplanan varsa, bu toplanani silmok olar;

4. Ogor montiqi comds bir toplanan 1-o borabor olarsa, onda
mantiqi com 1-3 barabardir.

Aydindir ki, U diisturunun alt diisturu U’ iso vo U’ alt
diisturunun U diisturuna hor daxil olmalarinda U’ ovozino ona
ekvivalent olan V' diisturunu yazsaq, onda U diisturu ona
ekvivalent olan diistura ¢evrilir.

Niimuna 5.
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X, Vxx, =x-1vxx, =x(x, vX,)Vvxx, =
=XX, VXX, VXX, =X X, VXX,V XX, =
=XX, VXX, =x,(x,vX,)=x-1=x,.

5. Bul funksiyalarmin tatbiqlori. Montiq cobri funksiyalar
riyaziyyatin basqga saholori ilo yanasi hom doqiq vo hom do humanitar
elm saholorindo, texnikanin miixtolif saholorindo totbiq olunur.
Miiasir hesablama vo rogom texnikasin1 montiq cobri funksiyalarsiz
tosovviir etmok ¢otindir.

Bul funksiyalar1 texnoloji sahads kecid proseslorinin, miixtolif
elektrik dovralorinin isinin riyazi tosvirindo (modellogdirilmosinda)
totbiq olunur. Bazi niimunolors baxaq.

1. Elektrik dovrasinda carayanin ke¢masinin bul funksiyalari
vasitasilo tasviri. Elektrik dovrosindo coroyanin kegmosini 1,
kegmomosini iso 0-la isaro edok. Dovrodo olan i-ci acarin
vaziyyatini x; ilo isare edok. ©gor acar qosulu voziyystdadirse, onda

x; =1, ag1q voziyyatdadirse, onda x; = 0 hesab edok.
Sakil 1 «a)»-da ardicil sxem verilmisdir. k, vo k, acarlardur,

X, Vo X, uygun olaraq bu agarlarin voziyystlorini gostarirlor.
Aydindir ki, verilon ardicil dovrads coroyanin kegmaosi
SCx,x,) =x &x,
funksiyasi ilo tosvir olunur. Sakil 1 «b)»-do paralel sxem verilmisdir.
k, vo k, agarlardir. Aydindir ki, verilon bu paralel dovrads
corayanin kegmaosi
S(xp,x,) =x, v x,
funksiyasi ilo toyin olunur. Sokil 1 «c)»-do verilon dévroys baxaq.
Bu dovre ardicil, paralel, ardicil dovralor ardicilligindan ibaratdir.
Bilavasito yoxlamagla gostormok olar ki, baxilan dévrodo coroyanin
keg¢maosini
SCx,,x5,x,) =x &(x, vx;) &x,
funksiyas1 ilo tosvir etmok olar. Sokil 1 «¢)»-do verilon doévrado
coroyanin kegmosini
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SGepxy,x5,x,)=((x; &x,)vx;)&x,
funksiyasi ilo tosvir etmok olar.

k Ik k ky sk, k
O—V—Z/‘/ 0 o / 0 o—/ y 0

9)

Sokil 1.

toplanan a, ikinci toplanan b, onlarin comi iso ¢-dir va bu adadlorin
ikilik tosvirlori a=a,a, ..a,a,, b=by>b, .b,b,

n"n-1°
_ . . . 2
c=c,,C,C, .-C,c, kimidir. Burada a,,b,c,eE°. a vo b
odadlorinin toplanmasi naticosinds alinan ¢ ododi asagidaki «siituny»
algoritmi vasitosilo alinir:

a,,a, a, ..a,a,

n+l
+
bn+1 bn bnfl b2b1
Cn+lcn Cn—l CZCI
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Burada a,,,=0,b,,, =0. Aydindir ki, c-nin i-ciroqomi a vo b

> “n+l

odadlarinin i-ci rageminin comi ilo avvalki ragomin hesablanmasi
zamani «yaddasaxlanilan» odadin comindon ibarotdir. Bu comloma
prosesini bul funksiyalarinin komokliyi ilo toskil etmok {i¢lin
«yaddasaxlanilan» odod iiclin komoke¢i doyison daxil edok:
w,i=0l..,n+1. flkin olaraq w, =0 gotirok. Bu doyisonin
komokliyi ilo ¢ adadinin i -ci rogomini asagidaki diisturun komakliyi
ilo hesablamagq olar:

c.=a,®b,®w,_,i=1.,n+l. (1)

Bu zaman «yaddasaxlanilan» adadi asagidaki kimi hesablamaq olar:
w, =(a, &b)v(a, &w, v (b &w ), i=12,..,n+1. (2)

Asanligla gostormok olar ki, (2) diisturunu asagidaki kimi do

yazmaq olar:
w,=a,&b, ®(a, ®bh)&w,, . 3)

(1)-(3) diisturlar1 gostorir ki, ikilik ododlorin toplanmasi {i¢iin
bul funksiyalar1 istifado oluna bilor.

§4. Ikili funksiya va ikilik prinsipi

1.ikili funksiya anlayis.
Torif 1. Tutaq ki, f(x,,x,,....,x,) bul funksiyas1 verilmisdir.

f(x,,x,,....,x,) funksiyasina barabor olan funksiyaya f(x,,x,,...,x,)
funksiyasinin ikili funksiyasi deyilir vo [ f(x,,x,,...,x,)]" kimi isars
olunur.

Aydindir ki, verilon f(x,x,,...,x,) funksiyasina ikili olan
funksiyanin qiymatlor cadvali f(x,,x,,...,x,) funksiyasinin codvalini

invers etmoklo, yoni 0-lar1 1-Io, 1-lari 0-la ovoz etmoklo alinir (codval
1-9 bax).
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[f(x; 5%, 5, )] = (X, 5., X, ) oldugundan [ f(x, ,...,x, )]’
vo [f(x,,...,x,)]" funksiyalar1 eyni bir inikas1 toyin edir. Bu inikasi
/" iloisara edok. Onda

WACTECIE 5 Bl AN CIPE SR D R

Ikili funksiyanin terifindon f™ =(f")"=f alinr, yoni f

funksiyasi f* funksiyasina ikilidir. Bu xasso qarsiliqhq xassosi

adlanir.

Asanligla gormok olar ki, 0,1, x,X,x, & x,, x; v x, funksiyalar
arasinda asagidakilar bir-biri ilo ikilidir, yaxud da 6zii-6ziine ikilidir:

Cadval 1.
X X X S Gxp,x,,%5) [f (x5 %,,3)]
0 0 0 1 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 0

1) 0 funksiyasi ilo 1 funksiyas: ikilidir;

2) x funksiyas1 6zii-6zline ikilidir;

3) x,& x, funksiyasiile x, v x, funksiyasi ikilidir;

4) x funksiyas1 6zii-6ziins ikilidir.
Niimuna 1. f =x® y funksiyasinin g = x ~ y funksiyasina,
f =x— y funksiyasminiss g =y — x funksiyasina ikili olmasini

yoxlamali.
x®y, (x®p), x~y, x>y, (x>y) Vo yox
funksiyalarinin qiymaetlorini eyni bir codvalds verak:
x | VXY @y | XY | XY o) | Y
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0] 0 0 1 1 1 0 1
0|1 1 0 0 1 1 0
10 1 0 0 0 0 1
1|1 0 1 1 1 0 1

Codvolden goriiniir ki, (x@®y)  vo x~y funksiyalarinin
qiymotlori tist-isto diisiir, lakin (x = y)" vo y — x funksiyalarinin
qiymatlori tist-tisto diismiir. Odur ki, x@® y funksiyast x ~ y ilo
ikili, x > y iso y — x iloikili deyildir.

2. Ikilik prinsipi. Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyas1 U diisturu
ilo ifado olunur. f*(x,,x,,...,x,) funksiyasini realizo eden diisturun

necd olmasini tapmaq {i¢iin avvalco bir teorema baxaq. Teoremi sorh
etmomisdon avval

(Xl Loeees lel ),..., (xml geeesy mem )
coxluglarinda rast golon biitiin miixtolif doyisonlori x,,x,,...,x, -1o

isara edok.
Teorem 1. Ogor

D(x5eees X,) = J 7 (X ppoees X gy Dsveos [ (X500 X, )
onda

D" (X)eesX,) = L) s Xy Drooos o Kpeeen Xy ).
Isbatt. @ (xy,..0,X,) = [y Ry 1reees X1y Dovees o gt s Xy )) =
= P F s T Do Loy Gosres T ) =
= S 11 seees X1y s o ot seees Xy )) =

= f*(fl* (xllﬂ""xlpl )9"': f}; (xmlﬂ""xmpm ))

O
Isbat olunan teoremdon asagidaki kimi ifado olunan ikilik

prinsipi alinir: Tutaq ki, U=C[f,,...,f,] disturu f(x,,x,,...,x,)
funksiyasini realizo edir. Onda C[f,..., f,] disturu, yoni U
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diisturunda olan f,,...,f, funksiyalarinin onlara ikili olan uygun

S s f funksiyalar ilo ovez edilmosi noticosindo alinan diistur

f7(x,,...,x,) funksiyasini realizo edir.

U diisturuna ikili olan diisturu U ils isaro edok:
U =Clfn /]
R={0LLx,x &x,, x, vx,} ¢oxlugu tizorindo distur tgiin ikilik
prinsipini asagidaki kimi ifade etmok olar: U* diisturunu almaq {i¢iin
U diisturunda 0-1 1-lo, 1-i 0-la, &-m1 v - ilo, v-ni &-a ilo avaz
etmak lazimdir. Belolikla, U =[0,1,x, x; & x,, x| V X, ] olarsa,
onda U* =[1,0,X%,x; v x,,x&x,] olar.

Niimuna 2.

D YG,xp)=x & xy, U (xp,x) =x v xg;

2) Uy (xy,x0) =21 v xg, Uy (3y,0) = 2 & 6y 5

3)LJ3(X1,X2) = X)Xy V flfz, LJ;(XI,XZ) = (fl \4 fz)&(.x] \/xz).

Ikilik prinsipinden alinir ki, ogor

U(xp,eenX,) =V (X e Xy,) s
onda
U™ (xpees X)) = V(X pen X,y )
Niimuna 3. x; & x, = X, v X, eyniliyindon
XX, VXX, =x&X,
eyniliyi alinir.

Niimunolordon goriindiiyti  kimi  verilon eyniliys  ikilik
prinsipini totbiq etmoklo yeni eynilik almaq olar. Onlara aid
asagidaki nlimunalori géstormak olar:

1. Udma eyniliyi. Bu asagidaki kimidir: x, v x,x, =x,. Bu
eynilikdon ikilik prinsipine asason X, -(x; VX,) =X;;

2. Yapigdirma eyniliyi. Bu eynilik belodir: x, -x, vx, -X, = x,.
Bu eynilikdon alinir: (x, vx,)-(x, VX,)=x;
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3. Cizma eyniliyi. Bu eynilik beloadir: x, vX,-x, =x, vx,. Bu
eynilikdon alinir: x, -(X, vx,) =X, -X,;
4. x,-x, v x -x; =Xx,(x, vx;) eyniliyi. Bu eynilikdon alinir:

(o, vx,) - (x; vxy) =x, v(x,&x;).

§5. Mantiq cobri funksiyalarmmin dayisonlors ayrilmasi.
Miikommol dizyunktiv vo konyunktiv normal forma

1. Bul funksiyalarmmin dayisonlorsa ayrilmasi. Miikommol
dizyunktiv normal forma. Bul funksiyalarmin codval soklindo
verilmasi ¢ox vaxt tolob edon isdir. Bul funksiyalarmin codval
vasitasilo verilmosindon basqa analitik tisul da mévcuddur vo bu da
diistur anlayist ilo six baghdir. Bul funksiyalarinin belo tsulla
verilmosi miioyyon bir funksiyalar ehtiyatina osaslanir. Belo ki,
verilon funksiyalar ehtiyati1 yaxud coxlugu tizorinde diisturlar qurula
bilor vo bu diistur lazim olan funksiyam1 realizo edo bilor.
Deyilanlorin aydinlig1 tigtin bazi anlayislar sorh edok.

Asagidaki isarslomoni qobul edok:

x° =xovVv Xo,
harada ki, o parametr olub 0 ya da 1-o borabor qiymatlor alir. Qeyd

edok ki, x” yazilis1 formal yazilisdir vo x qlivvatin asasi, o is9
quvvatin doracosi kimi basa disiilmalidir. Aydindir ki,

. |x, eger 0=0,
g :{x, ogor o =1.
Asanligla gérmak olar ki,
o {l, ager x = o,
0, agor x # o.

Teorem 1 (funksiyanin dayisonlors ayrilmasi haqqinda
teorem). Montiq cabrinin hor bir f(x,,...,x,) funksiyas: istonilon m

natural adadi tictin (1< m <n) asagidaki sokildo tosvir oluna bilor:
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f(xl,...,xm,xmﬂ,...,xn):( Voox &.L&X)&
O

1oeees! Om )GQm

& f(O)seeer Ty X i 55X ) » (1)
harada ki,

Qm: {(O'],...,O'm)O'i EEz,i:L_m} .

Isbati. ixtiyari (a,,...,a,) verilonlor yigimma baxaq, hansi ki,
2 .71 - _ _ _ oo e
a,eE”i=ln. x,=a,,x,=0a,,.,x, =, gotiroak vo x,,x,,...,.x, -

lorin bu qiymatlorinds (1)-in sag va sol toroflorino baxaq. Aydindir
ki, sol torofdo f(,,...,¢,) almir. Sag torofdo

Voo & &aT & [(Gy,. T,y e 2)

(O-l """ O'm)GQm
alinir. ¢ -nin toyinine gore ancaq vo ancaq «; =o; olduqda
a7 =1 olur. Ona gora do (2)-do Q, c¢oxlugunun («,...,2,,)

yigimina uygun olan haddindon basqa qalan hodlori sifra borabor
olur, yani

O
Vo0 &..&aT& [(Oy T, e X)) =

=" &..&a" & f(a,,....a,,a,. ,...a,)=f(a,..a) . (3)

Beloliklo, ixtiyari («,...,,) yigimi ictin (1)-in hor iki torofi eyni
qiymat alir. U

(1) disturuna f(x,,...,x,) funksiyasinin x,,...,x, doyisonlorino
gora Sennon ayrilist deyilir. Teorem 1-don asagidaki naticolor alinir:

Natico 1. Montiq cebrinin hor bir f(x,...,x,) funksiyasi
istonilon / adadi tictin (1 <i < n) asagidaki kimi tosvir oluna bilor:
F X yeer Xy 5 X3 Xy gy X, ) = X, & F ()00 X, 1, x,)v X, &

it]90

& f(X) 500y Xi 150, X150 X, ) - 4)
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(4) ayrilsinda  f(x;,..., X, L X 000 X,) VO f(X) e X, 150,X, 5000 X))
funksiyalar1 ayrilma komponentlori adlanir.
Natico 2. Montiq cobrinin hor bir  f(x,,...,x,) funksiyasi

asagidaki kimi tosvir oluna bilar:

S(x,e0x,) = V]
[Co

- W &...&x"& f(o,,..,0,). (5)

Aydindir ki,  f(x,,...,x,) #0 olduqda (5) disturu asagidaki kimi
yazila biler:
fGnXx,)= vV xO& &7 (6)

(07,..,0,)€Q,

1(01,.0,)1
(6) diisturu mitkommal dizyunktiv normal forma adlanir. Mitkommal
dizyunktiv normal forma (miikommol d.n.f. vo ya MDNF) ilo
asagidaki teorem baghidir:

Teorem 2. Montiq cobrinin hor bir funksiyast inkar,
konyunksiya vo dizyunksiya vasitosilo diistur soklindo tosvir oluna
bilor.

Isbani. Iki hala baxaq: f(x,,...,x,)=0 vo f(x,,..,x,) Z0.

1) Tutaq ki, f(x,,...,x,)=0.Onda, aydindir ki, f(x,,...,x,) =x, &X;.
2) Tutaq ki, f(x,,...,x,)Z0. Onda teorem 1-don alman naticoys
osason

O'l o
Xy X )= Vv X &..&x0.
f( 19° n) (0'1 vvvvv O'n)EQN 1 n
f(oy,.,0,)=1

Demoali, hor iki halda f funksiyas: inkar, konyunksiya vo

dizyunksiya vasitosilo diistur soklindo tosvir olunur. U
Beloliklo, teorem 1 vo teorem 2 osasinda aliriq ki, mentiq
cobrinin istonilon funksiyas1 R ¢oxlugu tizerinds diisturla verils bilor
vo bu zaman R coxlugu ancaq ti¢ elementar funksiyalardan - inkar,
konyunksiya vo dizyunksiya funksiyalarindan ibarat ola bilor.
Aydindir ki, bu teoremlor konstruktiv xarakter dasiyir. Belo ki,
funksiyanin arqumentlorin biitlin miixtolif yigimlarina uygun
qiymatlori molum oldugda bu funksiya miikommoal d.n.f. kimi
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analitik sokildo yazila bilor. Bu halda funksiyanin verilma codvali do
istifada oluna bilor vo cadvalin haor bir satri tiglin

x' &..&x"

montiqi hasili qurula bilor vo bu hasillor dizyunksiyalar vasitosilo
birlosdirils bilor.

Niimuna 1. 1) x; = x, implikasiya funksiyasi ti¢tin miitkommal
d.n.f.-1 yazmali.

Aydindir ki, (x;,x,) tg¢tin dord y1gim movcuddur: (0,0), (0,1),
(1,0) vo (1,1). Bu yigimlardan (0,0) (0,1) vo (1,1) yigimlarinda
x, = x, funksiyasi 1-o barabar qiymaet alir. Odur ki,

x, > x, = &x)) v (x) &x}) v (x] &x)) =
=(X, &X,)v(x, &x,)v(x &x,).

2) Asagidaki codveldo 1-do verilon f(x;,x,,x;) funksiyasi

tictin mitkommal d.n.f.-1 tapmalt:
f(x,,x,,x;) tiglin mitkommol d.n.f. asagidak: kimidir:

F(X,X,,X) =X,X,X; V XXX VXXX, VXXX VXXX

Cadval 1
X Xy X3 S (x5 %,,%3)
0 0 O 1
0 0 1 0
01 0 1
0 1 1 0
1 0 O 1
1 0 1 0
1 1 O 1
1 1 1 1
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3) f(x,x,,x;)=x/(x, >x;) funksiyas: ii¢lin miitkommol
d.n.f.-1 yazmali.
Aydindir ki, (x,,x,,x;) li¢lin 8 qiymotlor y1gim1 mdvcuddur vo
bu yigimlardan (1,0,0), (1,0,1) vo (1,1,1) yigimlarinda x,(x, = x;)
funksiyasi 1-o borabor qiymot alir. Ona gora do

_1.0_0 1.0_1 111 = — —
X, (X, D X,)=X,X,X; VXXX VXXX = XXX, VXXX, VXXX,

2. Miikommosl konyunktiv normal forma. Teorem 1 vo ondan
alinan naticolords f(x,,...,x,) funksiyasinin doyisenlora gore ayrilisi
2IT tipli ifadadir. Bu funksiyanin doyisenlora gors ayrilisinda I1X
tipli ifado do miimkiindiir. Bu asagidaki teorem osasinda miimkiin
olur.

Teorem 3. Tutaq ki, f(x,,...,x,) montiq cobrinin istonilon bir

funksiyasidir vo  f(xq,...,x,) 1. Onda

J— E EH
f(xl,...,xn) = (ol,,.,,%)egn(xll V..VX, ). (7)
f(01,0,)=0

Isbati.  f(x,,...,x,) funksiyasina ikili olan f*(x,..,x,)
funksiyasina baxaq. Aydmndir ki, f”(x,,...,x,) 0. Onda teorem 1-

don alinan natico 2-ya goro f (x,...,x,) funksiyasmi biitiin
doyisonlorino gora ayira bilorik vo bu asagidaki kimidir:

(X pex,)= Vv X & & X"

Ikili diisturlar tigiin eynilikdon istifado etsok onda bu diisturdan
alariq:

f**(-xla“-)xn) = & (xlo-l V..V x:” .

Sol tarof  f(x,,...,x, ) -dir, sag toraf iso asagidaki kimi yazila bilor:

& X7y xn) = & v xd) =
(01,...,0,)€Q, ( ! n ) (05005 an)eQn( ! n )
S (0] 0,)=1 f(&).sG,)=0
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Beloliklo, (7) ayrilisini alirg. [

(7) ifadosi miikkommal konyuktiv normal forma (mitkommol
k.n.f. vo ya MKNF) adlanir.

Niimuna 2. 1) x;, - x, funksiyast ticin miitkommal k.n.f.-1
qurmali.

x, > x, funksiyasi x, =1, x, =0 olduqda 0 qiymotini alir.
Odur ki,

) zvaxz6 =xVvXx,=%vx,.

2) Yuxarida cadveldo verilon f(x,x,,x;) funksiyas: ti¢tin
mitkommaol k.n.f.-1 qurmali.
FOraxy.x) = v xd v x)) (v va) (v vx)) =

=(x;vxivxl)(xvxyvxl)@xvxvxl)=

=(x;vx,vx)xvxvx) (vxvVvx).
§6. Tamhq vo qapalihq. Tam sistemlora niimunalor

1. Tamhq anlayisi. Malum teoremlors (teorem 5.2 vo teorem
5.3) goro montiq cobrinin hor bir funksiyast Xx,x; &x, vo x; Vv x,

elementar funksiyalar1 vasitosilo diistur soklinds tosvir oluna bilor vo
tosvir mitkommeal d.n.f. vo k.n.f. vasitasilo hoyata kegirilir.

Tutaq ki, ixtiyari bir funksiyalar sistemi (coxlugu) verilmisdir.
Bul cabrinin hor bir funksiyasi bu funksiyalar sistemi vasitasilo tosvir
oluna bilormi? Bu sual boyiik praktiki totbiglorlo baghdir. Yoni
miioyyon funksiyalar ehtiyati osasinda istonilon bir bul funksiyasi
realizo oluna bilirss, onda ehtiyat funksiyalara uygun sxemlor
osasinda biitiin bul funksiyalar1 realizo oluna bilor.

Torif 1. Ogor istonilon bul funksiyast P -don olan

{f1>S5ss fy»e-t funksiyalar sistemi vasitosilo diistur soklindo tosvir
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oluna bilarso, onda bu funksiyalar sistemino funksional tam vo ya
tam sistem deyilir.

Bir sistemin tam olmasi ilo onunla slagadar olan basqa bir
sistemin tam olub-olmamasini miioyyon etmok olur. Bu asagidaki
teorem osasinda hoyata kecirilir:

Teorem 1. Tutaq ki, P, -don olan asagidaki iki sistem
verilmisdir:

R:{fvfza"'}a (H

Q:{glagza"'} (2)
vo (1) sistemi tamdir vo onun istonilon funksiyasi (2) sisteminin
funksiyalar vasitosilo diistur soklindo ifado olunur. Onda (2) sistemi
do tamdir.

Ishati. Tutaq ki, h funksiyas: P,-don olan ixtiyari bir

funksiyadir. (1) sisteminin tamligina goérs /% funksiyasim R
tizorindo diistur soklindo ifado etmok olar, yani

h=C[f], [0 fgr]- 3)
Qeyd edok ki, kvadrat motorizo daxilindo (1) sisteminin biitlin

funksiyalart yazilmigdir. Lakin faktiki olaraq /4-mn tosvirindo
onlardan sonlu sayda istifado oluna bilor. Teoremin sortino goro

fi=Cilg1,80,-), i=12,..,s,... 4)
(3) miinasibotindo £, f5,..., f,,... funksiyalarmm ovozino
onlarin (4) diisturlarini yazaq:

CLAs f25- 1= ACE1, 825 1.Col 81,8211
Bu son miinasibat Q iizerinde C’ qurulusuna malik yeni bir diistur
omoalo gotirir:

ClCilg1,82,--1.Colg1, 82515 1= Cl g1, €201
Beloliklo,

h= C’[glagb"-]
vo bu da gostorir ki, P,-don olan istonilon /4 funksiyasi (2)
sisteminin funksiyalar1 vasitesilo diistur soklinds tosvir olunur. [
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2.Tam sistemlors niimunalor. Jeqalkin teoremi. Tam
sistemlora asagidaki niimunalori géstormok olar:

1. P, — biitiin montiq cobri funksiyalar sistemi tamdhr.

2.R={x,x, &Xx,, x, v x,} sistemi tamdir. Bu funksiyalar
sisteminin tamlig1 teorem 5.2-don alinir.
3.R={x,x, &x,} sistemi tamdir. Bunu isbat etmok {g¢iin

O={x,x, &x,, x, v x,} sistemins baxaq. Aydindir ki,
XNV, =X &%,
eyniliyina goro {X, x,&x,,x, v x,} sisteminin biitiin funksiyalari
{¥,x,&x,} sisteminin funksiyalar1 vasitasilo diistur soklindo ifado
olunur. Onda teorem 1-3 géro R ={x,x, & Xx,} sistemi tamdir.
4. R={X,x, v x,} sistemi tamdir. Bunu isbat etmok ti¢ilin

O={x,x, &x,,x, v x,} sistemino baxaq. Aydindir ki,

x&x, =X, VX,
eyniliyino goro {X, x,&x,,x, v x,} sisteminin biitiin funksiyalari
{x,x, v x,} sisteminin funksiyalar1 vasitesilo diistur soklindo ifads
olunur. Onda {x, x, & x,,x, v X,} sistemi tam oldugundan teorem 1-
o géro R={X,x, v x,} sistemi tam olar.
5. R={x,/x,} sistemi tamdir. Isbat iicin Q={X,x &x,}
sistemina baxaq. Asanliqla géstormak olar ki,

X =x,/x, x&x,=x/x,=(x/x,)/(x,/x,).
Belaliklo, O ={X,x, & x,} sisteminin biitiin funksiyalar1 R={x,/x,}
sisteminin funksiyalar1 vasitesilo ifade olunur. Q={X,x, &x,}
sistemi tam oldugundan teorem 1-o géro R ={x,/x,} sistemi do tam
olar.

6. R={0,Lx,&x,,x,®x,} sistemi tamdir. Isbat {i¢iin
O={x,x,&x,} sistemino baxaq. Aydindir ki, X =x+1. Belaliklo,
O={x,x,&x,} sisteminin funksiyalar1 R={0,1,x,&x,,x, ®x,}
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sisteminin funksiyalar1 vasitesilo ifade olunur. QO={x,x, &x,}
sistemi tam oldugundan teorem 1-o goro R={0,Lx &x,,x, ®x,}
sistemi do tam olar.

7. R={x, 4 x,} sistemi tamdir. isbat iicin Q={X,x, v x,}
sisteming baxaq. Aydindir ki,

)?leixl, xlvxzzm:(xlixz)i«(xlixz).
Ona goro do R = {x, \p X,} tam sistemdir.

Yuxarida nimuns «6.»-da isbat olundu ki, R={0,l,x,&
X,,Xx, Dx,} sistemi tamdir. Ona géro do montiq cabrinin istonilon
f(x,,...,x,) funksiyasini 0,1 sabitlori vo x, x, vo x; +x, funksiyalar

vasitosilo diisturla ifado etmok olar. Alinan diisturda moterizalori
acdigdan vo o godor do ¢otin olmayan riyazi ¢evirmolordon sonra
mod 2 omoali tizro polinom alariq. Bu polinom Jeqalkin polinomu
adlanir. Montiq cabrinin istonilon funksiyasinin mod 2 iizra polinom
soklindo tosvir oluna bilmasi haqqinda Jeqalkin teoremi asagidaki
kimidir.

Teorem 2. P,-don olan hor bir f(x,,...,x,) montiq cobri
funksiyast mod 2 omollorino goro asagidaki polinom soklindo
gostorilo bilar:

n
_ @ @ ()
S (Xppex,) = Z Z K i X XX ()
=0 (j], ..... j,-)eL,-
Burada
L = {(jl,jza---aj,-)|13j1 <J,<..<j;, <n}, (6)

k. 1890 vayal giymatlorini alan sabitlordir (omsallardir).

Isbati. Aydmdir ki, verilon ie{l,..,n} igiin L, g¢oxlugunun

elementlorinin say1 C,i vo, belaliklo, i=0,1,..,n olmaqgla biitiin
elementlorin say1
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n .
> C,=2"
i=0

qiymatino borabordir, yoni (5) ifadesindo 2" sayda omsal
movcuddur. Bu omsallar 0 vo ya 1 giymatlorini aldigindan timumi
halda 2% sayda (5) soklinds polinom méveuddur vo bu da p,(n)-9,
yoni n doyisonli funksiyalarin sayina borabordir. Beloaliklo, hor bir
f(x,,...,x,) funksiyasina qarsiligli birqiymatli olaraq (5) soklindo bir
polinom uygun galir. Qeyd edok ki, verilon f(x,,...,x,) montiq cabri
funksiyas1 tg¢iin  (5) Jeqalkin polinomunu tapmaq ig¢iin
(i)
Jisendi?

baxmaq olar. Bu namolum omsallart tapmaq igiin (x,...,x,)

(Ji»-rJ;)€L;,i=0,...,n, omsallarina namolum omsallar kimi

machullar1 Giglin biitiin miimkiin ikilik qiymetlor yigimini gotiiriib
onlar1 (5)-in sag vo sol torofindo nozoro almaqla namolum omsallar
tictin xatti tonliklor sistemi almaq olar. Bu tonliklor sisteminds biitiin
omoliyyatlar mod 2 iizro amaliyyatlardir vo tobii ki, sistemin yegano

halli movcuddur. Bu holli tapmaqla f(x,,...,x,) tuc¢iin Jeqalkin

polinomunu almis olurug. [
Qeyd edok ki, (5)-in sag torofindo i=0-a uygun toplanan
ancaq k' sabiti olur.
Niimuna 1. x,v x, funksiyasim1 Jeqalkin polinomu soklindo
gostormali.
x, v x, funksiyasin1 (5) diisturuna uygun olaraq asagidaki
sokildo axtaraq:
X,V X, =axx, +bx, +cx, +d.
Bu diisturda:  x; =x, =0 olduqda 0=d alirq,
x, =0, x, =1 oldugda 1=c aling,
x; =1,x, =0 oldugda 1=5 alirq,
x;,=1,x,=1o0lduqda 1=a+b+c,yoni a=1 alirq.

Beloliklo, x, v x, = x,x, + X, +X,.
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Iki doyisonli funksiyalar tigiin Jeqalkin ¢oxhadlisinin qurulmasi
sxemino baxaq. f(x,,x,) funksiyasi tg¢lin Jeqalkin g¢oxhodlisi
timumi halda asagidaki kimidir.
S (X, x%,) = ag +ax, +a,x, +a,x,x,,
hanst ki, a,,a,,a, vo a;, namolum omsallardir. Bu omsallar1 tapmaq
ticlin asagidaki tonliklor sistemini hall etmok lazimdir.
a,+a,-0+a,-0+a,-0=7(0,0),
a,+a -0+a,-1+a,-0= f(0,),
a,+a, -1+a,-0+a, 0= f(1,0),
a,+a, -1+a,-1+a, 1= f(L]).
Bu tonliklar sistemindon alinir:
a, = f(0,0), ay+a,=f(0D, a,+a=,(10),
a,+a, +a,+a, = f(L1).
Buradan da
a, = f(0,0), a,=70)+7(00), a =7(10)+7(0,0),
_ a, = £(0,0)+ £(O.1) + f(1,0) + f(LD).
Indi iso tigdoyisonli funksiyalar ticlin Jeqalkin ¢oxhadlisinin
qurulmasina baxaq. f(x,,x,,x;) funksiyas: {i¢iin Jeqalkin ¢oxhadlisi

timumi halda asagidaki kimidir:
f(x,x,,x)=a, +a,x, +a,x, + a;x; +a,,x,x, + a;;x,x; +

T Ay X, X5 + A3 X X5 X5 (7)

Burada a,a,,a,,a,,a,,,4a,;,a,,,d,,;, namolum omsallardir.
(7)-nin hom sag vo hom do sol toroflorindo x,,x,,x;

doyisonlorina onlarin ala bilocoyi miimkiin qiymetlori yazmaqla
alariq:
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a, = £(0,0,0),

a, +a, = f(0,0,1),

a, +a, = £(0,1,0),

a, +a, = £(1,0,0),

a,+a, +a,+a, = f(1,10),
a,+a, +a,+a, = f(1,0,1),
a,+a,+a,+a, = f(0,1),

a,+a, +a,+a,+a, +a, +a, +a, = f(1L1).

Buradan da alariq:
ao = f(anao) ’

a, = 1(0,0,0)+ £(1,0,0),
a, = 1(0,0,0)+ 1(0,1,0),
a, = £(0,0,0)+ £(0,0,1),

a, = f,L0)+a, +a, +a, = £(0,0,0)+ f(1,0,0)+ £(0,1,0) + £(1,1,0),
a,;=f(L01)+a,+a,+a;=f(0,00)+ f(1,0,0)+ f(0,0,))+ f(1,0,]),
a,; = f(O,L)+a, +a, +a, = £(0,0,0)+ £(0,1,0) + £(0,0,1) + £(0,1,1),
ay; =fAL)+a, +a +a, +a; +a, +a; +a, = £(0,0,0)+
+ £(1,0,0)+ £(0,1,0)+ £(0,0,) + £(1,1,0)+ £(LO,1) + £(O,L1) + F(LLI).

Indi iso n doyisenli f(x,,...,x,) montiq cobri funksiyasi iigiin
Jeqalkin ¢oxhadlisinin amsallirin1 tapmaq maosslosine baxaq. Tutaq
ki, f(x,,...,x,) funksiyasinin qiymoti arqumentlorin biitiin miimkiin
qiymatlori halinda molumdur. (5)-do forz olunur ki, biitiin omsallar
namoalumdur. Comi 2" sayda omsal mévcuddur.
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(5)-don goriindiiyt kimi  f(x;,,...,x,) funksiyasinin biitiin
arqumentlorinin qiymatlori sifira borabor olarsa, onda alariq:
K" = £(0,0,...0). (8)

Tutaq ki, x,=1, lakin x,=0,..,x,,=0,x,,=0,.,x,=0.
Arqumentlorin  bu qiymatlorinds  f(x,,x,,....,x,) funksiyasinin
qiymotini f(x, =1) ilo isaro edok. Onda arqumentlorin bels toyin
olunan giymatlori halinda (5)-don alariq

SO, ==k +k" . ©)
(8) va (9)-dan iso alinar:
kK" = f(x, =D+ £(0,0,..,0), £=1,n . (10)
f(x,,x,,...,x,) funksiyasmm x, =0,...,x, , =0,x, =1,x,., =0,...

,=0,x, =Lx_,,=0,.,x,=0 halinda qiymatini
f(x,=1,x,=1) ilo isaro edok. Arqumentlorin belo qiymatlori
halinda (5)-don sifira barabar olan hadlori atsaq, alariq

fx,=Lx, ==k +k" +k" +k2 . (11)
Onda (8), (10) va (11) asasinda k.. namolum omsali asagidaki kimi
tapilar

k(z) f(x,=Lx, =D+ f(0,...00+ f(x, =D+ f(x, =1),

f=1n o=1Intl+0. (12)

Indi forz edok ki, f (x,,%,,..,x,) funksiyasinin r sayda
doyisoni «1» -0 borabor qiymot alir, qalan n—r saydasi iso sifir
qiymoti alir. Tutaq ki, doyisenlordon «l» qiymatini alanlar
i doyisonloridir. f(x,%5,..,X,) funksiyasinin
x;=0,x;, ,=0,x, =Lx,  =0,. =0,x;, =1, x;,,=0,.
.»X, =0oldugada qiymotini f(x, =/x, =1,..,x;, =I) ilo isaro
edok. Aydindir ki, bu halda (5)-do bilavasito 51f1ra borabor olan
hadlori atsaq, alariq:

XX, e X

Ji+l > ’j] Je+l
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fx, =Lx;, =1..,x, =1)=
— -0 Ja 13
k +Z Z ]‘71 Jo' o' .”xjo'l-’ ( )
(04,...,0;)€Q; (1)
hansi ki,
Q, (N ={(0,,...0,)[I<0,<..<0, <r}. (14)

(0,5...,0;,) €Q,;(r) oldugada X; =La=1,i olur vo ona

gora do (13) asagidaki kimi yazila bilor.

flx, =lLx, =l.,x, =)=
_ 70 50 5
=k +Z Z Jo—] Jop (13)

(04,...,0;)€Q; (1)
Aydindir ki, € () bir yigimdan ibaratdir vo bu yigim (7,2,...,r)
y1gimidir vo odur ki, (15) asagidaki kimi yazila bilor

f(x :1,)(. :1,...,)(4 :1):

(0) (i) () (16)
k + Z Z k]a'] 10 k]l]l :
(0,...,0;)€Q; (r)
(16)-da olan k" iiciin alariq:
(V) _ _ _

, =f(x, =Lx, =l..,x, =D+
(0) () (17)

+k Z 20 K

(07,...,0;)eQ; (r)

(17) disturu (8), (10) disturlart ilo birlikde f(x,,x,,...,x,)
funksiyas1 tigiin olan (5) Jeqalkin ¢oxhadlisinin namolum omsallarini
tapmagq ti¢lin istifado oluna bilor.

3. Qapalilq anlayisi. Tamliq anlayis1 ilo qapanma vo qapali
siniflor anlayis1 six baghdir.

Torif 2. Tutaq ki, R coxlugu P, -don olan funksiyalarn her
hanst bir alt ¢goxlugudur. R c¢oxlugundan olan funksiyalar vasitasilo
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diistur soklinde ifado oluna bilon biitin funksiyalar ¢oxluguna R
coxlugunun gapanmasi deyilir.

R c¢oxlugunun qapanmasi [R] kimi isars olunur.

Niimuna 4.

1. R=P,. Aydindir ki, [R]=P.

2. R={l,x; +x,}. Aydindir ki, bu ¢goxlugun qapanmasi biitiin
xotti funksiyalar ¢oxlugu olan L sinfidir, yoni:

f(x,xy,..,x,)=c, +c,x, +...+¢,x, (mod2)

soklindo olan funksiyalar sinfidir, hans1 ki, ¢; € {0,1},i=0.L,...,n .

Qapanma anlayisinin bozi xassoalorini geyd edok:
1) R c[R];
2) [[R]]=[R];
3)Ogor R, € R, olarsa, onda [R ][R, ];
4) [RJUIR, ][R UR,].

Torif 3. Ogor [R]=R olarsa, onda R sinfi (¢oxlugu)

funksional gapali sinif adlanir.
Niimuna 5:

1) R= P, sinfi qapali sinifdir.

2) R={l,x, +x,} sinfi qapali deyildir.

3) L xotti funksiyalar sinfi qapalidir. Belo ki, xotti ifadslori
vasitasilo qurulan ifadslor xattidir vo onlar L -0 daxildir.

Asanligla gérmak olar ki, hor bir [R] sinfi qapalidir. Bu fakt

qapal1 siniflors ¢oxlu niimunalar géstarmays imkan verir.

Qapanma va qapali siniflor terminine géra tamligin basqa bir
torifini vermok olar: Ogor [R] =P, olarsa, onda R sistemi tam sistem
adlanir. Aydindir ki, tamligin bu torifi il torif 1 ekvivalentdir.

§7. Miithiim qapal siniflor

1. Sifir1 va vahidi 6ziinds saxlayan siniflor.
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Torif 1. ©Ogor f(x,,..,x,) montiq cabri funksiyasi
£(0,...,0)=0 sortini 6doyirso, onda ona sifir1 6ziindo saxlayan
funksiya deyilir.

T, ilo sifinn 6ziindo saxlayan biitlin montiq cobri funksiyalar
sinfini (¢oxlugunu) isaro edok.

Asanligla  goérmek olar ki, 0,x,x&x,, XV X,, X +X,
funksiyalar1 7 sinfino aiddir, 1 vo X funksiyas: iso 7} sinfino aid
deyildir.

Teorem 1. Sifir1 6ziindo saxlayan » doyisonli mentiq cabri
funksiyalarinin say1 (1/2)2* odadina berabordir.

Isbati. Aydindir ki, T,-a daxil olan funksiyalar iigiin codvaldo
birinci sotrdo hom solda vo hom do sagda 0 dayanir. 7-a daxil
olmayan funksiyalar ii¢lin iso solda 0 olmasina baxmayaraq sagda 1

dayanir. Beloliklo, biitiin 2% sayda codvollorin yarisinda birinci
sotrdo sagda 1, yarisinda iso 0 dayanir. Belsliklo, birinci sotrdo hom
sagda vo hom do solda 0 dayanan codvallorin say1, yoni funksiyalarin

sayl1 (1/2)22n olar. [

Teorem 2. 7, sinfi qapali sinifdir.

Isbati. T, sinfino x eynilik funksiyasi daxildir. Ona géro do 7,
sinfinin qapali olmasini isbat etmoak ii¢iin istonilon f, f,,...,f,, €T,
tctin ® = f(f,,....f,,) funksiyasinin da 7| sinfino daxil olmasimi
gostormok kifayatdir. Aydindir ki,

®(0,...,0) = f(£,(0,...,0),..., £,,(0,...,0)) = £(0,...,0)=0.
Demoali, ® €7, U

Torif 2. f(x,..,x,) montiq caebri funksiyast f(L,..,1)=1
sartini 6dayarso, onda ona vahidi 6ziinds saxlayan funksiya deyilir.

Asanligla yoxlamaq olar ki, Lx,x, &x,, x; Vv x,, funksiyalar
vahidi 6zlindo saxlayan funksiyalardir, 0 vo X funksiyalar iso
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vahidi 6ziindo saxlamirlar. 7] ilo vahidi 6ziindo saxlayan montiq
cabri funksiyalari sinfini isars edak.
Aydindir ki, 7; sinfino daxil olan funksiyalar 7, sinfino daxil

olan funksiyalarla ikilidir vo bu uygunluq qarsiliglt birqiymaetlidir.
Teorem 1-9 analoji olaraq asagidakini isbat etmak olar:
Teorem 3. Vahidi 6ziinds saxlayan » doyisonli mentiq cabri

funksiyalarinin say1 (1/2)2% odadina berabordir.

Teorem 4. 7, sinfi qapalidir.

Isbati. T, sinfino x eynilik funksiyasi daxildir. Ona goro do T,
sinfinin qapali olmasini isbat etmok ti¢lin istonilon f, f1,.... f,, €T
tcin  ® = f(f,,....f,)-In do 7,-0 daxil olmasmi gostormok
kifayatdir. Aydindir ki,

d(,...H) = F(fi(L...D,.... /(L. D) = f(L...)) =1.
Demoli, ® 7. U

2. Ozii-bziino ikili olan funksiyalar sinfi.

Torif 3. / montiq cobri funksiyast f* = f sortini 6doyarso,
onda f funksiyasina 6zii-6ziino ikili olan funksiya deyilir. S ilo
montiq cabrinin biitiin  6zii-6ziino ikili olan funksiyalar ¢oxlugunu
isaro edok. S sinfino x vo x funksiyalar1 daxildir.

Niimuna 1. Gostorok ki, /(x,,x,,X;) =XX, V X;X; V X,X;
funksiyasi S sinfino daxildir. Dogrudan da

B (x),%,,55) =[X,0, v XX VX ] = 00 v o) v ox)(x, voxg) =

=X,X, V X, X3V X,X; = h(X,,X,,X;).

Aydindir ki, 6zii-6zlinos ikili olan f(x,,...,x,) funksiyas: ti¢lin
asagidaki eynilik dogrudur:
S x,) = f(X 00, X,)
Bu o demoakdir ki, bir-biri ilo oks olan (¢,...,a,) vo (@,,...,&,)
ikilik odadlor yigimlarinda 6z-6ziins ikili olan f(x,,...,x,) funksiyasi

oks qiymatlor alir.
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Teorem 5. Ozii-6zlino ikili olan 7 doyisonli montiq cobri

funksiyalarmm say1 22 =22 adodino barabordir.
Isbati. (a,,...,a,) vo (@,...,a,) ikilik odadlor yigimlarinda
0zii-6zlino ikili olan funksiyalar codvalin sotrlorinin ilk yarist ilo

toyin olunurlar. Bu sotirlorin say1 2" -dir. Demoli, hor bir 2"
sayda sotro malik codvolo bir 6zii-6ziino ikili olan funksiya uygun

golir. 2" sayda sotro malik vo sol torofdoki sotrlori iist-iisto diison,
lakin sag torofdoki sotrlori forqli olan codvallorin say1 22" _dir.
Belalikls, har cadvals bir funksiya uygun oldugundan 6zii-6ziins ikili

olan funksiyalarm say1 2°" =+2% olar. 0

Teorem 6. S sinfi qapalidir.

Ishati. S sinfina x eynilik funksiyasi daxildir. Ona goro do S
sinfinin qapali olmasini isbat etmok ii¢iin istonilon f, f,,....f,, €S
tgtin - ®=f(f,....[,)-in do §S-o daxil olmasini gostormok
kifayatdir. Aydindir ki,

O =S s )= S S [) = S S ) = @
Demoali, ®eS. O
Ozii-6ziino ikili olan funksiyalar haqqinda bir lemman1 isbat

edok:

Lemma 1. Ogor f(x,,....x,) & S olarsa, onda bu funksiyada
doyisonlorin yerino x vo X -1 qoymagqla 6zii-6ziino ikili olmayan
birdayisonli funksiya, yoni sabitlori almaq olar.

Isbati. Aydindir ki, f ¢S oldugundan elo (a,,....,,) ikilik

adadlor y1gim1 tapmaq olar ki,
f(a,,...a,)=f(a,..a,)
olsun. ¢,(x)=x" (i=1,...,n) funksiyasina baxaq. Aydimndir ki,
x,9gor a; =0,
; (x) =
x, ogor «a; =1,

N
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a,,agor x =0,
#i(0) = {ai, ogor x =1.
Asagidaki funksiyam daxil edok:
P(x) = f (@ (x),....0,(x)).
Aydindir ki,

9(0) = 1 (@1(0),....0,(0) = f(@y,....a,) = f(ay,..,) =

= (@ (Dseers 0, (D) = (1),

Son miinasibatds araliq hesablamada «,.,...,&, -lor uygun olaraq
a,,...,a, -lorlo avazlondi vo naticods ¢(0) = ¢(1), yoni sabit funksiya
alind1. O

3. Monoton funksiyalar sinifi. & vo S ilo uygun olaraq
(a)n,) Vo (B,,..., 5,) yigimlarini isaro edok. Aydindir ki, & vo

ﬁ yigimlarin vektorial yazilisidir vo ona gore do f(«,...,2,)

ovozino f (&) istifado oluna bilor.

Torif 4. o =(c,...,a,) Vo ﬁz(ﬂ],...,ﬁn) kimi iki yigima
baxaq. Ogor

a, <pB,....a,<p,

olarsa, onda deyirlor ki, & y1gimi ,E yigimini qabaqlayir vo & < E
kimi isaro olunur. < isarosi gabaqlama miinasibatinin isarosidir.
Masalon, (0,1,0,1) < (1,1,0,1) .

Aydindir ki, < (qabaglama) miinasibati tranzitivlik xassasino
malikdir, yoni & < 8 vo <7 iso,onda & <7 .

< (qabaglama) miinasibatindo he¢ do biitiin yigimlar arasinda
dogru deyildir. Masolon, (0,1,0,1) vo (1,0,1,0) yigimlar arasinda <
miinasibati dogru deyildir.

n uzunluqlu biitiin ikilik yi§imlar < gabaqlama omsliyyatina
n9zoran qismon nizamlanmais olur.
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Torif 5. Ogor & vo E yigimlarindan biri digorini qabaglayirsa
(yoni ya a < ﬁ , ya da ,E < a 06donirss), onda @ va ,E yigimlari
miiqayiso olunan yigimlar adlanirlar.
Torif 6. Ogor « < ﬁ sortini ddoyon ixtiyari iki @ vo ﬁ
yigimlar1  @igiin -~ /(&) < f(B) borabarsizliyi 6donorss, onda
f(x,,...,x,) funksiyasina monoton funksiya deyilir.

Monoton funksiyalara niimuns olaraq 0,1, x,x,&x, vo X, v x,
funksiyalarini géstormok olar.
Niimuna 2. f(x,y,z2)=xy @ yz@ zx ®z funksiyasinin
monoton olmasini1 yoxlamali. Ovvolco funksiyanin qiymotlor
cadvalini quraq:

x|V ]z | A=x|B=yz| C=zx| D=A®B®C|f =D&z
0/0]0]| o0 0 0 0 0
0/0]|1] 0 0 0 0 1
0/1]0]| 0 0 0 0 0
0l1|1] 0 1 0 1 0
1[o0[0] o 0 0 0 0
1[o][1] o 0 1 1 0
1[1]0] 1 0 0 1 1
T[1 1] 1 1 1 1 0

Masalon, (x,y,z)=(0,0,1) vo (x,y,z)=(0,L1) yigmlarma
baxaq. (0,0,1) < (0,1,1) olmasina baxmayaraq

f0,0,)=1>0= f(0,L,1).
Bu o demoakdir ki, funksiya monoton deyildir.
Asagidaki coxluglari daxil edok:

G, = {&|& =(a,t,), a, € E*,i=1,n; f(@)=0},
G, ={da =(a,..a,), a, e E*,i=Ln; f(@)=1}.
Aydmdir ki, f(x) funksiyasinin monotonlugunu yoxlamaq
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tictin horasi G, vo G, ¢oxluqglarinin birins daxil olan vo qabaqlama

miinasibatindo olan ixtiyari iki @ va ﬁ yigimlarinda  f(x)

funksiyasinin aldigi qiymotlor miiqayiso olunmaldir. Asanligla isbat
etmok olar:

Lemma 2. o < ,E miinasibotinds olan ixtiyari & vo /Ni' iiclin
aeG, va B e G, olarsa, onda f(x) funksiyasi monotondur. Ogor
& < B miinasibatindo olan elo & vo S moveuddursa ki, & € G,
Vo ,E € G,,onda f(x) funksiyasi monoton olmayan funksiyadir.

Bu lemmadan istifade etmokls f(x) funksiyasinin monoton
olmamasim yoxlamaq iigin S <& sortini 6doyon S e G, veo
a € G, yigimlarini axtarmaq lazimdir. ©gar belo yigimlar mévcud

olarsa, onda funksiya monoton deyildir, mévcud olmazsa, onda
funksiya monotondur.

Niimuna 3. f(x,,x,,x;)=(00110111) funksiyasinin monoton
olmasin1 yoxlamali.
Bu funksiya tictin G, va G, coxluqlar asagidaki coxluglardir:
G, =1{(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0)},
G, =1{(0,1,0),(0,L,1),(1,0,1),(1,1,0),(L,L1)}.
G, vo G, c¢oxluglarindan goriindiiyti kimi G, -ds els bir yigim
yoxdur ki, G,-dan olan hansisa bir yigimi qabaqlasin. Odur ki,
funksiya monotondur.
Niimuna 4. f(x,,x,,x;)=(01100111) funksiyasinin monoton
olmasin1 yoxlamali.
Bu funksiya tictin G, va G, coxluqglar asagidaki coxluglardir:
G, =1{(0,0,0),(0,L1),(1,0,0)},
G, ={(0,0,1),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,0),(LLL)} .
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G, coxlugundan olan « =(0,1,0) yigimi: G,-dan olan
ﬁ =(0,L,) yigimin1 qabaqlayir. Bundan basqa G,-don olan
a =(0,0,1) y1gimi da G,-dan olan ﬁ =(0,1,1) yigimin1 gqabagqlayair.
Demali funksiya monoton deyildir.

M ilo montiq cabrinin biitiin monoton funksiyalar1 coxlugunu
isaro edok.

Teorem 7. M sinfi qapali sinifdir.

Isbati. x eynilik funksiyast M sinfino daxil oldugundan M
sinfinin qapali olmasini isbat etmok t¢lin ixtiyari f, f,,...,f,, € M

tctin @ = f(f,,...,f,) funksiyasinin da monoton olmasini géstormok
kifayotdir. Tutaq ki,

X =(xpnx,), X = (X1 Lseees Xy ovees X = (Xt senes Xy, )
dayisenlor y1gimi1 @, f,,..., f, funksiyalarmin dayisenlor yigimidir vo
® funksiyasinin doyisenlori ancaq ve ancaq f,.... [,
funksiyalarinda istirak edon doyisonlordon ibarotdir. Tutaq ki, & vo
B yigimlart X doyisonlor yigiminin iki » uzunluglu giymotlor

yigimidir vo @ < 8. Bu qiymotlor yigini X',...,¥" doyisonlor
yigimi ti¢iin uygun olaraq &', 4',...,&", " qiymotlor yigimi omolo
gotiritlor vo @' < B',....a™ < p™.

fi»---» f,, funksiyalar1 monoton olduqlar ti¢tin

[@YS (B f@") S S, (BT
Ona goro do (f1(@")ees [ (@) < (FL(B)seers fn(B™) Vo f

funksiyast monoton oldugundan aliriq:

@ s [y @ NE LS (B e [ (B™) -

Buradan aliriq ki,

D(@) = f([,(@ o [ @" N S LS (B sers [ (B™)) = O(B).
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[l

Torif 7. Tutaq ki, iki & vo ﬁ yigimlari verilib vo

A = (O e U3 Oy Uy 5eees Ay)y = (O ey OC s Oy Uy s Ay,

onda a vo ,E yigimlari i -ci koordinata gora qonsu yigimlar

adlanirlar.

Lemma 3. f(x,,...,x,) funksiyasinin monoton olmamas: {i¢iin
zoruri vo kafi sort o < ﬁ vo f(a)> f (ﬁ ) sortlorini 6doyan qonsu
a vo ﬁ yigimlarinin olmasidir.

Isbati. Zorurilik. Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyasi monoton
deyil. Onda elo iki @' vo S’ yigimlari tapmaq olar ki, @' < B’ vo
7@y> f(B" olsun. &' vo B’ yigimlart hor hansi bir koordinata
gora qonsu olarsa, onda zorurilik isbat olunmus olur. Tutaq ki, '
vo f' qonsu deyildirlor. Tutaq ki, &' ve S’ yigimlar ¢ >1 sayda
koordinatlarda bir-birindon farglonirlor vo aydindir ki, &’ bu ¢ sayda
koordinatda «O», ,5 ' iso «1» qiymotlorina malikdirlor. Ona gora do

) 53

a' vo B' yigimlar arasinda 7—1 sayda a®,a®,...,a" ilo isaro

olunan y1gimlart mévcuddur vo bu yigimlar tigiin

g =a"<a®<..<a" <o =p

miinasiboti 6donir. Bundan bagqa bu miinasibatdo yanas1 dayanan
iki yigim miioyyan bir koordinata goéro qonsudurlar. ©gor istonilon
v edl,..,t} lglin

f@< @)

olarsa, onda f(&')> f(f') 6denmez. Odur ki, &®,a?,....a"™"

yigimlar1 arasinda @ vo ,5; kimi isaro olunan elo qonsu yigimlari
tapilar ki,
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1@)> f(B)
Odonsin.

Kafilik. Tutaq ki, & vo ﬁ yigimlart a < ﬁ sortini 6doyon
gonsu yigimlaridir vo bu zaman f(a) > f( ,5 ) 6donir. Onda torif 6-
ya goro f(x,,...,x,) monoton olmaz. U

Lemma 3-don istifado etmoklo asagidaki lemmani isbat edok.

Lemma 4. Ogor f(x,,...,x,) € M olarsa, onda doyisenlori 0, 1
sabitlori vo x dayisoni ils avazlomaklo ondan x funksiyasini almaq

olar.
Ishati. Yuxarida isbat olunan lemma 3-yo géro f(x,,...,x,)

~

monoton olmadig ti¢lin & < ,E sortini 6doyan elo qonsu @ vo fB
y1gimlart movcuddur ki,
f@)y>f(p).

Tutaq ki, & va B yigimlart i-ci koordinata gore qonsudurlar,

yani
A=Ay 1,0, 11500y )y = iy L, Oy er ).
Asagidaki funksiyani daxil edok:
O(xX) = f(&) s ) |, X, 0 50O,
Aydindir ki,

P(0) = f(@ s, 0,0,y st,) = £(E) > f(B) =
= flay,..a L a,..a,)=eQ).

Buradan da alinir ki, ¢(0)=1, ¢(1)=0. Belo birdoyisenli funksiya
ancaq ¢(x)=x funksiyasidir. U
4. Xotti funksiyalar sinfi. Xotti funksiyalar sinfi L sinfidir.
Bu sinfo 0 vo 1 sabitleri vo x eynilik, X inkar, x, +x, (mod2 iizro
toplama) funksiyalar1 daxildir, lakin x, & x, vo x; v x, funksiyalar

bu sinfo daxil deyildir.
Yuxarida §6-da gqeyd olunmusdu ki, bu sinif qapalidir.
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L sinfino daxil olmayan funksiyalar qeyri-xotti funksiyalar
adlanirlar.
Qeyri-xotti funksiyalar {i¢iin agagidaki xassoni isbat edok:
Lemma 5. Tutaq ki, f(x,...,x,)¢ L. Onda bu funksiyadan

doyisonlori 0 vo 1 sabitlori, x vo x funksiyalar ilo avozetmaklo vo
ola bilsin ki, f funksiyasinin qiymotini invers etmoklo (inkarini

gotiirmaklo) x, & x, funksiyasini almaq olar.
Isbati.  f(x,,..,x,) funksiyas1 iigiin Jeqalkin polinomunu

gotlirak:
('xl > 'x ) Z Z (l’)“'s I .1 ‘“xji H (1)
(jl """ ]L )EL
harada ki,

L ={(d M < Jy << ji <}
(1) polinomu geyri-xatti oldugundan ondan iki vuruqdan az
olmayan hadlor tapmaq olar. Umumiliyi pozmadan hesab etmok olar

ki, bu vuruqlar arasinda x; vo x,-lor do mévcuddur. Onda (1)
polinomunu asagidaki kimi yaza bilorik:

® @
Z z ](11)]2 le"'xj, :x1x2/i(x33"'9xn)+

(jl 7777 / )GL
+ X, 5 (X550 X,)) + X, f5(X5500X,) + £, (X550, X))
(1) polinomuna ayrilis yegano oldugundan aydindir ki,
Si(x5,x,) Z0.
Tutaq ki, «a;,..,a, sabitlori elodir ki, f (a;,....a,)=1.

Asagidaki funksiyani daxil edok:
P(x1,%,) = (X%, 05,0, ) - 2
Aydindir ki,
Px;,x,) = x,x, +ox, + P, + 7,
harada ki, «,f vo y komiyystlori 0 vo ya 1-don ibarat olan
sabitlordir: a = f5(a3,....a,), B = f3(a3,....a,), ¥ = fa(a3,....x,).
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Asagidaki funksiyani daxil edok

w(x,x)=¢(x, +B,x, ta)+af+y . (3)
Aydindir ki,

o(x, + B,x, +a)+af+y =(x + B)x, +a)+a(x, + f)+
+pB(x, +a)+y+af+y=xx,.

Belaliklo, w(x,,x,) =x, & x, funksiyasin1 aliriq.

Indi iso  w(x,x,)=x&x, funksiyasmin f(x,,...,x,)-don
hans1 omoaliyyatlarin naticosinds alindigini arasdiraq.

Ilk avval f(x,,...,x,) funksiyasindan x,,x,,...,x, -lorin yerino 0
va 1-don ibaret olan o;,a,,...,a, -lor yazilir, yoni onlar 0 vo 1-lorlo
ovoz olunur va, belalikls, ¢(x,,x,) funksiyasi qurulur. Sonra isa (3)
diisturuna uygun olaraq ¢@(x,,x,) funksiyasinda x, vo x, uygun
olaragq x,+f vo x,+a ilo ovozlonmoklo noticodo alinan
o(x, +a, x, + f)-1n lizorind aff + y -1 galmaklo w(x,,x,) funksiyasi
qurulur.

Qeyd edok ki, =1 vo # =1 oldugda x,-in vo x, -nin uygun
olaraq x, +a vo x,+f ilo ovozlonmesi onlarin X, vo X, ilo
ovozlonmosi demokdir. aff+y =0 oldugda ¢@(x, +/f,x, +a)-n
qiymati doyismodon y/(x,,x,)-nin qiymati kimi gottrilir. af +y =1
oldugda iso w(x,,x,) funksiyasmnin qiymoti ¢(x, +/f,x,+a)-mn
qiymatinin inversi kimi (inkar1) gotiiriiliir. [

Asagida codval 1-do montiq cobrinin elementar funksiyalarinin
T,,T,,S,M vo L siniflorino daxil olmas1 gostorilir. Belos ki, xanada
«t+» isarosi sotrin  ovvalindo gostorilon funksiyanin stitunun

yuxarisinda gostorilon sinfo daxil olmasini, «-» isarasi 1so daxil
olmamasini gosterir.

Cadval 1.
Funksiyalar T, T S M L
1 2 3 4 5 6
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0 + - - + +

1 - + - + +

X + + + + +

X - - + - +
X)X, + + - + -
XV Xy + + - + -
X, +x, + - - - +
x| —> X - + - - -
x|~ Xy - + - - +
x,/x, - - - - -
X ~Lx2 - - - - -

Cadval 1-don goriniir ki, 7;,,7,,S,M vo L siniflori ciit-ciit
miixtolifdir.
§8. Tamlq iiciin zoruri va kafi sartlor

Tutaq ki, R={f,f,,...[,,..;ixtiyari funksiyalar sinfi

verilmidir. Bu sistemin tam olub olmamasini miioyyan etmok ti¢lin
funksional tamliq haqqinda asagidaki teorem istifado oluna bilor.

Teorem 1 (Post teoremi). R sisteminin tam olmasi {i¢iin
zoruri vo kafi sort bu sistemin 7,7;,5,M vo L qapali siniflorindon
he¢ birins biitovliikkdo daxil olmamasidir.

Isbati. Zorurilik. Tutaq ki, R - tamdir, yoni [R]= P,. Forz edok
ki, R gostarilon siniflordon hor hansi birins daxildir. Bu sinfi B ilo
isaro edok. Beloaliklo, R < B. Onda gqapanmanin xassalorine vo B -in
qapali olmasina goro alariq:

P,=[R]c[B]=B,
yoni B=P,. Bu iso belo deyildir. Demali, R gostorilon siniflorden
he¢ birina biitovliikkds daxil deyildir.

Kafilik. Tutaq ki, R gostorilon siniflordon he¢ birino
biitovliikds daxil deyildir. Onda R -don besdon ¢ox olmayan sayda

funksiyadan ibarat vo gdostorilon siniflordon heg¢ birino biitovliikde
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daxil olmayan R’ alt sistemini ayirmaq olar. Bu moagsadlo R -don

JfosJ15fs> Sy Vo f, funksiyalarini ayiraq, hansi ki, uygun olaraq
1,,1,,S,M vo L siniflorino aid deyildirlor. Asagidakini qobul edok:

R'= Uos S Sss FarsJih-
Hesab etmok olar ki, biitiin bu funksiyalar eyni bir x,,x,,...,x,

doyisonlorindon asilidir. Kafiliyin isbatini tic morholodo aparaq:
D f,,/, vo f, funksiyalarinin komakliyi ilo 0 vo 1 sabitlorinin

qurulmast.
f, ¢ T, funksiyasma baxaq. Iki variant miimkiindiir.

1. f,(1,...1)=1.Onda ¢(x)= f,(x,...,x) funksiyas1 1 sabitidir,
cinki ¢(0) = £,(0,...,0) =1, (1) = f,(L....1)=1.
Ikinci sabit f; funksiyasindan almir: f;(1,...,1)=0.

2. £,1,...,1)=0. Onda ¢(x)= f,(x,...,x) funksiyast x inkar
funksiyasidur, ¢linki ¢(0) = £,(0....,0) =1, o(1) = £,(L,....1) =0.

f. ¢S funksiyasim1  gotirok. X  funksiyasina malik
oldugumuzdan lemma 7.1-0 géro f, funksiyasindan sabit almaq olar.

x funksiyasina malik oldugumuzdan ikinci sabiti do almaq olar.

Beloliklos, hor iki halda 0 va 1 sabitlorini olds edirik.

1) 0, 1 vo f,, funksiyasi vasitasilo ¥ funksiyasinin qurulmasi.
Bu lemma 7.4 ssasinda hoyata kegirilir.

II) 0 vo 1 sabitlori, ¥ funksiyast vo f, funksiyasi vasitasilo
x, & x, funksiyasinin qurulmasi. Bu lemma 7.5 vasitesilo hoyata
kecirilir.

Beloaliklo, biz ii¢ morhalodo R' (demoli hom do R ) lizorinds x
vo x,&x, funksiyalarmi realizo etdik. {X,x, &x,} funksiyalar
sistemi tam oldugundan molum teoremo goro (teorem 6.1) R’ vo
hom do R funksiyalar sinfi tamdir. Beloliklo kafilik isbat olundu. [

Noatica 1. P, -don olan funksiyalarin hor bir QO qapali sinfi

1,,1,,S,M vo L siniflorindon on az1 birino daxildir.
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Torif 1. ©gor P, -don olan funksiyalarin B sinfi tam olmazsa,

amma istonilon f € P,, f ¢ B l¢tin iso BU{f} tam olarsa, onda B

sinfi natamam (vo ya maksimal) adlanir.
Torifdon goriindiiyii kimi natamam sinif gapalidir.
Noatica 2. Mantiq cabrinds ancaq bes natamam sinif mévcuddur

voonlarda 7;,7;,S,M vo L sinifloridir.
Funksional tamliq haqqinda teoremin totbiqina aid niimunalara

baxagq.
Niimuno 1.

fi=xx,, f,=0, fi=1, f, =x +x,+x; (mod2).
Gostarak ki, bu sinif tamdir.
Aydmdir ki, 1, ¢T,, f,e¢T,, /, ¢S, f, €M, f, ¢ L. Demali,

bu sinif tamdir. Digor torofdon istonilon bir funksiyani atsaq onda
tam olmayan sistem alariq.

Ut fay L, L fu T,
{fi’fz’f4}CT05 {ﬁ’f2>f3}CM

Teorem 1-in isbatindan bilavasito asagidaki teorem alinir:

Teorem 2. P, -do tam olan istonilon R funksiyalar sistemindon
dordden ¢ox olmayan funksiyadan ibarat olan tam alt sistem ayirmaq
olar.

Ishat. Teorem 1-in isbatinda gordiik ki, R sistemindon besdon
cox olmayan sayda funksiyadan ibarot olan tam R’ alt sistemini
ayrmaq olar.  Molumdur ki, f,¢7, funksiyas1 ya
£,(0,...,0)= £, (L,...,I) oldugda 0zii-6ziino ikili olmayan (1-ci hal),
ya da ki, £,(0,...,0)> f,(1,...,]) oldugda (2-ci hal) monoton olmayan
funksiyadir. Ona goro do tam sistem ya {f,,f,,f,./.}, ya da

{fo>[s>f,} sistemi olar. 0

Funksional tamliq haqqinda teorem tokco tamliq haqqinda
kriteriya vermir. O ham do mitkommaol d.n.f. vo ya k.n.f.-o ayirmaqla
birlikds istonilon f bul funksiyasi {iglin R tam sistemi vasitosilo

diistur verir.
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§9. Bul funksiyalarimin diferensial hesabi
1. Dayisanlarin va bul cabrinin funksiyalarimin diferen-sial.

B, = E* ={0,1} ¢oxluguna baxaq. B} = B, x B, x...x B, isaro edok.

k

~

Tutaq ki, X vo 5 Bi-dan olan iki vektordur, yoni
X=(X0sX,), V=V yy) . XOY il
(X, @ 1,%, Dy, sx, DY)
vektorunu isars edok. Aydindir ki, G = (B} ,®) qrup omolo gotirir,
yoni X®y =% € BS .
y=Z®X vektoruna Z vo X vektorunun forqi deyilir.
Aydindir ki, biitiin i =1,2,..., k£ ligiin
0, ogor z, =x,,
Vi :{1, gor z, £ X, .
Beloliklo, y,-nin qiymoti x,-don z,-ys ke¢dikdo x,-nin giymotinin
doyismao faktini oks etdirir.
X vektorunun doyismo faktini isarolomok iigiin dx, doyisonini

daxil edok:
g = {l, agor x; qlymatini deyisirse,
0, agor x, qiymsatini deyismirse.
x, =x,®dx,-yo baxaq. Burada x ~qiymoti x,-nin qiymoti
doyigdikdon sonra alinan giymatdir. Cadval 1-do x,, dx, vo x, -un

qiymatlori verilir.

Cadval 1
i dxi x;
0 0
0 1 1
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1 0 1
1 1

Torif 1. dx, doyisoni x, doyiseninin diferensiali adlanir vo o
x,-nin doyismosini tosvir edir.

X, Vva dx;-in verilon qiymoatlorine goro  x, =x, ®dx,
miinasibatindon x,-nin yeni qiymati alinir. Bu zaman dx, =1 x,-nin
dayisma faktini, dx;, =0 iso x,-nin sabitliyini gostorir.

dx = (dx,,dx,,...,dx,) vektoru x vektorunun diferensial
adlanir.

X'=X+dx
miinasibati ilo dk diferensiali X doyisoni ilo bagli olur. Miimkiin dx
vektorlart dB) doyismoa fozasini omoalo gotirir.

Torif 2. Tutaq ki, f(x,,x,,....x,)=f(X) k dayisonli bul
funksiyasidir. Onda

df = f(X)® f (X ©dx)
ifadosi f funksiyasinin tam diferensiali adlanir.

Niimuna 1. f =Xxv yz funksiyasina baxaq. Burada x = (x,y,z2)
-dir.

d.f=d,,. [ =EviE)® (D) (y®dy):zDd)) =
=(1® yz)dx @ xzdy @ xydz ® zdxdy @ ydxdz ®© xdydz ® dxdydz .

Torif 3. Tutaq ki, f(x,,....,x,)= f(X,,%,)bul funksiyasidir,
hanst ki, X, vo X, vektorlann X =(x,,x,,...,x,) vektorunun

altvektorlaridir. Onda f funksiyasinin X,-0 goro xiisusi diferensiali
asagidaki miinasibata deyilir:

dflf =d:f

Beloliklo, f funksiyasinin X, altvektoruna goro xiisusi

&y =0

diferensiali f funksiyasmin X vektoruna géro tam diferensialindan
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ancaq X, altvektorunun komponentlorinin doyismasine icazo

verilmoasi, X, altvektorunun komponentlorinin doyismasine icaza
verilmamasi yolu ilo alinir.
Xiisusi halda X, vektoru ancaq bir x, komponentindon asili

olarsa, yoni X, ={x,} olarsa, onda yuxarida toyin olunan xiisusi

diferensial sado xiisusi diferensial adlanir. 9gor X, =x, yoni X, =<

olarsa, onda heg bir doyisikliys icazs verilmir vo bu halda diferensial
asagidaki kimi isaro olunur:
def=f(X)Of(x®0)=f(X)® f(x)=0.
Asagidaki teoremdo bul funksiyalarmin diferensiallarinin xassolori
sorh olunur.
Teorem 1. Tutaq ki, f(X) vo g(X) funksiyalar1 k doyisonli

bul funksiyalari, a- sabit funksiya, c € {0,1} - sabit vo X, C X, yoni
x, vektoru X -mn altvektorudur. Onda asagidaki miinasibatlor

dogrudur:
l.d.a=0;

d. [ f(X)®g(@)=d, f(¥)®d, g(¥);

d [ef (D =cd; 1(%);

d.[ev f(®)]=cd, [(3);

d.[c® f(D)]=d; [(F);

d. f(¥)=d. f(%);

d. [f(X)g(®)] = f(X)d; g() ® g(X)d; f(X)®
®d. [(¥)d; g(¥);

8. d.[f(X)v g(®)]= f(F)d; g(X) ® g(X)d /(%) ®

®d. f(¥)d; g(¥).

A o

Isbat.
1. a®a=0 oldugundan d, a=0 alnir.

2. Toyina gora
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d,?, [/(X)® g(X)] :[f()?l’)?z)®g(xl’fz)]@[f(xl @dflaxz)®
®© g(x, ®dx,,X,)]=[f(x,%,) ® f(X, +dx,,X,)|©[g(X,X,)
©g(x, ®dx;,X,)] = dylf()?)@d?c,g()?)'

3. Bu xassoni ¢ =0 vo c=1 gotiirmokls bilavasito yoxlamaqla
isbat etmok olar.

4. Bu xassoni ¢ =0 vo c¢=1 gotiirmakls bilavasito yoxlamagla
isbat etmok olar.

5. Bu xassoni ¢ =0 vo c=1 gotirmokls bilavasito yoxlamagqla
isbat etmok olar.

6. Bu xassoni «5.» xassasindo ¢ =1 gotiirmaklo yoxlamagq olar.
7. Sag torofdo rast golinon biitiin diferensiallar1 onlar {i¢iin toyin
olunan miinasibatlorls ovoz etsok, onda alariq:

J(X)d; g(X) @ g(X)d; f(X) @ d; f(X)d; g(X) = f(X)[g(X,,%,) D
D g(x, D, X,) ] g(X)[f (%, %,)® f (X, D, X, )] D
BLf(%,%,) D (X, DK, X,)]-[8(X,%,) D g(X, + i, X, )] =
=/(0)gX)® f(X)g(x Ddx,,X,) D g(X)f(X)®
Dg(X)/(x, D, X,) D f(X)g(¥) D f(X)g(¥, ®dk,,X,) ®
S f (X, ®dk,,X,)g(X)® [ (¥, DK, X,)g (X, D, X,) =
= f(X)g(X)® f(X, ® d,,X,)g (X, ®dx,,X,) = dy [/ (¥)g(X)].

8. Bu xassa 7-don analoji olaraq alinir, lakin isbat zamani
fveg=r®g® fg.
diisturundan istifads etmak lazimdir. O
Aydindir ki, f(x;)=x, olarsa, onda

d. f(x)=x,®(x, ®dx,)=dx,
olar. Istonilon £(X) ticiin d; (d;, f(X)) -1 hesablayaq, hansi ki, x,
vektoru x vektorunun altvektorudur. Toyins goro
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di f(X)=f(x,X%,)® f(X, ®dx,,X,),
ona goro do

di (d; [(X))=d; [f(%,%)® [ (X, ®dx,,X,)] =
=[f(X,X,)+ f(x, +dx,,%,)]®[f (X, +dx,,X,) D
® f(x, +dx, +dx,,X,)]=
=[/ (X, X)® f (X, +dx,, )1 f (X, @y, X,) D [(%,,X,)]=0.

X, vo X, vektorlart X vektorunun kosigsmoyon altvektorlari
oldugu halda
d;l (dfzf(x)) = dxz (d}, f(X)).

Niimuna 2. f(x,y,z)=Xxv yz funksiyasina baxaq.

a’xf:fvyf@(x@dx)vyizxﬁ®(x@dx)ﬁzl+ﬁ+
+X)Z @ yzdx =1® 0z ® 1@ x)Z @ yZdx = yzdx =
=(1® yz)dn,

d,f=xvyz@xv(y+dy)z=xyz@x(y®dy)z =

=1Ox)z@Al® (YO dy)Z]=1®x)Z @1 x[1D (y ® dy)z] =
= xy_Z(JB x®xyz @ xzdy = x(1® yz) ® x @ xyz @ xzdy = xzdy,
d,(d. f)=U+yz)dx® (I ® (y®dy)z)dx = zdxdy,
d.(d, f)=xzdy ®(x® dx)zdy = zdxdy .

Torif 4. Tutaq ki, f(X) bul funksiyasidir vo X, X . Onda
dlf(x)=d, (d (.d, f(¥)..)) ifadesine f(¥) funksiyasinin
X, =(x,,...,x,,) doyigsonino gbro m - dofo xiisusi diferensiali deyilir.
Qeyd edok ki, x, e X \X, dayiseni li¢lin homigs dx; =0.
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Teorem 2. Ogor x,,x; € X, onda
d(zxi,x/)f(f) = d(zxi,x[)f(%) :
Isbati. f(x) funksiyasini x; vo x ; doyisonloring ayiraq:
f(x):)_ci)_cjfo@fixjfl@xi)_cjfz"'xixjﬂ : (1)

Burada f;,f,f, vo f; x, vo x; dayisonlorindon asili olmayan
ayrilis komponentloridir. (1) berabarliyinin sag vo sol toroflorini x;
vo x; doyisenlorina gora diferensiallayaq, onda alariq:

d, f()=[X1, ®xf, ©x. [, Ox,f;]dx,,
d fx)=[xf+X,/,®x, [, ®x, f;]dx,,
(XX)f(x) d(x x)f(%):(f()®f]®f2®f‘3)dxidxj.

0
Bu teoremdon asagidaki notico alinir.

Notica 1. Tutaq ki, (X)) yerdoyismosi X, =(x,X,,...,x,, ) -in
istonilon bir yerdoyismesidir. Onda
di f(X)=d s, f(X).
Bu notico gostorir ki, m-dofo xitisusi diferensial hansi

doyisonlor  ardicilligma  goro  diferensiallama  ardicilliginin
aparilmasindan asili deyildir.

d; f(x)-in hesablanmasi prosedurasi asagidaki kimidir: X

vektor doyisoninin komponentlori arasinda miioyyon bir ardicilliq
yaradiriq (mosolon, komponentlorin tobii ndmrolonmasini, yoni
X;,X,,...,x, ardicilligini gotiirtirtik) vo ardicil olaraq hesablayiriq:

d, f(X)=f(x0x,)® f(x, +dx,,x,,...,X,,)
d(le,mf(?c) =[f(x,,..,x,) D f(x, Ddx,,x,,....x, )| D
DLf(x,,x, +dx,,x5,....,x,) D f(x, ®dx,,x, +dx,,x;,....,x, )]
vo i.a.
d, ., J(X) v (Vl o/ (X)  miunasibatlorini  x =(x;,x,)

vektoru halinda bir-biri ilo miiqayiso edok.
65



Milli Kitabxana
Aydlndlr ki,

(x1 xz)f(xlﬂxz) = f(x,x,)® f(x, @dx,,x, Ddx,);
(xl xz)f(xl’x2) S(x,x,) @ f(x, @dx),x,) D f(x;,x, Ddx,) D
D f(x, ®dx,,x, Ddx,).
Beloliklo, yazmaq olar
d(xl,xz)f(x13x2) ={/(x,x,) ® f(x,,X,)}dx,dx, ®{f(x;,x,) D

2
D f(x,x,)}dx,dx, ®{f(x,,x,) D f(X,X,)}dx,dx,; @
d(le,xz)f(xlaxz) = {f(xl5x2)®f(x1>x2)®f(xlafz)(—B (3)

® f(x,,x,)}dx,dx,.
(2) vo (3) diisturlarin1 induktiv olaraq timumilosdirsok, onda
di . f(x,..,x,) Uclin asafidaki ifadeni alariq:

di (X)) ={(x0x,)® f(x),..,X,) D ...
o ® F(X, X, )}y, =

= { > ° fxo c)}a’x1 b, 4)

ceB”

Bul funksiyalarmin diferensiali ilo m-dofo diferensiallari
arasinda birbasa slago movcuddur. m=2 vo m=3 oldugda bu
olago asagidaki teoremlo sorh olunur.

Teorem 3. Asagidaki miinasibatlor dogrudur:

a) d, ., [(X)=d, [®d_ [®d] . [;
b)d ., /(X)=d, f®d, f&d,. [;
OV /() =d, [@d, [@d [f@d  [®d, [
®d(2x x )f@d(x1 Xy x3)f7
&) diy ey D) =d, f@d, f@d, f®d,  [®d,, f®
Dd S O -

66



. Milli Kitabxana
Isbati. «a)» barabarliyinin isbatina baxaq. Toyinden birbasa
aling:

d(x,,xz)f(?c) = f(x,%,)® f(x; Ddxj,x, Ddx,),
d, f(X)=f(x,x%,)® f(x, @dx,,x,),
dxzf()?) = f(x,x,)® f(x;,x, ®dx,),
d(le,xz)f()?) = f(x,x,) @ f(x; @dx;,x,)® f(x,,x, Ddx,)D
@ f(x, ®dx,x, Ddx,).

Ogor 2-ci, 3-cii vo 4-cli boraborliklori torof-torofo toplasaq sag
torofdo 1-ci tonliyin sag torofinin ifadesini alariq. Belolikls, bu
boraborliklordon «a)» boraborliyi almir. Eyni qayda ilo «c)»
boraborliyi isbat olunur. «b)» vo «d)» boraborliklori «a)» vo «c)»
boraborliklorinin ¢evirilmasi yolu ilo isbat olunur. [

Teorem 3-iin imumilogsmasi asagidaki teoremdir:
Teorem 4. Tutaq ki, f(x) funksiyast bul funksiyasidir, X

i
iso y <X, vektorunun doyisonlorinin (komponentlorinin) sayidir.
Onda asagidaki miinasibotlor dogrudur:
a) di f(®)= ), °d] f(®);
yeX
b) dif(X)=2 " d, f(F).
yeX
2. Bul funksiyalarinin dayisonlora gors toromalari va
onlarin xassolori. Tutaq ki, » doyisonli f(x,x,,...,x,) bul

coxlugu X, =(x,,...,x,) vektorunun alt vektorlar: ¢oxlugudur,

funksiyasi verilmigdir.
Torif 5. Asagidaki  kimi  toyin  olunan  ifadoyo

S (X, X500 X, X, X, 505X, ) funksiyasinin - x,  doyisonino  goro
xiisusi toromasi deyilir:
J O s X X X s X)) @ (X ey X3 X Xy 5ees X, ) (5)
(5) ifadasi asagidaki kimi yazilir (kasilmaz funksiyalara analoji
olaraq):
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0
%zf(x]""’xi]’xi XigoosX,) @ (X0 Xi ) X5 X 5o X)) (6)

of / 0x; avozind f, do yazilir.

f(x,,x,,...,x,) funksiyasinin 0f /Ox; toromesi f(x,,X,,...,X,)
-in x; doyisoni 1 qiymotindon 0 qiymotino doyisdikde funksiyanin
giymatinin doyismo sortini miioyyon edir.

Niimuna 3. f(x,y,z)=xz® yz funksiyasinin x dayisoning
goro xiisusi toromasini tapmali.

L~ 3,2 ® f(5,,2) = (2 @ )2) @ (72 @)2) =
X

=xz2®@xz=z(x®X) =z
Teorem 5. f(x) bul funksiyasi tigiin asagidakilar dogrudur:

0
l'al_f(xlﬁ o 11’1 le’ o n)(—Df('xl’ o 11’0 le’ ’x )

2. of /ox, toéromosi x; doyisonindon asili deyildir.
3. 0f/0x; =0 olmast f(x)-mn x;-don asili olmamasi ilo
ekvivalentdir.
Isbati: 1) f(X) funksiyasim x, doyisonino ayiraq:
S(X) :)_Cif(xi :0)®‘xif(‘xi =1).
Burada f(x;=0) \6) f(x; =1 ilo  uygun  olaraq

S (XX, ,0,X,,05000X,) VO S(xpeex, X 50 x,)  dsare
olunmusdur.
Toyina gora
f =X S, =0)Ox, f(x; =D} O {x, f(x; =0)® X, f(x; =)} =
—f(x =0){X, ®x,}® f(x, =D{x, ®x,} = f(x, =0)® f(x, =1).
«2.» vo «3.» punktlarinin dogrulugu vo oks boraborliklor «1.»-
punktundan alinir. [

Niimuna 4. f(x,x,,x;)=X,x; vx;x,x;  bul  cobri
funksiyasinin x; dayisenine goro xiisusi toromaesini hesablamali.
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Teorem 5-9 gora
of . _ -
——=(X,%; v1-x,x;) @ (x,x; v0-x,x;).
X
1-x,x; =x,x; vo 0-x,x; =0 oldugundan alariq:
g =(X,X; VX,x;) X, X; = (X,X; @ x,x; DX, X,x,%,) DX, X; =x,X;.
X
Teorem 6. Sabit a bul funksiyasi, f(X¥) vo g(x) bul

funksiyalar1 vo ce B, {iglin asagidakilar dogrudur:

L@ _o®

ox; ox;
2. 8—a:0;
Ox;
3. 2) ACACHIRCACHR
Oox, Oox,
) AV /) F ),
Ox, Ox,
0 Ac® (X)) _ o).
Ox, Oox,
4 OU@)PgR) IS (F) o 08(X).
' Ox, Ox; ox,
5 5(f(§)g(97))_f( )5g(?€)@B 2(x )ﬁf(X) o (¥) ag(f);
X, X, X, Ox, Ox,
6. a(f(JNC;\/g(X)) i )ag( ) @ 25 )af(X) af(f) 8(Y) .
X, Ox, X, . Ox,
5 A/ (0)/g)] _ a(f(x)gx)) .
' Ox; Ox, ’
g I/ () ~g(x) o(/(x)Dg(x)) .
' X, ox; ’

1 1
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9. I/ () Vg() _a(f(n)v g(X))
Ox, ox,
Isbatt.

af (x)

(5 =0)® f(x, =D =18 f(x,=0) DD

®fm=D=éﬂ%=®®ﬂ%=D=%§L

2. i:a@azo;
Ox;,

3. Biitiin eyniliklor ¢=0 vo c=1 gotirmoklo ayri-ayriliqda
bilavasito yoxlamagla isbat edils bilor;

4 a(f(fgf 8 _ i f(x = 0)@ glx, =0)} @ 1/(x, =)@

Delx;, =D} ={f(x;,=0)® f(x; =D} ®{g(x, =0) D g(x; =D} =
LU g ),
Ox, ox,
5. Yazilisin asanligt tictin =~ f(x; =0) vo  f(x, =1) ovozino
uygun olaraq f(0) vo f(1) yazacagiq. Tarifo goro
I )ﬁg()C)eB & )5f(X) of (x) 0g(X) _
ox, ox, Ox,

=[x/(0)®x,f(D]-[g(0)® g(D]D[x;g(0)®
Sx.gM]-LF(0)SfDISLS(0)® f(D][g(0)Dg(D]=

=X/(0g0)® X, f(0)g()Dx,f(Dg(0)Dx,f(1)g() DX, /(0)g(0)®
DX,/ (Dg(0)®x,f(0)g()®x, /(1)) f(0)g(0)® f(0)g(D)®

®fDgM® f(HgM=MDgO)x; ®x; +1]® f(0)g(D[x; ®
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®x, @1+ f(0)g(0)® f(Dg) = f/(0)g(0)D f(Dg() =
() 5(®).
ox, ’

1

6. Bu xassa xassa 5 kimi birbaga sag torofi hesablamaq yolu ils
isbat oluna bilor.
7. Bu xassoni isbat etmok iliclin f(x)/g(x)=1® f(x)g(x)

diisturundan istifads etmak lazimdir.

8. Bu xassoni isbat etmok iclin
f(x)~g(x)=1®(f(x)® g(x))  disturundan istifado  etmok
lazimdir.

9. Bu xassoni isbat etmok iigiin 7(x) 4 g(x)=1® (f(x)Vv g(x))
diisturundan istifads etmok lazimdir. O

Natico 1. Ogor f(x) vo g(x) bul funksiyalaridirsa va g(x)

X, -don asil1 deyildirss, onda asagidakilar dogrudur:

g @) _ o).

Ox;, Ox,
5, B _ (I,
X, ox,
g, Vgt 50,
x Ox;

Notico 2. Ogor xiisusi halda f(x)=x, vo g(x) bul funksiyas1

x,-don asil1 olmazsa, onda asagidakilar dogrudur:
4”. a('xi @ g(x)) — 1 .

3

ox,

g 9, g g(x)) _ 2
Xi

o, AN i
X

i
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Niimuna 5.  f(x,y,z)=Xxyvz funksiyasnin x,y vo z
doyisonlorino gors xiisusi toromalorini hesablamali.

@za(fyvz)zga(fy)zyzﬁ_f _

ox Ox Ox ax=yz,
g—f_%—f_—xv_
0z yaz 4 -

of / 0y -1 hesablamazdan qabaq f -i cevirok:
f=Xyvz=xy@z®Xxyz=xy(I®z)@z=XxyzD z.
Buradan da aliriq:

af _ o(xyz®z) _ o(xyz) _35 0

ay
Oy Oy oy oy

Toromonin toyinindon goriindiiyli kimi f(x,x,,...,X,,...,X,)

=Xz.

funksiyasinin x, dayisonino gors birinci tortib téromasi olan of /0x;
funksiyas1 x;, doyisonindon fiktiv asili olur. Ona goéro 0of /0x,
funksiyasinin x; doyisonine gore tdromosi sifira barabordir. Bu xasso

bir daha onu gostorir ki, bul funksiyalar1 istonilon bir doyisonindon
xotti asilt olur.

Bu deyilonlors baxmayaraq bul funksiyalar tigiin yiiksok tortib
toromo anlayisi istifado olunur. Yiiksok tortib téromoelor iki nove
boliiniir: funksiyanin qarisiq téromoasi vo funksiyanin verilon
doyisonlora gora k -tortib toromasi.

f(x;,x,,..,x,)  funksiyasinin X; 3 X e X hans1 ki,

1<i, <...<i, <ndoyisonlorino goro k dofo toromesi rekurrent
sokildos asagidaki diisturla toyin olunur:

ka(xl,xz,...,xn): of {Gk_lf(xl,xz,...,xn)j

(7)
Ox, Ox, ..0x, ox, Ox, Ox, ..0X;
(7) toromosinin hesablanmasinda hor dofo (6) miinasibati
nozors alinir.
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Teorem 7. f(X) funksiyast {g¢iin asagidaki miinasibot

dogrudur:
O’ f(X) _0°f(X)
Ox,0x;  Ox,0x, '

Isbati. Tayina gora

o’ f(X) _ 8 ~ o
ox.0x,  ox, [f(x,x; =0)® f(x,,x, =D]=

=[f(x,=0,x,=0)® f(x, =0, x, =1)]D
O[f(x; =1L x;,=0)® f(x, =1, x, =D].

O’f(®)_ o
Ox,0x;  Ox,

[/ (x, :Osxj)®f(xi :19xj)] =

=[f(x;=0,x,=0)® f(x,=1,x, =0)]®
OLf(x;=0,x,=D® f(x, =1, x;, =1)].
Bu miinasibatlorin sag toraflori borabor oldugundan sol toroflor do
barabar olar. 0

Teorem 7-ni induktiv olaraq imumilosdirmoklo asagidaki
naticalori almagq olar:

Natica 1. Ogar X, =(x,,x, ,...,x; ) vektoru X -mn altvektoru vo
7(x,) = (7(x; )y w(x, ) 180 X, vektorunun doyisonlorinin
yerdoyismosidirss, onda

fE) @)
ox,.0x,  or(x,)..0n(x, )

Natico 2. M téromosi x, ,...,x; doyisonlorindon asili
ox, ..0x; : "
deyildir va belaliklo asagidakilar dogrudur:
FIE _,
Ox,0x, ’
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0
ox,; Ox,..0x; ’
harada ki, x;, €{x, ,...,x, }.
S (x),%,,...,x,) funksiyasmin x, ,x, ,...,x, doyisonlarino goro k

8kf(xl,x2,...,xn)

O(X; 5 X, 5oy X; )

I

-tortib  qarigiq toromasi ilo isars olunur vo

asagidak diisturla hesablanir (belo toéromoni x, ,x, ,...,x, doyisenlor
vektoruna gore do térome adlandirirlar):

0" f(X), %y X,)
1277252 "n :f(xl" 1,1 xt+1’ 1 191 xlkJrl’ ’x”)®
a(xi],xi ""ﬂx' )

®f(x1" X i 170 xl+l’ 1 l’0 xl +19°° xn)'

(8) dusturundan gorintr ki, f(x,x,,....,x,) funksiyasinin

(8)

X;»X, 5%, doyisonlorine gdra k  tortib qarisiq  toromosi

X; 5 X, »» X, ddyigonlorinin eyni vaxtda qiymotlorinin doyismosi

halimda f(x,,x,,....,x,) funksiyasinin qiymstinin doyismaosi sortini
miioyyan edir.
(8) disturu ilo toyin olunan f(x,,x,,...,x,) funksiyasinin

X; > X, 5 X, doyigonlorino goro k tortib qarisiq toromasi ilo (7)

Tk
diisturu ilo toyin olunan k dofs toéromosi arasinda slaqgo movcuddur.
Bu olago asagidaki diisturla verilir:

0" f(x),%y500rX,) :Zk: ® Z;, ® ij(xl,xz,...,xn)' ©)

n
O(X, s X, 5o X, ) T3 (40y ec, Ox;, Ox; ..0x,

J

Burada Q ¢oxlugu agagidaki kimi toyin olunur:

Q= {(0) Ly L IS U <L, <<l <K}
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Niimuna 6. Tutaq ki, f(x,x,,x;)=xx,VvxX, kimi toyin

63f(x1,x2,x3)

0(x,,%,,%;)

olunur. -ii hesablamali. (9) diisturundan goriindiiyli

kimi hesablama aparmagq ti¢iin asagidak: diistur istifado oluna bilor:

3 2 2
OfCrxX) O o O o O o Of o O o

o(x,,x,,x;) Ox, Ox, Ox; Ox,0x, Ox,0x; (10)

o’ f o' f
@ S .
Ox,0x;  Ox,0x,0x,

Ovvalca birinci tartib téromalari hesablayaq:

%:(l-x2 v1-x)®@0-x,v0-X;)=x, vX;,
1
of _ _ _ _
P (- 1vx,x))®(x,-0vx,X;)=x @ x,X; =x,(1+X;) =x,x;5,
2
(11)
% = (x,x, VX, - 1)®(x,x, v -0)=xx, DX, = x,X,.
3
(7) dusturlarina osaslanaraq ikinci tortib qarisiq toéromslori
hesablayagq:
o' f a9
=1®x, =x;,
Ox,0x, 6x2 ox,
2
of =— 9 =x,®l=X,, (12)
Ox,0x;  Ox; \ Ox,

Fr_afa)_,
Ox,0x;  Ox, | Ox, b
(12) dusturlarina  osaslanaraq {iglincii  tortib  toromalori

an(xl 5x2:x3) — 1
Ox,0x,0x,4

hesablayaq. Asanliqla almaq olar ki, . Onda
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sonuncu miinasibati, (11) vo (12) miinasibatlorini (10)-da nozoros

& f (3, %,,%,)
0(x;,X,,x3)
53f(xlaxzax3)
0(x;,x,,x3)
=(x, vX)®(xx, ®x,)P(x,X, DX,)D(x, 1) =

=X, VX, @Xx, XX, DX, =x, vXx; XX, XX,.

almagqla tictin alariq:

=, v;)@xx,; ®xX,Px,; ®Xx,Dx, Dl =

Riyazi analiz va riyaziyyatin bagsqa bolmalorinde oldugu kimi
montiq cobrindo do diferensialla téromo bir-biri ilo six baghdir. Bu
bagliliq asagidaki teoremlo sorh olunur.

Teorem 8. f(x) bul funskiyasi tictin asagidaki dogrudur:

d, f(x)= 8](;()7) dkx, (13)
Isbati. d, f(X) -m terifnllg gora
d, f(X)=f(x)® f(x; ®dx,).
Bu ifadodon aliriq:
d, [ ()0 =0,
4, S = 105 ® ) =L, 0

Qeyd edok ki, d, f(¥)-da yens do j=#i olduqda biitiin
dx; =0 olur. (13) dusturu tam halda oaslinds asagidaki kimidir.
d, f(%)= CAES )d o, dx,d, ..dx, .
ox,

1

Indi iso d, ., f(X) diferensialina baxaq vo onu dx; vo dx;

izro ayiraq. Onda alarq:

dy, o\ f(E) = %dxi P AL ACOR NP N CT

; Ox; X;5 X,
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(14) diisturunu induktiv olaraq imumilosdirok. Onda asagidaki
teorem alinar.
Teorem 8. f(x,X,) funksiyast vo ¥, =(x,,...,x, ) vektoru
ticlin asagidaki dogrudur:

a)d;lf(f)=i@ Z @Lﬂdx dx ax, dx

o
k=l 1<0,<.<l,<m 8(%1;---: i,

Lde dx. ode Ldx

L Iy i+l Im

b L& af W _ .5,

K =1,dx,=0

Riyazi analizds miirokkab funksiyanin diferensiallanmasina
analoji olaraq bul cobrindo do analoji diferesiallama miimkiindiir. Bu
diferensiallama zoncir qaydasi adlanir vo asagidaki teoremls sorh
olunur:

Teorem 9. Tutaq ki, X =(x,,...x, ),f(x,g)- iso m+l1
doyisonli funksiyadir vo g =g(X,). x, doyisoni ancaq X, -do rast
golinir. Onda asagidakilar dogrudur:

2) o (x,8(%,)) _9f(x,8) %8(%,) .

Oox, og ox,

1 1

b) d, f&.e(%)=d, [(g)d, g(F) = %;g)dﬁg@) :

Ogor X,X, =9, X, <X, olarsa, onda:

o (1,8(%)) _ o (%,8) %8(%,) .

c
) ox, og ox,

d) dxof(ylag(fz)):dgf(flag)dfog(%z)_

of (x l’g)OL 2(%).
og
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3. Teylor vo Makloren diisturlarinin analoqlari. ©vvalco
asagidaki teoremlora baxaq:

Teorem 10. f(X) bul funksiyasi va istonilon x; € X doyisoni
ticlin asagidaki miinasibat dogrudur:

1= 10 =0 @5, L5,

Isbati. Aydindir ki,
f(f) :)_Cif(xi :0)®xif(xi :1) :(l®xi)f(xi :0)@xf(x :l) =
= S, =0)@x[f(x, =0)® f(x, =)= f(x, =0) ®x, af(x) 0

(15) diisturundan istifads etmoklo teorem 9-u isbat edek.

Teorem 9-un isbati. ©vvalco teorem 8-don istifado eodorok
«d)» xassosini isbat edok. Bu xassadon «c)», «a)» vo «b)» xassolori
almir. «a)» vo «b)» xassalori uygun olaraq «c)» vo «d)» xassalorinin
X, =1{x,} olduqda xtisusi hallaridir. Belaliklo, g6stoarmok lazimdir ki,

d: f(%,8(xX,) =d, [ (%,8) nd; g(X,).
Bir torafdon aliriq ki,
di, [ (3,8(x%,)) = [(g(%)) @ f(g(X, ®dxy)).
Digor torofdon iso, asagidaki dogrudur:
d.fnd, g=1/(g)® f(gDdg)llg(x,)® g(x, ®dx,)]. (16)

(15)

i

g’ ilo g(X, ®dx,) funksiyasini isare edok. (16)-da g(x,)-1 g ilo

ovaz etsok, motarizalori agsaq, g* = g @ dg -i nozors alsaq, onda
d,fnd;g=1(8)g®f(g)g®f(g)g ®f(g)g

alariq.

f(g) vo f(g") ligiin teorem 10-a goro ayrilisi nozors alaq.
Onda alariq:

d.frnd,g=gf(g=0)®gf(g=D)Dgf(g"=0)®

78



Milli Kitabxana
Dgg f(g=00DPgg’(g" =)@
Dg f(g=0)Dgg" f(g=0)@gg f(g=D)Dg f(g =0)®
Dg f(g=0dg f(g =1).

Nozora alsaq ki, f(g=0)=f(g"=0), f(g=D)=f(g" =1,
onda yekun olaraq alariq:

d.fd, g=glf(g=D® f(g=0]g [f(g=D® f(g=0)]®

Df(g=00f(g" =0)=gf(g=0)® f(g=0)Dgf(g=D®

Of(g=00g f(g'=0®g f(g =D=/f()®f(g)=
= 1(g(%) @ f(g(x, ®dxy)) =d; f(g(X,))- 0

Teorem 10-u asagidaki kimi timumilosdirmok olar.
Teorem 11. Hor bir f(X) bul funksiyas1 istonilon x;, € X ligiin
asagidaki kimi gostorilo bilor:

fX)=f(x,=c)®(x, @c)sl, ce{0,1}.
xi
Isbati. ¢=0 oldugda isbat teorem 10-da artiq aparilmisdir.

c =1 oldugu hala baxaq. Aydindir ki,
f@=%f(,=0®xf(x, =) =%f(x, =0)®

@1@1®x,) f(x, =) =%, /(x, =0)®(OF)f(x,=1)=

= /(v =D®%, - g =/ =D®(x, @1 g 0

l l

Kosilmoaz funksiyalar halinda Makloren diisturu oldugu kimi

bul cabrinin funksiyalar: igiin do hamin Makloren diisturuna analoji
diistur miimkiindiir:

79



Milli Kitabxana
Teorem 12. Bul cobrinin istonilon f(x,,x,,...,x,) funksiyasi

oziiniin va toromalarinin (0,0,...,0) noqtasindoki qiymaetlori vasitasila
tosvir oluna biler, yoni

o
, X s 0,0,...,0)+ > © :
[0 %20%,) = 00,0+ 3 ‘000 ]
@ o 9 &xx D...
,jzl 8x8x 00.0 "’
i#j
k
..® Z °c _0JF &x x, .x, D..
el Ox, ox, ..ox, (00.0 % * %
_9f &xx,..x,.
0Ox,0x,...0x, |0 0...0

Analoji olaraq Bul cobrinin funksiyalar1 ticiin Teylor
disturunun da analoqu miimkiindiir:
Teorem 13. Bul cobrinin istonilon f(x,,Xx,,...,x,) funksiyasi

ozlintin vo tdéromolorinin (o,,0,,...,0,) noqtesindoki qiymatlori
vasitasilo tasvir oluna bilar, yoni

f(xlaxza ax) f(Ul,O'z, 0, )@z®

&(x,®@0,)®
i=1 ax

0,0,..0,

2

C @
®Z axﬁx

i,j=1
i#j

® o' f
..® N —
Z Ox; Ox; ..0x;

&(x,@0)(x;®0,)®...

0,0,...0,

&(x ® o, )@

0,0,..0, /= "’

byl =l
B #iy sl i

oS

&(x Do,).
0x,0x,...0x,

0,0,...0,
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FOSIL 2. k-QIYMOTLI MONTIQ HAQQINDA UMUMI
MOLUMATLAR

§1. k-qiymotli mantiqin funksiyalari

Tutaq ki, U ={u,,u,,...,u,,,...} doyisonlorin giris olifbasidir vo
bu doyisonlorin qiymatlori EX¥={0,,...k—1}, k>2,
coxlugundandir.  f(x,,x,,...,x,) funksiyasina baxaq, hans1 ki,

X, X,5,...,X, doyisonlori U olifbasindan gotlrilmisdir.  Ogor

n

x;,i=1,n, doyisenlori Ej -dan qiymotlor aldiqda f(x,,x,,...,x, )
funksiyasinin da qiymeti E;-dan olur, onda f(x,x,,...,X,)

funksiyasina k-qiymotli montiq funksiyasi deyilir. Aydindir ki,
f(x,,%,,...,x,) k-qiymotli montiq funksiyasi

fiE*XE*x.xE* > E*

n sayda

inikasini tayin edir.

Qeyd edok ki, f(x,...,x,) funksiyasimin codvoli verilmis
olarsa, onda o tamamilo toyin olunmus olur. Bu codval iki hissodon —
sol vo sag hissadon ibarot olur. Sol hissedo yuxarida x,,x,,...,x,

doyisonlori, sag hissado iso yuxanda  f(x,,...,x,) yazilr.
(x,,%,,...,x,) doyisonlor yigiminin hor bir miimkiin qiymotlor

yigimina cadvolin hom sol vo hom do sag hissasindo bir sotr uygun
golir. Bu sotrdo sol hissodo qiymotlor y1gimi, sagda iso x,,x,,...,X,

doyisenlori bu giymotlor yigimmi aldiqda f(x,,...,x,)-in alacagi
qiymot yazilir. x,x,,...,x, doyisonlorinin ala bilocoyl qiymatlor

yigiminin sayr k" -dir. Odur ki, cadvalde £" sayda sotr movcuddur.
Bunu nozoro alaraq codvalin  sol  hissesindo  x,x,,...,x

n
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doyisonlorinin  qiymotlori  0,1,...,k" —1 ododlorinin  k-liq say
sistemindo » roqomli adadlor soklinds tosvirine uygun yazilirlar.

Cadval 1.
X Xy e X, X, (X, X500 X, ,X,)
0 0o .. 0 0 £(0,0,...,0,0)
0 o ... 0 1 £(0,0,...,0,1)
0 0 .. 0 k-1 £(0,0,...,0,k -1)
0 0o ... 1 0 £(0,0,...,1,0)
k-1 k-1 .. k=1 k-1 flk-Lk-1,..k-1k-1)

P ilo U olifbast {iizorindo biitin k-qiymatli montiq
funksiyalarindan vo homginin 0,1,...,k—1 sabitlorindon ibarst olan
coxlugu isaro edok.

Teorem 1. P, -dan olan biitiin #» doyisonli k-qiymatli mantiq

funksiyalarinin say1 p; (n) = k*" -5 borabardir.

Isbati. k-qiymatli meontiq funksiyalarmim codval vasitosilo
verilmosino uygun olaraq hor bir » doyisenli k-qiymatli montiq
funksiyasina k" sayda sotrdon ibarst olan codval uygundur. 7-

doyisenli miixtalif iki funksiyaya uygun belo codvallorin sol torofi
bir-biri ilo Ust-listo diislir, ancaq onlarin sag toroflori forqlonir.

Cadvalin sag torafi do k" satrden ibarat olur. Cadvalin sag torafindo
E* -dan giymatlor yazilir. Beloliklo miixtolif codvallorin imumi say1

k* olur. Hor codvolo qgarsiigh birqiymotli olaraq bir & -giymotli

funksiya uygun oldugundan belo funksiyalarin say1 da k" olar.
u

§2. k-qiymatli montiqin elementar funksiyalari
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k -qiymotli mantiqin elementar funksiyalarina asagidaki qrup
funksiyalar aiddir:

I. Sabit funksiyalar. Bu funksiyalar arqumentlori fiktiv
doyisonlor olan funksiyalardir vo onlar f, =i,i=0,1,...,k-1,
funksiyalardir.

Il. Birdayisonli funksiyalar. Bu funksiyalara asagidakilar
aiddir:

1) x=x+1 (mod k). Bu funksiya inkarin «dovrii siirtiisdiirmo»
monada timumilogmasidir vo Post inkar1 kimi do adlandirilir.

2) X voya Nx inkari. Bu X = Nx=k—1—x kimi funksiyadir
vo inkarin qiymetlorin  «glizgtivari oks olunmasi» monada
timumilosmosidir. Odobiyyatlarda bu funksiyan1 Lukasevi¢ inkari
kimi do adlandirirlar.

3) I,(x) funksiyasi. Bu funksiya i # k-1 olduqda inkarin bozi
xassolorinin imumilogmasidir vo agagidaki kimi tayin olunur

_ k-1, agor x=1i,
Ii(x)_{ 0, ogor x#i.

Bu funksiyaya bozon birinci nov xarakteristik funksiya da deyilir.

4) y,(x) funksiyasi. Bu funksiyaya ikinci nov xarakteristik
funksiya da deyilir vo j,(x) kimi do isaro edirlor. Bu funksiyanin
qiymatlori asagidaki kimi toyin olunur:

_J1, eger x =1,
Zi(x)‘{o, ogor x#i.

xi(x) funksiyast da i#k—1 olduqda inkarin timumilogmosidir.
Aydmdir ki, £ =2 olduqda 7,(x) = y,(x).

111 Ikidoyisanli elementar funksiyalar.

1) min(x,,x,) — k qiymatli mantiqin konyunksiya funksiyasi.
Bu funksiya hom do (x, & x,) kimi do isars olunur.

2) x,x,(modk)- k moduluna géro vurma funksiyasi. Bu
funksiya konyunksiyanin ikinci imumilogmasidir.
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3) max(x,,x,) - k-qiymatli montiqin dizyunksiya funksiyasi.
Bu funksiya hom do (x, v x,) kimi do isaro olunur.
4) x, +x, (mod k) - kK moduluna gors toplama funksiyasi

5) Vk(xl,xz) = max(xl,xz) +1 (mod k) Bu funksiya Vebb
funksiyasit adlanir (Pirs oxunun imumilogmaosi).
6) Seffer funksiyasi. Bu funksiya bul cobrindo olan Seffer
funksiyasinin imumilosmosidir vo asagidaki kimi toyin olunur:
S, (x;,x,) = min(x,,x,)+1 (mod k).
7) k moduluna gors forq funksiyasi:

_ _Jx—y,0gor 0 y<x<k-1,
X y(mOdk)_{k—(y—x), agar 0 <x<y<k-1.

8) k-qiymotli implikasiya funksiyasi. Bu funksiya asagidaki
kimi toyin olunur:
_Jk-1, 8gor 0<x<y<k-1,
x_)y_{k—l—x+y, agor 0< y<x<k-1.
9) k-qiymatli kasik forq funksiyasi

_J0, agar 0<x<y<k-1,
xj‘y_{x—y, agor 0< y<x<k-1.

Bu funksiya bozon x =y kimi dos isars olunur vo monus adlandirilir.

Maoantiq cabrinds oldugu kimi k -qiymatli montiqdo do analoji
olaraq verilon R funksiyalar sinfi iizorinds diisturlar toyin olunur,
hor diistura qarst funksiya qoyulur. Analoji olaraq funksiyalarin
superpozisiyasi va superpozisiya amoliyyati toyin olunur.

§3. Elementar funksiyalarin xassalori

Elementar funksiyalarin osas xassalorini sorh edak.

I. Tutaq ki, (x, ox,) funksiyasi min(x;,x,), x;X,(modk),
max(x;,x,), X +Xx,(modk) funksiyalarinin istonilon birini gostarir.
Xassalor asagidakilardir:

1. (x, ox,) funksiyas1 assosiativlik xassasino malikdir:

((x, o xy) 0 x3) =(x; o (x; ©X3)).
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2. (x,ox,) funksiyas1 kommutativlik xassosino malikdir.
X, 0X, =X, 0X,.
Qeyd edok ki, assosiativlik xassosino uygun olaraq vo &
omoliyyatinin v omoliyyatindan  ovval yerino  yetirilmosi

razilagmasina gora bozon diisturlarin yazilisinda agilan vo baglanan
motarizolor atila biler.

IL.{0,....,k = 1,1, (x),..., I, , (x), min(x,,x, ), max(x,x,)}
funksiyalar sistemina (bu sistem Rosser — Turkett sistemi adlanir) aid

olan bazi xassalor asagidakilardir:

1. I simvolunun diisturun «dorinliyino» enmasi xassosi:
k-1, ogor c=0
1.1. I_(c) = (o,c=0,,...,k-1);
0, ogor c#o

1.2. I,(I,(x) =
Io(x)v..vI _j(x)vI 4(x)Vv..vI_(x),eger c=0,

= 0 ,ogar 0<o<k-1,
I.(x) ,oger o=k-1.
Isban.
a) Tutaq ki, 0 =0. Toyino gora
_Jk—1, egor I_(x)=0
Lo (x)) = { 0, ogor IZ (x)#0
Vo ya
k-1, ogor 7#x,
1,(I_(x)) = (1)
0, ogor 7=x
Digor torafdon

Iyx)v..vI _ (x)vI (x)v..vI_(x)=

7+1
=max{/,(x),....J,_(x), I, (x),.... L, ;(x)}.
Ogor 7 # x olarsa, onda x € {0.1,....7—1,7 +1,.... k — 1} vo, belalikla:
max{/,(x),....L._(x), I, (x),... ], (x)}=k-1

olar. ©gor 7 =x olarsa, onda
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I,(x)=0, ie€{0,..,7-1Lr+L..,k-1}

olar vo, belalikla,
max{/,(x),....J,_;(x), 1,,,(x),....J,_;(x)} =0
alariq. Demali,

ogoar 7 # X,

I,(X)v.vI_ ()VvI (x)v..vI (%) :{k —OL (2)

, ogor r=x.

(1) vo (2) miinasibatlorinin sag toraflori borabar oldugundan onlarin
sol toraflori do baraber olar:

I, (I, (x)=1,(x)v..vI (x)vI_ (x)v..vI _ (x).
b) Tutaq ki, 0 <o <k —1. Toyina gora

L =15" B 5L ®

I, (x) ancaq ya 0 ya da k—1 qiymatlori aldigindan vo sorto
goro 0<o<k-1 oldugundan (3)-do ancaq o =#/_(x) hal
miimkiin olur vo, belolikls, 7_(/,(x)) =0 alirgq.

c¢) Tutaq ki, o =k—1. Toyino gors
k-1, ogor I (x)=k-1,
Ik—] ([r (X)) =
0, wogoer I (x)=0.
Vo ya
k—1, ogor 7=ux,
I, (x)= 4)
0, ogor T#x
Digor torofdon
k-1, oager 7=x,
I (x)= (5)
0, ogor 7#ux
(4) vo (5) miinasibatlorinin sag toroflori borabor oldugundan,
onlarin sol toroflori do barabar olar: 7, ,(Z,(x))=1,(x).
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13.1,(x &x,)=1,(x)) &, (x,) Vv I (x,) VI, (x,) &

&, (x)Vv.vI (x). (6)

Isbati. Umumiliyi pozmadan farz edok ki, x, <x,. Asagidaki
hallara ayri-ayriliqda baxaq: o=x, vo o #x,.
o = Xx, hali. Bu halda (6)-1n sol torofindon
I (x,&x,)=1_(x)=k-1
aling. o=x, vo x; <x, oldugundan
I (x))v..vI,_  (x,)=max{l_(x,),..1, (x,)}=k-1,
I (x)v..vI,  (x))=max{l_(x),...1, (x)}=k-1.
Belalikla, (6)-1n sag torafinin qiymeti agagidakina barabordir:
k-D&k-)v(0O)&K(-1)=k-1,
yoni o =x, olduqda (6)-in hom sag vo hom do sol torafi eyni bir
qiymato malik olur.
o # x, hali. Bu halda (6)-1n sol torofindon
I (x,&x,)=1_(x,)=0
alirg. x, # o oldugundan (6)-1n sag torafindo
I, (x) &, (x,)v..v I (x,))=0
olur. I (x,)&( (x)Vv..vI,  (x))) ifadosinin  qiymatini
hesablayaq. ©gor o # x, olarsaonda /_(x,)=0 olmasina goéro
]o' (xz) &(Io—(xl) V...V ]k—l(x])) =(0) &(Io' ('xl)\/"'\/]k—l (x] ) =0
alariq. ©ger o =x, olarsaonda x, <Xx, oldugundan
1,(6) &, () VeV I () = (k=1) &(0) = 0
alariq. Beloliklo, o # x, olduqda da (6) ifadosinin hom sag vo hom
do sol torafi eyni bir qiymats - 0-a barabar olur.

U
141 (x,vx,)=1_(x)&U,(x,)v..vI (x,)VvI (x,)&
&L, (x)Vv..vI_(x)). (7
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Isbati. x, vo x, (7) diisturuna simmetrik daxil oldugundan

timumiliyi pozmadan forz edok ki, x, >x,. Onda
I, (x,vx,)=1,(x))
alarlq. o =x, vo o # x, hallarina ayri-ayriliqgda baxaq:
o = x, hali. Bu halda (7)-in sol terofinda
I (x,vx,)=1(x)=k-1
qiymatini aliriq. o =x, va x, > x, oldugundan
I,(x,)v..vI_(x,)=max{l,(x,),...I (x,)}=k-1,
I,(x))v..vI (x)=max{/,(x,),....I (x,)}=k—-1.
Belolikla, (7)-in sag torofinin qiymoti asagidakina borabordir:
k-D&Kk-D)Vv(0)&k-1)=k-1,
yoni o =x,; oldugda (7)-in hom sol vo hom do sag torofi eyni bir

qiymat alir.
o # X, hali. Bu halda (7)-in sol torafindo

I (x,vxy,)=1_(x)=0

qiymatini aliriq. x; # o oldugundan

I (x)&U, (x,)Vv..vI _(x,)=0
olar. I, (x,)& (I (x))Vv..vI, (x))  ifadesinin  giymotini
hesablayaq. ©gor o # x, olarsa, onda /_(x,)=0 olmasina goro

I (x,)&,(x;)v..vI (x))=0
alariq. 9gor o =x, olarsa, onda x, >x, oldugundan
I (x,)&ULy(x)Vv..vI (x)=(k-D&

& (1, (x,)V v, (x,)=(k—1)&(0) = 0.

Beloliklo o # x; oldugda da (7) ifadosinin hom sag vo hom do
sol torafi eyni bir giymoto — 0-a borabar olur.

O
II1. Distibutivlik xassalori:
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Lo vx,)&x, =(x, &x;) v(x,&x;).
Ishati. Isbati x, <x, <x, halinda aparaq. Qalan hallar da
analoji qaydada isbat oluna bilor.
X, <x, <Xx; oldugundan
(x, vx,)&x; =max{x,,x, } &x; =x,&x, =min{x,,x,} =x,,
(x, & x;) Vv (x,&x;) = min{x,,x;} vmin{x,,x;} = x, vV x, =
=max{x,,x,}=x,.
Bu iki barabarliklordon baxilan xassesinin dogrulugu alinir. U
2. (x &xy))vxy =(x, vxy) &(x, vx;).
Isbati. Isbati x, <x, <x, halinda aparaq. Qalan hallar da
analoji qaydada isbat oluna bilor.
X, <x, <Xx; oldugundan
(x, &x,) v x; =min{x,,x,} vx, =x, VX, =max{x,,x;} =x;,
(x, vx;) &(x, vx;)=max{x,,x, } &max{x,,x,} = x, &x; =X;.
Bu iki barabarliklordon do baxilan xassosinin dogrulugu alinir.
0
IV. Doayisonin «tomiz» daxil olmasinin istisnasi gaydas:
x=1-I1(x)v2-I,(x)v..v(k=1)-1;_;(x).
Isbati. Tutaq ki, x=i-dir. Onda [{(x),/5(x),....,J;_;(x)
funksiyalar1 arasinda /7, (x) = (k —1)-o qalanlar isa sifra barabar olar.

Beloliklo, sag torofdon
OvOov..vOv(k-DivOv..v0=

= max{0,0,...,0,(k —1)-i,0,.,0} = (k—1)-i =i

V. Dayisonin daxil edilmosi qaydast:
X =x,{,(x,)v..vI _(x,)).
Isbati. 1,(x,),....1, (x,) qiymetlori arasinda biri (k—1)-o
qalanlar1 iso 0-a barabardir. Digor torafdon
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To(xy)Vv.v I (xp)=max{{y(x)) V..V I _1(xy)}=k-1.

Aydindir ki, x(k—1)=x. U
V1. Sadoalosdirma diisturlari.
6.1. 1_(x)].(x) = {IC’ (x), ogar 7=0,

0, 9goar 7 #o.

Isbati. Tayina gora
{k—l, oger o =X, {k—l, oger r=x,
I (x)= I.(x)=
0, 9gor o # X. 0, 9goar 7 # X.

Ogor o # 7 olarsa, onda onlardan ya he¢ biri x qiymatine
borabor olmaz, ya da ki, ancaq biri sifra borabor olar. Toyino goro
birinci halda 7_(x)I,(x)=0-0=0 almar. ikinci halda iso 7_(x) vo
I_(x)-lardan biri (k —1) o biri iso 0-a barabor vo, belolikls, onlarin
hasili yena do 0 olar.

Ogor o =7 olarsa, onda x =0o olduqda /_(x)/_(x) hasilinin
qiymoti (k—1)-(k—1) = (k—1) olar, x # o olduqdaiso /_(x)I,(x)
-1n qiymati 0-0=0 olar, yoni har iki halda /_(x)/_(x)-mn qiymati
I_(x)-1n qiymati ilo eyni olar. U

6.2. (k-1)-x=x.

Dogrudan da, (k —1) & x = min{k —1,x} = x.

6.3. 0&x=0.Dogrudan da 0 & x = min{0,x} =0.

6.4. (k—1)v x=k —1.Dogrudan da

(k-1 vx=max{k—-1,x}=k-1

6.5. 0v x=x.Dogrudan da 0v x = max{0, x} = x.

Elementar funksiyalarin xassslorino baxilmasi gosterir ki, bul
funksiyalarmin @imumilogmalori olan uygun k-qiymotli montiq
funksiyalarmin he¢ do hamisinda uygun xassolor saxlanilmuir.

Mosolon, asagidaki niimunalors baxaq:
Niimuna 1.
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1) ~(~ x)=x, lakin X # x (k =3 olduqda);

2) ~x, &x, =(~x))Vv(~x,),lakin x,&x, #X, &X,.

§4. Miikommol dizyunktiv v konyunktiv normal
formalarin analoqlar:

Teorem 1. Istonilon f(x,,...,x,)€ P, funksiyasi asagidaki
kimi tasvir oluna biler:

S(xpex,)) = (o‘,,...,\g,,)eQ I, (x)&.&1, (x,)&f(0),...,0,). (1)
Burada
Q={(c,,..0,)o, eE*, i=1n}.
Asagidaki funksiyan daxil edok
Voo, XsXy) =15 (x) &..&I, (x,). 2)
Aydindir ki,

_Jk—-1, ogor x,=0,,.,x,=0,,
'/’01-.-6,1(x1""’x")_{ 0 , oks hafda. !

(2) funksiyasindan istifado etmokls (1)-1 asagidaki kimi
yazmagq olar.

f(xla“'axn):( Vo VYo .o, (Genx) & f(0,00,). ()

O 50,0, )EQ
Teorem I-in isbati. Ixtiyari bir (,,..,a,)€Q gotirok vo
X, =a,,....,x, =a, qobul edok. Onda (3)-da sol torofdo f(«,,...,,)
aliriq. (3)-tin sag torafine baxaq. Aydindir ki,
Ve, (@sesOy) & [(O10s ) =

_f(ay,...a,), ogor o) =a,....0,=a,,
0 , oks halda.

Onda
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\é Y2 Yoo, (a,..a,) f(a,....a,) =

(O] 5ees

= max vy, (a,..a,)f(a,...a,)=f(a,.a,).
(01,...,0,)€Q2 "

Demali, istonilon («,...,a,) € Q y1Zimu ii¢lin (1)-in sol vo sag torofi
eyni bir f(«,,...,,) qiymatini alir. O

(1) dusturu k-qiymotli montiq funksiyalart tigiin miitkommal
dizyunktiv normal formanin analoqu adlanir.

Teorem 1-in isbatina analoji olaraq asagidaki teoremi asanliqla
isbat etmok olar:

Teorem 2. Istonilon f(x,,...,x,) € P, funksiyasi asagidaki
sokilds tosvir oluna bilor:

fGont)= & Lo ()Y eV I (5)V (010 - (4)

(4) diisturu k-qiymotli montiq funksiyalar tigiin miikommal
konyunktiv normal formanin analoqu adlanir.

§5. Tam sistemlora niimunslor

Torif 1. Ogor F-dan olan istonilon  funksiya
R={f\, 1, f,>..} sisteminin funksiyalarmin kémokliyi ilo diistur
soklindo tosvir oluna bilorso, onda R funksiyalar sistemi F,-da tam
sistem adlanir.

Bul cabrino analoji olaraq asagidaki teoremi isbat etmak olar:

Teorem 1. Tutaq ki, F,-da asagidaki iki funksiyalar sistemi
verilmisdir:

R=1f1s foets @
0=121,82>5- (D)
Tutaq ki, I sistemi tamdir vo onun istonilon funksiyasi 11

sisteminin funksiyalar1 vasitasilo diistur soklinds ifads olunur. Onda
II sistemi do tamdir.
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Asagida tam sistemlora niimunalors baxilir. Onlarin tamliginin
asaslandirilmasinda teorem 1-dan istifada olunur.

1. R=P_ sistemi tamdir.

2. Rosser-Turkett sistemi adlanan asagidaki sistem tamdir:
R={0L,...k=1,1,(x),....0, ,(x), x,&x,, X, VX,}.

Dogrudan da istonilon f(x,,...,x,) funksiyas: teorem 4.1-o

gora (4.1) diisturu soklinds yazila bilor vo (4.1) diisturuna daxil olan
istonilon funksiya R sistemino aiddir.
3. R={x, max(x,,x,)} tamdir.
Isbati. a) Sabitlorin qurulmasi. X =x+1 -don
x+2=(x+D)+1=x+1,

x+3=(x+2)+1=x+2,

x+k—-1=x+(k-2).
Aydindir ki,
max{x,x+ 1. x+k-1} =k-1.
Onda 0=k-1,1=0,2=1,.,k-2=k-3.
b) Birdoyisonli funksiyalarin qurulmasi. ©vvalco 7;(x)

funksiyasini quraq:
I,(x) =1+ max {x+a}. (D)

a#k—-1-i
Haqigoton do x =i oldugda (1)-in sol terofi (k—-1)-o
borabordir. Sag torof iso asagidaki kimidir:

1+ar3{a}§i{i+a} = 1+a1+r}3]§1{i+a} =l+k-2=Fk-1,
yoni sag torof do (k —1)-o borabordir.

Ogor x # i 159 (1)-in sol torafi 0-a barabordir, sag torofdo x +
-in on boyik qiymoti x+a=k—1 halinda olur. Bu halda
a=k—1-x olur. Sorto goéro a#k—1—i olmahdir, lakin i+ x
oldugundan =k —1—x ola bilor. Belaliklo (1) —in sag torafinin
qiymati
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I+ max {x+a}=1+(k-1)=k=0

a#k—1-i

olur. Beloliklo, (1) miinasibati dogrudur.
Asagidaki kimi | ;(x) funksiyasim daxil edok:

s, ogor x=i,
i) = {O, aggar X#I.
Gostorak ki,
S (x)=s+1+max{l,(x), k—1-s}. (2)
x =i oldugda (2)-in sol toraofinin qiymeti s-dir, sag torofin
qiymoti iso s+1+max{k—1Lk—1-s}=s+1+(k—-1)=s+k =5 olur.
x #i oldugda (2)-iin sol torofi 0-a borabordir. Sag torofin
giymatini hesablayaq
s+1+max{/,(x), k—1-s}=s+1+max{0, k—1-s} =

=s+1+k-1-s=k=0.

Hor iki halda (2)-in sag vo sol toroflorinin qiymoti bir-birino
barabardir.
Ogor g(x) - F-dan olan birdoyisenli ixtiyari funksiyadirsa,
onda
g(x)= maX{fg(O),O (%), fg(l),l (X5 fg(k—l),k—l (x)}-
Xiisusi halda
~x =max{f,_ ,(x), fk—2,l (X)5ees fO,k—l (x)}.
c) min{x,,x,} funksiyasinin qurulmasi. Malum eyniliys goro
~min{x;, X, } =max{~x,~Xx,}.
Buradan da
min(x,, x, ) =~ max{~x,,~ X, }.
Beloliklo, R ={x, max(x,,x,)} sistemi {izorindo Rosser-

Turkett sisteminin biitiin funksiyalarin1 qurmaq miimkiindiir:
Q = {0919--'a k - 19 ]0 (X),..., Ik—] (X), min(x] > xz )’ maX(xl b xz )} .
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Bu sonuncu funksiyalar sistemi F,-da tam oldugundan teorem

1-o gbéro R = {x, max(x,,x,)} sistemi do £, -da tamdur. 0
4. R={V,(x;,x,)} sistemi F,-da tamdir.
Bunu isbat etmok igiin V) (x;,x,)-don X vo max(x,,x,)

funksiyalarin1 quragq.
Aydindir ki, x =V} (x,x).
Vie(x,x,) -1 torifino goro V (xy,x,)=max(x;,x,)+1. Odur

ki,
VeV, (x,x,), V, (x,,%,) =V, (x,,x,)+1 =

=max(x,,x,)+1+1=max(x,,x,)+2,
Vk (Vk (Vk (x] 7x2)5 Vk (x] 5'x2 ))) = Vk (Vk (x] 9-x2)5 Vk ('xl ,x2 )) + 1 =
=max(x,,x,)+3,

Vk (Vk ((Vk (xl, Xy )’Vk (.xl,.xZ )))) = maX(xl, X2) +k= maX(xl, .X'z)

k dofo
Buradan da
max(xy,xy) = Vi (Vi (. (Vi (o, x2), Vi (x1,X2))-.)) -
k dofo
Beloliklo, R={V;(x1,x5)} sistemi vasitosilo

O={x, max(x,,x,)} sisteminin funksiyalar1 diistur soklindo ifado
olunur. Sonuncu sistem tam oldugundan teorem 1-0 goro
{Vi(x1,x,)} sistemido P, -da tamdir.

Qeyd edak ki, tamliq anlayis1 ilo qapanma vo qapali sinifler
anlayis1 six baghdir.
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Tarif 2. Tutaq ki, R sinfi P, -dan olan funksiyalarin istonilon

altcoxlugudur. P _-dan olan vo R sinfinin funksiyalar1 vasitosilo

distur soklindo tosvir olunan biitiin funksiyalar ¢oxluguna R -in
gapanmasi deyilir vo [R] kimi isars olunur.

Tarif 3. R sinfi (¢oxlugu) ogor [R]=R sortini 6doyarss, onda
o (funksional) qapal1 sinif adlanir.

Niimuna 1. 1) R =P, sinfi qapal: sinifdir.

2) Tutaq ki, Gc E* -dir. Tutaq ki, f(x,,...,x,)€P, va
a,€G, i=l..n oldugda f(e,,...,a,)eG olur. Belo f(x,...,x,)
funksiyalar sinfini 7, ilo isaro edok. Basqa sozlo 7, sinfi G
coxlugunu 6ziinde saxlayan vo P, -dan olan funksiyalar sinfidir. 7
sinfi qapali sinifdir.

§6. Tamhq haqqinda teoremlar

1. Tamhgin tammnmasi alqoritmi. Tutaq ki, ixtiyari sonlu
Rc P, ¢oxlugu verilmisdir. Bu ¢oxlugun tam olub olmadigini

yoxlamaq ti¢iin alqoritmin moévcudlugunu arasdiraq. Tutaq ki,
R={fis famen S}
Forz edok ki, f,,f,,...,f, funksiyalarinin hamis1 x,,x,,...,x,
doyisonlorindon asilidir.
Istonilon p >1 iigiin g/ (x,,x,) =x, isaro edok. Q ild
X5, X, doyisonlorindon asili vo Q c¢oxlugundan olan biitiin

funksiyalar ¢oxlugunu isars edok.
Teorem 1. Tamligin taninmasi ti¢lin alqoritm mévcuddur.
Isbati. Induksiya vasitoesilo x, vo x, doyisonlorindon asih

funksiyalardan ibarot olan Q,,0,,...,0O,,... ¢oxluglar ardicilligim
quraq. Burada Q,=¢. Tutaq ki, artiq Q,,Q,,....Q0, ¢oxluglar

qurulmusdur. Q ., coxlugunun qurulmasina baxagq.
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Tutaq ki, Q. (r 20) coxlugu asagidaki kimidir:
O, ={h(x,,x;),.., h‘y,‘ (o, x,)} -

Burada » =0 olarsa, onda s, =0 olar.

Horbir i (i=1,..,s) l¢ln

JitH (x, %), H,, (X1, X,))

soklindo olan biitin miimkiin dsturlara baxaq, harada ki,
H,(x,x,) ({=1,..,n) ya O c¢oxlugundan olan hor hansi bir
funksiya ya da ki, {g/(x,,x,),g3(x,,x,)} g¢oxlugundandir.

Beloliklo, s(s, +2)" sayda diistura baxmaqla ola bilsin ki, O,
coxluguna daxil olmayan funksiyalar ala bilerik. Bu funksiyalarin
Q. coxluguna daxil olmayanlarin1 agagidak: kimi isars edok

hs,+1 (x,,x,), hs,+2 (x5 )sees hsM (x,%,).

0, =0, Ulh, ,(x;,x,),.... 1, (x,,x,)} qobul edok. Aydindir
ki,

0, cOc..cO c..

Qurma prosesindon goriiniir ki, ager O, =0, olarsa, onda
0 =0.,=0.,,=.. olar, yoni ¢oxluqglar ardicillig1 stabillosor. R
coxlugu sonlu vo ona daxil olan funksiyalar » sayda doyisondon asili
oldugundan, digor torofdon, Q, coxlugunun giicii k* -don boytik
olmadigindan aydindir ki, elo » minimal nomrosi tapilar ki,
Q.=0. olsun

Aydmdir ki, 7 <k* olur. Q. ¢oxluguna baxagq. Iki hal
miimkiindiir.

1) 0. ¢oxlugu x; vo x,-don asihi biitiin iki dayisonli
funksiyalar1 6ziindo saxlayir. Demali, bu halda V'(x,,x,) funksiyasi
da Q. -a daxildir. Onda R sistemi tamdr.
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2) Q. coxlugu iki doyisondon asili biitiin funksiyalarin heg do

hamisini 6ziindo saxlamur. [R], =0 . oldugundan bu halda [R]

coxlugu x; vo x, doyisonlorindon asili biitiin funksiyalar1 6ziindo

saxlamir. Beloliklo, R tam sistem deyildir.
Yuxarida soylonilonlor onu gosterir ki, verilon R funksiyalar
sisteminin tam olmasini miioyyonlosdirmok ti¢lin xiisusi Q,,0,,...

coxluglart ardicillig1 qurmagqla xiisusi alqoritm istifads etmak olar.
0
Teorem 2. P -da tam olan istonilon R sistemindon tam olan

altsistem ayirmagq olar.
Isbati. Tutaq ki, R={f,..f.,..;. R tam oldugundan

V.(x,,x,) funksiyas1 R-don olan funksiyalar vasitesilo diistur
soklindo tosvir oluna bilar:
Vil %) =ULS, oo 1]
Aydindir ki, {f, ..., [, } altsistemi mohz axtarilan altsistem

olar. O
Bu isbat olunan teoremdon almir ki, tamligin taninmasi
alqoritminin mdvcudlugu haqqinda teoremds R sisteminin sonlu
olmas1 haqda mohdudiyyat o godar do giiclii sort deyildir.
2. Funksional tamhq haqqinda Kuznecov teoremi. Teoremi
sorh etmozdon qabaq bir anlayisla tanig olaq. Tutaq ki, y,,...,»,

doyigonlarindon asilt vo P, -dan olan #4,(y,,...,y,) funksiyalarn R
sinfins baxiriq. Forz edok ki, bu sinfo g,(y,,....,y,) =y, (i=L..,p)

funksiyasi da daxildir.
Torif 1. Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyas1 P, coxlugundan

olan funksiyadir. Ogor R -don olan istonilon 7, (y,,..., ¥, )y

sl ()5, y,) funksiyalari tigiin
S (Visees ¥ )oeees By (D1557,)) € R
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olarsa, onda deyirlor ki, f(x,,...,x, ) funksiyasi R c¢oxlugunu

saxlayir.

R c¢oxlugunu saxlayan k- qiymatli biitiin funksiyalar sinfini
B ilo isaro edok.

Lemma 1. R ¢oxlugunu saxlayan biitiin funksiyalarin B sinfi
qapalidir.

Ishati. Aydindir ki, B sinfi eynilik funksiyasii da 6z daxilino
alir. Odur ki, B sinfinin qapalilifini gostormok {igiin £, f,,..., f,, € B
oldugda ® = f(f,,....f,)-in do B-ya daxil olmasmi gostormok

kifayotdir. Tutaq ki, @ funksiyas1 » sayda doyisondon asilidir. B
sinfindon ixtiyari /, ,...,h,  funksiyalarini gotiirok. Onda

O,y by )= f(f 1By ses By Doy [, (B o1, ) = f(H o, H ),

harada ki, H,,...,H,, € B. Ona goro do f(H,,....,H,)do B-yo
daxil olar.
U

.....

Isban. Tutaq ki, h(y,,...,y,)€ B. Onda
h(h, v, )€IR], =R,

yoni heB, y, " Digor torofdon, ogor

,,,,,

,,,,,

onda y,,...,y,-lorin ovozina g,...., g, funksiyalarini qoysag, alariq:

f(gg,)eR vaya f(y,..y,)eER. O
Teorem 3 (A.B.Kuznecov teoremi). P -da bir-birino

biitovliikle daxil olmayan qapali elo
B,,B,,....B,, 6]
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siniflor sistemi qurmaq olar ki, P -dan olan funksiyalarin

altsisteminin tam olmasi {i¢lin zoruri vo kafi sort bu altsistemin (1)
siniflorindon heg¢ biring biitovliiklo daxil olmamasidir.
Isbati. Ovvalca B,,B,,...,B, siniflor sisteminin qurulmasina

baxaq. Tutaq ki, R,R,,..,R, sistemi P -dan olan funksiyalar

N

coxlugudur vo bu ¢oxluqlar P, -in moxsusi altgoxluglaridir. Bundan

basqa, bu coxluqlara x;, vo x, doyisenlorindon asili funksiyalar
daxildirlor vo istonilon ; tgiin (i =1,...,/):

1) R, coxlufuna g (x,x,)=x va g,(x,x,)=x,
funksiyalarinin her ikisi do daxildir;

2)[R],, =R,

R,,...,R, - altcoxluglart P, -dan olan vo x;, vo x,
doyisonlorindon asili  funksiyalar c¢oxlugunun biitlin - moxsusi
altcoxluglariin gézdon kegirilmasi yolu ilo qurulur. Aydindir ki, bu
altcoxluglarin say1 27+ -don kigikdir, harada ki, p, (2) = k* -dir. Bu

nozardon kegirmo zamani g, vo g, funksiyalarimin har ikisinin daxil
oldugu altgoxluqlar saxlanilir. Sonra iso qalan altgoxluglar tigiin
[R].. =R sorti yoxlanilir. Bu yoxlama prosesi teorem 1-do oldugu
kimi aparila bilor.

B! ilo R, ¢oxlugunu saxlayan funksiyalar sinfini isaro edok.

X1xy

Lemma 1 vo lemma 2-yo goro B/ qapali sinifdir vo elodir ki,
(B)),,., = R, Buradan almir ki, biitiin siniflor miixtalifdirlar.

Basqa sinifloro daxil olan siniflori ataq. Onda biz asagidaki
sistemi alariq:

B,,B,....,B,.

Zorurilik. Tutaq ki, B c¢oxlugu P, -nin hor hansi bir alt-
sistemidir vo B tamdir. Forz edok ki, hor hansi bir ¢ ii¢lin
(1<¢<s) BcB,. Qapali siniflorin xassolorino goro [B]c[B,].
Digor torofdon, P, =[B] oldugundan, alariq ki, P, <[B,].
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Lakin B, tam olmadigindan bu ziddiyyetdir. Demali, he¢ bir ¢ {igiin

B c B, ola bilmoz.
Kafilik. Tutaq ki, Bc P, -dir vo B,,...,B, siniflorindon heg

birina biitovliikde daxil deyildir. B'=[BU{g,,g,}] isaro edok.
Aydindir ki, B" vo B eyni vaxtda ya tam olar ya da ki, tam olmaz.
Cinki B'=BU[{g,,g,}]. Demali, V,(x,,x,) ya B' va B-yd
daxildir, ya da ki, bu siniflorin heg¢ birins daxil deyildir.

R'=B; ~ kimi gdtirok. Gostorak ki, R"-0 x; vo x,-don asili
biitiin funksiyalar daxildir. Forz edsk ki, bu belo deyildir. Onda
aydindir ki, [R'] < B’, [R']Xlx2 =R' wvo, beloaliklo, bu halda hor hansi

bir i Ugiin R'=R, olar. B' ¢oxlugu R, c¢oxlugunu oziindo
saxladigindan hor hans1 bir j {igiin

B'c B/ c B,
olar. B c B' oldugundan alimir ki, B< B;,. Bu da sorto ziddir.

Beloliklo, R vo, demoli, B' do V, (x,,x,) funksiyasim oziindo

saxlayir. Buradan da B’ -in vo, beloliklo, B -nin tam olmasi alinir.
O
3. 9sash funksiyalarin bazi xassalori. Slupetski teoremi va
onun iimumildsmasi. Kuznegov teoremino goro verilon funksiyalar
sisteminin tamlifi onun verilon B,,B,,...,B, funksiyalar sinfino

biitovliikds daxil olub olmamasma goéro miioyyanlogdirilir. Lakin
belo funksiyalar siniflorinin qurulmasi hatta k& -in o qodar do boyiik
olmayan qiymatlorinds ¢oxlu hesablamalar tolob edir. Ona goéra do
verilon funksiyalar sisteminin tamliginin miioyyonlosdirilmasi ti¢tin
olavo meyarlarin istifado edilmosino zorurst yaranir. Bu banddo
moveud meyarlardan birino baxilir. Bu meyara baxmazdan ovval
bozi anlayislarla tanis olaq.

On az1 iki doyisondon asashi asili olan funksiyalara baxaq. Belo
funksiyalara asasl funksiyalar deyacaoyik.

Osasli  funksiyalarin  xassolorine aid isbatsiz asagidaki
lemmalar1 sorh edok.

101



Milli Kitabxana
Lemma 3. Tutaq ki, f(x,..,x,) osasli funksiyadir vo

(¢ >3) sayda qiymot alir. Tutaq ki, x;, bu funksiyanin osash
doyisonidir. Onda iki elo (¢,,,...,a,) vo (B,a,,...,a,) yigmlarn
tapilar ki,
fla,a,,..a,)# f(B,a,,...a,)
olsun vo  f(a,x,,..,x,) funksiyas1  f(a,a,,...,a,) Vo
f(B,a,,....,a,) qiymatlorinden forqli qiymatlor alsin.
Lemma 4 (9sas lemma). Ogor f(x,,...,x,) funksiyas:
/(¢ >3) sayda qiymaot alan osasli funksiyadirsa, onda E*-da n
saydaelo G,,...,G, altgoxluqlar: tapmaq olar ki,
1<|Gy|....|G,| < £ -1

geeey

olsun va (¢,...,a,) yigmmlar ¢oxlugunda («;, € G, ,i=1,n), yoni

G, x..xG, -do f funksiyas1 /¢ sayda qiymot alsin.

Asagidaki yigimlar sistemins baxaq:

(e A O U ey O OO ey )

(a0, , B, a A 50,0 e A,)

i+l i

it Qs Bl s @) (1)

(@) yeees X s O 1,0 e )

(a,...a,, B,

Torif 2. Ogor «a, # , va a; # f; olarsa, onda (1) yigimlar
sistemi kvadrat adlanir.
Lemma 5. Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyasi /(/>3) sayda

qiymat alan osasli funksiyadir. Onda elo kvadrat tapmaq olar ki, bu
kvadratda f(x,,...,x,) funksiyas: ya iki qiymotdon ¢ox qiymot alir,

ya da ki, iki qiymat alir, 6zii do bu qiymatlorden biri onun ancaq bir
noqtosindo alinir.
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Bu lemmalar sado hondosi interpretasiyaya imkan yaradir.

Tutaq ki, f(x,,...,x,) funksiyasi /(¢ >3) sayda qiymot alan asash
funksiyadir. Onda:

1. Iki ol¢tisiino malik elo kub movcuddur ki, bu kubda f
funksiyasi an az1 li¢ qiymats malikdir (lemma 3).

2. /-1 olgili elo kub méveuddur ki, bu kubda f funksiyasi
biitiin ¢ sayda qiymaotlori alir (lemma 4).

3. Elo kvadrat movcuddur ki, bu kvadratda f funksiyasi ya

ikidon ¢ox qiymat alir, ya da ki, iki qiymat alir, lakin bunlardan biri
ancaq bir noqtods alinir (lemma 5).

Qeyd. Lemma 4 vo lemma 5 sortlorin qiivvatlondirilmosino
imkan vermir. Hoqigoton do, tutaqg ki, 3</<k—-1,n>3 vo

1 ) i, ogor x, =..=x,=0,1</(—1,
Xj sy X, ) =
o 0, oks halda.
Tutaq ki, G,,...,G, ¢oxluglar1 E*-dan olan ixtiyari coxluglardir vo
1<|G, <l-2.

Onda G, x..xG, -ds f, funksiyas: biitin ¢ sayda qiymatlori ala

geeey n

bilmoz. Istonilon kvadratda f, funksiyasi ikidon ¢ox olmayan

qiymat alir.
P,-dan olan vo hor hansi bir E =G, x...x G, ¢coxlugunda

miioyyon xassoloros malik f(x,,...,x,) funksiyasindan tez-tez analoji
xassolora malik, lakin basqa bir E' =G/ x...x G, ¢oxlugunda toyin
olunmus f'(x,,...,x,) funksiyasina ke¢mok lazim golir. f

funksiyasindan f' funksiyasina  ke¢idi  normallasdirma

adlandiracagiq. Normallasdirma funksiyalarin doyisonlorinin  vo
qiymatlorinin agagidaki sokildo ¢evrilmolori ilo baghidir:

S x,) = (f (W, (5)sens ¥, ().
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Bu ¢evrilmalorde nozors aliriq ki, |G/ :|G1| =4,,..,|G =/

Myse-s1,, 1o f funksiyasinin hor hanst bir E =G, x..xG,

G

n

ne

¢oxlugunda aldig1 qiymatlorini isars edok. 7,,...,77,_, ilo E*-dan olan

clit-ctit miixtolif ododlor yigimmi isars edok. Normallagdirma
coxluglar arasinda garsiliql birgiymotli uygunlugu gostormoklo toyin
olunur:

{770""’77€—1} A4 {776""’772—1} >
G, ©G,.,.G, oG

Bu qarsiligh birqiymatli uygunluga slava tolablor qoymaq olar.
Mosalon, bu olavo tolobloro géro E -don olan geyd olunmus
(a,,...,a,) noqtesind  E'-don olan («/,...,a) néqtesi vo 7,-ya 77,
uygun olmalidir. Aydindir ki, bu uygunluglar ovozlomalor ¢oxluglari
vasitosiylo toyin olunan veo P,-dan olan w(x),y,(x),....\,(x)
funksiyalarinin komokliyi ilo hoyata kegirilir.

Ogor /,0,,.,0 <k—1 olarsa, onda bu funksiyalar1 (k—1)-
don ¢ox olmayan qiymsotlor alan birdoyisonli funksiyalar kimi
gotirmok olar. Aydindir ki, normallagsdirma halinda f’
funksiyasinin ~ E'-do  qiymotinin  tokrarlanmalar say1  f

funksiyasinin £ -do uygun qiymetinin tokrarlamalar say: ilo eyni
olar. Bundan sonra normallasdirma asagidaki sokillordo istifado
olunacaq:

D) {7gses iy b =055}y W(X) =x,
G/ ={0,....0, -1} (i=1,..,n).
2)G, =G, y,(x)=x (i=1,...,n),
{77(’)5'“9772—1} =10,....0 -1},
3) {15110 43 =140,..., 0 =1}, G] ={0,....,0, =1} (i=1,..,n).
I-ci hal (doyisenlorin ¢evrilmasi) vo 2-ci hal (qiymatlorin
cevrilmosi) natamam normallasdirma hallaridir. Qeyd olunmus 77;.

vo (af,...,a.) noqtalari tigiin adaton 0 va (0,...,0) gotiriliir.
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Slupetski teoreminin S.V.Yablonski torofindon timumilogmaosi
asagidaki kimidir:

Teorem 4. Tutaq ki, P, -dan olan R funksiyalar sistemi (k —1)
-don ¢ox olmayan sayda qiymotlor alan biitin birdoyisonli
funksiyalar1 6z daxilino alir, harada ki, £>3. Onda R sisteminin
tamlig1 iiglin zoruri vo kafi sort k sayda biitiin qiymotlori alan
f(x,,...,x,) osash funksiyasinin bu sistema daxil olmasidir.

Isbati. Zorurilik. Tutaq ki, R sistemi tam sistemdir. Forz edok
ki, k sayda qiymotlori alan osasli funksiya R sistemino daxil
deyildir. Onda, aydindir ki, R-don k sayda biitiin qiymatlori alan
osasli funksiyalari almaq olmaz. Bu iso R sisteminin tam olmasina
ziddir. Demali, k sayda biitiin qiymaotlori alan asashi funksiyalar R
sistemino daxildir.

Kafilik. Tutaq ki, R sistemi teoremin sortini 6dayir va biitiin &
sayda qiymotlori alan f(x,,...,x,) osasli funksiyasi bu sistemo
daxildir. Riyazi induksiya tisulunun komokliyi ilo R sisteminin tam
olmasin1 gostarak.

1) Gostarak ki, R -don iki sayda qiymat alan biitiin funksiyalari
almaq olar. Lemma 5 osasinda elo (1) kvadrati tapmaq olar ki, bu
kvadratda f funksiyasi ikidon az olmayan sayda qiymet alir, hom
do onlardan biri olan # qiymati ancaq bir noqtads alinmir. ¢@(x)
funksyiasini asagidaki kimi toyin edok:

0, agor x=rn,
P(x) = {
1, agoer x=#n.

Aydindir ki, ¢(x) € R . Tutaq ki,

g(xl axz) = ¢(f(0!1 s i s X W5y A5 X5 Oy, )) .

kvadratinda iki qiymot — 0 vo 1 qiymatlorini alir, ham ds 0
giymoti bir néqtods alimir. Homin noqtani (o), ;) ilo isars edak.

(0,0)-n  (a/,a))-nbqtasine  natamam  normallagdiriimasi

inikasin1 hayata kecirmoaklo g'(x,,x,) funksiyasim alariq:
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g'(x;,x,) =g, (x),y,(x,)),
harada ki, w,,w,€R. Aydindir ki, g'(x,,x,) funksiyasi
{0,1}x{0,1}  ¢oxlugunda maksimumdur. Onu x, v, x, ilo isaro
edok. Burada v, ilo montiq cobrinin dizyunksiya omoli isaro
olunmusdur. R sistemino j,(x) funksiyasi da daxil oldugundan

X, &y x5 = Jo(Jo (X)) Vs Jo (X))
funksiyast  {0,1} x{0,/} coxlugunda minimumdur. Tutaq ki,
h(x,,...,x, ) funksiyas1 sabit deyildir vo iki qiymot — 0 vo 1
qiymatlori alan ixtiyari funksiyadir. Onda

h(x,,....x, ) = o, )j(,l (x)&..&j, (x,)&hn(0y,....0,)=

Vor Jo, () &g &y J, (x,,) & h(0,...,0,).
(O1500,)
Beloliklo, A(x;,...,x,, ) funksiyas1 R sistemindon alina biler. R

sistemino istonilon iki giymoti alan birdoyisonli funksiyalar daxil
oldugundan bu sistemdon istonilon iki qiymoti alan biitiin
funksiyalar1 almagq olar.

2) Tutaq ki, R sistemindon (/—1)-don ¢ox olmayan sayda
qiymatlor alan biitiin funksiyalar qurula bilir, harada ki, /—/<k.
Gostorak ki, bu sistemdon ¢ sayda qiymatlori alan vo P, -dan olan
istanilon funksiyani almagq olar.

f(x,,...,x,) funksiyasim1 gotiirok. Lemma 4-0 goro elo n

G,.|S£—] (i=1,...,n) olsun
vo E=G,x..xG, ¢oxlugunda f funksiyasi1 ¢ sayda 7,,7,,....,77, ,

sayda G,,...,G, altgoxluglar: tapilar ki,

qiymotlorini alsin.
Tutaq ki, 7 (i=0.,...¢—1) giymati E -don olan & =(a!”,....a”)
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(i=0,.,0—1) yigriminda ahnir, yoni f(a)=n,, i=0,.,0-1.
Gostorok ki, 7,,...,77,_, qiymotlorini alan istonilon  /A(x,,...,x,,)

funksiyasint R sistemindon almagq olar.

Tutaq ki, A(x,,...,x,) funksiyasi codvel 1-do oldugu kimi
toyin olunur. Burada o yigimi (o,,...,0,) yigmdir. i(o) ise o
yigimmda, yoni x, =o0,,..,x, =0, olduqda A(x,,...,x,)-in
My,--7,_, qiymatlori arasinda aldig1 qiymotin indeksidir. Masalon,
h(o,,...,0,)=mn, olarsa, onda i(c) yazist j  indeksini gostorir.

Cadval 2-do oldugu kimi w,(x,...,x,) (j=1,..,n) funksiyasin

toyin edok.
Cadval 1.

Cadval 2.

X)X, h(x,,....,x,) Xpeenn X, | W (X500 X,,)

O;yeees O, Mo Oyeens T, a;i(a))

Onda
h(x,ssX,))= (W, (X)X, )y s W, (X500 X,))

¢linki

JW (01000, (01500, ) = [ (@] = 11y
h(O', 7""O-m) =Nio)-

Verilon ¢ sayda 7,,...,77, , qimatlorini alan biitiin funksiyalara

malik olduqda ¢<k halinda k qiymotdon az qiymot alan
birdoyisonli funksiyalarin komokliyi ilo ¢ qiymato malik qalan
funksiyalar1 da almaq olar. Beloliklo, ¢/ =k halina kimi bu prosesi
davam etdirmoklo P, -dan olan biitiin funksiyalar1 almaq olar.

Bununla da teoremin kafiliyi isbat olunur. O
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Isbat olunan teoremdon Slupetski meyar1 adlanan asagidaki
notico alinir:

Teorem S (Slupetski teoremi). Tutaq ki, P, -dan olan

funksiyalarim R sistemino biitiin birdoyisonli funksiyalar daxildir,
harada ki, £>3. Onda R sisteminin tam olmasi {igiin zaruri vo kafi
sort k sayda bitin qiymotlori ala bilon f(x,,..,x,) osash

funksiyasinin bu sistema daxil olmasidir.

Qeyd. Isbat olunan teorem 4 k>3 olduqda dogrudur. Lakin

bu teorem k=2 halinda dogru olmur. Haqigaton do
R={0,1,x,x,x,+x,}

sistemi tam deyildir, belo ki, R — L . Burada x, +x, funksiyas1 asash

funksiyadir.

Teorem 4-5 goro hor hansi bir verilon R sisteminin tamliginin
miioyyanlosdirilmasi praktiki totbiglords o qodar da alverisli deyildir.
Ciinki R sisteminds (k —/)-don ¢ox olmayan sayda qiymatlor alan
birdoyisenli funksiyalarin hamisinin olmasi zoruridir. Belo ki, belo
funksiyalarin say1 k" —k!-a borabordir vo k artdigca R  sinfinin
qurulmasi hoddindon artiq ¢otinlogir. Ona goéro do daha somorali
meyarlarin tapilmasina ehtiyac vardir. Ya da ki, bu teoremdo biitiin
birdoyisonli funksiyalarin baxilan sistemdos moévcud olmasi sortinin
belo funksiyalarin miioyyan bir ¢oxlugunun baxilan sistemdo olmasi
sorti 1lo yaxud da bu funksiyalar1 omolo gotiro bilon hor hansi bir
funksiyalarin movecudlugu sorti ilo ovozlonmasine zorurat yaranir.
Deyilonlora niimunolor isbatsiz verilon asagidaki teoremlordo sorh
olunur.

Teorem 6 (Pikar teoremi). P, -dan olan biitiin birdoyisonli
funksiyalar agsagidaki ti¢ funksiyanin komokliyi ilo qurula biler:

f(x)=x—-1(mod k),
x , ogor 0<x<k-3,
g(x)=1{k-1, ogor x=k-2, h(x)={]’ ogor x =0,

x, agor x # (.
k-2, agor x=k—1,
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Teorem 7. P -dan olan biitiin birdoyisonli funksiyalar

asagidak1 k sayda funksiyalar vasitesilo qurula bilor:
i, ogor x=0,
h(x) = {)]cj 2)gg2rr ))chtOO’ [ (x)=140, eger X =1,
’ ’ x, ogor x¢&{0,i}.
i=1...k-1.

Teorem 4-do sorh olunan tamliq meyarimin tatbiqine aid bir
teoremi isbat edok.

Teorem 8. P -dan (k=3) f(x,,...,x,) funksiyasinin Seffer
funksiyasi olmasi ti¢lin zoruri vo kafi sort bu funksiyanin (k — /) -don
cox olmayan qiymatlor alan funksiyalar1 omals gatirmasidir.

Isbati. Zorurilik. Tutaq ki, f(x,,...,x,) Seffer funksiyasidir.
Seffer funksiyasi tam sistem omolo gotirdiyindon o P, -dan olan
biitiin funksiyalar1 amolo gotirs bilir.

Kafilik. Tutaq ki, f(x,,..,x,) funksiyast (k-1I)-don ¢ox
olmayan qiymotlor alan funksiyalar1 omolo gotirir. Odur ki, bu
funksiya biitiin 0,1,...,k — 1 qiymatlorini, yoni sabitlori alir. ©gor f
funksiyas1 osasli funksiya deyildirso, onda o ovozlomadir vo bu

ovozlomodon ancaq ovozlomolori almaq olar vo bu halda hotta
sabitlori do almaq olmaz. Demsli, bu miimkiin deyildir, yoni f

funksiyas1  osasli  funksiyadir. Onda teorem 4-0  goro
R={f(x,,....x,)} sistemi tamdir.
0

4. Salomaa teoremi. Salomaa torofindon ovozlomolorin
miioyyon qrupu todqiq olunmus vo onlarin daxil oldugu P, -dan olan
funksiyalar sisteminin tamlig1 ticlin miioyyan meyarlar alinmigdir.

Teorem 9 (Salomaa teoremi). Tutaq ki, P, -dan (k> 5) olan
funksiyalarin R sistemi miixtolif qiymotli biitiin  birdoyisenli
funksiyalar1 (biitiin ovezlomolorin G, qrupu) 6ziinde saxlayir. Onda
R sisteminin tam olmasi l¢lin zoruri vo kafi sort biitin k&
qiymatlorini alan asasl funksiyanin bu R sistemino daxil olmasidir.
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Teorem 1-in isbat1 ilo [5]-do tanis olmaq olar. [5] isindo hom
do stibut olunur ki, k =2,k =3 vo k=4 hallarinda teorem 1 dogru
deyildir.
G, ovozlomolor ¢oxlugu dedikdo k& doracoli ovozlomalor

coxlugu nozords tutulur. k£ doracali avozlomo timumi halda (normal

sokildo)

0 1 2.. k-1

(z‘,, i, iy i, ) ()
soklindo tosvir olunur. Burada (i,,i,,i,,....i, ;) yerdoyismaosi
(0,1,2,...,k—1) yerdoyismosinin hor hanst bir ardicilligla
diiziiliistidiir. Aydindir ki, (1) soklinds avazlomalarin say1 A! adadino
borabordir. G, ovozlomoalor ¢oxlugu xiisusi qaydada toyin olunan
cobri amalo gors abel qrupu omoalo gotirir.

§7. Qapal siniflorin bazisi vo qapal siniflor coxlugunun
giicii

1. P,-do qapah siniflorin bazisi vo qapah siniflor
coxlugunun giicii. Tutaq ki, B qapal sinfindo R={f,,....f,,...}
funksiyalar sistemi verilmisdir. ©gor R sisteminin gapanmasi B
sinfi ilo Ust-listo diigorso, onda R  sistemino B -do tam sistem
deyilir. Basqga sozlo desok, ogor B sinfinin istonilon funksiyasi R -

don olan funksiyalar vasitesilo diistur soklinds tesvir oluna bilarso,
onda R sistemi B -do tamdir.

Torif 1. R={f,,...f,,..} funksiyalar sistemi B qapali
sinfindo tamdirsa, lakin onun he¢ bir moxsusi altsistemi B -do tam
deyildirso, onda R sistemino B sinfinin bazisi deyilir.

Masalon, R={f, =x,x,, f, =0, f; =1, f, =x,+x,} sistemi
P,-do, R={0,1,x, & x,,x, Vv x,} sistemiiso M sinfinds bazisdir.

Amerikan riyaziyyatcist E.Post torofindon montiq cobri
funksiyalari tigiin agagidaki naticolor alinmisdir:

Teorem 1. P, -do hor bir qapali sinif sonlu baziso malikdir.
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Teorem 2. P, -do qapal siniflor ¢oxlugunun giici hesabidir.

2. k- qiymatli mantiqin ikiqiymatli montiqa gatirilmasi. Bu
foslin ovvalki paraqraflari k- qiymatli montiqin ikigiymatli mantiqo
cox oxsadigimi gostordi. Odur ki, E.Post torafindon Kk -qiymaotli
moantiqin ikiqiymatli montiqe gotirilmasi ideyast irloi stiriilmiisdiir.
E.Posta géro P, -dan olan f(x,,...,x,) funksiyasinin yerino asagidaki
funksiyalar sistemina baxmagq olar:

DX} seees X gy sees Xy ey Xy Yaves @y (X pyeees X ey Xy pyees X, )

harada ki, /=]log,k[, 06zii do ogor ¢, qiymoti ikilik

1

a,;,..a, (i=1,...,n) koduna malikdirse, onda f(¢,,...,«,) qiymati

O (A e Ay Ay s Oy ) D (O ey Oy gy Oy s )

ikilik koduna malik olur. Qeyd edok ki, ]x[ ilo x adadindon kicik
olmayan on kicik tam adad isaro olunmusdur.

Yuxaridaki deyilon qaydada k-qiymotli montiqin ikigiymaotli
montiqo gotirilmosi halinda P, -da superpozisiya omoliyyatina P, -
don olan {@,,...,,} funksiyalar sistemi tizerindo xtisusi amaliyyat
qarst qoyulur. Belo kodlagdirma kompiiter vo rogom texnikasinda
montiqi masalolorin hall edilmasinds ¢ox faydalidir. Lakin bir sira
hallarda & qiymotli mantiqlo ikigiymotli mantiq arasinda shomiyyatli
forglorin olmasi sobabindon belo kodlasdirma A -qiymatli montiqdo
todgiqatlara ¢ox az fayda wverir. k=3 oldugda P, -in
oziinomoxsuslugu Slutepski, Kuznecov vo Yablonskinin elmi-
todqgiqatlarinda malum olmusdur. & - giymotli montiqin ikiqiymotli
montiqdon forqi bir ¢ox mosalolorin todqiqinde 6ziinii daha da
gqabariq biruzo verir. Belo masololoro asagidakilart niimuno
gostormok olar: P,_-da qapali siniflori ii¢lin bazislorin mévcudlugu;

P, -da biitlin qapali siniflor sisteminin giicliy P, -dan olan
funksiyalarin polinomial tosvirlarinin miimkiinliiyi mosolosi.
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3. P -da qapali siniflorin bazisi va qapal siniflor sisteminin
giicii. P, -da qapali siniflor vo onlarin bazislori sahosindo Y.I.Yanov,

A.A . Mugnik vo basqalar1 boylik ohomiyyoto malik elmi-todqgiqat
islori aparmiglar. Bu tadqiqatlarin bazilori asagida sorh olunur.
Teorem 3 (Yanov teoremi). istonilon & (k >3) {igiin P, -da

baziso malik olmayan qapal1 sinif mévcuddur.
Isbati. Asagidaki funksiyalar ardicilligina baxaq:
=0,
I, x,=..=x, =2 oldugu hallarda

(X)X, )= i =1,2,...).
Si(rees ) {0, oks hallarda L )

B, ilo {f,,f,,...} funksiyalar sinfinden doyisonlorin adlarinin
doyisdirilmosi ilo (eynilosdirmomoklo) alinan biitiin funksiyalar
coxlugunu isaro edok. Asanligla gormok olar ki, B, sinfi qapali
sinifdir. Tutaq ki, B, sinfi baziso malikdir. Onda bazisdo elo f
funksiyasi tapmaq olar ki, f, funksiyasindan doyisenlorin adlarmin
doyisdirilmesi ilo alinir, harada ki, », ododi minimaldir. Iki hal
miimkiindiir.

1. Baziso he¢ olmazsa basqa bir 17’ funksiyas1 da daxildir. Bu
funksiya f, funksiyasina uygundur vo n, >n,. f, funksiyasi f,
funksiyasindan doyisonlorin  eynilosdirilmosi  yolu ilo alina
bildiyinden ]N’ funksiyasi da f’ vasitasilo ifads oluna bilar. Bu iso
bazisin toyinine ziddir.

2. Bazis ancaq yegano ]N’ funksiyasindan ibarotdir. Bu halda
n>n, olduqda heg bir f funksiyasi 7 -don alina bilmoz, belo
ki, 1, (... f, »--) =0 . Belaliklo, yeno do ziddiyyat aliriq.

Bu deyilonlordon alinir ki, B, baziso malik deyildir. a

Teorem 4 (Mugcnik teoremi). istonilon & (k > 3) iigiin P, -da
hesabi baziss malik qapal: sinif mévcuddur.
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Isbati. Funksiyalar ardicilligina baxaq (i = 2,3,...)

I, x,=..=x,,=x,,=..=x,=2,x, =1
fi(X5x,) = oldugu hallarda (j =1,...,7)
0, qalan hallarda.
B, ils {f,, f;,...} sisteminin yaratdig1 qapali sinfi isaro edok.
Gostorak ki, bu sistem B, -da bazis omalo gatirir. Isbat {igiin istonilon

m halinda f, funksiyasinin sistemin qalan funksiyalar1 vasitasilo

distur soklindo ifado olunmadigini gostormok kifayotdir. Yoni
gostormoliyik ki,
S =W e ot St (1)
miimkiin deyildir.
U diisturunu bir az genis yazaq:

ULSeves fots S d = Lo (UL s seees oy FriroeeeJove
B Ur [fz ""me—l ’fm+l 7])

voya
S o X)) = FL (UL sees frts Fpitoe Do
UL seeis forts Foninene])- 2)
Ug hal miimkiindiir:

1. U,..,U (burada r>?2) diisturlart arasinda on az1 iki diistur

doyisenlor simvolundan forqlonir. Onda x,,...,x, doyisonlorinin

istonilon qiymatlorindo f, funksiyasinda uygun yerds 0 vo 1 dayanar
va ona gora do sag torof eyniliklo sifir olar. Buiso f, =0 olmasfna
ziddir.

2. U,...,U disturlart arasinda ancaq bir U, diisturu tapilir ki,
doyison simvolundan farqli olsun. Sorto goro qalan diisturlar doyison
simvollarma gatirilir vo » > 2 oldugundan on az1 bir U, = x_ diisturu

tapilir. Asagidaki yigima baxaq:
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X, =.=X,,=X

=x,., =..=x,=2, x,=1

p+l
Bu yigimda U, diisturu ya 0, ya da ki, 1 qiymatini alir. Uygun
olaraq, doyisonlor ticlin qiymotlorin belo gotiriilmosinds £,

funksiyasinda iki yerdo 2-don forqli qiymot dayanar. Odur ki, (2)-do
sag torof 0 qiymati alar. Bu zaman gotiiriilon qiymatlor yigiminda (2)
miinasibatinin sol torofi 1 giymotini alar. Beloliklo, ziddiyyato golib
cixdig.

3. Biitiin U,,...,U diisturlar1 doyison simvollaridir. Bu halda
r>m v9, belaliklo, diisturda har hansi bir x, simvolu an azi iki dofo

istirak edocok. Dayisonlor {i¢iin asagidaki qiymatlor yigimina baxaq:
X, ==X, , =X

pp = =X,=2, x,=1.

Doyisonlora belo giymotlorin  monimsadildiyi halda (2)
miinasibatinin sol torafi 1, sag torofi ise 0 qiymati alir. Beloaliklo, bu
halda da ziddiyysto golib ¢ixdig. Demali, (1) miinasibati miimkiin
deyildir. O

Teorem 5. Hor bir £ (k> 3) tglin P, -ya daxil olan miixtalif
gapali siniflor ¢oxlugunun giicti kontiniumdur.

Isbati. P -da qapali siniflorin saym P, -da olan miimkiin
altcoxluglarin say1 ilo yuxaridan qiymetlondirmok olar. P, hesabi

sayda funksiyadan ibarot oldugundan vo hesabi ¢oxlugun
altcoxluglart ¢oxlugunun kontinium giico malik olmasi haqqinda
teoremo goro P, -da qapali siniflorin say1 kontiniuma borabordir.

Indi P, -da qapali siniflorin saymi asagidan qiymaotlondirok.
Bundan 6trii teorem 4-iin isbatinda qurulan B, qapali sinfino baxagq.
Bu sinfin bazisi agagidaki kimidir

s fid s

Har bir {p,, p,,...} ardicillig ti¢iin, harada ki, 2< p, < p, <...
odonir, B (py,p,,...) sinfini  {f,,f, ...} funksiyalar sistemi
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vasitosilo yaranan sinif kimi quraq. Asanligla gérmoak olar ki, ogor

{P1s P} #4P15 P55} olarsa, onda

B.(p{,p5.-) # B, (p], p5>--.)

olar. Buradan da alimir ki, {B,(p,,0,,...)} siniflor coxlugu kontinium
giico malikdir. O

§8. k- qiymotli mantiqds funksiyalarin polinomial tasviri

Molum oldugu kimi P, -don istonilon mentiq cabri funksiyasi
teorem 1.6.2-yo osason Jeqalkin polinomu soklinds tosvir olunur.
Odur ki, P, -do Jeqalkin polinomlar: sistemi tam sistem togskil edir.

k- qiymatli montiqin ikigiymatli montiqdon prinsipial olaraq
forqli cohotlorindon biri do P,-da he¢ do homiso polinomlar
sisteminin tam olmamasidir. Bu asagidaki teoremlo siibut olunur.

Teorem 1. mod £ {izro polinomlar sisteminin P, -da tam
olmasi {iglin zoruri vo kafi sort k£ = p olmasidir, harada ki, p -sado
ododdir.

Isbati. P, - dan olan istonilon f(x,,...,x,) funksiyas: {g¢iin
asagidaki tosvir asanligla siibut oluna bilar:

[ X)) = D o (X))o (X,)f(0)500,)  (mod k),

(0,...,0,)€Q,
harada ki,

Q, ={(a,,...a)a, e E*, i=1n}.

Ona gora do f(x,,...,x,) funksiyasinin mod k& iizro polinomlarla
tosviri  j,(x),..., j, ,(x) funksiyalarmin mod & T{zro tosvirino
gotirilir. Digor terofdon, j_(x)=j,(x—o) oldugundan mod &
tizro polinomlar sisteminin tam olmasi ti¢tin zoruri vo kafi sort j, (xx)

funksiyasinin polinomlar vasitosilo tosvir olunmasidir. Indi iso
kafiliyi isbat edok.
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Kafilik. Tutaq ki, k = p -dir. Onda kicik Ferma teoremino goro
alariq:

Jo(x) = ]_xp_l(m()d p)-

Bu iso o demokdir ki, P, -da polinomlar sistemi mod £ {izro
tamdir.

Qeyd edok ki, j,(x) funksiyasindan istifado etmodon do
baxilan masolonin halling nail olmaq olar. Masalon birdayisonli g(x)
funksiyas1 namolum omsallar tisulundan istifado etmoklo

g(x)=a,+ax+..+ apflx*”’l (mod p) 3)
soklindos axtaraq. (3)-da x =0,..., p — 1 gotiirmaklo asagidaki tonliklor
sistemini alariq
a,+a, -0 +a, -0’ +..ta,, 077" = g(0),
ay+a -1 +a, -’ +..+a,, - 1" =g(1), @
ay+a, -(p='+a, (p-D*+..+a,, - (p-D"" =g(p-1.

(4) sisteminin determinanti
1 0 0 .. 0

11 I T
A= . (5)

I p-1 (p-D*..(p-D""
kimidir vo bu determinant Vandermond determinantina gatirilo
bildiyindon onu asagidaki kimi hesablaya bilorik:

A= H (j—i) (mod p).

I<i<j<p-1
A=0 (mod p) oldugundan (3)-do namolum omsallar asagidaki
diisturla tapila bilar:

a =A,/A (mod p),i=0,.,(p—1).
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Burada A, (5)-0 uygun A determinantda i-ci siitunu

(2(0),g(D),....,g(p—1)" situnu ilo ovez etmoklo alinan
determinantdir.
Zorurilik. Tutaq ki, polinomlar sistemi mod £ {iizro tamdir.

Onda j,(x) funksiyasin asagidaki kimi tosvir etmok olar:
Jo(x)=b, +bx+...+bx’ (mod k). (6)
Gostorok ki, k& = p-dir. Oksini forz edok. Forz edok ki, &
sado odod deyildir Onda k = k,k, -dir, harada ki, 1 <k, <k.
x=0 olduqda (6)-dan b, =1 alariq, yoni

Jo(xX)=1+bx+...+bx" (mod k). (7)
(7)-do x =k, gotiirsok, onda
0=1+bk, +..+bk’ (mod k)
Vo ya
k—-1=bk +..+bk’ (mod k) (8)
alariq. (8)-don alinir ki, k—1 odadi k-0 bolinir. Hom k-1 va

hom do &k ododlori k-0 bolinmesi ancaq k&, =1 olduqda
miimkiindiir. Bu iss ziddiyyatdir. Demoali & sado ododdir. O

§9. Omoliyyath funksional sistemlarin iimumilasmalari

Omoliyyatli funksional sistemlor funksional obyektlordon vo
omaliyyatlardan ibarat olur.
Omaliyyatli funksional sistemlorin asagidakilari ile tanis olduq:

1. (P,C) sistemi. Bu omoaliyyathi funksional sistem montiq

cobri funksiyalar1 sisteminin superpozisiya amaliyyat: ilo birlikdo
nazards tutulmasidir.
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2. (P,,C) sistemi. Bu omoliyyatli funksional sistem k-

qiymotli montiq funksiyalar1 sisteminin superpozisiya omoliyyati ilo
birlikds nazards tutulmasidir.

Funksional obyektlori vo omoliyyatlar1 miirokkoblogdirmoklo
(imumilegdirmakls) bagqa amaliyyatli funksional sistemlor do almaq
olar.

Funksional obyektlorin {imumilogdirilmosina hesabi qiymatli
montiq vo Kkontinium qiymotli montiq funksiyalari sistemlori
aiddirlor.

Omoliyyatlarin  timumilosdirilmosine  oks olago, gecikmo
(zamana goOrs), primitiv rekursiya, minimallagdirma vo s.
omoliyyatlar aiddirlor.

Umumilogmis omoliyyatli funksional sistemlors asagidakilari
niimuna gostormok olar:

(Py,,C) sistemi. Bu sistem hesabi qiymstli montiq funksional

sisteminin superpozisiya omoliyyatt ilo gotiirilmosidir. Bu sistem
Ny _

0,1,2,... sabitlorindon vo doyisonlori E™° ={0,1,...} -dan qiymotlor
alan vo 6z qiymotlori do £ -dan olan f(x,,...,x,) funksiyalarmdan
ibaratdir;

(P,,C) sistemi. Bu sistem kontinium qiymotli montiq

sisteminin superpozisiya omoliyyati ilo gotiiriilmosidir. Bu sistem
[0,1] par¢asindan olan sabitlordon, hom arqumentlorinin vo hom do

0zlorinin qiymaoti [0,1] parcasindan olan funksiyalardan ibarotdir.
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FOSIL 3. QRAFLAR VO SOBOKJLIR

§1. Qraflar vo onlar haqqinda iimumi malumatlar

1.9sas anlayislar. Qraf anlayis1 miiasir riyaziyyatin osas
anlayislarindan biridir vo sonlu hondosoys aid oluna bilor.

Torif 1. Tutaq ki, M c¢oxlugu va elementlori M ¢oxlugunun
elementlori ciitliiytindon ibarot olan 7T c¢oxlugu verilmisdir.
G =< M,T > ciitlitylino graf deyilir.

M ¢oxlugu qrafin dasiyicist vo ya qrafin topalor ¢oxlugu
adlanir. T ¢oxlugu grafin signaturasi va ya tillor ¢oxlugu adlanir.

Toyindon goriindiiyti kimi 7T M xM -dir. T ¢oxlugunun
elementlorini (a,,a;) kimi yazaq. Burada a,,a, € M. (a,,a;) tili
a, vo a, topasini birlogdirir.

Ogoar qrafin tillorine istigamatlor yazilirsa, belo qrafa orqraf vo
ya oriyentasiyali qraf deyilir. Oriyentasiyali qrafda tilloro qovs do
deyirlar.

Niimuna 1. Tutaq ki,

M ={a,a,,a;,a,,a5,a4,a,} ,

T ={(a,,a,),(a,,a,), (a,,a;),(as,a5), (as,a,), (a5,a,),(as,a;)} .

Onda G =< M,T > qrafdir.

Ogor M va T coxluglart sonlu olarsa, onda qrafa sonlu qraf
deyilir.

Ogor qrafda iki toponi birlosdiron bir nego til olarsa, belo qrafa
multigraf deyilir.

Sokil 1, sokil 2 vo sokil 3-do grafin, multiqrafin vo orqrafin
handasi tasvirlari verilir.

Tutaq ki, @, vo a; G grafinin ixtiyari topa noqtalaridir.

Torif 2. G qrafinin
Aa,a/ = {(ail 4, )> (ai2 »d;, )r"a(aix,l 4 )}
tillor sistemi a, vo a; topalorini birlogdiron yol vo ya marsrut
adlanir, harada ki, @, =a, vo g, =a,.
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A, a, yoluna aid olan istenilon til ticlin deyilir ki, Aa,»aj bu

tildon kegir. Ogor a topasi Aaiaj yolunun har hansi bir tilino aid

olarsa, onda da deyilir ki, 4, a; yolu a toposindon kegir.

ay a3 ay as s a3
(
a a a a a a
Sokil 1. Sokil 2. Sokil 3.

Torif 3. Ogor A4, a yolu tigiin @, = a, olarsa, onda ona dovro

deyilir. Xiisusi halda (a,,a;) dovrosine ilgok deyilir.

Torif 4. Ogor G qrafinda istonilon iki mixtolif toponi
birlagdiren yol mévcuddursa, onda qraf rabitoli qraf adlanir.

Torifdon goriindiiyli kimi rabitoli qraf izolo edilmis topalors
malik olmur.

Qraflarda tillori topolorsiz do adlandirmaq olar, yoni T
coxlugunu 7' ={u,,u,,...,u,} kimi do tosvir etmok olar. Bu halda T -
nin elementlori {iclin insidiyent vo koinsidiyent anlayislar1 istifado
olunur.

u tili a toposi ilo birlogorss, onda u tili a topesi ilo insidiyent
olan til, a topasi iso u tili ilo konsidiyent olan tops adlanir.

a, vo a; topalari tillo birlogirss, onda onlara qonsu topalor

deyilir. a topasi ilo qonsu olan topalor ¢oxluguna a toposinin otrafi
deyilir vo O(a) ilo isars olunur.
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u; vo u, tillori eyni bir topa ils insidiyent olarsa, onda onlara
qonsu tiller deyilir.

Cokili graf anlayisi ilo tanis olag. G qrafinin hor bir ae M
topasing W={wl.|i=1,2,...} coxlugundan olan w, omsali qarsi
qoyaq. Onda qraf ¢okili topays malik qraf adlanir. G qrafinin
istonilon w7 tilino P={ pl.|i =1,2,...} ¢oxlugundan bir p, omsali
qars1 qoyaq. Onda qraf ¢okili tilo malik qraf adlanir. Topalori vo (vo
ya) tillari ¢akili olan qraf ¢okili qraf adlanir.

Qraflarin verilmosi liclin qonsuluq vo insidiyentlik matrislori
istifads oluna biler.

Tutaq ki, G qrafinin topolor ¢oxlugu olan M c¢oxlugu n
sayda  elementdon  ibarotdir.  Cokili  olmayan  qraflarda

S=[s;], i=Ln, j=Ln qonsuluq matrisinin elementlori asagidaki
kimi toyin olunur:

_ |1, eger (ai,aj)eT,
5i =70, ogor (a;,a;)eT.

Cokili graf halinda iso

] 0, egor (ai,aj)géT,
Si = p;» oger (a,a;)eT tili p; ¢okisino malikdirse.

Tutaq ki, qraf # sayda topoys vo m sayda tilo malikdir, yoni
n:|M, m:|T|. G  grafinin A(G):[cl.j]’ i=lLn; j=lLm

insidiyentlik matrisinin elementlori asagidaki kimi toyin olunur:

1, oger g; tepesi [ tilinin baslangicidirsa,
c; =9—1, ogoer a; tepesi /; tilinin sonudursa,
0, egor a; topesi (; tiliile konsidiyent deyildir.
2. Qraflarin hondasi tosvirlori. Pontryaqin-Kuratovski
teoremi. Qraflarin yuxarida verilon torifi hoddindon ¢ox abstraktdir.

Oyanilik {liglin qrafin hondoesi interpretasiyasina baxila biler, yoni
graflar Evklid fozasinda miioyyon fiqurlar kimi tosvir oluna bilor.

Belo T' fiqurlart mixtolif b,,b,,... topalerindon vo hor biri miioyysn
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bir (b;,b;) topalop ciitiinii (trivial halda b, =5, ola bilar) birlogdiron
cevra qovslorindon vo ya diiz xott pargalarindan ibarat olan xotlordon
(oyrilordon) ibarot olur. Hesab olunur ki, I' fiqurunun heg¢ bir daxili
noqtosi basqa belo fiqurlarin tops vo ya daxili noqtosi ola bilmoz.
Qeyd edok ki, sokil 1, sokil 2 vo sokil 3-do tosvir olunan fiqurlar da
uygun graflarin hondossi tosvirloridir.

Toarif 5. Ogor I' fiqurunun topalori ilo G qgrafinin topalori vo
[ fiqurunun oyrilori vo G qrafinin tillori arasinda elo qarsiligh
birqiymatli uygunluq movcuddursa vo ogor (b, ,bn/) < (a;a;)

olduqda b, <> a,, bn/ <> a; (uygun ayrilor va tillor uygun topalori

birlosdirir) olarsa, onda I' fiquruna G qrafinin hondasi realizo
edilmaesi deyilir.

Niimuna 2. Nimuno 1-do verilon G qrafinin handasi realizosi
sokil 4-do verilon I' fiqurudur.

bs
b b .
2
o
b
b )
,

Sokil 4

Saokil 4-don gortindiiyii kimi G qrafi multi qrafdir.

Biitin qraflar1 Evklid fozalarinda hondosi realizo etmok
mimkiindiirmii? Hans1 ol¢iilii  evklid fozalarinda bu homiso
miimkiindiir? Bu suallara asagidaki teorem va niimunslor cavab verir.

Teorem 1. Hor bir sonlu G qrafimi ti¢ 6lgiili fozada realizo
etmak olar.
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Ishati. Tutaq ki, G qrafi m tops noqtosinden vo # tildon
ibaratdir. Bir diiz xott gotiirok vo bu diiz xotdon # sayda st-iisto
diismoyon miistovi kegirok. Diiz xott {izorindo m sayda b,,b,,...,b,,
noqtelorini gotiirok. Bu noqtalori grafin uygun olaraq a,,a,,...,qa,
topalarina qarsi qoyaq. G qrafinin hor tilino qarsiliqli birgiymatli
olaraq diiz xotdon ke¢irdiyimiz bir miistovini qars1 qoyaq. Tutaq ki,
(a;,,a,) G grafimn tilidir. Bu tilo uygun miistevido b, vo b,

topolorini birlosdirok. Bu amaoliyyati qrafin biitiin tillori {iciin hoyata
kegirok vo, belaliklo, I' fiqurunu aliriq. Aydindir ki, I' fiquru G
grafinin hondasi realizasidir. U
Niimuna 3. Sokil 5-do iki graf tosvir olunub. Bu graflardan
birincisi mashur iic ev vo iic quyu masalasinin halli ilo bagli olan
grafdir. Qeyd edok ki, bu masalo asagidaki kimidir: hor bir evdon hor
quyuya elo yol ¢okmok lazimdir ki, bu yollar bir-birini kosmaosin.
Ikinci graf iso bes topayo malik tam qrafdir. Qeyd edok ki, tam qraf
dedikds biitiin (a,a;), 1<i<m, 1<j<m,i=j, soklinda tillora

malik qraf nozordo tutulur. Sokil 5-do verilon qraflar miistovi
tizorinds realizo oluna bilmirlar.

Sokil 5.

Qraflarin miistovi lizorindo realizo olunmasi sortini miioyyon
etmok {ictin L.S.Pontryaqin vo Kuratovski maraqli natico almisdirlar.
O naticoni sorh etmozdon avval bazi anlayislar verak.
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Tarif 6. Ogor graf miistavi tizorinds elo realizo oluna bilorsa
ki, onun tillori ancaq topalordo kosissin, onda belo qrafa planar qraf
deyilir.

Sokil 5-do verilon graflar planar olmayan qraflardir.

Torif 7. G vo G’ qraflarinin topalori vo tillori arasinda
qarsiliglt birgiymotli uygunluq olarsa vo hom do bu uygunluq elo
olarsa ki, uygun tillor uygun topolori birlogdirir, onda G vo G’
graflarina izomorf qraflar deyilir.

Bu torifo osason abstrakt qrafla onun hondosi realizosi izomorf
graflardir. Teorem 1-in hokmiine goro abstrakt qraf avezino onun
hondasi realizosino (tosviring) baxmaq olar. Ona goro do qrafa
handasi obyekt kimi baxmaq olar.

G=<M,T> qrafinin tillorinin = hissolora  boliinmasi

amaliyyatini daxil edok. Tutaq ki, (a;,a;) -G qrafinin ixtiyari tilidir,
a isa M -5 daxil olmayan obyektdir. G grafinin (a,,a;) tilinin
hissaloro  bdliinmosi  amaliyyati G'=<M"T"> grafinin
qurulmasindan ibaratdir, harada ki,
M'=MUta}, T'= (T \(a,,a,) U{(a,,a), (a.a,)}.
G, qrafi G, qrafinin tillorinin sonlu sayda hissolors bolinmasi

omoliyyat1 vasitesilo alinirsa, onda G, qrafi G, qrafinin hissolora
boliinmaesi adlandirilir.
Torif 8. G, vo G, qraflarinin ogor elo hissolore boliinmasi

movcuddursa ki, onlar izomorfdurlar, onda G, veo G, qraflar
homoemorf qraf adlanirlar.
Niimuna 4. Sakil 6-da vo 7-do G, vo G, graflar tosvir olunub.

Bu graflar izomorf deyildirlor, lakin homoemorfdurlar. Ciinki hor iki
graf sokil 8-do tosvir olunan qrafa kimi hissalors boliine bilarlor.
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Sokil 6. Sokil 7. Sokil 8.

Torif 9. Ogor G'=<M',T'> qrafinin topolori vo tillori
G =< M,T > qrafina moxsusdursa, yoni M'c M, T'cT,onda G’
grafina G qrafinin alt qrafi deyilir.

Pontryaqin-Kuratovski teoremi asagidaki kimi sorh olunur:

Teorem 2 (miistavi iizarinds realizd olunma kriteriyasi). G
grafinin miistovi tizorindo realizo oluna bilmosi tiglin zoruri vo kafi
sort onun istonilon alt qrafinin sokil 5-do tasvir olunan qraflarin heg
biri ilo homoemorf olmamasidir.

3. Qraflar saymin qiymatlondirilmasi. /# sayda tilo malik vo
izolo olunmus topasi olmayan qraflar coxluguna baxaq. Tutaq ki, bu
coxlugda qraflar ciit-ciit izomorf deyildirlor. Bu ¢oxlugun
elementlorinin maksimal sayint y(4) ilo isare edok.

y(h)-1in qiymotlondirilmosino baxaq. ©vvolco bozi faktlari
qeyd edok.

Tutaq ki, H," ilo n elementdon hor birindo m element olmaqla
tokrari birlogmoloarinin say1 igsare olunub. Malum oldugu kimi

H'=C/, .

Lemma 1. n!> (n/e)".

Ishati. Analizdon molum oldugu kimi

(I+1/n) <e.

Buradan n" >(n+1)"/e. Bu fakta osaslanaraq riyazi induksiya

iisulu ilo isbat edok ki, n!> (n/e)”.
1. n=1 olduqda aliriq ki, 1>1/e.
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2. n=k halinda forz edok ki, hékm dogrudur, yoni k!> (k/ e)k.
3. n=k+1 halinda hokmiin dogrulugunu isbat edok:

(k + D)= (k + Dk!> (k + D)(k | e)* = k;]kk N ktl (k+1)*
~ k-‘r] k+1
_( : J |

0

e e
Teorem 4. Asagidaki miinasibot dogrudur: y(h)<c,(c,h)",

harada ki, ¢, =e va ¢, =2e.

Isbati. Aydindir ki, h sayda tilo malik grafin topalorinin sayi
2h-dan ¢ox deyildir. Qrafin topolorini 1,2,... natural odoadlori ilo
isaraloyok. Aydindir ki, tillorin ¢esidlorinin sayi, yoni tillorlo birlogson
topalar ciitiniin say1 » adodini agmir, harada ki,

r=H; =C;.. =hQ2h+1).
y(h) odadi /4 tilino malik ciit-ciit ekvivalent olmayan némralonmis
graflarin maksimal saymi asmadigindan, bu odod » elementdon hor
birindo /4 element olan tokrarli birlosmalorin saymdan bdoyiik

deyildir. Ona goro do
W <H" =C" (r+h=D(r+h=2)..[r+h—-1-(h-1)]
= I
h!
- (r+h-0" (@2h*+2h-1)" B (2h’ +2h)" g (2h° +2n)"
B h! h! h! (hle)

- ( I+ éj (2eh)" < e(2eh)".

<

O
Natica. /4 sayda tilo malik ciit-ciit izomorf olmayan
nomralonmis qraflarin maksimal say1 e(2eh)” -1 asmur.

§2. Sabakalar va onlar haqqinda iimumi malumatlar

1. 9sas anlayislar. Soboko anlayisi1 qraf anlayisinin

timumilosmasidir.
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Torif 1. G={a,,a,,..} coxlugu vo M={E;E E,,.}
yigimlart soboko adlanir vo < G,(E;E ,E,,...)> 1lo isaro olunur,
harada ki, hor bir E, G-don olan elementlor yigimidir, yoni
E, =(a,,a, ). G ¢oxlugunun obyektlori sobokonin topalari,
E,-dan olan obyektlor iso sobokonin qiitblori adlanir.

Niimuna 1. Tutaq ki,

G= {1,2,3,4,5,6,7}, M = {EO;EI,Ez,E3,E4,E5} .
Burada
E() = (172’677)9 E] = (1535374’5)’ E2 = (4’45576)a
E,=E,=24),E;, =(2,5,6,7).
Onda < G,(E;E,E,,E;,E,,E;) > soboko olur.

G ¢oxlugu vo M yigmmi sonlu oldugda sobako sonlu soboko
adlanir. Niimuno 1-do baxilan soboko sonlu sobokadir. Sonsuz
sobokoloro hesabi gsobokolori niimuno gostormok olar. Belo
sobokolordo G vo M hesabi ¢oxlugdan giiclii olmurlar.

Qraflarda oldugu kimi sobokolor iiciin do hondosi realizo
olunmaq anlayis1 vermok olar. Bir isarolomo daxil edok. Ogor E —
yigimdirsa, onda < E > ilo E -don olan biitlin obyektlorin ¢oxlugunu
isara edok.

Tutaq ki, <G,(E;E|,...)> - sabakadir. G c¢oxlugunu bir-biri
ilo kasismoyan ti¢ hissoya bolok:

G, =< E, > - qiitblor coxlugu,

G, =G\ U <E; >-qiitblordon  forqlonon izolo edilmis topalor
i>0

coxlugu,

G, - yerdo qalan topalorden ibarat ¢oxlugq.

G, va G,—dan olan har bir tapays ti¢olciili evklid fozasinda bir
noqte elo qars1 qoyaq ki, miixtolif topolors miixtalif noqtelor uygun
olsun. Bu noqtelors G ¢oxlugundan  a,-yo uygun simvollarla

qeydlor edok. Aydmndir ki, qiitblora a,, (g).4a,, (o)~ simvollart ilo

qeyd olunmus noqtolor uygun olacag. M -don olan hor bir
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E, =(a,,a, ), i 21, yifimlarma t¢ ol¢ili evklid fozasinda
dairo (ogor E, bir vo ya iki obyektdon ibarot olarsa, onda dairo
ovozino topo vo ya qOvs gotiirmok olar) garst qoyaq. Daironin
konarlarinda E,-don olan a, ,,a, ... simvollari ilo geyd olunmus

clit-ciit miixtolif topalor gotiiriiliir. Bu zaman tolob olunur ki, dairalor
clit-ciit kosigmosinlor vo avval gotiiriilmiis topaloro malik olmasinlar

(sokil 1).

G G, Gs
A A A
(o R N A N
a, (0) a,, (0) (8w
a,, (i)
Sokil 1.

Sonra iso G-don olan eyni bir g, simvolu ilo geyd olunmus
topolor 4, olago komponenti ilo birlogdirilir. i # j olduqda 4, vo
A; olags komponentlori imumi ndqtolors malik olmamalidirlar. Bu
qayda ilo qurulan fiqur verilon sobokonin hondasi realizesi adlanir.
Aydindir ki, G,-don olan a, topslorinin obrazlar1 hondasi realizonin
a, izolo edilmis topalori, G, vo G,-don olan g, topslorinin obrazlari
hondosi realizonin ya izolo edilmis a, topasi (egor a; yiZimlarin

ancaq birindo vo bir dofo rast golinirso), ya da ki, 4,

1

olago
komponenti (qalan hallarda) olur. E; (i 21) yigimlarinin obrazlar

dairalor (uygun olaraq topo, qovs) olar.
Niimuna 2. Nimuns 1-do verilon sobokonin hondosi realizosi
sokil 2-da verilir.
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Sokil 2.

Torif 2. Tutaq ki, G’ vo G"-in obyektlori arasinda vo hom do
M' vo M" yigimlarinin obyektlori arasinda els qarsiligl birqiymatli
uygunluq yaratmaq olur ki, asagidaki sortlor 6donir:

1) E' vo E"-in uygun yigimlar1 uygun obyektlordon (onlarmn
daxil olma saylar1 da nozore alinmagqla) ibaratdir;

2) E; vo Ej-in y1gimlar1 bir-birino uygun golir.

Onda <G',(Ey; E|, E},..)> va <G",(E(; E/, E;,...) > sabakalarina
izomorf gobokolor deyilir.

Aydindir ki, abstrakt soboko 6z hondosi realizosilo izomorfdur.
Sabokalar izomorf daqiqlikle baxildigindan, abstrakt saboke avozino
onlarin hondosi realizasiyasina baxmaq olar. Bu monada sobokslor
handasi obyektlor kimi tosvir olunurlar.

2. Saobakalorin boazi novlori. Aydmndir ki, sobokodo E, = A
oldugda vo her bir E; yigimi1 (i>1) G coxlugunun iki obyektindon
ibarat olduqda soboko qrafa gevrilir.

Sabokolori bagqa bir novii agaclardir. Agac dedikdo dovro
malik olmayan olaqali graf basa diisiiliir. Agacda bir topa ayrilir vo
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kok adlandirilir. Aydindir ki, agac bir qiitbdon ibarat olan sobokadir,
yoni E, =(a).

Agacin bagqa bir torofini verok. Bu torif induktiv terifdir vo
birinci torifa ekvivalentdir. Torifi hondasi sokildo verak.

Induksiya bazisi. Sokil 3-do verilon fiqur a kokiino malik agac
adlanir.

Induksiya kecidi. Tutaq ki, A4 (sokil 4, a) a kokiino malik agac
vo B (sokil 4,b) b kokiino malik agacdir. Onda C fiquru (sokil 5, a)
¢ kokiine malik agac olar, harada ki, bu fiqur 4 -dan a kokiine tozo
til «qosmagla» almir. Sonra, D fiquru, harada ki, 4 vo B-don
koklorin birlogdirilmasi vasitasi ilo alinir, ¢ koklii (¢ =a=»b) agac
olar.

a C?
) )Y
‘ D
a a b Y C
a) b) ) b)

a
Sokil 3. Sokil 4. Sokil 5.

Asanligla gormak olar ki, agaclarin induktiv toyinini abstrakt
saobokoalor termininds do vermok olar:

Induksiya bazisi. <G, (Ey;E))> a kokiino malik agacdir,
harada ki, G={a,qa,}, E, =(a), E, =(a,a,).

Induksiva  kecidi. Tutaq ki, A=<G,,(E};E],..)> Vo
B=<G,,(Ej;E/,...)> uygun olaraq a va b koklorina malik
agaclardir, harada ki, G,\G,=A, Ey=(a) vo E;=(b). Ogor
G =G, U{c},Ey=(c), E=(a,c) olarsa, onda C =< G,(E;E,E/,..) >
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agac1 ¢ kokiino malik agacdir, harada ki, ¢ - tozo obyektdir. Sonra,

ogor G'=(G,\a)U(G,\b)U{c}, E, =(c) iso vo E/ (uygun olaraq
E !) yigm E] (E]) yigimindan a (b) simvolunun hor daxil
olmalarini c ilo avazlomoakla alinirsa, onda
D =< G’,(EO;E{,...E]”,...) > agaci ¢ topasinds kéko malik agac olur,
harada ki, c-yeni obyektdir.
Agacin handasi toyini onun miistovi tizorinda
hondasi realizosini hoyata kec¢irmoyo imkan verir.
Agacm tillorinin diiz xott pargalari, kokiiniin ox
olavo olunmus tops kimi (sokil 6) tosvir olundugu
mistovi tzorindo hondosi realizosine agacin
diiztimii, yaxud dosonmosi deyilir.
Niimuna 3. Tutaq ki, Sokil 6.
G={0,12,.,10}, M ={EE,,...E,}.
Burada E, =(0), E, =(0,1), E, =(0,2), E, =(0,3), E, =(1,4),
E; =(15), E; =(1,6), E; =(3,7), Eg =(3.8), £, =(4,9), E,, =(4,10).
Aydmdir ki, <G,(Ey;E,,....E,,)> agacdir. Sokil 7-do bu
agacin bir diziimi verilmisdir. Bu agacin basqa diiztimlori do
miimkiindiir.

Sokil 7.
<G,(E;E,,...E,)> sobokesino baxaq. E, yigmminda

1

obyektlorin saymi e, ilo isaro edok. ©gor e, =2, i=0,l,...,h olarsa,

onda belo soboko iki qiitblii, iki obyektli sobake adlanir. Tutaq ki,
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E, =(a,b). Bu halda iki qiitblii sobokoni I'(a,b) ilo isaro edok.
Aydindir ki, T'(a,b) sobokosi iki topasi ayrilmis (qiitblor) sonlu
graflarla tist-tisto diisiir.

Qraflarda oldugu kimi iki qiitblii sobokolordo yol anlayisi
verilir, analoji olaraq slagoli soboko anlayis1 daxil edilir.

Tutaq ki, T,(a’,b") vo T,(d",b") iki kesismoyon olaqgali
sobokolordir, yoni
I(a,b)=<G,,(Ey;E|,..E,)>, TI,@".b")=<G,,(Ej;E],...E,)>,
harada ki, GG, =A. I,(d',b") sobokasinin ixtiyari E! =(a’,b")
tilino baxaq. Bu tili T',(a",b") sobokesi ilo ovozlomak olar. Noticads
['(a',b") sobokasi alimir (sokil 9).

a" b

. . d a )
YD AR B G ),
(@b [(a”,b") T (a',b")
Sokil 8.

Torif 3. I,(d',b’) sobokesino aid olan E’=(a’,b") tilinin
[, (a",b") sobakasi ilo avazlonmasinin naticasi I''(a’,b") vo I'"(a’,b")
sobakalorinin hor birine deyilir. Burada

['a',b"y=<G,(Ey;E|,..E_,E'..,E;, E ,...E,)>,

I'"(a',b")=<G,(E\;E|,..E . E ,..,E E. ,..E)>,
harada ki, G=G,U(G, \(a",b")).

EY (j=1..,h") yigmm E} yigimindan a"-i a* vo b"-i b’
ilo avozlomokls alinir. EJI.V (j=1,...,h") yigim E} yigimindan a”

-1 b vo b"-i a° ilo oavozlomoklo alinir.
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Torif 4. T,(a',b"),...,T, (a",b"™) sobokolorino izomorf olan
sobokolordo sonlu sayda ovozlomo omoliyyati vasitosilo alinan
I'(a,b) sabakasing bu sabakalorin superpozisiyasi deyilir.

3. Sobokolor saymin qiymotlondirilmasi. Ovvolco sado
mosaloyo baxaq. &(h) ilo h sayda tilo malik ciit-clit izomorf
olmayan agaclarin,&” (%) ilo iso uygun c¢oxlugdan olan agaclarin
diiztimiiniin maksimal sayin1 isare edak.

Teorem 1. 5(h) <5 (h) <4".

Isbati. Izomorf olmayan agaclarm diiziimlori miixtolif
olduglarindan &(h) <" (h).

h sayda tilo malik agaclarin hor bir diizimiine qarsiliqh
birqiymatli olaraq 0 vo 1-don ibarat olan 2/ uzunluqda korteji qarsi
qoymaq olar. Bunun {i¢iin agaclarin induktiv toyinindon istifado
edak.

Induksiya bazisi. Bir tilden ibarat agacin diiziimiina 01 kortejini
qarst qoyaq. Bunun uzunlugu 2-ys barabardir.

Induksiya kegidi. Tutaq ki, uygun olaraq %, vo h, sayda tildon
ibarot olan A4 vo B agaclarinin diiziimloerine 24, vo 2h,
uzunluglarma malik a vo g kortejlori qarst qoyulmusdur. Onda A
agacinin diiziimiindon til qosmagqla alinan C agacinin diiziimiino
Oxl korteji qarst qoyula bilor. Bunun uzunlugu 2(%4 +1)-o
borabordir, yoni 4 agacinin tillorinin sayimin 2 mislino borabordir. 4
va B agaclarimin diiziimiindon koklorin birlogdirilmasi yolu ilo alinan
D agacinin diiziimiino onlarin golmos ardicilligindan asili olaraq aff
Vo ya fa qarst qoyula bilor. Bu kortejlordon hor biri 2(%4, + A,)
uzunluguna, yoni D agacinin tillorinin saymin 2 misline barabardir.
Beloliklo alinq:

S'(hy=Cl <2 =4", 0

h sayda tilo malik ciit-ciit izomorf olmayan qraflarin y (k)
saymi o (h) ilo miiqayiss etsok, gorarik ki, #—> o0 olduqda &(h)
cox-¢ox y(h)-dan kicikdir.
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Indi iso imumi halda sonlu sobokalorin sayini qiymatlondirak.
Asagidaki sobokoyo baxaq:

<G,(E;;E|,...E)>.

E, yigiminda obyektlorin saymi tokrarlanmalari da nozoro
almaqla e, ilo isaro edok. e, komiyyati yigimlarin qiivvoti adlanir.
Tutaq ki, ¢=max{e,e,,....,e,}. ¢&-komiyyati sobokonin qilivvati
adlanir.

Tutaq ki, 4 (1<i<g) i qivvetine malik yigimlarin (E,
y1igimimi nozore almadan) sayidir. (4,,h,,...,h,) korteji sobakonin

qiivvat strukturu adlanir. Aydindir ki, Z; h, =h. Sabokenin orta

qiivvati adlanan asagidaki ¢ komiyyatini daxil edok

&

,u=%2ihl. .

i=1

Asagidaki mohdudiyystin qiivvado oldugu sobokolor sinfino
baxaq:

h
G=U«<E; >.
i=0

Bu mohdudiyyat o demokdir ki, sobokonin qiitblordon forqli
olan izoloedilmis topoloro vo yigimlara daxil olan topslordon
forglonan topolors malik deyildir.

S(eg,hy,....h,) ilo e, sayda qiitbo vo verilon qiivvat strukturuna
malik verilon sinifden olan vo ciit-clit izomorf olmayan sobokalorin
saymi isaro edok. Tutaq ki, S(e,,u,s,h) e, sayda qiitbo, 4 orta
qiivvating, ¢ maksimal qlivvatine vo /4 sayda yigima (£, nozero
alinmadan) malik olan sobakalor sinfinds ciit-ciit izomorf olmayan

sobakalarin sayidir.
Teorem 2 (O.B.Lupanov teoremi).

S(ey,hy,....h,) < C(eo,,u,g)h psDh
harada ki, c(e,, 1, &) = 2(e, + es(2 )" .
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Ishati. Aydmdir ki, E,,...,E, yigmlarinda topolorin p say1

asagidaki komiyyoto borabordir

&

Dih,=ph=p.

i=1

Sobokalor izomorf doqigliyinadok baxildigindan, hesab etmok
olar ki, qiitblor a,,a,,...,a, -lar olur. Verilon sobokalords rast golinon
i qiivvetinin yigimlarinin ¢esidlori saymin qiymatlondirilmosini
aparaq. Aydindir ki, bu verilon p, komiyyoti liclin asagidaki
miinasibat dogrudur:

p=H =Cl  <(p+i-1) <(2p) = Q2uhY,

beloki, i<e<uh=p.Qeydedokki, p;>C} =p=uh>h,.

Asanligla goérmok olar ki, hor biri 4, yigimdan ibarat olan i

quvvaotdon yigimlar sisteminin say1 H z -ni asmir. /4, #0 olduqda
aling:
hi hi hi
hi _ by (pi +hi =1 2pi)" _ Qep))
HP,‘ B Cpi"'hi_l < h < hi b
it (h;/e) h;
Buradan S(e,,#,,...,h,) kemiyyati tigiin (bunu sadaco olaraq S

ilo isara edok) qiymotlonmos aliriq:

&
SS@0+DII£¢ﬁ
.:O 1
lh,~¢0

h
e, +1 vurugu ya he¢ bir qiitbin U <E; > ¢oxluguna daxil
i=1
h
olmamasini, ya bir qiitbiin U < E; > ¢oxluguna moxsus olmasini va
i=1
h
i.a. ya da ki, nohayat biitiin ¢, sayda qiitbin U < E; > ¢oxluguna
i=1
moxsus olmast faktini oks etdirir. Aliriq:
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S<(e, + 1)f[ (2¢)" }Eiw)ihf

h;#0
Vo ya
n ih;
InS <In(e, +1) + Zln% =
i=1 i !

h; #0

=1In(e, + 1)+ h(In2e+ pIn2p) + phInh =Y b, Inh,.

i=1
h;#0

Tutaq ki, 4, =& h. Aydindir ki, Zfl. =1. Bu sortlor daxilinda
i=1
asagidaki borabarsizlik (entropiya li¢iin) dogrudur:

- &g <ne.
i=1

Aliriq (£ =0 oldugda &Iné =0 gotiiriirtik):
InS<In(e, +D)+h(lng+In2e+ puln2pu)+(u—-hlnh.
Buradan aliriq:
S < (e, +1)(2es2u) )" B4
ogor c(e,, 1, €)= (e, +1)2ec(2u)” qabul etsak, onda alariq:
S(eo,hl,...,hg)Sc(eo,y,e)hh“"”h. O

Teoremds alman qiymotlonmo (4,,...,4,) qlivvet strukturundan
zoif asilidir: bu qiymotlonmoye ancaq iki x4 vo & xarakteristikalar
daxil olur. Bu da S(e,,u,&,h) fgin e,,u vo &-un istonilon qeyd

olunmug qiymotlori halinda asanligqla giymsetlonmo almaga imkan
verir. Bundan otrii verilon u,e,h parametrli  (h,,...,h,) qlivvet

strukturunun sayini qiymatlondirmak lazimdir. Bu
h +h,+..+h =h tonliyinin hollorinin say1 ilo olagodardir.

Beloliklo asagidaki notico alinir:
Noatica 1. Asagidaki qiymatlondirmoe dogrudur:
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S(eo H /U, &, h) < C(eo H lua g)h (h + 1)8_1 h(ﬂ_l)h < c’(eo ° ,ua g)h h('u_l)h .
Bu qiymotlonmo xiisusi hal kimi qraflarin saymin da
qiymatlonmosindon ibaratdir.

y(h)=8(0,2,2,h)<c"h".
Buradan iki ayrilmig topali vo izolo edilmis toposiz (qiitb
olmayan) qraflar {i¢lin do qiymotlonmao alinir:

S(2,2,2,h)<clh".
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FOSIL 4. MOHDUD DETERMINIiK (AVTOMAT)
FUNKSIYALAR

§1. Determinik funksiyalar

1. Determinik funksiyanmin torifi. Baxacagimiz funksional
obyekt kontinium qiymetli montiqin miixtalif noévlerindon biridir.
[0,1] pargasindan olan hoqiqi ododlor ovozino k-qiymotli «

ardicillglarinin E goxlugunu gétiirok, hansi ki,
a={al),a2),...am)..}, a()eE, i=12.. .

Pf ilo (¢,...,a,) ardicilliglar y1giminda toyin olunan vo 6zii
do Ej- don giymetlor alan f(x,,...,x,) funksiyalar goxlugunu isaro
edok, harada ki, «; € E,f (i=12,...,n). Belaliklo, Pé‘ -dan olan
funksiyalar k-qiymotli ardicilliglar yigimmi k& -qiymotli ardicilliga

cevirirlor. Pck -ya hom do E[ -don olan biitiin ardicilliglar1 daxil edok.

Bu ardicilliglara »=0 sayda arquments malik funksiyalar kimi, yoni
sabitlor kimi baxila bilor.
Niimuna 1. Tutaq ki, k=2 va

(0,0,...), agoar «a =(0,0,...),
fla)=
(LL...), agar a #(0,0,...).
Aydindir ki, f(x) e P02 .
Qeyd edok ki, E; ¢oxlugu kontinium giclii goxluq
oldugundan Pf - dan olan funksiyalarin verilmasi {i¢iin cadval tisulu

gobuledilmozdir. Buradan da belo goriiniir ki, Pck coxlugunun giicti

hiper kontiniumdur.
Yazilisin sadoloyi {iglin  vektorial yazilislardan istifado
edocayik. (x,,x,,...,x,)doyisonlor yigmmin1 X ilo isaro edok vo

f(x,,...,x,) ovozino f(X) yazilisi istifads edacoyik. Bu halda X
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dayiseninin qiymoti « =(,,...,«,) vektorudur (yigimidir).«-nin
komponentlori iso k -qiymatli ardicilliglardir:
a={a;,(),a,2),...,a,(m),...} (i=12,...,n).
a vektorlar ardicilligi kimi do basa diistilo bilor:
a ={a(l),a(2),...,a(m),..} ,
harada ki, a(i) = («,(i),...., (i) (i=12,..).

Aydmdir ki, (¢,(i),....a,(i))-lor k-liq say sisteminds adadlor
y1gimi kimi do basa diisiilo bilor. Belo yigimlarin - adadlorin har biri
EN coxluguna moxsus olan adodlordir, belo ki, N =k".

Belaliklo, Pck -dan olan f(x,,...,x,) funksiyasina Pév
coxlugundan olan f(X) funksiyas:1 kimi baxmaq olar, lakin bu
funksiya E* c EV-don qiymotlor alir. Beloliklo, f(x,,...,x,)
funksiyasina birdayisenli f(X) funksiyasi kimi baxmagq olar.

Tarif 1. Ogor istonilon m odadi {iciin vo

all)=p0), a2)=p(2),..,a(m) = p(m)
sortlorini 6doyan istonilon o vo g ardicilliglant dglin
funksiyasinin y = f(a) vo &= f(f) qiymatlori do ilk m hadlori
iist-listo diison, yoni
y)y=0(), 7(2) = (2),..., y (m) = 6(m)
sortini  6doyon ardicilhqdirsa, onda f(X)e P funksiyasi
determinik funksiya adalanir.

P,§ ilo biitiin determinik funksiyalar ¢oxlugunu isaro edok.

Aydindir ki, Pf-ya P¥-dan olan biitiin sabitlor do daxildir
Tutaq ki, f(a)=y. Determinik funksiyalarin torifindon
gortiniir ki, y -in m-ci (m =1,2,...) haddinin y(m) qiymeti «-m ilk
m haddinin a(1),x(2),...,a(m) qiymatlori ilo tamamils tayin olunur,
yani
y(m) = f,(a(),a(2),....a(m)) .
Digor torofdon,
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f.(aD),a(2),...,a(m)) = f, (a,Q),....a,l),a (2),..
s, (2),...,a,(M),...,a, (m))
oldugundan aydindir ki, f, € P, funksiyas1 nm sayda doyisondon
asil1 olar.

Beloliklo, f(x) determinik funksiyasi k- qiymotli montiqin

asagidaki funksiyalar1 ardacillig ils tayin olunur:
S ~{S 15 Larees frpoeeet -
Burada
f; :ﬁ(Xl""’Xi) b
X, =(x,(@),x,(i),....,x,(7)), i=12,.m,..

Determinik funksiyaya x,,x,,...,x, girislorine vo f ¢ixisia
malik «diskret c¢evrici» kimi baxila bilor, harada ki, x; girisino
(i=12,..,n) t=12,..,m,.. zaman anlarinda

a; ={a;(), a;(2),...,a;(m),...}
ardicilligr daxil olur, homin ¢ zaman anlarinda iso ¢ixisda
y={r(),y(2),...,y(m),...}  ardicilign omoalo golir. Aydindir ki,

v =f(a,,a,,..,a,). y(m)-in qiymoti ancaq ¢=12,.,m zaman
anlarinda giriso daxil olan giris ardicilligindan asilidir vo golocok
zaman anlarinda girisin qiymatlorindon asili deyildir. Odur ki, f
determinik funksiyadir.

Pg -don olan sabitlora (n =0) girisi olmayan ¢eviricilor kimi
baxila bilor.

f(x,,..,x,) determinik funksiyasinin k-qiymotli montiq

funksiyalar1 ardicillif1 vasitosilo tamamils toyin oluna bilmasindon
asagidaki naticoni aliriq:
Teorem 1. x,,x,,...,x, doyisonlorindon asili biitiin determinik

funksiyalar coxlugunun giicti kontiniumdur.
Niimuna 2. 1) f,(x,,....,x,) funksiyasi, asagidaki kimi toyin
olunur:
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Jo (X5e0x,) ~{DP(x,(1),...,x, (1), D(x,(2),...,x,(2)),...
ey @(x, (M),...,x, (M)),...},
harada ki, ®(x,,...,x, )eP, . f,-nin qiymati giris ardicilliqlrinin
uygun haodlorinin verilon  qiymotlori halinda @ funksiyasinin
qiymotinin hesablanmasinin kémokliyi ilo toyin olunur. Buradan

aling ki, fg € Pg . Masalon, d(x,,x,)=x,&x, (k=2) olarsa, onda
Sa (x1,x5) = {x; (D) & x5, (1), x1(2) & x5 (2),..., %1 (m) & x5 (m),...} .

® € P, oldugda biitiin £, funksiyalar coxlugunu P* ilo isaro

edok.
2) Sonsuz sayda roqomlora malik iki k-liq odadlorin
toplanmasini hoyata kegiron z=x+y funksiyasi. Bu funksiya k-liq

say sistemindo iki ododin siitunlar tizro toplanmasi alqoritminden
istifads edilmasi ilo toyin olunur:

..x(3), x(2), x(1)
+
-Y(3), ¥(2), y(@)
..2(3), z(2), z(1)
Aydindir ki, z(m) toplananlarin ilk m hadlorina gors toyin
olunur. Odur ki, x+) funksiyas1 da determinik funksiyadir:

x+ye Pg .

Aydindir ki, determinik olmayan funksiyalar da moévcuddur,
mosolon niimuns 1-do sorh olunan  f(x) funksiyas1 determinik
deyildir.

2. Determinik funksiyalarin agaclar vasitasilo verilmosi.
Tutaq ki, k, » — tam ododlordir vo N =k". Sokil 1-do verilon
sonsuz fiqura baxaq. Bu fiqur topslordon vo oriyentasiyali
(istigamotlonmis) tillordon ibarotdir. Bu fiqur agacdir. &, topasi

agacin kokiidir vo ondan N tildon ibarat tillor dostesi ¢ixir. Bu

birinci moartobani togkil edir. Birinci mortobonin hor bir tili bir topayo

gedir vo topadon do 6z novbasinde N til ¢ixir. Belo tillor 2-ci

mortaboni togkil edir vo i.a. m-ci martobonin tillorinin sonu olan
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topalor do m-ci mortobays aid hesab olunur (&, 0-c1 mortobonin
topasi hesab olunur). Hor dostonin tillori soldan saga 0.,1,..., N —1
odadlori ilo vo ya onlarin £ -liq say sistemindo tosvirlari olan
0,...,0,0); (0,...,0,1);..;(k—Lk—1,...k—1Lk—1)

yazilar1 ilo nomrolonirlor.
Bundan sonra tillori sadslik {iglin nomralomayacayik. Hor

mortobado diiz bir tildon ibarat olan tillorin olagoli alt ¢oxluguna

agacin budag deyilir. Aydindir ki, agacin har bir budagina
a={a(l),a(2),..,a(m),..}

ardicilligin1 qarsi qoymaq olar, hansi ki, i martabonin nomrasidir,

a(i) - bu budaga aid olan tilin nomrosidir. Sokil 1-do qirig-qiriq

xatlorlo geyd olunmus budaq {0,1, N —1,...} ardicilliina uygundur.

Aydindir ki, @ € E,. Oks hokm do dogrudur: E5, -don olan har bir
ardicilliga agacin hor hansi bir budagi uygundur.

! 3-cii martaba

1 2-ci mortaba

0 ] N-1 1-ci martaba

Sokil 1.
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Beloliklo, agacin budaqlar1 ilo EY ¢oxlugunun elementlori
arasinda qarsilight birgiymatli uygunluqg mévcuddur. Ona goéro do
agaclar £}, coxlugunun handosi tosviri tigiin istifads oluna bilor.

Tutaq ki, f(X) funksiyast P. -don olan (N =k") funksiyadir
vo X =(x,...,x,).

JX) ~ A XD, 2 (X1 X0)sees (K15 X s Xy )}
miinasibatindon istifade etmoklo f(X)-mn kdomokliyi ilo agacin her
bir tiline E*- dan bir adod yazaq. Bundan &trii m-ci mortobadon
(m=1,2,...) ixtiyari bir til gotirok vo kokden bu tilo gotiren yola
baxaq. Bu budaga baxilan tildon kegon istonilon bir budagin hissosi
kimi baxila bilor. Aydindir ki, yol birqiymoatli olaraq toyin
olundugundan o yolun kokdon baglayaraq sayilan tillorinin
a(l),a(2),...,a(m) noémralorinin  miioyyon bir korteji  kimi
xarakterizo oluna bilor. Goétiriilon tilo ¢ixis ardicilliginin  m-ci
haddini - y(m) odadini yazaq, hansi ki,

y(m) = f,(al),....a(m)).

Bu omoliyyati agacin biitiin tillori {i¢lin aparaq. Alinan agac

nomralonmis agac yaxud da tillori ndmralonmis agac adlanir.

Niimuna 3. a) fg (x,x,) Uglinalariq: k=n=2, N=4 vo

y(m)= [, (X, X5, X)) = £, (X,,) = x,(m) & x,(m).

Beloalikla, y(m) verilon tilo aparan kortejin sonuncu haddinden
asil1 olur, yoni ancaq tilin némrosindon astilt olur.

0 =(0,0) nomrali tilo 0 &0 =0 qiymati uygun olur,

1=(0,1) nomralitilo 0&1=0 qiymati uygun olur,

2 =(1,0) nomrali tilo 1&0=0 qiymati uygun olur,

3=(,1) nomralitilo 1&1=1 qiymati uygun olur.

Sokil 2-da uygun nomrolonmis agac tasvir olunur.

b) z=x+y funksiyas:1 t¢iin alinq: k=2, n=2 vo N=4.
Aydindir ki,
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x(m)+ y(m) (mod2), agor (m—1)—ci movgedon
m—ci movgeyo "1" ke¢idi yoxdursa,
2 =9 omy 4 y(m) +1 (mod2), ogor (m—1)—ci mivgedon
m—ci movgeya "l1" kegidi varsa.

Bu diisturdan agacin nisanlanmasi qaydasini almaq olar (sokil
3). Tillors giymatlorin yazilmasi 1-ci moartobadon baglanir. Sonra
ikinci martabays kegilir vo i.a. Bu zaman novbati movqeys kecid bas
verirso, onda uygun tilin sonu kigik dairs ilo gostorilir. Bu iso novbati
martobads hesablamalar aparilmasina imkan verir.

Beloliklo, determinik funksiyalara goro nomrolonmis agac
almaq olar. ©ksi timumiyystlo dogru deyildir, ¢linki nomralonmis
agac bir ne¢o determinik funksiya toyin edo bilor. N vo &
parametrlori (N — hor topadon ¢ixan tillorin sayidir, k' iso tillora
yazilan maksimum adodlordir) £>k" oldugda N =k" tonliyinin bir
ne¢d hallinin olmasina imkan verirlor (Homiso k=N vo n=1 hallori
movcuddur, yoni bir doyisonli determinik funksiya toyin olunur).
Lakin ogor f(x,,...,x,)determinik funksiyasina géro nomrolonmis

agac qurulursa, onda » vo k parametrli bu némrolonmis agaca goro
ancaq bir determinik funksiya vo 6zii do f(x,,...,x,) funksiyasi toyin

olunur. Beloliklo, ndmralonmis agaclardan determinik funksiyalar1
Oyronmok {i¢iin istifads etmok olar.
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Sokil 3.

Hor hansi bir f(x,,...,x,) determinik funksiyasi {¢lin
nomrolonmis agaci gotiirok. Tutaq ki, & onun m-ci mortobasinda
ixtiyari bir topa noqtesidir. Bu topays &, kokiindon a(l),..., a(m)
yolu gatirir (£ =&, olduqda yol bosdur). & topasindan ¢ixan biitiin
budaqglar & kokiine malik miioyyon bir agac omals gatirir vo bu agac
ilk verilon agacin xiisusi alt agaci adlanir. Bu alt agac avvali sabit
a(l),...,a(m) vo Ef-den olan biitin ardicilliglarda toyin olunur.

Ilkin agac nomrolondiyindon alt agac da némroalonmis olur. Ogor alt
agacda 1-ci moartobadon baglayaraq biitlin mortobslorde némralonma

aparilarsa, onda ona f°(X) determinik funksiya uygun golor. Bu
funksiyani analitik olaraq asagidaki kimi toyin etmak olar: Tutaq ki,

f(X) ~ {ji(Xl)’.fz(XlaXz)a-“}ﬁ
fg(X) ~ {f1§(X1)>f2§(X1:X2)a---} .
Onda
(X X)) = £ (a),..,a(m), X,,...X,) (i=12..).
Torif 2. Ik agacn & vo & koklorino malik iki alt agaci tigiin

ogor f9(X)= f=(X) olarsa, onda bu alt agaclar ekvivalent
adlanirlar.
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Aydindir ki, iki ekvivalent alt agaclarin nomrolori tist-listo
distir. Masolon, sokil 2-do biitiin alt agaclar ekvivalentdir, sokil 3-do
iso &, vo &, koklorino malik alt agaclar ekvivalentdirlor, &, vo &
koklarine malik alt agaclar iso ekvivalent deyildirler.

Ekvivalentlik miinasibatlori ilkin agacda olan biitiin alt agaclari
ekvivalent siniflora bolmoye imkan verir.

Tarif 3. Verilon agacin alt agaclarinin boliindiiyti ekvivalent
siniflorin » sayma agacin ¢okisi vo uygun olaraq determinik
funksiyanin ¢okisi deyilir.

Qeyd edok ki, r sonsuz aded do ola bilor. f&(x,x,)
funksiyas1 tglin sokil 2-do verilon agacin alt agaclar1 hamist
ekvivalentdirlor va belaliklo » =1. z=x+y funksiyas: li¢iin sokil
3-do verilon agacin har bir alt agaci ya &, kokiine malik alt agaca, ya

da ki, &, kokiine malik alt agaca ekvivalentdirlor. Ona géro do r =2.

Nomrolonmis agacda topolori nomrolomok olar. ©vvalco
ekvivalentlik siniflorini 0,1,2,... ilo elo nomralomok olar ki, ilkin

agacin disdiyl sinif 0 némrali sinif olsun.

Beloalikla, n6mralonmada sarbastlik ola bilar. Sonra isa
istonilon & topasini gotiirtiriik vo & topasinin kok oldugu agacin
hans1 sinfo aid oldugunu tapiriq. Tutaq y homin sinfin ndmrasidir.
Onda & topasine y ndmrosini yaziriq. Belslikla, biitiin topaleri do
nomralonmis agac aliriq, hansi ki kok 0-la nomralonib. Sokil 4-do
Jo (x;,x,) vo sokil 5-do z=x+y funksiyalar ti¢iin topolori do
nomrolonmis agaclar tosvir olunur.

00 0000000000000 0
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Sokil4
000101 1101 11011 1

000100010001

Sokil 5.

Topalori do tillori do nomrolonmis agaca baxaq. Istonilon bir
budag: gotiirsk. O &y, &y, Gjees G oo topAlorindon kegir. Tutaq ki,
bu topalors asagidaki nomralor yazilib:

0, Kiseews Hivewes X joeee

Forz edok ki, y, =y, (i#j) vo x, = x,;-in ddondiyi biitiin
(i,j) (i# j)cutliyi t¢lin ;j indeksi oan kicik olur. Bu budaqda
baglangicdan &, topasino kimi hissoni saxlayaq, galan hissoni isd
kasib ataq. Bu kasma omoliyyatini biitiin budaqlar iiciin aparmaqla
kosilmis agac alariq.

Sonlu r ¢okisine malik funksiya hali {i¢lin hor budaqda
topalorin némrasi tokrarlanir vo kasmoni toyin edon j ndmrasi ticiin

j <r 0Odonir. Belaliklo, belo funksiya tigiin kosilmis agac sonlu olur.
Sokil 6 «a)» —da  fg(x;,x,) vo sokil 6 «b)»-do z=x+y
funksiyalar1 {i¢iin kosilmis agaclar verilir. Bu kosilmis agaclar

bilavasita sokil 4 va sokil 5-do verilon agaclardan alinir.
& f o f
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0 0 0 0
o\o /o]
0
a) b)

Sokil 6.

Asanligla gormok olar ki, ndmralonmis tilli vo topali kosilmis agac
ilkin agac1 tamamile borpa etmoys imkan verir.

§2. Mohdud determinik funksiyalar

1. Mohdud determinik funksiya vd onun verilms iisullari.
Torif 1. ©Ogor  f(x,,...,x,) determinik funksiyas: sonlu ¢okiyo
malik olarsa, onda o mohdud-determinik (m.-d.) funksiya adlanir.

Biitiin m.-d. funksiyalar sinfi P,fd ilo isars olunur.

m.-d. funksiyalara niimuns alaraq §1-do niimuns 3-do «a)» vo
«b)»-lori gostormak olar.

Istonilon m.-d. funksiya {iciin uygun tam nomrolonmis agaci
homiso nomrolonmis tilo vo topolors malik sonlu agaca gotirmak olar.
Ogor bu kosilmis agacda eyni nomroys malik topalori eynilosdirsak,
onda Mur diagrami adlanan diaqrami alariq. Sokil 7-do z=x+y
funksiyasi tigiin Mur diagrami1 verilmisdir. Bu diagramda baslangic
tope sifrla qeyd olunmusdur vo tilloro (e,y) ododlor ciitii

yazilmisdir. Bunlardan biri tilin ndmrasi, ikincisi is9 tilo uygun olan
ododdir.
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Sokil 7.

Beloliklo, m.-d. funksiyalarin1 Mur diaqramlar1 vasitosilo do
vermok olar. Umumi halda, f funksiyasi » ¢okisino malik olduqda
Mur diaqgrami 7 sayda topaye malik olur vo onlardan biri do
baslangic tope noqtesi kimi ayrilir; hor topadon N =k" sayda til
exir; tilloro (0,77, (0,7"),....,(N—=1,y™) ciitlikklori yazilir. Mur
diagramlar1 istonilon r ¢okisino malik olan m.-d. funksiyalar
qurmaga imkan verir. Lakin belo qurmalar halinda nozoro almaq
lazimdir ki, Mur diaqrami vasitasilo toyin olunan m.-d. funksiyanin
formal olaraq birqiymotli barpa olunmasina baxmayaraq, agor bu
m.-d. funksiya {l¢iin yuxarida gostorilon qaydada Mur diaqrami
qurularsa, onda o ilkin Mur diagrami ilo ust-iisto diismoys do bilor.
Mosalon, sokil 8-do verilon Mur diaqrami z=x+y funksiyasinin

P [ |

toyin edir, lakin o sokil 7- —~lon Mur diagrami ilo {st-listo
diismiir. 3.0

(2,0)

(LD

G.D

Sakil 8.
Beloliklo, » topoyo malik Mur diagramlarinin he¢ do hamis1 »
cokisino malik m.-d. funksiyalar1 togkil etmir. Lakin Mur diaqramlar1

r ¢okisino malik vo x,,x,,...,x, doyisonlorindon asili olan m.-d.
funksiyalarin sayin1 miioyyon etmoys imkan verir.
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Teorem 1. Pé‘ -dan olan, r ¢okisino malik vo »n sayda

X,...,X, doyisonli m.-d. funksiyalarin p(k,n,r) sayi (rk)*" -i asmur.

Tutaq ki, f(X)=f(x,...,x,) m.-d. funksiyadir. Onun Mur
diagramina baxaq. Tutaq ki, (# —1) an1 biz y(¢—1) topasindo idik. ¢
aninda «(f) adadi daxil oldugda diaqramda biz y(7—1) topasindon
cixan «(¢) tili ilo horokot edorok y(7) ¢ixis qiymoti aliriq vo y(7)
topasine  golirik  (sokil 9). Belaliklos, ((¢), y(¢—1)) komiyyati
birqiymatli olaraq (y(¢), y(z)) kemiyyatlor ciitinii toyin edir. ¢ vo
y komiyyatlorini uygun olaraq giris vo ¢ixis kemiyyatlori, y -ni iso

vaziyyet adlandiraq.
(e (1), y(1)) 2

x(t-1

Sokil 9.

Tutaq ki, a, y vo y komiyyatlorinin qiymatlorini uygun olaraq
X,0 va Z doyisonlori tosvir edir. Yuxarida sorh edilon miilahizslora
gora asagidaki tonliklori yazmagq olar:

Z(1) =F(X(0), 0(-1)),
0@t) = QX (1), O(r—1)), 0(0)=0. (1)

Bu tonlik kanonik tonlik adlanir.

P,ffd-dan olan sabitlor tiglin do (1) rekurrent diisturu

miimkiindiir, lakin onlar tictin X (¢) doyiseni istirak etmir.
(1) kanonik tonliklori vektorial yazilisdir. Asanligla vektorial
yaziligdan skalyar yazilisa kegmok olar. Tutaq ki, ¢ =]log, r[, hans1
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ki, Ja[ ilo a-dan ki¢ik olmayan on kicik tam odad isars olunur.

Onda:
Z(@t)=F'(x, (), x,(1),q,(t = 1),...,q, (1 = 1)),

q,(1) = G (x, (1) X, (1,4, (t = D)scesq, (1 1)), i =10, (2)
4,(0)=...=q,(0)=0.

Burada F', G/,...,G, funksiyalar1 P, -dan olan vo E* x...x E*
%/_/

n+/

coxlugunun D altcoxlugunda toyin olunan funksiyalardir: x,,...,x, -
lor E*-dan qiymetlor alir, (q,,q,,....q,) vektoru iso comi r sayda
qiymat alir (mosalen, 0,1,...,7—1 odadlorinin ikilik say sisteminda
ikilik yazilist). Aydindir ki, D ¢oxlugu x,,...,x, -loro goro silindrdir.
F', Gj,..,G, funksiyalarim biitin E* x..xE* oblastinda

n+/t
yenidon toyin edok, onda (2)-nin ovozino asagidaki kanonik tonliyi
alanq:

2(t) = F(x,(t),....x,(t),q,(t = 1),...,q,(t - 1)),
q,(t) =G, (x,(2),..,x,(2),q,(t =1),....,q,(t-1)), i = 1,2, (3)
q,(0)=..=¢,(0)=0.

§1-do niimuno 3 «a)»-da tosvir edilon m.-d. funksiyanin
kanonik tonliyi

z(8) = x,(t) & x,(?)
kimidir, nimuno 3 «b)»-do tosvir edilon m.-d. funksiyanin kanonik
tonliyi iso asagidaki kimidir:
z(t) = x()+ y(1) +q(t—1) (mod 2),
q@)=x@)y(@)v x(@)g(-1)v y()q(-1),
q(0)=0.
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Niimuna 1. Sakil 10-da verilon Mur diaqram ilo i9yin olunan

f(x) m.-d. funksiyasi tigiin kanonik tonliyi qurmali.
Mur diagrammi asasinda f(x) m.-d. funksiyasinin (1) kanonik

tonliyino uygun F vo G funksiyalarinin qiymatlorini codval 1-doki
kimi yazmaq olar. f(x) m.-d. funksiyasinin 0,1 vo 2 voziyyastlorini

(0,0), (0,1) vo (1,0) ilo kodlagdiraq. Onda F',G vo G,
funksiyalarinin gqiymotlori cadval 2-doki kimi olar:

(0,0 0,1)

(0,0) (1,0)

A
=0
\

(1,1) (1,0)

Sakil 10.

Arqumentlorin - miloyyon giymotlorinde  F',G] vo G,

funksiyalarinin molum olmayan qiymotlorini ixtiyari halda toyin
etmok olar. Odur ki, onlar1 yenidon toyin edok. Masalon, cadval 3-

doki kimi toyin edib F,G; vo G, funksiyalarini aliriq. Bu yeniden
toyin etmo zamanm F',G| vo G, -lora onlarin arqumentlorinin (0,1,1)

vo (1,1,1) qgiymeot yigimlar1 halinda (bu yigimlarda onlar toyin
olunmayiblar) qiymatlor monimsadilir.

Cadval 1 Cadval 2
x| 0 F G Xlq |q, | F' |G |G
010 0 1 0] 0 0 0 0 1
0 |1 0 1 0] 0 1 0 0 1
0 |2 1 2 0] 1 0 1 1 0
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1 0 2 0] 1 1 | toyin olunmayiblar
1|1 1 1 1] 0 0 0 1 0
1 0 1] 0 1 1 0 1

1] 1 0 0 1 0

1 1 1 | toyin olunmayiblar

Belalikloa, cadval 3-don istifads etmoklo mitkommal dizyunktiv
normal forma osasinda asagidaki kanonik tonliyi alarq:

z(1) = x(1)q, (¢ —1)q, (1 =) v X(1)q,(t =Dg, (¢ =) v
v x()q,(t =1, (1 =D v x(t)g,(t —Dg, (1 - 1),
q,()=x(0)q,t =g, (t D)V X()q,(t —Dg,(t =) v x()g,(t - 1) &
&q,(t =D v x()g,(t—Dg,(t =D v x()g,(t —Dg,(t 1),
q,() =x(0)q,(t =D, (¢ 1) v x()q,(t —Dg, (1 - v X()q,(t 1) &
&q,(1 =D v x()q,(t =Dg, (1 =) v x(1)q, (1 = Dg, (1 - 1),
7,(0)=0, ¢,(0)=0.

Cadval 3
X q, q, F G, G,
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Bu sistemi sadolosdirsok, alariq:
zt)=x) &q,(t—) v x(0)&q,(t-1),
(=gt =DV x()&q,(t-1),

153



Milli Kitabxana
g, (D) =g, vx@) &q,(t-1),
¢,(0)=¢,(0)=0.

Belolikla, hor bir m.-d. funksiyasi {i¢iin kanonik tonlik yazmaq
olar. Lakin kanonik tonlik yazilmasi birqiymotli deyildir. Bu
birqiymaotli olmamaqliq asagidakilarla baglidir:

a) voziyyotlorin  kodlasdirilmasinin =~ miixtolif  disullarla
aparilmast;

b) F',G),...,G, funksiyalarinin miixtalif iisullarla yeniden toyin

olunmasi.
Asanligla gérmok olar ki, kanonik tonlik « ={a(l),a(2),...}

giris  ardicilligmma  goro ¥ ={y(1),7(2),...} e¢wxis ardicilligim

hesablamaga imkan verir.
2. m.-d. funksiyalar iizarinds amosliyyatlar. m.-d. funksiyalar

tizorindo omoliyyatlarin toyini zamani Pé‘ Vo P[)‘ siniflorindon
baslamaq lazimdir.

Pé‘ -do P, -da oldugu kimi superpozisiya omoliyyat: toyin
olunur: ovvelco Pf -don olan funksiyalar sistemi iizorindo diistur

anlayis1 toyin olunur, sonra hor diistura Pf -dan olan funksiya qars1

qoyulur. Asanligla isbat etmok olar:

Teorem 2. Determinik funksiyalar sinfi superpozisiya
omoliyyatina gors qapalidir.

Determinik funksiyalarin superpozisiyasini qrafik olaraq blok-
sxem saklinds gostormak olar. Ogar sistema eynilik funksiyas1 daxil
olarsa, onda superpozisiya

SO = fo(X Doy £,(X™))
soklindo elementar superpozisiyalarin ¢oxsayli todbiqino gotirilir.
Ona gora do elementar superpozisiyalar i¢lin blok sxemlorin neco
olmasini gostarmak kifaystdir. Sakil 11-da belo blok-sxema niimuna
gostorilir. Bu blok-sxemdo kvadratlarla onlarin daxilinde gdstorilon
funksiyani realizs edan ¢evirici tasvir olunur.

5
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Sokil 11.

Asanligla isbat etmok olar:

Teorem 3. m.-d. funksiyalar sinfi  superpozisiya
omoliyyatlarina goro qapalidir.

Pg sinfindo O (oks alagonin daxil edilmasi) amaliyyatini toyin
edok. Ovvalca bir anlayisla tanis olaq.

Torif 2. Tutaq ki, f(x,,...,X;,...,x,) funksiyas1 verilib vo agor
istonilon

a, ={a;1),a,2),....a,(t),...}, i=12,...n
giris ardicilliglari vo istonilon # zaman ani tigiin
y=fla,..a,)

kimi toyin olunan ¢ixis ardicilliginin ¢/ zaman aninda y(¢) qiymati

tamamile «,,...,a, |,a,,,,...,a, ardicilliginin ilk ¢ hoddinin qiymatlori

i+l

vo ¢«; ardicilliginin iso ilk #—1 haddinin qgiymaotlori ilo toyin

olunursa, onda  deyirlor ki, f(x,....x,,...,x,) funksiyas1 x;
dayisenindon gecikmoklo asilidir.

Toyindon goriiniir ki, y(¢) qiymoti ¢,(f) qiymatindon asili
deyildir.

Niimuna 2. P;-don olan f(x) funksiyasina baxaq, harada ki,
y(t)=a(-1) va y(1)=0, yoni f(x) funksiyas1 giris ardicilliginin
bir movqe siiriismosini hoyata kegirir. Bu funksiya adoton X kimi
isaro olunur. X ig¢iin agac sokil 12-do verilir. Sokildon goriindiiyii
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kimi X m.-d. funksiyasinin ¢okisi 2-dir vo onun kanonik tonliyi
asagidaki kimidir:

z(t) = q(=1),

q(1) = x(2), ¢(0)=0
Asanligla gérmok olar ki, X funksi-
yas1 x -doyisonindon gecikmokls asi-
hdir. f(x,,...,x,) funksiyasinin

X, »X; 5 X, doyisonlorindon gecik-

moklo asili olmasini torif 2-yo analoji
olaraq toyin etmak olar.

Sakil 12.
f(x1500x,) € Prfd halinda bu funksiyanin x, dayisenindon

gecikmokls asili olmasinin toyinini kanonik tenliklor dilinds vermok
olar: f(x,,...,x,) funksiyasmnm x, doyisonindon gecikmoklo asili

olmasi tiglin zaruri vo kafi sort f(x,,...,x,) funksiyasi
z(1) = F(x,(0),...,x, (1), ¢, = D),....q,(t = 1)),

4,() = G, (x,(),....x, (1), ¢, (1 =1),....q, (= 1)), ¢,(0) =0, i=1,{
kanonik tenliklorlo yazildiqgda F(x,,...,x,,q,,....q,) funksiyast P, -
dan olan vo Xx; -don osash asili olmayan funksiya olmasidir.

Niimuns 2 —don goriiniir ki, F(x,q)=q .

Indi iso O amoliyyatinin toyinina baxaq:

Tutaq ki, {f,(x,..rX,)sees f,, (X500 X, )} (m2>2)  determinik
funksiyalar sinfidir vo  f, funksiyasi x, doyisonindon gecikmoklo
asthdir (1< j<n,1<d <m) Ondabu sistems n girisli vo m ¢ixish
¢evirici kimi baxmaq olar. Ceviricinin d ¢ixism1 j-ci girislo
birlosdirak, yoni d ¢ixis1 ilo j girisi arasinda oks olaqo yaradagq.
Noticodo biz m—1 determinik funksiyalardan ibarat

LV s XX e X s i (X es X5 X 5e0s X, )
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! !
St (O seees X213 X g eves Xy ey Jo (X1 seees X 515X g 5000 X ) }
sistemi realizo edon ¢evirici alariq.

ogor f,,...,f, funksiyalar1 m.-d. funksiyalar olarsa, onda O
omoliyyati kanonik tonliklor vasitosilo toyin oluna bilor. Tutaq ki, f,
funksiyast  x; doyisonindon  gecikmoklo asihdir.  f...., f,
funksiyalar ti¢tin kanonik tenlikleri yazaq:

Zl(t) :Fl (xl (t)a“"xj(t)r“’xn (t)’ ql(t _1)a“'>q€(t _1))5

Zd(t) :Fd (xl (t),...,—,...,xn(t), Q1(t _1)’-~'aqé(t _1))’

2, (1) = F (X, (15000 X (15000, X, (1), @, (£ = 1), g, (1 = 1)),
q,(1) = G, (6, (s X (s X, (1), ¢, =Dy, (1 =1)), i = L,
7,(0)=...= ¢q,(0)=0.

F, funksiyasinda x,-nin ovozino «-» yazilmasi F,-nin x,-
don osasli asili olmadigimi gostorir. (4) sistemindo z,-yo uygun
tonliyi atmaqla vo  x;(#)-nin ovozind hor yerds F,(...) yazmagla

yeni kanonik tonliklor sistemi almaq olar. Aydindir ki, alinan
tonliklor sistemi yuxarida gostorilon f)...., £ |, fiisees fo m.-d.

funksiyalarin toyin edir.
O omoliyyatinin daxil edilmasino niimuns olaraq asagidaki
kanonik tonliklorlo verilon m.-d. funksiyalara baxaq:

z(@)=x@{@)+ y(i)+q@(i—-1) (mod 2)
w(i) =x(@D)y(@) v x(D)q( -1 v y(i)q@i-1), (5)
q())=y,@), q(0)=0.

(5)-don goriindiiyti kimi hom z vo hom do w funksiyalar1 y,
doyisonindon gecikmoklo asilidir.
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w(i) = y,(i) eyniliyi ilo oks olagqe daxil edok. Onda asagidaki
kanonik tonliklori alariq:
z(i) = x() + y() +q(i-1) (mod 2),

q(0) = x(@)y @) v x()g@i =D v y()q(i-1), ¢(0)=0.

Beloliklo, O oks oslaqea amaliyyatinin naticosi m.-d. funksiyadir.
Demoli, asagidaki teorem dogrudur:

Teorem 4. m.-d. funksiyalar sinfi O oksolago omoliyyatina
goro qapalidir.
Teorem 3 vo teorem 4-don alinir:

Teorem 5. P,,de sinfi C vo O omoliyyatlarina nozaron
qapalidir.
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FOSIL 5. AVTOMATLAR NOZORIYYOSI
HAQQINDA UMUMIi MOLUMATLAR

§1. Sonlu avtomatlar diskret modellor kimi. Sonlu
avtomatlarin xarakterik xiisusiyyatlori.

Avtomatlar nazariyyesi idarosedici sistemlor nozoriyyosinin bir
b6lmasi olub avtomatlar adlanan diskret informasiya g¢eviricilorinin
riyazi modellrini dyronir. Miioyyan ndqteyi-nozarden bels geviricilor
hom real qurgular (hesablama masinlari, avtomatlar, canh
orqanizmlor vo i.a.), vo hom do abstrakt sistemlordir (riyazi masinlar,
aksiomatik nozoriyyo vo i.a.). Bu ¢eviricilorin  xarakterik
xtisusiyyatlori — foaliyyetlorinin diskretliyi vo onlart tesvir eden
parametrlorin gqiymotlor oblastinin sonlu olmasidir.

Avtomatlar nozoriyyesi XX osrin  ortalarinda  sonlu
avtomatlarin  xassolorinin ~ dyronilmosi  ilo  olagoedar  olaraq
yaranmigdir. Sonlu avtomatlar1 giris vo ¢ixis kanallarina malik vo
taktlar adlanan hor bir diskret zaman anlarinda sonlu sayda
vaziyyetlordon birinds olan qurgu kimi xarakterize etmak olar.

Coxlu real qurgular vo proseslori kosilmoz modellorlo
(mosalon, diferensial tonliklor sistemlorilo) tosvir etmoklo yanast hom
do onlarin keyfiyyot xarakteristikalarini vo doyismo montiglorini oks
etdiron diskret modellorlo do tosvir etmok olar. Bozi «kegid»
xarakterli proseslordo doyismolori diskret modellor kosilmoz
modellora nozoron daha adekvat tosvir edir. Digor torafdon rovan
doyison parametrli proseslorin EHM-ds modellagdirilmasi mahiyyat
etibar1 ilo diskret olur, belo ki, oadodlor sonlu sayda movgelor
vasitasila tosvir olunurlar va bir takt miiddstinds doyismaz qalirlar.

Diskret modellorin xarakterik xiisusiyyati foaliyyatin bas
verdiyl «zamanin» diskretliyidir. Belo ki, real qurgu yaxud prosesin
voziyyatinin baxildig: real vaxtin hor hansi 7,,7,,7;,... anlart ayrilir

vo forz edilir ki, qurugunun yaxud prosesin 7,,7,,7;,... anlarinda
voziyyati vo ona tosir edon xarici tosirlor kifayot qodor qurgunun
yaxud prosesin Oziinli aparmasini tosvir edir. 7,,7,,7;,... anlarmnimn
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secilmasi miixtalif tosovviirlor asasinda bas verir: ya bu ardicilliq

sabit addimhdir: 7, =7 +A7r-(i-1), i=12,...; ya bu ardicilliq
qurgunun «dayanigli» veziyyastlorine uygun anlardir, bu halda anlar
aras intervallar miixtolif olur; ya 7,,7,,... anlar1 xarici tosirlorin bas

verdiyi anlardir vo i.a. 7; aninda bas veron tosir beloliklo faktiki

olaraq [r,,7,,) intervalina aid olur, ya da ki, z,-

.- aninin basqa bir
otrafina aid olur. Diskret modellorin 6ziinii aparmasinda shamiyyatli
7,,7,,T5,... zaman qiymotlorinin 6zii deyil, ancaq onlarin 1,2,3....

nomroloridir.

Diskret modellorin ikinci ohomiyyotli xiisusiyysti ondan
ibaratdir ki, modelin cari voziyyatini toyin etmok iliclin komiyyat
deyil, keyfiyyot xarakteristikalar1 istifado olunur. Belo ki, bir ¢ox
hallarda hesab etmok miimkiin olur ki, modelin vaziyyati hor hansisa
bir sonlu ¢oxlugun elementloridir.

Diskret modellorin bir andan basqa bir ana vaziyyatlorinin
doyismosi hom determinik (névbati voziyyst ovvalki anda voziyyaotin
vo xarici tosirin verilmosi ilo birgiymatli toyin olunur) vo hom do
geyri-determinik ola bilor. Qeyri-determiniklik o demokdir ki, 7,
aninda vaziyyatin vo xarici tosirin malum olmasi imkan vermir ki,
7,,, aninda modelin vaziyyati birqiymotli miioyyon olunsun, ancaq

miimkiin voziyyastin hansi sinifdon olmas1 miisyyan olunur.

Niimuno kimi sokil 1-ds verilon sxemo baxaq. Bu sokildo sokil
2-do tosvir olunan elementlor istifads olunur.

Sokil 2 «a)», «b)» vo «c)»do verilon elementlor «ani»
foaliyyotli elementlordir vo uygun olaraq inkar, dizyunksiya va
konyunksiya amaliyyatlari yerina yetirirlor. Sokil 2«¢)»-da gostorilon
element gecikmo elementidir. Bu elementin qiymoti #=1 aninda
{0,1} ¢oxlugundan olan hor hansi bir qiymotdir. #>1 aninda

elementin ¢ixiginda qiymati onun #—1 aninda girisinds olan giymato
borabordir.

Sokil 1-in girislorine  a(1),a(2),a(3),... vo b(1),b(2),b(3),...
ikilik ardicilliglar daxil olur. Cixisda iso c(1),¢(2),¢(3),... ardicilligi
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alinir. Asanligla yoxlamaq olar ki, sxem ikilik adadlarin toplanmasi
omoliyyatin1 yerino yetirir. ©gor a(n+1)=b(n+1)=¢q(1)=0 is9,
onda

c(n+1)..c(1), = a(n)...a(l), + b(n)..b(1), .

Sxemin vaziyyoti kimi sxemin hor bir elementino onun
miloyyan bir voziyyatini garsi qoyan funksiya basa diisiilo bilor. Ogor
elementlor nomrolonarse, onda bels funksiyan:i ayri-ayr1 elementlorin
voziyyatlorinin yigimi1 kimi vermok olar. Gecikmo elementindon
basqa digor elementlorin voziyyoti sabitdir. Gecikma elementinin
voziyyati kimi onun ¢ixis qiymaeti gotiiriilo bilor. Ona goroa do baxilan
sxemin vaziyyati kimi ¢(¢) gotiiriils bilor. Baxilan sxem asagidaki

kimi yazila bilor
q()=o,
q(t+1)=a(t)-b(t)va(t)q(t)v b(t)q(t), (1)
c(t)=a(t)+b(t)+q(t) (mod2).

a(t) |

vy
\/

| b(t)
%
T !
W

|«

N i

I —a®
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l Vi l V, V;
a) b) 9) ¢)
Sokil 2.

Real qurgularin isi 6yronilorkon iki miixtolif yanasma istifado
olunur. Birinci yanagsmada ancaq giris vo ¢ixis ardicilliglart arasinda
qarsiliglt olage ilo maraqglanilir, lakin qurgunun strukturuna, yoni
onun hor bir detalina baxilmir. Belo halda qurguya sonlu abstrakt
avtomat kimi baxilir. Ikinci yanasma halinda qurgu ayri-ayri sado
elementlordon ibarat sxem kimi tosovviir edilir. Bu halda qurguya
sonlu strukturlu avtomat kimi baxilir.

Abstrakt avtomat modeli asagidaki kimi yazila bilor. Model

daxili veziyyatlorin sonlu Q=1{g,,q,,....q,} ¢oxluguna, miimkiin
giris signallarmmin sonlu 4={a,,a,,....,a,} coxluguna vo miimkiin
¢ixis signallarmin sonlu B = {b,,b,,...,b,} ¢oxluguna malikdir. 4 vo

B coxluglarmin elementlori modelin uygun olaraq giris vo ¢ixis
simvollar1 adlanir. Modelin islodiyi vaxt diskret hesab olunur vo
ardicil vaxt anlan1 1,2,3,... adodlori ilo némralonirlor. Bunlardan
basqa ke¢id vo ¢ixis funksiyalari adlanan uygun olaraq ¢ vo w
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funksiyalar1 istifado olunur vo bu funksiyalar foaliyyot dovriindo
modelin hans1 voziyyato kegdiyini vo hansi ¢ixis simvoluna malik
oldugunu miioyyon edir. Belsliklo model 4,0, B coxluqglari vo ¢,y
funksiyalar1 ilo buitovliikdo tosvir olunur. ©gor modeldo ¢(1)=¢
homisolik qeyd olunubsa, onda inisialli abstrakt sonlu avtomat
modeli alinir.

Baxilan qurguya giris ardicilliglart bir ne¢a miixtalif kanalla
daxil olursa, qurgunun c¢ixisindan molumatlar homginin bir neco
kanalla «oxunursa», bu halda giris vo ¢ixis olifbalarin1 bir nego
olifbalarin  dekart  hasili  soklindo  tosvir  etmok  olar:

A=4,x..xA4,, B=Bx.xB, . Buzaman deyirlor ki, model p,
sayda giriso vo p, sayda ¢ixisa malikdir.

Struktur avtomat modeli «elementlor»-don toskil olunmusg
sxemlora baxilan zaman amolo golir. Hor bir element 6ziinii hor hansi
bir abstrakt sonlu avtomat kimi gostorir. Baxilan «elementlor»
yigimindan olan miixtolif avtomatlar miixtolif sayda giris vo ¢ixislara

malik ola bilorlor. Sxemlorin qurulmasi zamani elementlorin «ani
asililig» dovrolorinin olmamasi sorti gézlonilir.

§2. Abstrakt sonlu avtomatlar vo onlarla bagh masalalor

Abstrakt sonlu avtomat V = (4,0, B,p,) kimi toyin olunan
yigima deyilir. Burada 4,Q,B — sonlu c¢oxluqlardir, ¢ funksiyasi
O x A coxlugunda toyin olunub vo Q c¢oxlugunda qiymatlor alir, w
funksiyast Ox A4 ¢oxlugunda toyin olunub vo B c¢oxlugunda
qiymatlor alir.

A,Q0 va B coxluglart V avtomatinin uygun olaraq giris
olifbasi, voziyyot olitbast vo ¢ixis olifbasi adlanirlar. ¢ vo w

funksiyalar1 V avtomatinin uygun olaraq ke¢id funksiyasi vo ¢ixis
funksiyas1 adlanir. ©gor w(x,y), hans1t ki, xeQ, ye 4, ikinci

arqumentindon fiktiv asili olarsa, onda V avtomati abstrakt Mur
avtomati adlanir.
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Sadolik tigiin «abstrakt sonlu avtomat» ovozina bazon avtomat
termini islodocoyik. Ogor giris, ¢ixis vo voziyyot olifbalart uygun
olaraq A xA,x..xA., B xB,x.xB , OxQ,x..xQ,  dekart

hasillori iso, onda ¢ vo y funksiyalart @ =(¢,¢,,....,0,) Vo
v =,¥s,...y,) vektor funksiyalar1 olar. Bu halda deyilir ki, V'

avtomati » sayda giriso vo v sayda ¢ixisa malikdir.

Abstrakt sonlu avtomatlarin osas verilmo iisullarini baxaq.

A, O, B ¢oxluglarini onlarin elementlorini birbasa sadalamagqla
tosvir etmok olar. ¢ vo y funksiyalarini ikigirisli cadvallor
vasitosilo tosvir etmok olar. Belo codvallor sokil 3 vo sokil 4-do
verilir.

q
91 a9 q; In
9
B
a; - | 9lg;,a;)
am

Sakil 3.

q
1 qa | @ q dn
9
a
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; - | w(gj,a;)

Sokil 4.

Bu codveallords her sotro qarsilighh  birqiymatli  olaraq
A={a,,...,a,} ¢oxlugundan hor hansi bir a, elementi qars1 qoyulur.

Hor sttun Q=1{q,,9,,.-.9,} ¢oxlugundan olan bir elemento

uygundur. Sokil 3-do verilon cadval voziyyatlor cadvali, sokil 4-do
verilon codval iso ¢ixislar codvalidir. Sokil 3-do a, girisine uygun
satrlo g, vaziyyatine uygun siitunun kasigmasinds yerlogon movqeys
@(q,,a;) yazilir, sokil 4-do analoji movqeys iso w(q;,a;) yazilr.
Bozi hallarda bir codvoaldon istifado olunur vo analoji moévqgeyo
(p(q;.9,).v(q;,a,)) citliyi yazilr.

Abstrakt sonlu avtomatlarin verilmosinin basqa {tisulu Mur
diagramlar1 tisuludur. Avtomatin Mur diagramim1 qurmaq {i¢iin
miistovido » sayda kicik dairs ¢okilir vo daironin hor birinin daxilino
0=1{9,,9,,----9,} coxlugundan bir simvol yazilir. Miixtalif dairolora

miixtolif simvollar yazilir. Biitiin miimkiin (g,,a,) ciitlityline baxilir,
hansi ki, ¢, €0, a, € A={a,,...,a,}. g;-nin yazildigi dairodon hor
bir (¢,,a,), (g;,a,),...,(q;,a, ) uglin bir ox keg¢irilir. j =1,...,m Ugiin
(9;,a;)-9 uygun ox ¢(q,,a;)-nin tayin etdiyi voziyystin yazildig
dairoyo birlogdirilir vo oxun itiqgameti g¢,-nin yazildigi dairodon
@(q;,a,)-n toyin etdiyi voziyystin yazildigi dairoys istiqgamotlonir.
Oxun tizorind (a,,y(q;,a,)) citliyil yazilir. Demali, hor dairadon

diiz m sayda ox cixir. Naticads alinan tesvir Mur diaqrami adlanir.
Sokil 5-do Mur diaqramina niimuns verilir.
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w ¢ixis funksiyast ikinei doyisondon (giris doyisonindon) fiktiv
asili olarsa, yoni V avtomati Mur avtomati olarsa, onda eyni bir
dairadon ¢ixan oxlarin {izarine yazilan ciitlitylin ikinci elementi eyni
olacaq. Ona goro do oxlarin tizorino ancaq birinci elementi yazmagq,
ikinci elementi iso oxun ¢ixdig1 daironin daxilinde yazmaq kifayotdir.
Sokil 6-da Mur avtomatlar1 tiglin olan Mur diaqramlarina niimuno
verilir.

Sokil 5.

Avtomatlarin verilmosi Ui¢lin bir avtomati basqa avtomatlarla
ifado edon miixtolif omoliyyatlar istifado oluna bilor. Niimuno

Sokil 6.
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olaraq avtomatlarin comi omoliyyatina baxaq. Tutaq ki,
V=(4,0,B,0,w), W =(4,Q0',B,¢",w'), hans1 ki, QNQ'=<. Bu
avtomatlarin comi V +W = (4,0UQ’, B,¢",i") kimidir. Burada
" _lo(g,a), oger qeQ,
, ) = ] '
(0 (q ) {(0 (qaa)v eger q € Q ’
" _ly(q,), oger qeQ,
a - !’ !
vi(g.a) {!// (q,@), 0ger qeQ'".
Niimuns kimi gecikmo avtomatina baxaq:
V= ({alaa2}9 {QDQZ}J {blabZ}a oY).
@ va y funksiyalar sokil 7-ds tosvir olunan cadvalds verilir.

q
a 4 9
a, | (q,,b) (¢1,6,)
a, | (4,,0) (4,,b,)

Sokil 7.

Gecikmo avtomatt Mur avtomatidir vo onun Mur diaqrami
sokil 8-da verilir.

Golocokdo istifade olunacaq bozi isarolomo vo anlayislart
verok: V =(A4,0,B,p,y) avtomatinin giris sozii A ¢oxlugundan
olan simvollarin istonilon sonlu ardicilligina deyilir. Bos s6z 4 -dan
heg bir simvolu olmayan vo A kimi isara olunan sozdiir. Cixis vo
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voziyyat sozii uygun olaraq B vo Q-don olan simvollarin sonlu
ardicilligina deyilir (hor iki halda A - bos s6ziin olmast miimkiin
hesab olunur). Tutaq ki, C hor hansit sonlu ¢oxlugdur. Ogor
y =c(1)...c(n) C-dlifbasindan olan c¢(1),...,c(n) simvollarinin sonlu

ardicilligidirsa, onda deyirler ki, y C olitbasinda sozdiir. » odadi »
soziliniin uzunlugu adlanir vo |7/| ilo isara olunur. Bos soziin uzunlugu

sifra borabardir. Ogor y vo 0 so6zlor iso vo ham do har hansi bir
o' sozii Uiglin ¥y =455" is9, onda & -soziin ovvali, &' iss soziin
sonu adlanir. ©gor y # 6 ise, onda y sdziniin baslangici olan &
s0zii maxsusi baslangic adlanir; agor y #6' ise, onda y soziiniin
sonu olan &' moxsusi son adlanir. C olifbasindan olan biitiin sdzlor
coxlugunu C* ilo igsara edok. C olifbasindan olan ¢ uzunluglu biitiin
sozlor ¢oxlugunu C, ilo isars edok. y soziuniin ¢ uzunluga malik

baslangic1 y ] kimi isars olunur. Aydindir ki, y]=A.
¢ 0

C olifbasindan olan simvollarin sonsuz ardicillig1 yiiksok s6z

adlanir. C alifbasindan olan yiiksok sézlor coxlugu C™ kimi isaro
olunur. V' = (4,0, B,p,y) avtomatinin 4, Q, B olifbalarinda ytiksok

sozlor V avtomatinin uygun olaraq giris yiiksok sozlori, voziyyot
yiiksok sozlori, ¢ix1s yiiksok sozlori adlanir.

M ¢oxlugunun elementlorinin sayini |M | ilo isara edak.
V =(4,0,B,p,y¥) avtomatinin ke¢id va ¢ixis funksiyalarin

¢ox asanliqla Ox 4" ¢oxluguna genislondirmok olar:

9(q.M) = q. (g, fa) = p(p(q. ), a) ,
harada ki, geQ, pe 4", a e A. Analojiolaraq:

w(q,N)=A, y(q,pa)=w(p(q,p)a),
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harada ki, ¢ ixtiyari voziyyatdir, fe A" vo ae A4.

Qeyd edak ki, ¢(g, ) baslangic anda ¢ veziyystinde olmus vo
girigo £ sozii daxil oldugdan sonra modelin oldugu voziyyatdir.
w(q, ) isomodelo f soziiniin sonuncu simvolunun daxil oldugu
halda modelin ¢ixigidir. £ soziiniin «emal» prosesinde modelin

vaziyyatlor ardicilligini vo ¢ixis simvollar ardicilligini isarolomok
tictin asagidaki @ vo i funksiyalarini daxil edok:

?(q,p) = co(q,ﬂ;)co(q,ﬂ])---t//(q,ﬂ),
v(q,p) = t//(q,ﬂ])l//(q,ﬂ;)---w(q,ﬂ)-

Burada g Q, fe A".

V =(A4,0,B,p,) sonlu abstrakt avtomatinin isi ternar
miinasibatdir:

F={(8,9(q:), " (@.B)|BeA",qe0}.

Bu miinasibat avtomatin giris s6ziinli uygun voziyyat s6zli vo ¢ixi1s
s0zii ilo olagolondirir. Bu miinasibaot sonlu avtomatin asas
xarakteristikasidir.

Tutaq ki, V' = (4,0, B,p,w) sonlu abstrakt avtomatdir. V
avtomatinin hor bir ¢ veziyyati tictin (4,0, B,¢,v,q) yigimina
baxmagq olar. Bu y1gim secilmis ¢ baslangic vaziyyatli V avtomatin
toyin edir. Belo (4,0, B,¢,yv,q) yigmu inisialli sonlu abstrakt
avtomat adlanir. Belo avtomatlar ti¢lin homeinin V, isarslomosi

itifads olunur. 7, inisialli avtomatin islomasi do ternar miinasibatdir:
F, ={(B.0(a0.8), 7 (0. B)|BeA}.

Mur diaqramlarinda inisialli avtomatlarin baglangic vaziyyati *
isarasilo forglondirilir. Bu zaman * isarasi uygun daironin yaninda
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yazilir. Hor bir V, = (4,0, B,¢,y,q) inisialll avtomat miisyyan bir
f: A" — B kimi funksiya toyin edir: f(a) = (q,a). Belo
funksiyalar sonlu-avtomat funksiyalar1 adlanir. » voziyyoto malik V
avtomat1 » sayda inisialli avtomat omolo gatirir vo torsing, yoni »n

sayda verilmis inisialli avtomatlar » sayda voziyyoto malik avtomat
miioyyan edir.

Inisiall1 avtomatlarmn verilmasi va onlarin isinin tayini tigiin
kanonik tonliklor istifads oluna bilor. Aydindir ki, ¥, inisiall
avtomatin F, islomasi ancaq vo ancaq o (a,k, B) sozler ciitlityiindon
ibaratdir ki, onlar {i¢lin birincisi, hor hansi bir 7 {i¢lin
a=a)a(2)..a(n), p=L0)LQ2)..L(n), k=k)k(2)...k(n) va,
ikincisi, 1<¢<n sortini 6doyon istonilon 7 ticlin asagidaki
miinasibatlor sistemi qiivvodadir:

k() =q,
k(t +1) = p(k(1), (1)), )
B@) =y (k(®),a(r)).

(2) miinasibatlor sistemi V, avtomatinin kanonik tonliklor

sistemi adlanir. ©gor @ =@ =(¢,,....0,); ¥ =¥ =(y/,,...,¥,) , hansi
ki, ¢,,...,0,, ¥,,....,y, montiq cobrinin funksiyalaridir, onda (2)
miinasibatlorini yazmagq ti¢tin mantiq cobrinin adi diisturlar dili
istifads oluna bilor.

Sonlu avtomatlarin iglomasinin xiisusiyyatlorine uygun olaraq
onlarin shomiyyatli xiisusi siniflorini ayiraq.

V =(A4,0,B,p,y) sonlu avtomatlarinda ¢(z,x) vo w(z,x)
funksiyalar1 ikinci arqumentdon asasli asili deyildirse, onda V
avtomati avtonom adlanir. Avtonom sonlu avtomat qeyd edilmis
baslangic voziyyet halinda ixtiyari giris ardicilliglarini bu avtomat
ticiin sabit olan bir ardicilliga cevirir. Belo avtomatlarin Mur
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diaqramlarinda oxlar tizarinds yazilar1 atmaq olar vo hor dairadan bir
ox ke¢irmoak olar.

V' sonlu avtomati eladirso ki, ancaq kecid ¢(z,x) funksiyasi

x -dan asil1 deyildir, onda bels avtomat saat-avtomat adlanir. Belo
atomatlarda sonlu sayda taktdan sonra vaziyyetlor tokrarlanmaga
baslayir. Avtomatin girisino daxil olan signal avtomatin ¢ixisinda
homin vaxt aninda ancaq taktdan asili olan hor hansi bir
informasiyanin amolo golmasino sobab olur.

Ogor V =(4,0,B,p,¥) avtomatinda w(z,x) =z olarsa, onda
belo avtomata kegid sistemi deyilir. Belo avtomatlarin ¢ixis
reaksiyasi cari anda avtomatin daxili vaziyyati haqqinda tam
informasiya aldo etmoys imkan verir.

Ogoar sonlu avtomatin vaziyyat coxlugu ancaq bir elementdon
ibaratdirso, belo avtomata yaddassiz avtomat deyilir. Belo
avtomatlara funksional elementlor do deyilir vo onlar avtomatlarin
sintezindo genis istifado olunurlar.

Verilon V =(4,0,B,¢,y) avtomati ti¢lin ogor elo k natural
ododi varsa ki, k£ uzunluglu istonilon a € 4™ s6zii va ¢, q'
vaziyyaetlori liclin 7 (q,a) va (q',a) sozlorinin iist-listo diigmasi
o(q,a) vo ¢(q',a) vaziyyatlorinin iist-listo diigmasine gatirib
cixarir, onda V avtomati sonlu yaddaslh avtomat adlanir. Belo
avtomatin yekun vaziyyati onun son k taktda giris vo ¢ixi1s
simvollar1 ilo miioyyan olunur. Bu sarti 6doyan on ki¢ik & adodi V
avtomatinin yaddaginin tortibi adlanir. Sakil 9-da sonlu yaddash

avtomata niimuno verilir. Sokil 10-da verilon avtomat sonlu yaddasa
malik deyildir.

Sokil 9-da verilon avtomatin yaddasinin tortibi 2-dir.

V =(A4,0,B,p,y) avtomat {i¢iin ogor elo k£ natural ododi
varsa ki, V avtomatinin istonilon ¢ voziyysti vo eyni k uzunluqlu

sonluga malik istonilon a,a’ € A" sdzlari iigiin v (g,a) =y (g,a’)
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sorti 6donir, onda V avtomati sonlu yadda saxlamali avtomat adlanir.
Sokil 11-do sonlu yadda saxlamali avtomata niimuna verilir.
Asanligla yoxlamagq olar ki, sokil 9-da verilon avtomat sonlu-yadda
saxlamal1 avtomat deyildir, sokil 11-do verilon avtomat iso sonlu
yaddagli avtomat deyildir.

Ogor sonlu yadda saxlamali avtomatin ¢ixis simvollar1 hor
hans1 bir & ti¢lin istonilon # > & anlarinda baslangic vaziyyotdon
asil1 deyildirso, onda belo avtomata 6zii-6ziinli sazlayan avtomat
deyilir. Bela tip avtomatlar kodlagdirma nozoariyyasinda genis
istifade olunurlar.

Ogor V = (4,0, B,p,y) atomatinda har bir ¢ € Q {¢iin
v, (x)=y(q,x)funksiyast 4 ¢oxlugunun B ¢oxluguna garsiliqh
birqiymatli inikasini toyin edirso, onda belo avtomata informasiya
itkisiz avtomat deyilir. Baslangic voziyyeti qeyd olunduqda belo
avtomat A" ¢oxlugunu B* ¢oxluguna inikas etdirir.

(ay,b,)
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Sokil 9.

(0.0) (0,0)

(1,0) \(L (1,0)

2, O

Sokil 10.

V sonlu avtomatinin Mur diaqrami eladirso ki, onun istonilon
dairasi basqa dairalorlo oxlar (diiz yaxud oks istigamotda) vasitosilo
birlasirso, onda V avtomatina rabitoli avtomat deyilir. 9gor slago
ancaq diiz istigamatli oxlarla olarsa, onda avtomat giiclii rabitoli
avtomat adlanir. Giiclii rabitali avtomatlarda istonilon ¢ vo ¢’

vaziyyatlori tigiin elo a € 4™ méveuddur ki, ¢' = ¢(g,a) olur.

Rabitali, lakin giiclii rabitoli olmayan avtomata niimunos olaraq sokil
10-da olan avtomati gostormok olar. Giiclii rabitoli avtomata niimuna
159 sokil 9-da verilon avtomati gostormok olar. Sokil 11-ds verilon
avtomat rabitosiz avtomatdir.

(0,0)
(0,1)
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Sokil 11.

Ogor V, =(4,0,B,¢,y) inisialli avtomatinin istonilon ¢’

vaziyyati ligiin elo a € 4" sozii varsa ki, ¢’ = ¢(g,a) olur, onda belo
avtomat rabitali inisialli avtomat adlanir.

Sonlu avtomat anlayisi ilo bagl bir sira tipik mosalolor ortaya
cixir. Bu masalolors asagidakilar: gostormak olar:

1) ¢ixis1 verilon sorti 6doyon on az voziyyato malik sonlu
avtomatin qurulmast;

2) Mur diaqramu il verilon inisiallt avtomatin giris s6zlorinin
cixis sOzlorino inikasinin toyini;

3) giris ardicilliglarnda verilon alts6zlorin taninmasini hoyata
keciron sonlu avtomatin qurulmasi.
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4) verilon inisiallt avtomatda ¢ixigda molum sozii yaradan giris
sozlori coxlugunun tapilmasi,
5) verilon ¥, inisialli avtomatin baglangic vaziyyati doyisarso
elo on kigik uzunluqlu giris s6zii tapmaq lazimdir ki, bu giriso
avtomatin reaksiyasi osasinda namolum baglangic voziyyati tapilsin

6) sonlu avtomatin idaroedici qurgu kimi totbiqi vo i.a.

§3. Struktur avtomatlarin qurulmasina niimuna

Abstrakt sonlu avtomatlarin sintezi, yoni onlarin Mur
diagramlar1 yaxud codval vasitasilo verilmoasi real avtomatik
qurgularin yaradilmasinin ancaq ilk etapidir. Novbati etap struktur
avtomatin sintezi etapidir, yoni miioyyon M sayda verilmis
«elementar» avtomatlar vasitasilo sxemin qurulmasidir. Deyilonlori

dogiqlesdirmok ti¢lin niimunoys baxaq: Tutaq ki, M = {V|,V,.,V;,V,}
«elementar» avtomatlar coxlugudur vo bu elementar avtomatlar
asagidaki kimidir:

V,=(4,,0,,B,,0,,v,,s,), i=1234; B, =B, =B, =B, ={0,1};
0,=0,=0,={0}, 0,={0,1}; 4, =4, ={0,1}, 4, = 4, ={0,1} x{0,1} ;
gpl(z,x):goz(z,x):g03(z,x)50, ¢4(Zax):x;

V/I(Z,X)=f, 1/12(29 (xlaxz)):xl sza l//3(za(xlax2)):xl&xza
l//4(Z,X):Z.
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V., V,,V5,V, avtomatlar1 hesab olunur ki, inisiall1 avtomatlardir, V,
avtomatinin baslangic voziyyeti 0-dir. Aydindir ki, V,,V,,V;

funksional elementlordir vo uygun olaraq «inkar», «dizyunksiya» vo
«konyunksiya» amaliyyatlarini realizs edirlor, V, gecikmo

elementidir. V,,V,,V; vo V, avtomatlar1 sokil 2-do verilir. Bu
elementlordon istifado etmoklo sokil 12-do Mur diaqgrami verilon
sonlu abstrakt avtomatin sxemini quragq.

Verilon avtomatin ¢,,q, vo q, vaziyyatlorini uygun olaraq

00,01 vo 10-larla kodlasdiraq. Avtomatin cadvallo verilmasing baxaq
(yoni cadvali quraq). Cadval sokil 13-ds verilir. Bu cadvalds
avtomatin voziyyati kodlasdirilmis halda verilir.

(0,1) Q;.)\

* (0,0)

(1,0)

Sokil 12.

Avtomatin kegid funksiyast montiq caobri funksiyalar ciitlityii
soklinds tosvir olunur:

a q
00 01 10
0 | (oLD (01,1) (10,0)

11 (00,00 (10,0) (01,0)
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Sokil 13.

¢((2,,2,),%) =(¢(2,,2,,%)) , 9, (2, 2,,%)) , ¢1x1s funksiyast isd bir
mantiq cobri funksiyasi soklindo tasvir olunur:

w((z,2,),%) =y(2),2,,X) .
Cadval 13-don alangq:
0,(2,,2,,X) =2,2,X V Z,Z,X,
0,(2,,2,,X) =Z)Z,X V 2,2, X V Z)Z,X = Z,X V Z,Z,X,
W,(2,,2,,X) =Z,Z,XV Z,Z,X = Z|X .

Avtomat tiglin sxemi iki gecikmo elementi istifado etmoklo
quraq; bu gecikma elementlarinin voziyyatinin (¢, ,) citlityl
avtomatin voziyyatini do toyin edar. Birinci gecikma elementinin
girisine ¢,(z,,z,,x) funksiyasini realizasiya edon funksional
elementlor sxeminin ¢ixisini birlosdirak; ikinci gecikmo elementinin
girisine ¢,(z,,z,,x) funksiyasini realizasiya edon funksional
elementlor sxeminin ¢ixisini birlesdirak. y,(z,,z,,x) funksiyasini
realizasiya edon funksional elementlordon ibarot sxem avtomatin
cix1§ qiymatini tayin edir. Deyilon sxemlorin z, va z, giriglori birinci
vo ikinci gecikma elemenilorinin ¢ixislari ilo birlosir, x girisi iso
biitiinliiklo sxemin girisidir. y biittinliiklo sxemin ¢ixigidir. Sxem
biitlinliiklo sokil 14-da verilir.

Qeyd edok ki, qurulan sxem verilon abstrakt avtomati ancaq o
halda realizasiya edir ki, onun diagrami (yani sokil 12-doki diaqram)
sxemin tayin etdiyi avtomatin diaqraminin fragmenti olsun. Sxemin
gecikmo elementinin (1,1) ciitlityi vaziyyatine uygun vaziyyati sokil
12-do verilmoyibdir.

Struktur avtomatlarinin qurulmasi zamani1 minimal sayda
elementli sxemlorin qurulmas1 mosalosi ortaya ¢ixir.
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Sakil 14.

Struktur avtomatlar anlayisi ilo bagh digor shamiyyatli masalo
tamliq masolosidir. Bu masalo abstrakt avtomatlarin hor hansi bir M
coxluguna baxildiqda ortaya ¢ixir. M ¢oxlugundan olan abstrakt
avtomatlar sxemlorin qurulmasinda «elementlor» kimi istifado
olunur. M c¢oxluguna daxil olan «elementloriny» universal olub-
olmadagini, yoni istonilon sxemlorin bunlar vasitasilo qurmaq
miimkiin olub olmadigini bilmak lazim galir. Ogor M -in elementlari
universal iso onda deyirlor ki, M tam sistem toskil edir.

§4. Determinik va geyri-determinik sonlu avtomatlar

Bu paraqrafda sonlu avtomatlarin leksik analizatorlarin
qurulmasinda, formal dillor vo gqrammatikalar nozoriyyossindo genis
istifado olunan siniflorine baxacagiq. Materialin sorhinde homin
saholords istifado olunan terminalogiyadan istifado edocoyik.

1. Determinik sonlu avtomatlar. Determinik sonlu avtomatlar
(DSA) asagidaki komponentlordon ibaratdir.

1. Voziyyatlorin sonlu c¢oxlugu. Bu c¢oxlugu Q ilo isaro
edocoyik.

2. Girig simvollarinin sonlu ¢oxlugu. Bu ¢coxlugu X ilo isaro
edacayik.

3. Kecid funksiyasi. Bu funksiyanin arqumentlari cari voziyyot
vo giris simvolu olub qiymoti yeni bir voziyyotdir. Kecid
funksiyasini1 ¢ ilo isaro edocoyik. Avtomatlart formal olaraq qraflar
kimi tosvir etdikdo O kegid funksiyasi voziyyatlori birlosdiran geyd
olunmus oxlar kimi tosvir edilir. ©gor ¢ veoziyyet, a giris simvolu
va 0(q,a) = p -dirso, onda a simvolu ils geyd olunmus va ¢ -don
p -yo aparan ox movcuddur.

4. Baslangic voziyyot. Bu Q c¢oxlugundan olan bir voziyyotdir.
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5. Yekun yaxud da magbul voziyyatlor coxlugu. Bu ¢oxlugu F
ilo isaro edocoyik. Aydindir ki, F c¢oxlugu Q ¢oxlugunun alt
coxlugudur.

A sonlu determinik avtomati asagidaki beslik kimi yazilir:

A4=(0.%,6,9,,F),
harada ki, A-DSA-nin adi, Q -voziyyatlor c¢oxlugu, X -giris
simvollar ¢coxlugu, o -kegid funksiyasi, g, -baslangic vaziyyot, F -
yekun yaxud da magbul voziyyatlar ¢oxlugudur.

DSA-larin yuxarida verilon beslik soklindo tosviri o godor do
anlasiql deyildir. Onlarin verilmasi ii¢iin §2-do oldugu kimi cadvel
tisulu vo Mur diaqramlar tisulu da istifads oluna bilor vo bu tisullar
daha anlasigh tisullardir. ©vvolco Mur diaqramlar tisuluna baxagq.
Bu iisul kecid diagramlar1  dsulu  kimi  do  adlandirilir.
A=(0,%,0,q,,F) sonlu determinik avtomati tigiin kecid diaqramlari
asagidaki kimi toyin olunan qrafdir:

a) O c¢oxlugundan olan har bir voziyyata bir topo uygundur;

b) tutaq ki, O -don olan hor hans1 bir ¢ voziyyati vo X -dan
olan hor hansi bir a simvolu iigiin d(g,a) = p -dir. Onda ke¢id
diagraminda ¢ topesindon p topesine aparan vo {iizorinde a
simvolu geyd olunan qovs (0ox) movcud olmalidir. ©gor avtomati ¢
topasindon p topasinog aparan bir ne¢o simvol olarsa, onda kecid
diagraminda bir ne¢o ox avazins tizorinds biitiin bu simvollarin geyd
olundugu (yazildig) bir ox istifads edils bilor;

c) kecid diagraminda baslangic voziyyati gostormok {iglin
uygun topays tizorinds «baslangicy» sozii yazilan ox birlosdirilir;

¢) F-don olan voziyyatloro uygun topolor ikiqat dairslorls,
qalan vaziyyatlors uygun topalar iso sads dairslorls ohats olunurlar.

Niimuna 1. ¥ =1{0,1} olifbas1 tizorindo olan sozlor arasinda
«01» soziinii daxiling alan s6zlori tantyan DSA-nin kecid diagramini
qurmali.

Axtarilan avtomatin asagidaki voziyyaotlori ola bilor:

q, voziyyati. Bu baslangic voziyyatidir.
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q, vaziyyati. Bu vaziyyot DSA baslangic voziyyotds oldugda 0

simvolu daxil oldugda onun kecdiyi voziyyatidir.
q, voziyyoti. Bu voaziyyst DSA ¢, voziyyetindo olduqda 1

simvolu daxil oldugda onun kecdiyi voziyyetidir. Aydindir ki, ¢,

voziyyati magbul voziyyatdir.
Axtarilan avtomatin kecid diaqrami sokil 15-do tosvir olunur.

1 0
o X) N
() ’

Sakil 15.

Indi iso DSA-nin verilmasi {i¢iin cadval {isuluna baxaq. Bu tisul
0 kegid funksiyasinin adi codval gqaydasi ilo tosviridir. Cadvolin
sotrlori voziyyatlore, siitunlar iso giris simvollarina uygun qoyulur.
g Voziyyastino uygun sotrlo a giris simvoluna uygun siitunun
kosigsmosindo yerloson movgeds d(q,a) voziyyeti yazilir. Baslangic
vaziyyato uygun satrin qarsisinda ox igarasi, mogbul voziyyoto uygun

sotrin qarsisinda iso  * isarosi yazilir.
Niimuns 1-ds axtarilan DSA-nin cadvali sokil 16-da verilir.

0 1

—> | 9 4, 90
q, q, 4

*| 4, 4, 4

Sakil 16.

DSA-in 0 kegid funksiyasinin genislonmasi anlayisi genis
istifado olunur. Bu anlayls DSA-nin toyin etdiyi dil anlayist ilo six

baghdir.
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Tutaq ki, w sozii £ olifbasi tizorindo sozdiir. A 1iso bos
sozdiir, yani heg bir simvoldan ibarat deyildir. 0 kec¢id funksiyasinin

genislonmosi § kimi isaro olunur vo asagidaki kimi toyin olunur.
Induksiya bazisi. cf(q,A) =g, yoni g vaziyyatindo olduqda heg
bir simvol oxunmadiqda DSA ¢ voziyyetinds qalir.
Induksiva kecidi. Tutaq ki, w s6zii xa soklindadir, yoni a
sozda sonuncu simvol, x ise w soziindo a simvolunu nazora
almadiqda alinan sézdiir (zoncirdir). Onda

g, w) = 6(8(g,x),a).
A=(0,%,0,q,,F) soklindo DSA-nin dili dedikde asagidaki
kimi toyin olunan L(A) so6zlor ¢oxlugu basa diisiiliir:
L(4) = (&g, w) € F}.
Beloliklo, 4 avtomatinin dili dedikdo bu avtomati g,

voziyyetindon bir moagbul voziyystine aparan sozlor ¢oxlugu basa
dustlir.

2. Qeyri-determinik sonlu avtomatlar. Qeyri-determinik
sonlu avtomat (QDSA) eyni vaxtda bir ne¢o voziyyotdo ola bilor vo
ya da heg¢ bir voziyyatds olmaya bilor. Bu onu gostorir ki, QDSA-lar
giriso daxil olan simvollardan vo onun cari halda oldugu voziyyotdon
asil1 olaraq ya bir ne¢a voziyyato kego bilor vo ya da bos vaziyyato
keco bilor.

QDSA-larin formal toyinine baxaq. QDSA-1n strukturu DSA-1n
strukturuna oxsayir: A4=(0,%,0,q,,F). Burada Q,%X,q, vo F
determinik sonlu avtomatlarda oldugu kimidir. & kec¢id funksiyasi
iso bir arqumenti Q c¢oxlugundan olan voziyyat, diger arqumenti is9
Y c¢oxlugundan olan giris simvolu olan funksiyadir. DSA-lardan
forqli olaraq bu halda ¢ funksiyasinin qiymoti Q ¢oxlugunun hor
hans1 bir alt¢oxlugudur.

QDSA-nin ¢ kegid funksiyasinin yuxarida sorh olunan
qaydada toyini onu gostorir ki, QDSA-1n ke¢id diaqramlar1 vasitasilo
verilmasi halinda topslordon eyni bir giris simvolu halinda miixtalif
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topalora kecidlori gostoron oxlar méveud ola bilor, yaxud da giris
simvolu daxil olduqda ke¢id olmaya da bilor. Bu sonuncu halda
QDSA-da «dalan» voziyyati alinir, yoni o «dliir».
Nimuno 1-do gostorilon mosaloni hall etmok {i¢iin QDSA da
istifado oluna bilor. Bu zaman kec¢id diagrami sokil 17-doki kimi
tosvir oluna bilor.

Sokil 17.

QDSA-larin kegid codvallori do DSA-larin kegid coadvallori
kimidir. Lakin QDSA-larin ke¢id cadvoallorindo sotr vo siiiunlarin
kosismosinds ¢oxluq gostorilir. Bu ¢oxluq bir elementli ¢oxluq vo ya

coxelementli ¢oxluq vo ya bos ¢oxluq ola bilor. Niimuno 1-0 uygun
QDSA-nin kegid cadvali sokil 18-da verilir.

0 1
—>| 4 {90-9,} {90}
q ) 19, }
*| 4, %z 2
Sakil 18.

Indi iso QDSA-nin kecid funksiyasmin genislonmosino baxag.
Genislonmis kecid funksiyasi § i isaro olunur. & genislonmis
kecid funksiyasmin arqumentlori ¢ voziyyati vo we X soziidiir.
Formal olaraq § asagidaki kimi toyin olunur.

Induksiya bazisi. (f(q,A):q, yoni QDSA he¢ bir giris
simvolu daxil olmadiqda o avvalki vaziyyetds qalir.

183



Milli Kitabxana
Induksiya kecidi. Forz edok ki, w=xa, harada ki, a simvolu
w soziniin sonuncu simvoludur, x 1so w s6ziiniin ovvalidir.

Bundan basqa, forz edok ki, ﬁ(q,x) ={p,,P,,---» P, } - Tutaq ki,
k
U5(pl.,a) ={1,"y,0s7, }
j=1

Onda f(q,w):{rl,rz,‘..,rm}.
Niimuna 2. Sokil 17-do tosvir olunan QDSA-nin «00101»

soziinii emal etdikdo & genislonmis keg¢id funksiyasinin qiymatlorini
qurmali.

& genislonmis kecid funksiyasinin qiymotlori asagidaki

kimidir.

- 840 M) =19,}.

- 840,00 =6(40.0)= {444, }

. 840,00 =5(¢,:00U5(4,,.0) = {444, } UD = {40,4,} -

- 840,001 = 5(¢,,)U8(4,.) = g0} Ut} = (40,4

. 8(4,,0010) = 5(¢,,0)U5(4,.:0) = g0, 6, UD = {44, } -
- 8(q0,00101) = 5(q,HDUS(g,.) = g0} U{gs} = {949} -

§ genislonmis ke¢id funksiyasi asasinda QDSA tigiin dil
anlayis1 verilir.

Ogor A=(0,Z,0,9,,F) har hans1 bir QDSA iss, onda bu
avtomatin dili dedikdo asagidaki kimi toyin olunan L(A4) sozlor
coxlugu basa diisiiliir:

L(A) = {(w§{gp,WNF # T}

Beloliklo, L(A4) coxlugu X' -dan olan w sozlerindon ibarot

AN N A~ W

coxluqdur, harada ki, bu w sozlori {igiin f(qo,w) voziyyatlori

arasinda he¢ olmazsa bir magbul voziyyat moévecuddur.
3. Determinik vo qeyri-determinik sonlu avtomatlarin
ekvivalentliklori. Verilon sozii tantyan QDSA-lar DSA-lara nisboton
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daha asan qurulur. Aydindir ki, QDSA vasitosilo tosvir olunan
istonilon dili eyni sayda voziyyoto malik hor hansi bir DSA vasitasilo
do tosvir etmok olar, lakin bu DSA-da kecidlorin say1 (oxlarin say1)
daha ¢ox olar. On pis halda an ki¢ik DSA 2" sayda voziyyato malik
ola bilor, harada ki, verilon dil ticin QDSA ancaq comi #» sayda
voziyyoto malik olar.

Verilon QDSA-ya goro onun biitiin imkanlarina malik DSA-n1
qurmagq ti¢lin alt¢oxluglarin konstruksiyasi tisulu istifads olunur. Bu
tisul eyni bir dilo malik QDSA va DSA {i¢iin qiivvedadir. Tutaq ki,
N va D uygun olaraq asagidaki geyri-determinik vo determinik
sonlu avtomatlardir:

N=(0y,2,6y,90,Fy), D=(0p,%,6,,{9},F p),
harada ki, L(N)=L(D). Qeyd edok ki, giris olifbast bu iki
avtomatda ust-lsto diisir, D -do baslangic veoziyyet iso ancaq N

avtomatinin baslangic voziyystindon ibarat olan coxlugdur. D
avtomatinin qalan komponentlori asagidaki gaydada qurulur.

1. O, coxlugu Q, -in biitiin altgoxluqlrt coxlugudur, yoni Q, -
in buleanidir. Qeyd edok ki, agor O, coxlugu »n sayda voziyyotdon

ibaratdirss, onda @, coxlugu 2" sayda voziyyotdon ibarot olar.

Lakin c¢ox hallarda bu voziyyotlorin hamis1 baslangic voziyyotdon
oldo oluna bilmir. Belo nail ola bilmoyon voziyyastlori atmaq olar.

Odur ki, D-nin vaziyyatlorinin say1 faktik olaraq 2"-don oldugca
kicik ola bilor.

2. F,, coxlugu Q, coxlugunun S altgoxluqlarmin ¢coxlugudur
ki, SNF, #J, yoni F, ¢oxlugu N -in voziyystlori ¢oxlugunun o
altcoxluqglarindan ibaratdir ki, bu altgoxluglara N -in he¢ olmazsa
bir magbul voziyyati daxildir.
3.Horbir Sc @, ve X -danolan hor bir a simvolu liclin
6,(8.a)=|J(p.a).
peS
Belalikls, 6,(S,a)-n1 tapmaq ig¢in S-don olan bitin p
voziyyetlorino baxilir, N -in o voziyyatlori axtarilir ki, onlara p
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voziyyatindon a simvolu vasitasilo galmok olar, sonra iso biitiin p
voziyyotlorino goro tapilan voziyyatlor coxlugunun birlogmosi
gotiiriliir.
Niimuna 3. Sokil 17-da verilon QDSA {igiin altgoxluglarin tam
konstruksiyasini qurmali.

Aydindir ki, baxilan QDSA-da ii¢ voziyyet -¢,,q, Vo ¢,

voziyyatlori mévcuddur. Ona goro do DSA iigiin 2° =8 voziyyot
almir. Sokil 19-da sokkiz vaziyyot tigiin keg¢id cadvali tosvir olunur.
DSA ii¢lin voziyyatlori asagidaki kimi isars edok:

4 =@, B= {(Io}a C= {%}a D= {Q2}a E= {Q()a%}a
F=1{4,.9.},G=14,,9,}, H =1{q,,9,,9,} .

0 1 0 1

%) %) %) A A A

— 4 900 | {9y —> B | E | B
g} Z {9, } C A D

* {q,} %) %) * D A A
90:9) | 9oo913 | 190:92) E | E | F

* {90-9,} {90-9:} {490} * F E B
* {9,,9,} %) {9,} * G A D
* {90-91-9,} 90,01} | 190-9,} * H E F
Sokill9. Sakil 20.

Sokil 20-don goriiniir ki, B vaziyyatindon baslamagla ancaq
B,E vo F voziyyotlorino golmok olar. Qalan bes voziyyoto B
baslangic voziyyotdon golmok miimkiin deyildir. Ona goro do onlari
cadvaldan silmak olar. Belalikls, sokil 21-do verilon DSA-n1 almaq
olar.
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Sokil 21.

Teorem 1. Ogor D=(0,,%,5,.q,,F,) determinik sonlu
avtomati N=(0y,2,0y,9,,Fy) geyri-determinik sonlu

avtomatindan altgoxluglarin konstruksiyasi vasitosilo qurulubsa,
onda L(D)=L(N).

Teorem 2. L dilinin hor hansi bir determinik sonlu avtomat
tictin mogbul olmasi tiglin zoruri vo kafi sort onun hor hansi bir geyri-
determinik sonlu avtomat {i¢iin magbul olmasidir.

4. Moatnlords axtans iiciin qeyri-determinik vo determinik
sonlu avtomatlar. Tutaq ki, miioyyon sozlor ¢oxlugu verilmisdir. Bu
sozlori agar sozlori adlandiracagiq. Verilmis motnlordo bu acar
sOzlorinin istonilon birinin axtarilmasina baxaq. Belos hallarda qeyri-
determinik avtomatlarin totbiqi ¢ox miinasibdir. Belo ki, geyri-
determinik avtomat mogbul voziyyeotlordon birino keg¢moklo acar
sozlordon birino rast golmosini bildirir. Axtaris aparilan matnin
simvollar1 birbobir QDSA-nin girisino verilir vo bununla da motndo
axtarilan acar soOzlorin olmasi mioyyonlosdirilir. Acgar sozlori
coxlugunu tantyan QDSA-larin ¢ox sado formasi mévcuddur. Hesab
edok ki, motn hor hansi bir ¥ giris simvollar1 alifbasindan olan
sozlordon ibaratdir. Mosalon, £ giris simvollari olitbas1t ASCII ¢ap
simvollart y1gimi ola bilor.

1. ¥ —dan olan hor bir simvola goro 6ziino kecon baslangic
vaziyyat moveuddur. Baslangic voziyyati halo heg bir agar soziiniin
tapilmasina baslanmadigini gostorir (bu sézlordon birinin artiq bir
ne¢a simvolu hotta tapilibsa bels).
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2. Simvollar1 X -dan olan her bir a,a,...a, acar sozii igiin k

voziyyst movcuddur, deysk ki, ¢,,q,,...,q, voziyyetlori. a, giris
simvolu ii¢lin baslangic voziyyotdon g, veziyyotino kecid, a, giris
simvolu ii¢lin g, voziyyatindon ¢, voziyyatino kecid vo i.a. nozordo

tutulur. g, voziyysti mogbul vaziyyastdir vo bu voziyyst aa,..q,

acar soziiniin tapilmasini gostorir.

Niimuna 4. Azorbaycan dili olifbasinda verilmis BAKI vo
SUMQAYIT agar sozlorini tantyan QDSA-n1 qurmali.

Axtarilan QDSA-nin ke¢id diagrami sokil 22-do verilmisdir.
Burada X giris olifbas1 azerbaycan dilinin horflorindon ibarat
olifbadir.

Sokil 22.

Motnlordo agar sozlorini tantyan DSA-lar1 qurmaq {i¢iin
ovvalcoa uygun QDSA-lar1 qurmaq, sonra iso altgoxluglarin
konstruksiyas1 tisulunu totbiq etmok lazimdir. Qeyd edok ki,
matnlords acar sozlorini tantyan DSA-lar uygun QDSA-lar vasitasilo
quruldugda  DSA-larin  voziyyatlorinin = say1  QDSA-larin
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voziyyatlorinin saymi asmir. Odur ki, belo {iisullarla DSA-larin
qurulmasi ¢ox olverisglidir vo asagidaki qaydadan ibaratdir:
a) Ogor g, QDSA-nin baslangic voziyystidirss, onda {g,}

DSA-nin voziyyatlorindon biri olar;
b) Tutaq ki, p voziyysti QDSA-nin hor hansi bir voziyyatidir

va QDSA bu voziyyoto onun baslangic voziyystindon aa,...q,

simvollar ardicilligiin qeyd olundugu (yazildigi) yol vasitosilo galir.
Onda DSA-nin bir voziyyati ¢,,pve QDSA-n ¢,  voziyystindon

a,a,...a, soziiniin sonlar1 vasitesilo (sufikslori vasitosilo), yoni

m

a,a,,..a, simvollar ardicillifi soklinda olan sozlar vasitasilo qeyd

olunmus yolla golo bildiyi biitiin voziyyatlordon ibarat olan ¢oxluq
olur.

5. A - Kecidli avtomatlar. Belo avtomatlar sonlu avtomatlarin
daha bir imumilosmaosidirlor. A -kegidli avtomatlar A -a (bos s6z9o)
goro kegido malik olurlar, yoni onlarda giriso he¢ bir simvol daxil
olmadan 6z-6ziino ke¢id bas verir. A -kecidli avtomatlar totbiglor
zamani olavo imkanlar yaradir.

Niimuna 5. Acar sozlor coxlugunun taninmasi tiglin niimuns 4-
do toklif olunan tisulu A -kegidlo sadologsdirmok olar. Masalon, sokil
22-do BAKI vo SUMQAYIT agar sozlorini tantyan QDSA-nm1 A -
kecid vasitosilo realizo etmok olar. Bu sokil 23-do tosvir olunur. Is
ondan ibaratdir ki, har bir acar sz {i¢iin ancaq yegana bir agar sdziin
movcudlugu halinda oldugu kimi bitév voziyyatlor ardicillig
qurulur. Sonra ise yeni baglangic vaziyyet alave olunur (sokil 23-do
14 vaziyyati) vo bu voziyyat hor bir acar soziin baslangic voziyyotino
A -kecidli hesab olunur.

z
OO0
A

S U M A
(D))
1

Ll

N N

@ T I

Y
89
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Sakil 23.

A -DSA-n1 doqiq olaraqg QDSA kimi tosvir etmok olar. Ancaq
yegano forq ondan ibarotdir ki, A -kecidli QDSA-nin kecid
funksiyas1 A -ya gore kegid haqqinda informasiyaya malik olmalidir.
Formal olaraq 4 A-QDSA-m 4=(0,%Z,0,q,,F) soklindo tosvir

etmok olar, harada ki, ¢ -dan bagqga biitiin komponentlor QDSA
ticiin oldugu monaya malikdirlor. ¢ keg¢id funksiyasinin arqumentlori
Q-don vo XU {A} coxlugundan gqiymatlor alir. Belo ki, A bos s6z

simvolu X olifbasinin elementi deyildir. QDSA-lara analoji olaraq
A -QDSA-lar tgiin ke¢id funksiyasinin genislonmosi, A -QDSA-
larin toyin etdiyi dil vo s. anlayislarini vermok olar.

Istonilon £ A -QDSA iigiin onun tosvir etdiyi dili tosvir edo
bilon DSA-n1 tapmagq olar. Bunun {i¢iin alt¢oxluglarin konstruksiyasi
qaydasinin analoqu istifads oluna bilor.

§5. Maqazin yaddash sonlu avtomatlar

1. Giris. Magazin yaddash avtomat mahiyyatco A -kegidli
qeyri-determinik sonlu avtomatdir. Bundan basqa, bu avtomata
maqazin 9lave olunmusdur vo burada «magqazin simvollarminy»
sozlori saxlanilir. Maqazinin mévcudlugu o demokdir ki, sonlu
avtomatdan forqli olaraq maqazinli avtomat sonsuz miqdarda
informasiya «yadda saxlaya» bilor. Maqazinli avtomat maqazindo
olan informasiyaya onun ancaq bir ucundan «sonuncu goldi-birinci
getdi» prinsipi ilo yanasa biler.

Maqazin yaddashh avtomata (MY — avtomata) geyri-formal
olaraq sokil 24-do tosvir olunan qurgu kimi baxila bilor. «Sonlu
idarsedici» giris simvollarini birbabir oxuyur. Maqgazinli avtomat
magqazinin zirvasinda (yuxari soviyyesinda) olan simvolu nozorden
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kecirarok cari voziyyet, giris simvolu vo magazinin yuxarisinda olan
simvol osasinda ke¢id edo bilor. O giris simvolu olaraq A -ni1 istifado
etmoklo homg¢inin 6z-6ziins kegid do edo bilor.

giriy —— ; dSr(;;lduici ——imkan vermok / rodd etmok
. magqazin

Sakil 24.

Bir keciddo avtomat asagidakilar1 hoyata kegirir.

1. Keciddo istifado olunan giris simvolunu oxuyur vo onu
otiirtir, yoni novbati giris simvoluna baxmaga hazir olur. Ogor giris
olaraq A istifads olunursa, giris simvolu otiiriilmdir.

2. Yeni voziyyoto kecilir. Yeni voziyyst ovvalkindon
forqlonmayo bilor.

3. Maqazinin zirvesinde olan simvolu har hansi bir s6zlo
ovozlayir. S6z A ola bilor. Bu da magazinin zirvaosindon gotiiriilmiiso
uygun olur. Simvolu avozloyon s6z maqgazinin zirvasinds avval olan
simvol da ola bilor, yoni maqgazin doyisdirilmir. Bu da zirvodon
informasiya ¢ixarmamaqla vo olavo etmomoklo eynigiicliidiir.
Zirvado simvol bir ne¢o simvolla ovoz oluna bilor. Bu onunla
eynigiicliidiir ki, zirvoads simvol doyisilir vo maqazins bir vo ya bir
ne¢o simvol alava olunur.

2. MY-avtomatin formal tdyini. Bu toyin yeddi
komponentdon ibaratdir vo asagidaki kimidir:

P=(0,2,1,0,9,,Z,,F) .

Komponentlor asagidaki mogsadls istifado olunurlar:

Q -vaziyyatlarin sonlu ¢oxlugu;

¥ -giris simvollarimin sonlu ¢coxlugu;
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I' -maqazin simvollarinin sonlu ¢oxlugu. Bu ¢oxlugun sonlu
avtomatlarda analoqu yoxdur vo bu ¢oxluq maqazino yerlosdirilo
bilon simvollarin ¢oxlugudur;
O -ke¢id funksiyasi. Bu funksiya avtomatin faaliyyotini idars
edir. Formal olaraq o -min arqumentlori tiglik toskil edir:
0=0(q,a,X). Burada ¢ komiyyati Q c¢oxlugundan olan simvol,

a komiyyati £ ¢oxlugundan olan simvol voya ¥ c¢oxluguna daxil
olmayan bos s6z (A -sozii), X -iso I -dan olan simvoldur. ¢ ke¢id
funksiyasinin qiymati (¢ixis1) (p,y) clitliiyli amalo gotirir, harada ki,
p yeni vaziyyat, ¥ -magazinin zirvasindo X -1 ovozloyacok maqgazin
simvollarindan ibarat soézdiir. Masalon, agor y =A olarsa, onda
maqazin simvolu gotlriilmiir, ager » = X olarsa, onda maqazin
doyisdirilmir, ogor y =YZ i1so onda X Z-lo ovozlonir vo Y
magqazine daxil edilir;

q,- MY-avtomatin baslangic voziyyetidir vo isin ovvalindo

MY -avtomat bu vaziyyatds olur;
Z,-baslangic maqazin simvoludur (maqazinin «dib markeri»).

Baslangic halda maqazinds ancaq bu simvol olur.

F -mogbul vo ya yekun voziyyatlor coxlugu.

3. MY-avtomatlarin qrafik tasviri. MY-avtomatlarin qrafik
tosviri onlarin kecid diagramlari adlanir. Bu keg¢id diagramlari
asagidaki xassoloro malikdir.

1. Diagram topalori MY -avtomatin voziyyatlorine uygundur.

2. «Baslangic» sozii ilo geyd olunmus ox MY-avtomatin
baslangic voziyyotini gostorir. Ikigat dairo daxilindo avtomatin
maqbul voziyyatlori gostorilir.

3. Oxlar (qovslor) asagidaki monada MY-avtomatlarin
kecidlorina uygun golir. a,X/a yazisi ilo geyd olunmus vo g
voziyyetindon p voziyyatino istiqgamotlonmis (¢ voziyystinden p
voziyyatino aparan) ox onu gostorir ki, d(g,a,X) kecidi (p,a)
clittindon ibaratdir (basqa ciitlitklor do ola bilor). Beloliklo, oxlarda
olan geydlor hansi giris simvolunun istifado edilmosini, homg¢inin
maqazinin zirvasindo noyin olmasini vo noyin olacagini gostorir.

192



Milli Kitabxana
Sokil 25-do MY-avtomatin qrafik tosvirine niimuna verilmisdir.

0,1/01
1,0/10
1L1/11 0,0/A

basl. @
. ANZy/Z, ANZo/Zo
A0/0
Sakil 25.

4. MY-avtomatlarin Konfiqurasiyasi. MY-avtomatlar giris
simvollar1 vo ya A s0ziino uygun olaraq bir konfiqurasiyadan basqa
bir konfiqurasiyaya ke¢ir. Adi sonlu avtomatlardan forqli olaraq MY-
avtomatlarin konfiqurasiyasina hom onun voziyysti vo hom do
maqazinin mozmunu daxildir. Maqazin ¢ox boyiik ola bildiyindon o
konfiqurasiyanin on ohomiyyatli hissasi hesab olunur. Girisin
oxunmayan hissesinin do konfiqurasiya hissesi kimi tosovviir
olunmasi ¢ox faydali olur.

MY-avtomatin konfiqurasiyasin1 (q,w,y) tUgclilyll kimi tosvir
etmok olar, harada ki, ¢ -voziyyet, w-girisin qalan hissosi, y -
maqazinin mozmunudur. Razilagmaya osason maqazinin zirvosi
solda, dibi (alt1) iso sagda tosvir olunur. Belo ti¢lik MY-avtomatin
konfiqurasiyasi vo ya onun ani tosviri (AT) adlanir.

Sonlu avtomatin ani tosviri sadoco olaraq onun vaziyyeti
oldugundan onun kecdiyi konfiqurasiyalar ardicilligini tosvir etmok

iiclin § kegid funksiyasinin geniglonmasini istifado etmoak kifayotdir.
Lakin MY-avtomatlar {iglin vaziyyatin, girisin vo maqgazinin
doyismasini tosvir edon vasito lazimdir.

Beloliklo, konfiqurasiyalar ciitliiyli istifado olunur, harada ki,
onlar arasi slago MY -avtomatin ke¢idini tomsil edir.

Tutaq ki, P=(Q,2.I,0,q9,,Z,,F) avtomati MY -avtomatdir.

P asagidaki kimi basa diistildiiyti halda |P_ vo ya sadoco olaraq |—
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miinasibatini toyin edok. Tutaq ki, 0(q,a,X) ke¢idi (p,a) ciitiinii
oziindo saxlayir. Onda X" -dan olan biitiin w sézii vo I'" -dan olan
biitiin B sozii igiin  (¢,aw, XB) F— (p,w,af) qobul edilir. Bu
kecid asagidaki ideyani oks etdirir. Girisdon a simvolunu oxumagqla
(bu A da ola bilor) vo magazinin zirvesindo X -1 a sozi ilo
ovazlomoklo ¢ veziyyetindon p voziyyatine kegmok olar. Qeyd

edok ki, girisin qalan hissasi (w) vo maqgazinin zirvodon asagida
qalan mozmunu () MY-avtomatin foaliyyotina tosir etmir. Onlar

sadaco olaraq, miimkiindiir ki, golocokds istifade olunmaq tiglin
saxlanrlar.
p Vo yasadoco |= simvolu istifado etmoklo P MY-

avtomatinin bir ne¢a kegidini tosvir etmak olar.

Beloliklo, asagidaki induktiv toyini aliriq.

Induksiya bazisi. Istonilon I ani tosviri tigiin [ F—1 .

Induksiya kecidi. 9gor I F—K vo K F—J sortlorini 6doyon
K ani tosviri olarsa, onda I F—J .

Beloliklo, ogor elo K,,K,,..,K, ani tosvirlor ardicillif
moveud olarsa ki, bitin  i=1,2,..,n—-1 Ugin /=K,,J=K, Vo

K,|— K,,,onda 1}— J.
Teorem 1. Ogor P=(0,%1,0,9,,Z,,F) avtomati MY-

avtomatdirsa vo (q,x,a)}*?—(p,y,ﬂ) dogrudursa, onda X" vo I -
dan olan uygun olaraq istonilon w va y sozlori liclin asagidaki
dogrudur:

(g,xw,a7) 5= (P, W, By).
Qeyd edak ki, bu teoremin taorsi dogru deyildir.

Teorem 2. Ogor P=(0,%1,0,9,,Z,,F) avtomati MY-
avtomatdirsa va (g,xw,Q) f*?‘(p, yw, ) dogrudursa, onda
(g,x, a)f*?‘( p,y,) minasibati do dogrudur.

Indi ise MY-avtomatlarin dili anlayisina baxaq. Tutaq ki,
P=(0,2.1.,0,q9,,Z,,F) MY- avtomatdir. Onda P avtomatinin toyin
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etdiyi L(P) dili dedikds F -don olan hor hansi bir ¢ voziyyati vo
istonilon « maqazin s6zii (zonciri) lgiin asagidaki kimi toyin
olunan s6zlor ¢oxlugu basa dustiliir:

Wl(g0.w.2Z,) B (g. M)}

§6. Tiirinq masim

1. Tiirinqg masimminin tasviri. Sonlu avtomatlarda yaddasin
hocminin mohdudlugu bu qurgularin hesablama imkanlarina
mohdudiyyatlor qoyur. Praktiki maraqglar kosb edon situasiyalarda,
harada ki, ancaq sonlu ¢oxluglarda toyin olunmus operatorlarin
realizasiyasi tolob olunur, bu mahdudiyyatlor o godar do boyiik
deyildir. Lakin effektiv hesablama prosedurlarinin nozori
tosvirlarinde bu mahdudiyyatlor manecilik torodir. Ona gore do
algoritmlor nozoriyyosindo sonsuz «xarici yaddasla» tomin olunmus
sonlu avtomatlara — Tiiring masinina baxilir.

Tiiring masini sonlu avtomatdan, kvadrat xanalara boliinmiis
sonsuz uzunluglu lentden vo lent bagligindan ibarat olan qurgudur.

Tiring magim sokil 26-da tosvir olunur. Burada SA sonlu
avtomatdir.

Baslangic anda lento giris s6zli yazilir. Bu s6z hor hansi bir
sonlu X olifbasindan olan simvollarin sonlu ardicilligidir. Lentin
giris sOzili yazilan xanalarindan solda vo sagda olan vo sonsuzluga
gador olan galan xanalarda xiisusi bos simvol (A) vo ya araliq
(probel) simvolu yazilir. Bu simvollar giris simvollar1 deyil, lent
simvollar1 adlanirlar. Giris simvollarindan, bos vo ya «probel»
simvollardan basqa digor lent simvollar1 da ola bilor. Tiirinq
masininda B lent basligi (buna basliq da deyoacoyik) homiso hor
hans1 bir xananin qarsisinda dayanir. Bu xana skanirs olunan va ya
nozardon kegirilon xana adlanir. Baslangic olaraq giris soziiniin
oldugu xanalardan on solda olan xana nozordon kegirilir. B bashigi
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saga vo sola harakot edo bilir. Bazi adobiyyatlarda SA sonlu avtomati
ilo B lent baghg bir yerdo gotiiriiliir vo Tiiring masininin basligi vo
ya sonlu idaroedicisi adlandirilir. SA avtomatinin girising X
olifbasindan simvollar daxil olur, avtomatin ¢ixist iso L x{S,L,R}
kimi tosvir olunur. Burada S,L vo R xiisusi simvollardir.

Tiiring masiminin islomasi 7 =1,2,... diskret zaman anlarinda
bas verir. Hor bir anda B lent basliginin garsisinda dayanan xanadan
giris simvolu oxunur vo SA avtomatinin girisino daxil edilir. ©gor
avtomatin ¢ixisinda homin anda (a,,a) ciitlityli omalo golorss, onda

avtomatin qarsisinda dayanan xanaya ovvolki simvolun ovozino q;

simvolu yazilir. Sonra iso  « -dan asili olaraq B bashigi ya avvalki
yerda qalir (¢ =S oldugda), ya bir mévqe sola (a =L olduqda),
ya da ki, bir mévqe saga (& = R olduqda) horokot edir.

Beloalikla, SA avtomati lent lizro harakat etmokla, onun
xanalarini1 oxuya, onu poza vo ora tozo simvol yaza bilor. SA
avtomati ayrilmis yekun vaziyyatlords ola bilor. ©gor Tiirinq masini
bu vaziyyatlords olarsa, onda onun isi kosilir vo lentdo yazilmis
simvollar aparilmis hesablamanin naticasi kimi gobul olunur.

Umumiyyatlo, Tiiring masini miiasir algoritmlor
nozariyyssinde vo basqa saholordo boyiikk ohomiyyoto malik bir
vasitadir.

XX osrin avvalinde dahi riyaziyyat¢r D.Hilbert istonilon riyazi
hokmiin dogru vo yaxud yalan olmasini toyin etmok ti¢lin alqoritmin
axtarilmas1 haqqinda mosalo qarsiya qoymusdur. Xiisusi halda, o
sorusurdu, tam odadli birinci tortib predikatlar hesabinda ixtiyari
disturun dogru yaxud yalan olmasini miioyyon etmok tigiin iisul
vardirmu.

1931-ci ildo K.Hodel geyri-tamliq haqqinda mashur teoremini
cap etdirdi. O isbat etdi ki, tam odoadli birinci tortib elo diistur
moveuddur ki, tam ododlor {izerinde birinci tortib predikatlar
hesabinda onun dogrulugunu isbat etmok yaxud inkar etmok olmaz.

4]
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Sokil 26.

Predikatlar hesab1 «istonilon miimkiin hesablamalarin»
formalasdirmasinda yegans anlayis deyildir. Hogigoton do predikatlar
hesab1 «hesablama» deyil, deklarativ olmagla «qismon rekursiv
funksiyalar» da daxil olmaqla miixtolif notasiyalarla (sorti yazili
isaralomolor sistemi notasiya adlanir) rogabat apara bilir.

1936-c1 ildo Alan Tirinq «istonilon miimkiin hesablama
modeli olaraq xiisusi vasito toklif etmisdir. Bu vasito vo ya model
deklarativ deyil «masinaoxsar» olmusdur vo Tiiring masini
adlandirilmisdir. Qeyd edok ki, elektron vo hotta elektro-mexaniki
hesablama masinlar1 bu modeldan nisbaton sonra yaradilmigdir.

Miiasir dovrdo Tiiring masinina hor seydon ovval «dillori
tanityan» vo ya «problemlori hall edon» vasito kimi baxilir. Lakin
Tiirinqg 6z masinina natural qiymatli funksiyalarin hesablayicist kimi
baxirdi. Onun sxemlorindo natural ododlor vahidlik say sisteminda
tosvir olunurdu. Bels tosvir halinda adad eyni simvoldan ibarst olan
blok halinda tasvir olunur. Masalan, verilon » adadi » sayda eyni
bir simvoldan ibarat blok soklinda. Tiiring masini hesablama zamant
verilon simvollar blokunun ya uzunlugunu doyisir, ya da ki, lentin
basqa bir hissesinds yeni simvollar bloku yaradir.
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Tiiring masininin (TM) formal tosviri sonlu avtomatlarin vo ya
maqazin yaddasli avtomatlarin tosviri kimidir vo yeddilik
soklindadir:

M=(Q,Z,F,5,QO,B,F) s

harada ki, bu tosvirin komponentlori asagidaki moqsadlo istifado
olunur:

-0  coxlugu Tiring masmmmin  sonlu  avtomatinin
voziyyatlorinin sonlu ¢oxliigiidiir;

-X ¢oxlugu giris simvollarinin sonlu ¢coxlugudur;

-I' c¢oxlugu lents yazilan simvollar ¢oxlugudur (onlara lent
simvollart deyacayik). Aydindir ki, Z < I';

-0 kegid funksiyasidir. J kegid funksiyasinin arqumenti ¢

voziyyati vo X  lent simvoludur. ©gor d(g,X) toyin olunubsa,
onda onun qiymati (p,Y,D) {Ugliyli hesab olunur. Bu ii¢likde p

komiyyati O ¢oxlugundan olan voziyyotdir. ¥ komiyyati I
coxlugundan olan simvoldur vo bu simvol nozordon kegirilon
xanadaki simvolun yerino yazilir. D komiyyati iso lent basliginin
harakotini toyin edir vo yuxarida qeyd edildiyi kimi  {S,R,L}
coxlugundan olan simvollardan istonilon biri ola bilor;

-q, veoziyyati (Q-don olan voziyyotdir vo TM-in sonlu

avtomatinin baslangic voziyyatidir;

-B bos simvol vo ya araliq (probel) simvoludur. Bu simvol T’
coxluguna daxildir, lakin ¥ ¢oxluguna daxil deyildir, yoni giris
simvolu deyildir. Baslangic halda bu simvol lentin sonlu sayda
xanasindan (harada ki, bu sonlu sayda xanalarda giris soziiniin
simvollar1 saxlanilir) bagsqa qalan xanalara yazilmis olur. Xanalara B
simvolundan basqa yazilan simvollar qiymatli simvollar adlanir;

-F ¢oxlugu moagbul vo ya yekun voziyystlor ¢coxlugudur vo
FcQ.

2. Tiirinq masiminin konfiqurasiyasi. TM-in iginin formal
tosviri liclin onun konfiqurasiyalarinin tosviri sistemini vo ya ani
tosvirlorini qurmaq lazimdir. TM sonsuz uzunluqda lents malik
oldugundan belo diisinmok olar ki, TM-in ani tosviri miimkiin
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deyildir. Lakin istonilon sonlu sayda addimdan sonra TM ancaq
sonlu sayda xanani nozordon ke¢iro bilir vo bu say he¢ no ilo
mohdudlagmir. Beloliklo, istonilon ani tosvirdo hoalo ki, nozordon
kecirilmoyon xanalarin sonsuz prefikslori (s6z Onlori) vo sonsuz
suffikslori (soz sonlar1) vardir. Biitin bu xanalar ya araliglardan
(probellordon) vo ya da bu xanalarin sonlu ¢oxluglarindan olan
xanalar girig simvollarindan ibarot olmalidir. Belolikls, ani tosvira
ancaq qiymotli simvollardan ibarat olan on sol vo on sag xanalar
arasinda yerlogon xanalar qosulur. Ayri-ayr1 hallarda, harada ki,
basliq gqiymatli simvollardan gabaqda yaxud axirda olan probellordon
birini nazardon kegirir, probellorin sonlu say1 da homginin ani tosvira
daxil edilir.

Lentdon basqa, sonlu avtomati vo basligin mévqesini da tosvir
etmok lazimdir. Bundan 6trii voziyyat nozordon kegirilon xananin
bilavasits sonunda yerlosdirilir. Voziyyat lent simvollarindan forqli
olan simvollarla isara olunur.

Beloliklo, ani tosviri gostormok ticlin asagidaki kimi zencir
istifads olunur:

X, X,. X gX.X,,.X,.
Burada ¢ bashigr soldan i-ci xanami nozordon kegiron TM-in

voziyyatidir, X, X,...X, 159 sol vo sag konar qiymatli simvollar arasi
lent hissasini tomsil edir. M =(Q,%,T',9,q,,B,F) Tiring masininin
kecidi mﬁnasli‘l\?ti va ya sadoco olaraq miina$iboti vasitosilo
tosvir olunur (bu miinasibot MY-avtomatlarda istifado olunan
miinasibatdir). Bir qayda olaraq, sifirlari vo ya M Tiirinq magininin
bir ne¢o kegidlorini gostormok iiciin Vo ya'ﬁ ==

miinasibatindon istifads olunur.
Tutaq ki, (¢, X)=(p,Y,L), yoni baslq sola siiriisiir. Onda
X X,. X, gX. X .. X, |V X X,.X ,pX, YX. .X,.
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Aydmdir ki, bu ke¢id ¢ voziyystinin p voziyysting, X
simvolunun Y simvoluna doyisilmasina va lent bagliginin i—1 sayh
xanaya kecirilmosino sabab olur. Burada iki ohomiyyatli istisna
movcuddur.

1. ©gor i =1 olarsa, onda M Tiiring masin1 X, simvolundan
soldaki araligin (probelin) tizorino golir. Bu halda
X, X,.. X, W pBYX,.. X .

2.9gor i=n vd Y =B olarsa, onda X, -109ovoz edon B

simvolu sagda olan probelloro qosulur vo ndvboti ani tosvirdo
yazilmir. Belalikla,

X, X,..X, 9X, 'ﬁ X X,. X, ,pX, .

Indi forz edok ki, 5(q,X)=(p,Y,R) yoni, baslq saga siiriisiir.

Onda
XX, X qX.X,,.X, by XX, .X Y¥p

Bu halda da iki shomiyyatli istisna movcuddur.

1. Ogor i=n Vva (i+1)-ci xana araliq simvolundan
ibaratdirsas, onda

X, X,.. X, 9X, IV X, X,..X, YpB.

2.9gor i=1 va Y=B olarsa, onda B simvolu X,

i+l i+l"'Xn'

simvolunun yerino yazilir, sonsuz sayda probellor ardicilligina
birlasir vo ani tosvirde buraxilir. Belaliklo,

9X,X,.X, b pX,.X,.

3. Tirinq masmlarimin verilmasi iisullari. Tiring
maginlarinin verilmosi tigiin kegid codvellori vo kegid diaqramlari
iisulu istifads olunur.

M=(0Q,2%,T,0,q,,B,F) Tirinqg masininin ke¢id cadvalinde Q
voziyyatlor ¢oxlugundan olan hor voziyyoto bir sotr, I' lent
simvollart ¢oxlugunun har bir simvoluna isa bir siitun uygun golir.
Istonilon geQ vo X eI ciitii iiglin uygun satrlo uygun siitunun
kosismosindo O  kegid funksiyasinin  5(q,X)-0 uygun ugliyii
yazilir. Bu tiglik (p,Y,D) soklinds olur.
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Tiiring masininin codvali onun faaliyyati tiglin program hesab
olunur.
Niimuna 1.

M =(19,.9,-9,,95,94},10,1},{0,, X, Y, B},5,4,,B,{q,})

Tiiring masinina baxaq. Bu masinin ke¢id codvolino niimuno olaraq
sokil 27-da verilon kecid codvalini gostormak olar.

Tiiring masmiin kegid diagramlar tisulu ilo verilmasi onlarin
kecidlorinin qraflar vasitasilo tosviridir. Kecid diaqramlar1 diiyiin
noqtolorindon-topalordon ibaratdir vo bu topslor sonlu avtomatlarda
vo MY -avtomatlarda oldugu kimi TM-in vaziyyatlorine uygundur. ¢
voziyyatini p vaziyyati ilo birlogdiron qovs (ox) tizorinds bir vo ya
bir nego X/YD soklindo elementlor geyd olunur, harada ki, X vo
Y lent simvollar1, D isa istiqamotdir. Istiqgamat kimi L va R -lorin
ovozing uygun olarag <~ vo —> simvollan istifads olunur (ancaq
L vao R istigamotlori halina baxacagiq). Beloliklo, ogor
0(q,X)=(p,Y,D) olarsa, onda g-don p -yo aparan qovs {lizorindo
X/YD yazilir. Kegid diagraminin baglangic voziyyoti iizorindo
«baslangic» sozii yazilmis vo bu voziyyoto istiqgamotlonmis oxla
gostorilir. Magbul vo ya yekun voziyyetlor ikiqat dairslorle, qalan
voziyyatlor iso adi dairalorlo ohato olunurlar. B simvolunu araliq
(probel) simvolu hesab edacayik.

Vaziyyot 0 1 X Y B
90 (9,,X,R) B B (95.Y,R) }
q, (4,,0,R) | (9,,Y,L) B (9,,Y,R) )
q, (¢,,0,L) B (90, X,R)| (¢,,Y,L) }
q; B } B (¢5.Y,R) | (¢4,B,R)
q, j ) j ) )
Sakil 27.
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Niimuna 2. Sakil 27-ds kegid cadvali verilon vo niimuno 1-do
formal tosvir olunan TM-o baxaq. Bu TM-in ke¢id diagramini sokil
28-do oldugu kimi tosvir etmok olar.

Niimuna 3. Kosik forq funksiyasini hesablayan Tiiring masinini
qurmali.

Kosik forqi hesablayan Tiiring masimi asagidaki kimi toyin
olunur:

M= ({QOa%""’Q6}>{Oal}a{o’laB}aé"QOaB) .

Axtarillan M Tiiring masiinda mogbul yaxud yekun voziyyat
nazords tutulmur. M Tiiring masimi 0”10” sdziiniin (yoni m sayda
0, sonra 1 vo sonra n sayda O simvolundan ibarat olan s6z)
yazildig1 lentdon islomoys baslayir. Isin sonunda her iki torafden
probellarlo ohato olunan m L »n sayda O simvolundan ibarat olan
lent alinir.

Axtarillan M Tiiring masiminin kegid codvali sokil 29-da, kegid
diagrama 1so sokil 30-da verilir.

0/0— Y/Y «
YIY > 0/0 «
basl. O/X—)/<> 1/Y «
(%)
X/ X—
Y'Y >
B/B—
2
Y'Y >

Sokil 28.
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Voziyyat 0 1 B
9, (91,B,R) (95.B,R) B
4, (4,0, R) (4,1, R) -
q, (95.1,L) (9,1, R) (94,B,L)
q; (95,0,L) (g5.1,L) (9,B.R)
q, (9,,0,L) (94,B,L) (94,0, R)
ds (45, B,R) (¢5,B,R) (46,8, R)
96 B B B

Sakil 29.

M masint galan 0 simvollarindan on soldakini tapir vo onu
probello ovoz edir. Sonra o 1 simvoluna godor saga horokot edir. 1
simvolunu tapdigdan sonra 0 simvolu omolo golonodok saga
harakotini davam etdirir. 0 simvolunu 1 simvolu ilo avozloyir. Sonra
o0 tazadan sola harokat edarak on sol 0 simvolunu tapir va foaliyyatini
yuxaridaki kimi tokrar-tokrar yerino yetirir. Tokrarlama asagidaki
hallardan biri halinda sona yetir.

1. Sagdan 0 simvolunu axtardiqda araliq simvolu (probel) rast
golinir. Bu o demakdir ki, 0" -ds biitiin sifirlar 1-ls ovazlonib va 0" -
doiso n+1 sifir araliq simvolu ilo avazlonib. Onda M masin1 n+1
sayda vahidi araliq simvolu ilo avezlayir vo sifir simvolu alave
etmoklo lentdo m—n sifir saxlayir. Bu halda m>n oldugundan
m—-n=mln.

2. M masim dovre bagladiqda, avazine araliq simvolu yazmaq
tctin 0 simvolu tapmir, belo ki, artiq m sayda O simvolu B
simvoluna avazlonib. Bu o demokdir ki, n>m vo m_Ln=0. Bu
halda M masini qalan biitiin 1 vo 0 simvollarin1 B araliq simvolu
ilo ovazlayir va isini bos lentlo qurtarir.

B/B—

1/1 «
0/0 «




Milli Kitabxana

Sakil 30.

Qurulan M Tiring masmt  ¢,,4,,....q, Voziyyetlorindo
asagidakilar1 yerina yetirir.
q, vaziyyati. Bu vaziyyat dovrii baslayir vo lazim oldugda onu

yekunlagdirir. ©gor M masint 0 simvolunu nozaordon kegirirsa, dovr
davam etmolidir: 0 simvolu B araliq simvolu ilo avazlonir, bashq

saga siirlisir vo M masimi ¢, voziyyatino kegir. ©gor 1 simvolu
nazordon kegirilirsa onda lenti bosaltmagq tiglin g5 voziyyatino kegilir.

q, vaziyyati. Bu voziyyot 1 simvolunu tapmaq tictin 0
simvollarindan ibarat baglangic bloku buraxir. 1 simvolunu tapan
kimi g, voziyyotino kegilir.

q, vaziyyati. Bu vaziyyatdo M masini 1 simvollarindan ibarat
bloku 0 simvolu omolo golono kimi buraxmagq tigiin saga siiriistir.
Sonra 0 simvolu 1 simvoluna doyisir, basliq sola siiriisiir vo g,

voziyyatino kecilir. Lakin, miimkiindiir ki, 1 simvollarindan ibarat
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blokdan sonra 0 simvolu qalmasmn. Onda ¢, veziyystindo M
masint B araliq simvoluna rast golir. Onda yuxarida tosvir olunan
hal 1 rast golinir. Bu zaman M masm1 g, voziyyatino kegir.

q, vaziyyati. Bu voziyyotdo M masminin bash§ araliq
simvolu rast golona kimi 0 vo 1 simvollarin1 buraxmagqla sola harokot
edir. Sonra basliq saga stirtisiir, g, voziyyotino kegir vo, beloliklo,
yeni dovr baglayir.

q, vaziyyati. Bu voziyyoto goldikde hesab olunur ki, ¢ixma
omoliyyati qurtarmisdir, lakin birinci blokdan bir 0 simvolu artiq
olarag B araliq simvolu ilo ovozlonmisdir. M masininin bashg B

araliq simvoluna rast golonadok biitiin 1 simvollarin1 B simvoluna
cevirmaklo sola siiriisiir. Son simvol 0 simvolu ilo avozlonir vo M

masini g, voziyyetino ke¢ir vo dayanir.
qs vaziyyati. Bu voziyyato M masimi ¢, voziyystindon golir

vo bu zaman hesab olunur ki, birinci blokda biitiin 0 simvollar1 araliq
simvolu ilo oavaz olunub. Yuxarida tosvir olunan hal 2-yo gore kosik
forq sifra borabordir. Odur ki, M magim biitiin 0 vo 1 simvollarin1 B
araliq simvolu ilo avozloyir vo nohayat g, voziyyaotino kegir.

qs voziyyati. Bu voziyyot M Tiiring masininin dayanmaq
voziyyotidir.

4. Tiirinq masmmin dili. Tiring masinmin dili tanimasi
intuitiv olaraq tosvir olunur. Giris sozii (zonciri) lento daxil edilir,
yani soziin simvollar1 ardicil olaraq lentin xanalarina yazilir vo basliq
on sol simvoldan baslayaraq nozordon kecirilmoys baslayir. Ogor
Tiiring masint nohayat mogbul vaziyyatlorden birino kecorss, onda
giris gobul olunur — taninir, oks halda giris taninmur.

Dilin taninmasinin formal toyinino baxaq. Tutaq ki,
M=(Q,xI,0,q9,,B,F) -Tirinq masmidir. Onda bu Tiirinq
masinmin ~ L(M) dili dedikdo X" -dan olan sozlor ¢oxlugu basa
disiiliir, harada ki, bu sozlor tigiin hor hansi bir p e F vo istonilon
o vo f lent simvollar1 zonciri halinda g,w apf olur.
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Tiiring magminin tanidigr diller rekursiv sadalanan vo ya RS-
dillor adlanir.

Tiiring magminin daha bir anlayisi onun dayanmasi anlayisidir.
Bu anlayisa mogbul dayanma vo ya yekun dayanma da deyilir.

Ogor Tiring masmi ¢ voziyystinde X lent simvolunu
nozardon kegirorso vo bu halda kec¢id olmazsa, yoni 8(¢,X) toyin
olunmayibsa, onda deyirlar ki, Tiirinq masin1 dayanir. Sonda mogbul
voziyyatdo olub yaxud olmayib dayanan Tiiring masiinin dilino
rekursiv dil deyilir.

6. Tiring masiminin iimumildsmoalori. Tiiring masininin
timumilagsmolorinde sonlu avtomatda yaddasin olmasi, lentdo bir
neco cigirin olmasi nozordo tutulur. Bununla yanasi ¢oxlentli Tiirinq
masint da todqiq olunur. Tiiring masinmin novlorine qgeyri-
determinik Tiiring masinlari, mohdudiyyatli Tiiring masinlari,
multistekli (bir ne¢co maqazin yaddasli) Tiiring masinlari vo s. aiddir.
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FOSIL 6. KODLASDIRMA NO9Z9JRIYYOSI

§ 1. Kodlasdirma nazariyyasi vo onun problemlari

1. Mbslumat manbalori vo onlarin tsvir iisullar.
Kodlagdirma masalalori riyaziyyatda boyiik ohomiyysts malikdir.
Kodlasdirma obyektlorin 6yronilmosini  digor bir obyektlorin
Oyranilmasine gatirmays imkan verir. Buna niimuns olaraq adadlorin
onluq say sistemindo tosvirini, analitik hondsado koordinatlar tisulu
ilo hondoasi tosvirlorin analitik ifadoslorlo tosvirini vo s. gostormok
olar. Lakin bu niimunolordo kodlasdirma vasitasi komoke¢i vasitadir
vo o todgiqat predmeti deyildir. Idarsedici sistemlorlo alagodar olaraq
kodlagdirma nisboton basqa xaraktero malikdir. Bununla olagodar
olaraq kodlasdirma nozariyyesindo sistematik todqiqata zorurot
yaranmigdir.

Kodlasdirmanin totbiq olundugu on miihiim sahslordon biri do
rabito sahosidir. Burada osas masalolar sokil 1 asasinda izlonila bilor.

MSITyMaT MSTyMaTbIH sutars YBIXBILIAA JBIXBII
MSHOSICH Koy »  kaHal MSUTyMaTblH |—p .
BI Koy
KOZJIanIIbIpMa Koppekcuiia
Tmpud
MSHOSII N
Sakil 1.

Tutaq ki, sonlu sayda simvollardan-horflordon ibarat olan
U={a,.....a.} olifbast verilmisdir. 4=ga;a,...,a; soklindo olan

sonlu simvollar ardicilligi U iizorinds s6z adlanir, hansi ki, a; € U,

(=1n. Tutaq ki, S(U)—U olifbasi iizorindo olan biitiin sozlor

¢oxlugudur, S" iso S(U) ¢oxlugunun har hansi bir altgoxlugudur.
207



Milli Kitabxana
S" altgoxlugundan olan sézloro molumatlar, S’ altcoxlugundan olan
sOzlori yaradan (emalo gotiron) obyekto iso molumatlarin monbayi
deyilir. Obyekt avtomat, insan va s. ola bilor.

Kodlagdirma nozoriyyosi masololorindo adoton molumat
monbolori hagqinda olavo irformasiyalar da istifado olunur. Bu
irformasiyalar molumat monbalarinin hor hansi bir qaydada tosviri
soklindo olur. Molumat monbolorinin asagidaki tosvir {isullari
moveuddur:

a) Nozori-goxluq tosvir tsulu. Bu tsul halinda giic
xarakteristikalar1 gqeyd olunur, masalon, S'—m uzunluqlu biitiin
sozlor ¢oxlugudur vo s.;

b) Statistik tosvir iisulu. Bu iisul halinda S’ ¢oxlugunun
ehtimal xarakteristikalar1 verilir. Masalon, S’ =S vo molumatlarda
a,,a,,...,a, harflorinin omolo golmasinin uygun olaraq py, ps,..., P,

ehtimallar verilir (p; +py +...+ p,. =1);

¢) Montiqi tosvir. Bu iisul halinda S’ ¢oxlugu hor hansi bir
«dil» kimi tosvir olunur. Bu «dil» S’ ¢oxlugunun qurulma iisulunu
xarakterizo edir. Masalon, S’ hor hansi bir avtomat vasitosilo
yaradila bilor vo s.

2. Kodlagdirma anlayisi. Tutaq ki, B ={b;,b,,....b,} olifbast

verilib. Bu olifba tizorindo olan sozii B ilo isaro edok. Biitlin belo
sozlor ¢coxlugunu iso S(B) ilo isars edok.

Tutaq ki, S(U) c¢oxlugundan olan hor bir sozi S(B)
coxlugundan olan s6za ¢eviron F' inikasi verilmisdir, yoni B € S(B)
vo AeS(U) tgiin B=F(A). Bu halda B s6ziino A so6ziiniin
kodu deyilir, A4 sozindon onun B koduna keg¢ilmosing
(qurulmasina) iso kodlasdirma deyilir. Kodlasdirma nozariyyoasindo
F' inikas1 hor hanst bir alqoritmlo verilir.

Kodlagdirma nozoriyyossindo miixtolif kodlasdirma tisullari
Oyranilir. Bu tisullardan bozilorina baxagq.

Olifba kodlagdirmasi. U olifbasinin simvollari (harflori) ilo B
olifbas1 tizorindo olan bozi sozlor arasinda asagidaki uygunluga
baxagq:
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al—Bl, az—Bz,...,ar—B},. (Z)
Bu uygunluq sxem adlanir vo X ilo isaro olunur. ¥ sxemi
asagidaki qaydada olifba kodlagdirmasi toyin edir: S'(U)-dan olan

horbir 4=aq;a; ..q;
1 2 n

soziino B = B; B; ...B; sozii qarsi qoyulur vo
busoéz A4 soziiniin kodu adlandirilir. By, B,,...,B, sozlori elementar
kodlar adlanir.

Miintazom kodlasdirma. Tutaq ki, {4,4,,...,4,}¢oxlugu U
olifbas1 tizerinde cilit-clit miixtalif olan m uzunluglu sozlerin
altcoxlugudur. Aydindir ki, 4 = A; 4, .. 4; soklinds ayrilisa malik
olan A sozii yegans ayrilisa malikdir. Tutaq ki, S'(U)¢oxlugu U

olifbasindan yuxaridak: sokilds ayrilisa malik olan sézlorin har hansi
bir altgoxlugudur. Asagidaki sxemo baxaq:

A—B,, Ay—B,,...,4,—B,. ()

Y sxemi miintozom kodlasdirmani asagidaki qaydada hoyata

kegirir:  §'(U)-dan  olan  hor bir A=4; 4, ..4; s6zind
B =B, B, ..B, sbziiqarsiqoyulur vobu 4 s6ziiniin kodu adlanir.

q -liik kodlagdirma. B ={0,1,...,q — 1} slifbasina baxaq, harada
ki, ¢ > 2. Tutaq ki, 4 ixtiyari ¢oxluqdur. 4 c¢oxlugunun ¢ -likk
kodlasdirilmas: dedikdo bu ¢oxlugun elementlorinin B olifbasi
tizorinds olan sozlors ixtiyari bir inikasi basa diistiliir. Xiisusi halda,
g = 2 olduqda bels kodlagdirmaya niimuns kimi ikilik say sistemindo

tosvir gostorilo bilor. Masolon, natural ododlor agagidaki kimi ikilik
kodlagdirilir: 0 — «0», 1 — «1», 2 — «10», 3 — «11» vai.a.
Tutaq ki, B={0,1} olifbast (bu olifba binar slifba adlanir)

tizorinde B={v,,i=0,1,..} elementar kodlar c¢oxlugu verilib.
A={a,,i=0,1,..} olifbasinin kodlar1 a, —v, sxemi ilo verilir. ©gor
belo olitba kodlagdirmasi halinda

LU, ..U, =V, U, ..V,
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boraborliyindon almarsa ki, =k vo i =j, t=1,..,k, onda

V ={v,,i =0,1,...} kodlar1 ayrilabilon (bdliinabilon) kodlar adlanir.

Kodlar miixtolif xtisusiyyotlor osasinda secilirlor (qurulurlar).
Bu xtisusiyyatlors asagidakilar aiddir:

1) Kodlarin 6tliriilmosinin - asanlifi  noqteyi-nozorindon.
Masalan, ikilik kodlar1 texniki olaraq asan istifads etmok olar;

2) Anlasighiq noqteyi-nozorindon. Moasslon, masin kodlar
prosessorun isi ticlin ¢ox alverislidir;

3) Rabito kanalinda yiiksok 6tiirmo gabiliyysti tomin etmok
noqteyi-nozarindon;

4) Tohriflora davamliliq néqteyi-nozorindon;

5) Kodlasdirma alqoritmindo miioyyon bir xassolorin oldo
edilmasi noqteyi-nozorindon (mosalon, kodlasdirmanin sadoliyi,
birgiymatli dekodlasmanin miimkiinliiyii) vo s.

4. Rabits kanali vo malumatlarin tohrifi. Rabito kanalina bir
girisdon va bir ¢ixigsdan ibarat olan qurgu kimi baxila biler. Kanalin
girisino B kod sozii daxil olur, ¢ixisda iso B’ kod sozii alnir. B’
hor hans1 bir B’ olifbasi iizerindo olan sozdiir vo B’ = f(B). Ideal

olago kanali halinda B’'= B (tohrifsiz kanal halinda) vo hom do
B'=B olur.

Tohrif monbolori rabito kanalinda sohvlor yaradir vo bunun da
noticosindo kanalin girisino daxil olan molumatla onun ¢ixisinda
alinan molumat arasinda forq yaranir. Bu forqin omoelo golmosi
molumatin tohrif olunmasi adlanir. Tohrif monbalorinin tosviri tigiin
iki tisul istifads olunur:

a) montiqi-kombinator tosvir isulu. Bu iisul ayri-ayr1 tosadiif
olunan sshvlorin sayina mohdudiyyastls baglhdir;

b) statistik tosvir {isulu. Bu tdisul monbonin ehtimal
xarakteristikalarinin verilmosi ilo baghdir.

4. Molumatlarin dekodlasdirilmasi. Rabits kanalinda malumatlar
tohrifs maruz qaldiqda B' # B olur. Burada B’ rabits kanalinin
cixisinda olan malumatdir.

Kanalin c¢ixisinda molumat kodlarinin  korreksiyast ancaq
xlisusi  molumat kodlar1 halinda miimkiindiir.  Korreksiya
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omoliyyatindan sonra dekodlagdirma bas verir. Aydindir ki,
dekodlasdirma heg¢ do biitiin kodlar tiglin miimkiin deyildir. ©gor

F 1 ks inikast méveuddursa onda dekodlasdirma miimkiindiir.
Umumiyystlo, dekodlasdirma koddan uygun molumata kecid
prosesidir.

§ 2. Birqiymotli dekodlasdirma

1. Birqiymotli dekodlagdirma meyari. U vo B olifbalar

ticlin asagidaki X sxemi ilo verilon olifba kodlagdirmasina baxagq:
a—B,, a,—B,,....a—B, . (2)
S'(U) = S(U) gotiirak, yani molumatlar manbasi U slifbasinda

olan biitlin so6zlori yaradir (emolo gotirir). Aydindir ki, olifba
kodlagdirmas1 S(U) ¢oxlugunun S(B) ¢oxluguna inikasini amolo

gotirir. Sy (B) ilo S(U) ¢oxlugunun bu inikasda obrazini igars edok.
S(U)-nun Sy (B)-y» inikas1 qarsiliglt birqiymotli oldugu halda
dekodlagdirma mumkiindiir, yoni B koduna goro ilkin A4

molumatini barpa etmok olar, harada ki, 4 molumatinin kodu B
sozidiir.

Niimuna 1. Tutaq ki, U={aj,a,}, B={b,b,} vo olifba
kodlagmasinin sxemi asagidaki kimidir:
a]—b] , dy —b1b2 .
Tutaq ki, B" vo B" sozlori uygun olaraq 4" vo 4" sozlorinin
kodlaridir. Aydindir ki, A" # A", onda B # B".

Dekodlasdirma prosesi asagidaki kimi aparilir. B € S (B)
sozl elementar kodlara ayrilir. Qeyd edok ki, B  sozindo b,
horfinin her bir daxil olmasinda b; harfi do istirak edir. Bu da biitiin
(biby) ciitlorinin ayrilmasma imkan yaradir. B soziindo qalan
hissalor b; horflorindon ibarot olar. Ogor B soziinds har bir (bb,)
ciitinii a, ils, qalan by harflorini ¢ ilo ovoz etsok, onda B kodunun
proobrazi olan 4 sozini alariq. Tutaq ki, B =bbbybbybibbib,.
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Ciitlori ayirdiqdan sonra alariq: B = by (b, )(bb,)bib(b,D,) . Burada
bi-i ay ilo, (biby)-ni a, ilo ovaz etsok A =aa,a,a1a41a, alarq.

Aydindir ki, olifba kodlasdirmasi ancaq vo ancaq o zaman
qarsiliglt birqiymatli olar ki, o, ayrilabilon kodlar vasitasilo verilsin.

Coxlu sayda niimuno gostormok olar ki, olifba kodlagmasi
qarsiliglt birgiymatliliyo malik olmasin. Bununla olagodar olaraq
belo bir sual ortaya ¢ixir: olifba kodlagdirmasinin £ sxemins gors
onun qarsiligh birgiymotlilik xassosine malik olmasini miioyyan
etmok miimkiindiirmii. Bu masalonin hall edilmasinin ¢atinliyi ondan
ibaratdir ki, sonsuz sayda sozlori bilavasito yoxlamaq lazim golir.

Olifba kodlagdirmasinin qarsiliglt birqiymatliliyinin timumi
olamotini vermoazdon oavval qarsiligh birqiymatlilik {i¢iin sado bir kafi
olamoto baxagq.

Taorif 1. Tutaq ki, B sozii B = B'B" soklindodir. Onda B' sozii
B soziniin avvali vo ya prefiksi, B" sozii iso B sOziiniin sonu
adlanir.

Toarif 2. ©gor istonilon i vo j tglin (14, j<r, i#j) B,
s0zii B; soziiniin baslangici (prefiksi) deyildirss, onda deyirlor ki,

sxemi prefiks xassosino malikdir.

Aydindir ki, perefiks kod ayrilabilon koddur (oksi
imumiyyatlo desok, dogru deyildir).

Teorem 1. Ogor X sxemi prefiks xassosino malikdirss, onda
olifba kodlasdirmasi qarsiligli birqiymatli olar.

Isbati. Oksini forz edok, yoni forz edok ki, Sy (B) -don olan hor
hans1 bir B sozii iki proobraza malikdir, demoli, hom do iki
elementar kodlara par¢galanma moévcuddur:

B=B;B;..B;, B=B;B;.B;

hrn T =

=B; ,~-~,B,- =B Bl-” ;tBjn . Bu halda Bi,, V)

it Ji el Jn1”?

B, sbzlorindon biri digarinin prefiksidir. Bu iso X sxeminin

Tutaq ki, B

prefikslik xassosino malik olmasina ziddir. Demali, prefiks xassasine
malik ¥ sxeminin amolo gotirdiyi olifba kodlasdirmasi qarsiliql
birqiymeotlidir. O
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Asanligla gostormok olar ki, prefikslik sorti qarsiligh
birqiymotli kodlagsdirma {i¢tin zoruri sort deyildir. Masolon, niimuno
1-5 baxmaq olar.

Tutaq ki, B:bl-l...bl-n sozii S(B) -don olan sozdiir. B ilo B
soziiniin «oks olunmasi»-n1 isaro edok, yoni B =b; ..b; . R B

asagidaki kodlagsma sxemini isaro edok.
al—El, a—B,,..,a,—B,. )

Aydindir ki, ¥ vo I sxemlori ilo toyin olunan olifba
kodlagdirmas1 eyni vaxtda ya qarsiligh birqiymatli olar, ya da ki,
qarsiligh birqiymotli olmaz. Bu fikir do teorem 1-i asagidaki kimi
giiclondirmoys imkan verir.

Teorem 2. Ogor ya I sxemi, ya da % sxemi prefiks
xassosino malik olarsa, onda T sxemi (¥ sxemi) ilo verilon olifba

kodlagdirmasi garsiliglh birqiymotli olar.
Y sxemino malik olifba kodlagdirmasina elo niimuno

gostormok olar ki, £ ve I prefiks xassosino malik olmasim, lakin
olifba kodlasdirmas1 qarsiliglt birqiymotli olsun. Bunun igilin
asagidaki niimunays baxagq.

Niimuno 2. Tutaq ki, U={a|,a;,a3} vo B={b,b,,bs}
olifbalar1 verilmisdir. Asagidaki X kodlasdirma sxemins baxaq:

ay—by, ay—bb,y, a3—bsby. ()

Aydindir ki, £ vo ¥ sxemlori prefiks xassosino malik
deyildirlor, lakin olifba kodlasdirmasi qarsiligh birqiymatlidir.
Hoagigoton do, agor B € S5 (B) olarsa, onda bu s6z birqiymatli olaraq
elementar kodlara pargalanir:

- b, horfindon solda bilavasito b; dayanirsa (bb,) ciitiinii
ayiririq;

- b; horfindon sagda bilavasito b; dayanirsa (bsb)) ciitiinii
ayuririq;

- biitin (H;by) vo (b3by) ciitlorini ayirdigdan sonra ancaq by
simvollar1 qalir.
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Bundan sonra hesab edoacoyik ki, ¥ sxemindo elementar kodlar
clit-ctit miixtalifdir. Bir sira igsarolomolori daxil edok. /(B) ilo B

sozliniin uzunlugunu, yoni bu sdzdo olan simvollarin saymi isaro
edok. Xiisusi halda, B; elementar kodunun uzunlugunu ¢(B;) =/,
gotirok. L ilo /(B;..B,)-1 isaro edok, yoni X sxeminin
«uzunlugunuy isars edok.

V={v,,0,,...,0, ,} elementar kodlar ¢oxluguna baxaq, hansi
ki, m=2 va v, elementar kodlar1 B = {0,1} olifbas1 tizorindadir.

v, (i=0,.,m-1) kodunun uzunlugunu ¢, ils isare edok. Tutaq ki,

lo = Omax/i .
Teorem 3. Tutaq ki, ¢,,/,,...,¢, , - natural adadlorin ixtiyari
yigimidir (m=>2). )="1,i=0,m—1 uzunluglu

V={v,,0,,...,0, ,} ayrlabilon kodunun mévcud olmasi ii¢iin zoruri
vo kafi sort asagidaki barabarsizliyin 6donmaesidir

miz*”f <1.
i=0

Isbat. Zorurilik. Ixtiyari V = {v,,v,,...,0,_,} kodu iigiin

m—1
hy, (x) = ini(ul)
i=0

funksiyasini daxil edok.
V' kodunun n sayda s6ziindon ixtiyari ardicilligla diizoldilmis
sozlor ¢oxluguna baxaq (miimkiindiir ki, tist-listo diigon, masalon,

m—1

DyU,..0y 5 UpDy..DysecsUgDy. D) 5eeis Uy U, 1D
%/_/ %r_/

n soz n sz n soz n soz

Bu kodlar ¢oxlugunu ¥ ils isars edok. Onda
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( )_ . _ . . .
V" ={wli=0,m" -1, o, =0, 0, .0, 5 ip50y,00, €10,1,...;m—1} Vo

n .
N )
i= E im"}.
J=1

V™  coxlugunun elementlorino niimuno olaraq asagidakilari
gostormok olar:
W) =Vy0,..0,, @, =UyV,;..0,,...

ey @y = 0G0, s @, =0, D, 00,

®, soziniin uzunlugunu A(w,) ils isars edok. Aydindir ki,
M) =LV, )+ (V) +..+L(v, ).
Asanligla gostormok olar ki,
h,/(n) (x) =[hy (x)]".
Indi forz edok ki, V ={v,,0,,..,0, ,} ayrilabilon koddur vo
(.=0,(v). M, ilo V' kodunda i uzunluguna malik s6zlorin
sayini isara edok. Aydindir ki,

m"—1 n?max

N i

hV(ﬂ) (2) = 22 (@) = ZMIZ ]
i=0 i=1

(burada n¢_, —V" kodunda on uzun kodun uzunlugudur).

Kod ayrilabilon oldugundan 7 kodunun biitiin sozlori
miixtolifdir vo, beloliklo, 1-don n¢ _, -a qoder biitlin i -lor {igiin

M, <2" (burada 2" 0 va l-don ibarat i uzunluqlu biitiin miimkiin
y1gimlarin sayidir). Bunu va son barabarliyi istifads etmokls alariq:

m— "Rl 1l ax
(212““) =Y M2'< Y I=nl,,.
i=0 i=1 i=1
Buradan da

m—1

—l;
> 27 <ynt
i=0
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m—1
lim4/nf . =1 oldugundan aling: » 27" <1.

n—0 =0

Kafilik. Tutaq ki, £,,0,,...,0
yigimidir (m>2) vo

m—1
Y2t (1)
i=0

sortini Odoyir. Gostorok ki, /((v,)=/¢,, i=0,m—1 uzunluqlu

- natural odadlerin ixtiyari

m—1

V ={0,,0,,..,0, ;} kodu movcuddur. Umumiliyi pozmadan farz

m—1

edok ki, /,</,<..</ ,.Asagidaki gq,,...,q, , adadlorine baxaq:
4y =0,

i—1
¢,=22", i=Lm-1.
j=0

Aydindir ki, 0<gq, <1, belo ki, (1) qlivvodadir. g, yegano
tosvira malikdir:

9= icﬁ'i)z_j )
j=1
hans: ki, ¢! €{0,1}.
V ={v,,v,,...,0, ,} koduna baxaq, hans1 ki,
0, = Vel .c
h>i oldugundan ¢, >/, vo q,>q,+2". Odur ki, kod
prefiks koddur vo, belalikls, ayrilabilon koddur. - 0
Niimuna 3. by=2,0,=2,0,=3,0,=4 uzunluglu
V ={v,,v,,0,,0;} prefiks kodunu qurmali.
Aydindir ki,
23:2—" =1/2°+1/2°+1/2° +1/2" =
Y Sl4+1/4+1/8+1/16=11/16<1.
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Odur ki, teorem 3-o0 goro axtarilan kodu qurmaq olar. ©vvalco

q,-9,-9,.9; 2dadlorini tapaq:
q,=0,q,=1/2°,q,=1/2°+1/2°=1/2,q,=1/2+1/2".
Bu halda
(D=0, =0; e =0, = L¢P =1, e =0, ¢ = 0;
(D=1, =0, =1, e =0.
Beloliklo, v, =00, v, =01, v, =100, v, =1010.
Demali, V ={00,01,100,1010} .
Natica 1. Istonilon V ={v,,v,,...,u,_,} ayrilabilon kodu iigiin

bu kodun kod sozlorinin uzunluglari ilo eyni uzunluglara malik olan
kod sozlori y1gimindan ibarat olan prefiks kod mévcuddur.

(1) borabersizliyi ayrilabilon kodlar tgiin Kraft-Makmillan
barabarsizliyi adlanir.

Niimuna 4. a) Verilon V ={01,10,100,111,011} ayrilabilon

kodunun kod so6zlori uzunluqglart ilo eyni uzunluglu kod sozlori
yigimindan ibarat olan prefiks kodu qurmali.

Aydindir ki, ¢,=2,0,=2,0,=3,/,=3,/,=3. Kodun
ayrilabilon kod olmasini yoxlayaq:

27042722 27 =1/2+3/8=7/8<1.
Demoli, kod ayrilabilen koddur. ¢,,q,,9,,9; vo q, komiyyatlorini
hesablayagq:

q,=0,q9,=1/2°,q,=1/12°+1/2°=1/2,
q;=1/2+1/8,q,=1/2+1/8+1/8=1/2+1/4.
Beloliklo, v, =00,v, =01, v, =100, v, =101, v, =110. Buradan
da prefiks kod asagidaki kimi olar:
V,={00,01,100,101,110}
b) V={10,101,111,1011} ayrilabilon kodunun kod sozlori

uzunluglart ilo eyni uzunluglu kod sozlori yigimindan ibarat olan
prefiks kodu qurmali.
Ovvalca verilon kodun ayrilabilon olmasini yoxlayagq.
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27427427427 =1/4+1/4+1/16 =9/16 < 1.
Demoli, kod ayrilabilondir. Aydindir ki, ¢/, =2, ¢, =3,
t,=3, 1,=4.
q,=0,q9,=2",q,=2"+27,q,=2"+27+27 =27".
Buradan da alinq: v, = 00,0, =010, v, =011,0v, =1000.
Demoli, axtarilan prefiks kod: V,={00,010,011,1000;

kodudur.
Tutaq ki, B = {0,1} slifbasi tizerinds olan biitiin s6zlor coxlugu

B ilo, V iizorindo olan biitiin sézlor ¢oxlugu ¥~ ilo isaro olunub vo
V" iso V" -dan olan biitiin sozlorin ovvali olan sozlor coxlugudur.
Ogor V" =B olarsa, onda B slifbasi iizorindo olan ¥ koduna tam

kod deyilir.
Teorem 4. V ={v,,v,,...,0, ,} ayrilabilon kodunun tam kod

olmasi tiglin zoruri vo kafi sort onun prefiks kod olmasi vo asagidaki
sortin 6donmosidir:

m—1

Y 2=y,
i=0

Niimuna 5. 'V, ={00,01,100,101,110,111} kodu tam koddur,
belo ki,
5
D27 =27 427427 427 427+ 27 =1
i=0
V, = {00,01,100,101,1 10} kodu tam deyildir. Ciinki
27427427427 +27=1/2+3/8=7/8<1.

Tutaq ki,
B, =pB,..B, p". 2)
B; kodunun trivial olmayan ayrihisidir, yoni B; =B, (
p'=p"=A, A-bos sozdir — he¢ bir simvola malik deyildir)
ayrilisindan  forqli ayriligdir. Bu ayrilisgda hesab olunur ki,

asagidakilar 6donir:
218



Milli Kitabxana
a) f' elementar kodla qurtara bilmaz;

b) " baslangic (prefiks) kimi elementar kodu o6ziindo

saxlamur;
(2)-do w sifirdan boyiik vo ya ona borabar olan tam ododdir.
(2)-nin monas1 ondan ibarotdir ki, B; elementar kodunda hor hansi

bir ' baslangicint vo har hans1 bir #” sonunu atmagq olar ki, qalan

hisso elementar kodlara pargalansin.
Aydindir ki, hor bir B; fgiin (2) sokilli ayrilis sonludur.

Biitlin 7-lor vo B; -nin biitiin ayrilislar1 halinda w odadlori arasinda
on boytiytinti W ilo isaro edok: W =maxw.

Niimuna 6. Tutaq ki, U={a,,a,,a3,a4,as}, B=1{b,b,,b3} vo
> kodlagsma sxemi asagidaki kimidir:

a—biby, ay—byb3by, a3—byb;, ()
ay,—bbybiby, as—bybibybybs.
2</, <6 oldugundan W <3. Digoer torofdon, B, =b,b,b,b,b; =
=b,B,B,,odur ki, W =2.

U olifbasi iizorindo olan vo uzunlugu N ododini agmayan
biitiin sozlor ¢oxlugunu § N (U) ilo isaro edok. Aydindir ki, § N (U)
sonlu ¢coxluqdur vo giicii  »+ 2 +...+r" -5 borabordir.

Olitba kodlasdirmasinin qarsiliglhi  birqiymaotlilik meyari
asagidaki kimidir:

Teorem 5. X sxemli hor bir olifba kodlagdirmas: ii¢iin elo N,
odadi moveuddur ki, olifba kodlagdirmasinin qarsiliql birqiymatlilik
problemi § No (U) sonlu ¢oxlugunun kodlagdirilmasiin analoji
problemina galir vo

N, <[ +1)(L-r+2)/2].
Burada [x] ilo x ododinin tam hissosi, yoni x adodini agmayan on
boylik tam adod isars olunmusdur.
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2. Birqiymatli kodlasdirmanin taninmasi alqoritmi. Bu
alqgoritm qraflar nozoriyyasi dilindo sorh olunur. Tutaq ki, £ sxemli
kodlasdirma asagidaki kimidir:

a,—B,,a,-B,,....a —B,. )
Hor bir B, elementar kodu iigiin
B, =ﬂlBi1"'Bimﬂ” (3)

soklindos biitiin trivial olmayan tosvirlora baxagq.

B, ilo asagidakilari 6zlinds saxlayan ¢oxlugu isars edok:

a) A bos soziini;

b) (3) soklinds hom so6zo6nii (prefiks), hom do ki, s6zsonu kimi
rast golon S soziinil.

B, -dan olan hor bir s6zo miistovi lizorinds bir noqte qarst
qoyagq.

Tutaq ki, f'.p"€B,. Asagidaki sokildo biitiin ayriliglara
baxagq:

B,=p'B,..B, p".

Hor bir belo ayrilis ticiin g’ vo f" soézlorine uygun olan
noqtalori istigamatlonmis (B'-don p"-0) parca ilo birlosdirok vo
homin parganin tizorino B, ...B, yazaq. Bu qayda ilo alman grafi
I['(X) iloisaro edok.

Teorem 6. X sxemli olifba kodlasdirmasinin qarsiligl

birqiymotlilik xassosino malik olmamasi tiglin zoruri vo kafi sort
I'(Z) grafinin A topasindon kegon oriyentasiyali dévrodon ibarot

olmasidir.
Niimuno 7. Tutaq ki, U={a,,a,,a;,a,,a;}, B=1{b,,b,,b,}.
Asagidaki sxemli olifba kodlagdirmasina baxagq.
a,-bb,, a,-bb;b,,a,-b,b,,a,—b,b,b,b;,a; —b,b,b,b,b,. (%)
Aydindir ki, asagidaki trivial olmayan ayrilislar mévcuddur:
B, =(b,)(b,); B, =(b)(bsb,) =(bb;)(b,); B;=(b,)b;);
B, =(b,)(b,b,b;) = (b,b,)(b,b;) = (b,b,b,)(b;) ;
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B5 = (bz )(b1b2b2b3) = (bz )(bzbz )(b2b3) = (bzbz )(b2b2b3) =

= (bzb1b2 )(b2b3) = (b2b1b2b2 )(bs) .
Demoali,

B, = (b1b3 )(bz) , B, = (b1b2 )b,b;) =B, (b,b;),

B5 = (bz )(blbz )(b2b3) = (bz )B/B3 .

Buradan da B, ={A,b,,b,h,} alinir. Bu coxluq osasinda
qurulan I'(Z) qrafi sokil 1-doki kimidir. Goriindiiyii kimi I'(X) -da
A

BB,

b & by bs
A

Saokil 1.
oriyentasiyali dovro oldugundan (¥) kodlagsma sxemi garsiliqh

birqiymotli deyildir. Bu dévro B =B,b,b,b,B,B; sozinii omalo
gatirir vo bus s6z agagidaki iki proobraza malikdir:
B=(B,b,b,;)(b,B,B;),yoni A'=a,a;
\6)
B=B,(b,b,b,)B,B;,yoni A"=a,a,a,a,.

Niimuna 8. Tutaq ki, U ={a,,a,,a;,a,,a;}, B=1{b,,b,} .

Asagidaki ¥ kodlasdirma sxemino baxaq:

a,—b,,a,-b,b,, a,—b,b,b,,a,—b,b,b,b,, a; =b,b,b,b,. (X)

Asagidaki trivial olmayan ayrilislar movcuddur:

B, =(b,)b, =b,B,,

B; = (bz)(bzbz) =B, (bzbz)o B; = (bzbz )(bz) >

B4 = (bz )(bz)(bzbz) = (bz )Bl (bzbz)a B4 = (bz )(b1b2b2) = sz3 >
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B4 = (bzbz)(bzbz) = Bz (bzbz)’ B4 = (bzbez)(bz) s

B; =(b,)(b,b,b,) =(b,b,)(b,b,) = (b,b,b,)(),).
Demoali,
B,=b,B,; B, =B,(b,b,);
B,=(b,)B,(b,b,); B,=b,B,; B,=B,(b,b,);

B; = (bz )(bzbzbz) = (bzbz)(bzbz) = (bzbzbz )(bz) .

Buradan da, B ={A,b,,b,b,,b,b,b,}. Belalikls, sokil 2-do
tosvir olunan vo A -dan kegon oriyentasiyali dovroyos malik olmayan
I['(X) qrafim aling. Odur ki, ¥ olifba kodlasdirmasi qarsiligl
birqiymatlilik xassosino malikdir.

bzbz

bzbzbs

Saokil 2.

3. Qarsihgh birqiymatli kodlarin xassasi. Tutaq ki, ¥ sxemli
olifba kodlasdirmasi verilmisdir:

a,—B,,a,-B,,....a —B, .

I
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B olifbasinin elementlorinin sayini ¢ ilo isara edok. Tutaq ki,

0, =U(B),i=1r.

Teorem 7. (Makmillan barabarsizliyi). Ogor ¥ sxemli olifba
kodlasdirmasi qarsiligl birqiymatlilik xassasine malikdirss, onda
]
— <
z} q" "

Ishati. U alifbasi iizorinds olan vo 7 uzunluguna malik biitiin
miimkiin olan s6zloro baxaq. Biitlin bu sozlor asagidaki ifadonin
komakliyi ile yaranir:

(a,+..+a)".

Burada motorizo agildigdan sonra (vurma yerino yetdikdon
sonra) kommutativlik nozoro alinmir, har bir toplanana bir s6z kimi
baxilir vo bu zaman

a,a, ..a,
hasilina U slifbasinda s6zlorin yaziligt kimi baxilir. Aydindir ki, a,

simvolu ikinci, ..., a. simvolu #-ci motorizo

l'l

simvolu birinci, a

daxilino aiddir. Beloliklo, alirq:

(a,+...4a,) = Zailaiz...ain :

Bu so6zlore aid kodlar a,-1 B,-lo,...,a. -1 B, -lo ovoz etmoklo alinir.
Beloliklo, aliriq:
(B,+..+B)" = > BB, .B, . 4)
(513 5ennsly)
Olifba kodlagdirmasinin qarsiliqht birqiymatliliyina gora, ogor
(F5eesl, ) # (Jypees J,u) s YOOI @, .a, #a; ..a, olarsa, onda
B, ..B #B,..B, .
(4) eyniliyi asagidaki eyniliys uygundur:
(g +ag )= g )

(75
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Aydindir ki, burada sag torofdo eyni bir moxracli hadlors (4)-
don eyni uzunluqlu B, B, ...B; sozlori uygun golir.
tilo £, +..+(, comini isaro edok. (4)-don 7 uzunluguna
malik olan B, B, ..B, sbzlorinin saymi v(n,r) ilo isaro edok.

Aydindir ki, verilon s6z ¢ uzunluguna malik s6z olmazsa, onda
v(n,t) =0 olar. Tutaq ki, ¢=max/,.Onda alarq:

I<i<r

nl
=L+t ) -
Z q " —ZV(”J)'Q "
t=1

iy sy
Olifba kodlasdirmasinin qarsiligli birqiymatliliyine goére alinir
ki, v(n,t)<g' va, belaliklo,

nl
Zv(n,t) g <nl.
t=1
Bu baraboarsizliyi (3) borabarsizliyi ilo birlosdirsok, alariq:
Zq_f" < W .
i=1

Bu borabarsizlik biitiin 7 -lor tigiin dogrudur. Sol toraf z-don
asilt deyildir. Ona goro do »n—>o0 olmaqla borabarsizliyin hor
torofindo limito kegsok alariq:

belo ki, lim4/nf = 1. 0

§3. Minimal izafilikli kodlar

Tutaq ki, U={q,,..,a.}(#=2) olifbast vo p,p,,..p,

ehtimallar yi1gim1 verilmisdir, belo ki, p, (i=1,n) ehtimali g,
simvolunun omolo golmasi ehtimalidir vo  p,+p,+..+p. =1.
Tutaq ki, hom do B=1{b,,...,b,} slifbasi da verilmisdir (¢ > 2). Onda

coxlu sayda X olifba kodlagdirmasi qurmaq olar.
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a,—-B,,a,-B,,....a —B,, (X)
harada ki, bu sxemlor hamisi1 qarsiligli birgiymatli olar. Xiisusi halda
elementar B,,B,,...,B, kodlarin1 eyni bir ¢ uzunlugunda gotiirmak
olar, harada ki, ¢ =]log, [ .
Hor bir ¥ sxemi {i¢lin kodlasdirma izafiliyi adlanan vo
elementar kodlarin uzunluglarinin riyazi gézlomasi kimi toyin olunan

¢, komiyyoti daxil etmok olar:

C o =Zpi£i’ l,=1(B).
i=1

Aydindir ki, ¢ ¥ sxemi ilo kodlagdirma zamani sozlorin

uzunlugunun neco dofs artmasini gostorir.

¢, komiyysti V ={B,,...,B.} kodunun doyori kimi do
adlandirilir vo L, (P) kimi ds isars olunur, belo ki, P={p,,...,p,} -
dir.

ort

ort

Niimuna 1. Tutaq ki, r=5,4¢=2 va p,=0,20, p,=0,20,
p; =025, p,=020, p; =0,15.

Tutaq ki, ¥ kodlasdirma sxemi asagidaki kimidir.

a,—000,a,-111,a,-01,a,—1,a;—001.

Bu kod qarsilight birqiymatlilik xassesine malikdir. Kodun
izafiliyini hesablayaq:

l,,=3020+3-020+2-0,25+1-0,20+3-0,15=2,35.

Aydindir ki, izafilik komiyyeoti bir kodlagdirma sxemindon
basqa bir sxemo keg¢dikdo doyisir. Ona goro do hor bir molumatlar
manbayi ticlin /., komiyyatini daxil etmok olar vo bu komiyyat

L= £,
diisturu il toyin olunur. Burada minimum qarsiligh birqiymatlilik
xassosing malik biitin miimkiin ¥ kodlasdirma sxemlori {izro
gotiriiliir. Aydindir ki,

1<, <]log, .
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Bu diistur onu gostorir ki, /. komiyyotino yaxin olan 7, izafilikli

kodlart qurduqda Jlog, r[ kemiyystindon bdyiik olan izafiliys malik

1

kodlar1 nozors almamaq olar. Demali, belo sxemlor {i¢iin
pl; <]log, rl.

¢, ‘hesablandiqda p =0-a uygun hadlor nozoro alinmadigindan
Px = mir(} P, qobul etmokls alariq ki, istonilon i {igiin
iip;#
’ < llog, r{

i b

D+
harada ki, p, #0.Demali, /. </, <]log r[.
Torif 1. £ sxemi ilo toyin olunan vo /¢, =/, sortini 6doyan

kod minimal izafilikli kod vo ya Xafman kodu adlanir.

Qarsiliglt birqiymatli slifba kodlagdirmasi haqqinda teoremlora
goro minimal izafilik veron vo prefiks xassosino malik olan olifba
kodlagdirmast movcuddur. Ona géra do minimal izafilikli kodlar1
tapmagq ticlin prefiks xassosino malik kodlara baxmaq kifayotdir.

Minimal izafilikli kodlarin qurulmasi masalalorine baxaq. Har
bir prefiks xassali olifba kodlasdirmasina kod agaci garsi qoymaq
olar. Buna agsagidaki niimuns halinda baxagq.

Niimuna 2. Tutaq ki, U ={a,,a,,a,,a,,a;,a,}, B=1{b,,b,,b,}.
a,—-bb, , p, =022,
a,-b, , p,=020,
a;—bb, , p,=0,14,
a,—bb, , p,=0,1,
a;—bb,b;, , p;=0,33.
Bu kod prefiks xassasino malikdir vo orta izafiliyi asagidaki kimidir
,,=2-022+1-020+2-0,14+2-0,11+3-0,33=2,13.
Elementar kodlar sokil 1-ds verilon kod agacini amalo gatirir.
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Sokil 1.

Kod agacinda son topo noqtolori agacin kokiindon baglayan
yolun (budagin) toyin etdiyi elementar koda uygun golir vo bu
topoloro elementar kodun omolo golmosi ehtimali yazilir. Asanligla
gormak olar ki, son topolorine ehtimallar yazilan kod agaci prefiks
xassaind malik olifba kodlasdirmasi verir.

Umumiliyi pozmadan farz edok ki,

p,2Zp,2...2p,.
Lemma 1. Minimal izafilikli kodlar ii¢iin p, < p, sortindon

aliir ki, £, > /.

Notico 1. Minimal izafilikli kodlar iigiin kod agacinda ¢’
yarusunda son topado yazilan ehtimal qiymatlori ¢">/¢" sortini
odoyon /" yarusunda son topodo yazilan ehtimal giymotlorindon
kigik deyildir.

Kod agaclarinda topolordon ¢ixan tillorin say1r homin toponin
uygun olaraq budaglanma doracosi adlanir.

Torif 2. Ogor sonlu agacda biitiin topalorin (ola bilsin ki,
sondan avvalki yarusda olan bir topo istisna olmaqla) budaglanma
doracalari 0 vo ya g -ya (istisna olunan topads budaqlanma doracasi

189 ¢, -a borabordir, harada ki, 2<¢q, <q) borabar olarsa, onda belo
agac ifrat agac adlanir.
Asanligla gérmok olar ki, g, odadi
r=t(g—1)+gq,
miinasibotindon toyin olunur. » odadini (¢ —1)-o bolorok qaligt

tapaq (ogor istisna olunan topo olarsa, onda qaliq 1-o barabar olmaz):
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g, = {q —1 , ogor qaliq 0 —a beraberdirse, 1)
0 lqahga, oger qaliq >?2 ise.

Lemma 2. (1) mohdudiyyoti daxilindo kod agaci ifrat olan
minimal izafilikli kod mévcuddur.

Isbati. Isbat iciin yuxarida gostarilon tipli kod agaci iizorindo
iki cevirmaya baxaq, harada ki, bu ¢evirmalar izafiliyi artirmur.

1. Sonuncu yarusda tilin logvi. ©gor sonuncu yarusda kod
agacinda diiz bir til mdvcuddursa, onda bu tillo B=B'b elementar
kodu p ehtimali ilo baglidir, hom do B’ he¢ bir basqa elementar
kodun prefiksi deyildir. Bu tili lagv etmoklo vo p ehtimalini tilin
cixdigr topaye gotirmokls yeni kod agaci alariq. Bu ¢evirmadon X

sxemindon X' sxemina kecid alinir, belo ki, ¥ sxemindo B kodu
B' kodu ilo avoz olunur. Aydindir ki,

Fort =£ort 4 SEort‘

2. Kod agacinin sonuncu yarusundan tilin ifrat olmayan agacin
tilino kogtiriilmasi. Tutaq ki, kod agacinda sonuncu yarusda on az1 iki
til mévcuddur. Demali, son topasine p ehtimalinin yazildig: til vo
hor hansi bir elementar B kodu mdvcuddur. Tutaq ki, ¢’ yarusunda
({'<(—1) tops mdvcuddur vo ifrat deyildir. B’ ilo bu topoyo
uygun sozil isars edok. Topanin ifrat olmadig ligiin B“bj -nin heg bir
elementar kodun prefiksi olmadigi b; simvolu mévcuddur. Bu halda
sonuncu yarusun adi ¢okilon tilini verilon ifrat olmayan toponin j -ci
istiqamotino kogiirmok olar. Beloliklo, B elementar kodunu B°h i

koduna doyismokls X sxemindon X’ sxemini aliriq vo bu zaman
0, =L, —pl+pl(BY+1)</
1 vo 2 ¢evirmolori baxilan sinifdon istonilon prefiks kodu, o
cimlodon minimal izafilikli kodu, izafiliyi doyismadon agact ifrat
olan koda ¢evirmoyo imkan verir. O
Qeyd. Kod agaci ifrat olan minimal izafilikli koda baxaq.
Istisna olunan topadon ¢ixan va sonuncu yarusda olan tillor dastosini
gotlirok. Ogor belo topa yoxdursa, onda sonuncu yarusdan istonilon

ort *

228



Milli Kitabxana
tillor dostosini gotiirok. Tutaq ki, gotiiriilon dostads tillorin say1 g, -

dir, 2<g¢g,<q. Maksimal wuzunluglu elementar kodlarin

yerdoyismosi ilo gotiiriilon dostonin son topolorindo asagidaki ehtimal
qiymatlorinin yazilmasina nail olmaq olar

Prgyeir P
Alinan kodu gotirilon kod adlandiracagiq. Aydindir ki, gotirilmis kod
ugtin - p, . ;,..., p, chtimallart birgiymatli toyin olunurlar, bels ki,
onlar tonlikden birqiymotli olaraq tapilan ¢, parametri ilo verilir.
Mosalon, r =8, g =4 olduqda
8§=3t+gq,
tonliyindon 7=g¢q, =2 aliriq. Bu zaman ayrilan dostoya p, vo pq

ehtimallar1 yazilir.
Teorem 1 (reduksiya). Tutaq ki, (r,q) parametrli vo

D;»---»p, ehtimalll minimal izafilikli prefiks kod verilmisdir. Uygun
kod agacinda ancaq son topoloro aparan vo 2<g¢,<gq
borabaorsizliyini 6doyon ¢, sayda tillorin ¢ixdig1 topolora baxaq.

pis P, (p, 2.2 p, ) ilo verilon tillor dostosinin son topsloring

yazilan ehtimallar1 isaro edok. ©gor r>g¢ iso, onda verilon tillor
dostosini logv etmoklo vo onlarin ¢ixdigi topays p=p, +...+ P,

ehtimalin1 yazmaqla (»',q) parametrli

Pioss Pi1s Pipiises Piy 15 Pi, v15++ P> P (1)
ehtimall1 minimal izafilikli koda uygun kod agaci alariq, harada ki,
r'=r—q,+1 (i;=1vayai, =r oldugda (1) ardicilig1 p, ., ilo
baslayir voya p - ilo qurtarir).

Teorem 1 lemma 1-lo birlikdo minimal izafilikli kodlarin
qurulmasi1 {glin alqoritm verir. Alqoritm teorem 1l-in (r,q)
parametrli vo p,,...p,(p, =...2 p,) echtimallarli gatirilmis koda
totbiqino osaslanir. Tillor dostesi olaraq ¢, sayda tildon ibarot
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(2<q, <q) tillor dostosi gotiiriiliir. g, parametri birqiymatli olaraq
ilkin verilonlor asasinda toyin olunur. Dastonin son topalorine yazilan
pr—q0+1 s P,

ehtimallar1 da homginin ilkin verilonlor osasinda birqiymatli toyin
olunurlar, bu da ki, » > ¢ olduqda reduksiya vasitasilo alinan kodun

parametrlorini tapmaga imkan verir. Biz r'=r—q+1<r,q'=q vo

D5 Pry,» p chtimallarint alirig, harada ki, p = p +...+p,.

r—qo+l1
Beloliklo, reduksiyanin ¢oxsayli totbiqi noticesinde r<gq

oldugu masolo alinir vo ogor elementar kodlar tigiin birsimvollu
elementar kodlar gotiiriilorso onda bu masalos trivial hallo malikdir.

Niimuna 3. 1) Tutaq ki, r =4,9 =2 vo p, =049, p, =0,22,
p; =020, p,=0,09.Optimal kodu qurmali.
Qurma prosesini asagidaki kimi tosvir etmok olar:

— 0,51 |0
D, 0,49—> 049 ——> 0,49]1
029
D> 0,22 022
P; 0,20 | g
Py 0,09_17

Reduksiya ilo bagli ti¢ addima malik oluruq. Tosvirde baglanan
kvadrat moteriza ilo birlosdirilon hadlor gostorilir. Kodlar1 qurmaq
iiglin hor bir métarizo iigiin ehtimallar ilo B-don olan simvollarin
altcoxlugu arasinda qarsiligh birqiymatli uygunluq qurmaq lazimdir.
Bu ntimuns halinda yuxari sirada olan birlosdirilon odads 0, asagida
olan ododo iso 1 simvolu qarsi qoyulur. Sonra iso oks istigamotdo
D;»---»p, simvollarina dogru horokoto baslanilir vo métorizelordon
ke¢makls uygun kod yazilir. Masalon,

0,51-0,29-0,20- p,
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yolu 000 kodunu,

0,51-0,22—p,
yolu iso 01 kodunu verir. Beloliklo, asagidaki kodlagdirma sxemini
aliniq:
a,—1,a,-01,a,-000,a,-001.
2) Tutaq ki,
r=5q=2,p,=034,p,=0,18,p;,=0,17,p,=0,16,p; =0,15 .

Optimal kodu qurmali.
Qurma prosesi asagidaki kimidir:

065
—> 0,35 0 35
p, 0,34 0,34 034

0,31 0, 3]

p, 018 0,18 Y

p; 0,17 0,1 7]?

p, 016 |0

Ds 0,]5]1

Asagidaki yollari aling:
0,65-0,31-0,15—-p;; 0,65-0,31-0,16-p,;
0,35-0,17-p;;  0,35-0,18—p,;

0,65-0,34-p,.

Beloliklo,
a,—00, a,-10, a;-11, a,-010, a;—-011,

l,,=034-2+0,18-2+0,17-2+0,16-3+0,15-3=2,31.
3) Tutaq ki, r=6,9=2,p,=06, p,=0,1, p,=0,09,
p, =008, p;, =007, p, =0,06. Optimal kodu qurmali vo onun

cokisini tapmali.
Qurma prosesi asagidaki kimidir:

p, 06 0,6 0,6 0,6]0
239041
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0,17 0,17
0,13 0,13
p, 01 0,1 0,1
ps 0,09 0,09
p, 0,08 0,08
ps 0,07
p, 0,06

Sxemdon asagidaki yollar aliriq:
0.6 -p,;
0,4-0,23-0,1—p,;
0,4-0,17-0,09—p;;
0,4-0,17-0,08-p,;
0,4-0,23-0,13-0,07 - ps;
0,4-0,23-0,13-0,06 - p, .
Beloliklo, optimal kodlasdirma sxemi asagidaki kimidir:
a,—0,a,-101,a;,-110,a,—-111,
a;—1000,a, —1001.
L(p)=0,6-1+(0,1+0,09+0,08)-3+ (0,07 +0,06)-4=193.
Reduksiya zamani hor bir addimda ehtimallar qiymatlorine
goro nizamlandirilir. Bu nizamlanma he¢ do homiso birqiymatli

olmur, bels ki, eyni qiymats barabar olan ehtimallar da yarana bilor.
Niimuna 4. Tutaq ki, r=7,g=4 vo

p, =023, p,=0,14,p,=0,15,p,=0,13,
ps=0,12,p,=0,10, p, =0,09.
Tutaq ki, B =1{0,1,2,3} .
Bu niimuns halinda reduksiyani iki tisulla aparmaq olar.

—»0,58 |0
p, =023 0,23 0,231

232 2
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p,=0,19 0,19 0,19
0,19
p; =0,14 0,14
p, =013 0,13
ps =012 0,12
p, =010
p, =0,09
—0,58 |0
p; =023 0,23 0,23 |1
—0,19 0,19 |2
p, =019 0,19 |o
p; =0,14 0,14 |,
p, =013 013
ps =012 0,02_] 5
P, = o,zoili
p,=0,09_]1

Bu isullar osasinda kvadrat motorizo daxilindo  olan
elementlori yuxaridan asagir 0,1,2 vo 3 odadlori ilo némralomoklo
asagidaki iki olifba kodlagdirmasi sxemini alariq:

a,—1,a,-2,a,-01,a,-02,a,-03, a, —000, a, — 001, )
a,—-1,a,-00,a,-01,a,-02,a;,-03,a,—20,a,-21. (0258

Yuxarida sorh olunan kodlasdirma tisulunda hesab olunurdu ki,
D;>Pss---p,  chtimallar arasinda on ¢oxu biri sifira borabor ola
bilar.

D;»---»p, ehtimallarinin miixtalif vo p, =...=2 p, vo hom do bu
ehtimallardan sifra borabor olanlarin say1r vahiddon boyilik oldugu
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halda minimal izafilikli kodlarin qurulmas: halina baxaq. Tutaq ki,

p;2..2p, >0 va
Dy =-=p, =0, r—r,>1.

Ovvolco mosalo (1, +1) girig simvoluna malik olifba vo

Pises P, P,y (burada p. ., =0) ehtimallart halinda hall olunur.

Tutaq ki, B,,..B, ,B

kodlardir. Sonra iso B, ,, elementar kodu atilir vo a a, horflori

rp+12° M

minimal izafilikli kodlar {i¢clin elementar

o+l

ticlin elementar kod olaraq asagidaki sokildo s6zlor gotiiriiliir:
B ,=B ,B"", .. .B =B_B",

1+l rp+1

harada ki, (¢(B“")=..=¢B")ve bitin  B®" . BY
mixtolifdirlor. Aydindir ki, belo qurulan kod minimal izafiliklidir vo
prefiks xassosini 6dayir.

Minimal izafilikli kodlarin qurulmasi ii¢clin yuxarida tosvir
olunan iisul Xafman iisulu adlanir. indi iso optimal kodlara yaxin
olan kodlarin qurulmas: {i¢iin iki tisula baxaq. Bu iisullardan biri
Fano, digori iso Sennon iisuludur. Bu {iisullarda B ={0,/} hesab
olunur.

Fano iisulu kifayat qodor sadodir. U olifbasinin simvollari
ehtimallarinin  artmamasi ardicilligi ilo nizamlanir. Sonra iso
simvollar siyahis1 iki ardicil hissays boliiniir. Bu hissoys bolme
zamani elo edilir ki, hom birinci vo hom do ikinci hissoyo daxil olan
simvollarin ehtimallariin comi miimkiin qader bir-birine yaxin
olsun. Birinci hissays aid olan simvollara 0, ikinci hissoys aid olan
simvollara 1 simvolu uygun qoyulur. Sonra iso har bir hissaye daxil
olan simvollar da yuxaridaki qaydada iki ardicil hissays boliniir vo
onlara da 0 va 1 simvollar1 uygun qoyulur. Bu proses alinan hissoda
on azi iki simvol olduqda tokrarlanir vo i.a. Proses qurtardigdan sonra
har bir simvola hissolora bélma zamani uygun qoyulan simvollar (0
vo ya 1 simvollar1) ardicillifi qarst qoyulur. Bu qayda ile alinan kod
prefiks vo tam kod olur.

Niimuna 5. 1) Tutaq ki, r =11 va

rp+1
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p, =021, p,=019, p,=0,15, p, =0,07,p, =0,06, p, =0,06,
p, =0,06, p, =0,05, p, =0,05, p,, =0,05, p,, =0,05.

Fano tisulu ilo optimala yaxin kodu qurmali.
Qurma prosesini asagidaki cadval vasitasilo tasvir edok.

a [ p, [T 2] 3 [ 4
a, | 021 |0 [ 00

a, | 0,19 | 0 [ 01 [ 010

a, | 0,15 |0 |01 [ oIl

a, | 007 [ 1|10 [ 100 | 1000
a, | 0,06 | 1|10 | 100 | 1001
a, | 0,06 | 1|10 [ 101 | 1010
a, | 0,06 | 1|10 | 101 | 1011
a; | 005 | 1 [ 11 [ 110 | 1100
a, | 0,05 |1 |11 | 110 | 1101
a, | 0,05 | 1|11 [ 111 | 1110
a, | 005 | 1|11 | 111 [ 1111

Codvoldon goriindiiyii kimi  kodlasdirma sxemi asagidaki
kimidir:
a,—00,a,-010,a,-011,a,-1000, a; —1001, a;, — 1010, a, — 1011,
ag—1100,a,-1101, a,,—1110,a,, —1111.
Kodun izafiliyi iso asagidaki kimidir:
0, =021-2+(0,19+0,15)-3+4(0,07+3-0,06 +4-0,05)=3,24 .
2) Tutaq ki, r=35,9=2, p,=0,34, p, =0,18, p, =0,17,
p, =016, p; =0,15. Fano tsuluilo optimala yaxin kodu qurmal

va kodun qiymatini tapmali.
Qurma prosesini asagidaki codval vasitasilo tosvir edok:
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ai pi 1 2 3
a | 034 [0 [00

a, |018 |0 [0

a, |07 [T [10

a, | 016 |1 [11 [110
a; | 015 |1 [11 [111

Demoli, a,-00,a,-01,a,-10,a,—-110,a;,—111.
L(p)=(0,34+0,18+0,17)-2+(0,16 +0,15)-3=2,31.
3) Tutaq ki, r=6,9=2, p, =0,6, p, =0,1, p; =0,09,
p, =008, p; =0,07, ps=0,06. Fano isulu ilo optimala yaxin
kodu qurmali vo kodun giymatini tapmali.
Qurma prosesi agagidaki cadval vasitasils tosvir edok:

a | p,| 1| 2 3 4
a, 0,610

a, | 0,1 | 1]10] 100

a; |0,09] 1 10101

a, 0,08 1|11 110

a; 0,07 1|11 1111110
ag | 0,06 1| 11| 111| 1111

Demoali,

a,—0,a,-100,a,-101,a,-110,a;,—1110,a,—-1111.
L(p)=0,6-1+(0,1+0,09+0,08)-3+(0,07+0,06)-4 =193 .
Optimal kodlara yaxin olan kodlarin Sennon tisulu ilo
qurulmasia baxaq. Bu iisul ancaq biitiin ehtimallar sifirdan boyiik

oldugu halda istifads olunur. Sennon tisulu agsagidakilardan ibaratdir.
Simvollar ehtimallarin azalmasi ardicillig1 ilo nizamlanirlar.

p; ehtimalima malik a; horfino ¢, ododinin sonsuz ikilik kosro
ayrilisinin vergiildon sonraki ilk ¢, =]log//p,[ sayda rogomlor
ardicillig1 uygun qoyulur, harada ki,
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i—1
q,=>.p, @(=0,m-1I).
j=0

Aydmdir ki, 2>i olduqda (va, beloliklo, p, <p,) (, 20, va
1>q,>q,+p,>q,+2" olur. Odur ki, alinan kod prefiks kod olar.

Sonra alinmig koddan kesilmis kod (raqemlarin sayr mohdud) aliriq,
hansi ki, optimal koda yaxin kod olur.

Teorem 2. istonilon P ={p,,p,.....p,_,;} paylanmasi halinda

m=1 m—1
Zp[ logi <L(P)< Zpi logi+ 1
i=0 i

i=1 i i i
miinasibatinin qlivvodo olmast liclin zoruri vo kafi sort elo
ly,0,,....0, , tam adadlorinin mévcud olmasidir ki,
p,=2",i=0,..,m—1
olsun. Burada
L(P)= mz]pi logi.
i=0 P

Niimuna 6. Tutaq ki, a,,a,,a,,a;,a,,a;,a, simvollarinin
omologalmo ehtimallart p, =0,20, p, =0,20, p, =019, p; =0,12,
p, =011, p; =0,09, p, =0,09 -dir. Optimal kodlagdirmani tapmali.

Sennon tisuluna uygun kodlasdirma asagidaki codvoalds verilir.

a, 12 l, q, Sennon kodu
a, 0,20 3 0,00 = 0,000 000

a, 0,20 3 0,20 = 0,001 001

a, 0,19 3 0,40 = 0,011 01

a, 0,12 4 | 0,59=0,1001 100

a, 0,11 4 0,71=0,1011 101

a, 0,09 4 0,82 =0,1101 110
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a, 0,09 4 0,91=0,1110 111
Kodun 2,81
doyori

§4. Sohflors nazaratedici kodlar haqqinda
qisa malumatlar

Rabito sistemlori verilonlor (molumatlar) monbasini verilonlori
qobul edonlorlo kanal vasitasilo birlosdirir. Kanala rabito kanali da
deyilir. Kanala niimuns koaksial kabellor, telefon sobokasi, optik
liflor gobokasi, kicik dalgali elektromaqnit xatlori vo hotta magqnit
lentlori vo disklori ola bilor. Rabito sistemlorinin layiholondirilmasi
zamani kanalin girisini hazirlayan vo ¢ixisin1 emal edon qurgular
yaradilir.

Verilonlor monbasindon rabito sistemino daxil olan verilonlor
(molumatlar) ilkin olaraq monbo koderi vasitosilo emal olunur vo
daha yigcam halda toskil olunur. Bu araliq tosvir simvollar
ardicilligindan ibarot olur vo monbonin kod sézii adlanir. Sonra
molumatlar kanal koderindoe emal olunaraq monbo kod sozlori
ardicilligindan kanal kod sozlori adlanan simvollar ardiciligina
cevrilirlor. Kanal kod s6zlori monba kod s6zlorine nisboton daha
uzun ardicilligdan ibarot olur vo bu da izafi hesab olunur. Kod
sOziintin hor bir simvolu bit goklindo vo ya mimkiindiir ki, bitlor
grupu soklinds olur.

Buradan sonra modulyator qurgusu kanalin kod s6ziiniin har bir
simvolunu miimkiin sonlu analoq signallar1 ¢oxlugundan olan uygun
analoq signalina ¢evirir. Analoq simvollart ardicillig1 kanal vasitasilo
otirtilir. Kanalda miixtalif tohrifedici tosirlor oldugundan kanalin
cixist ilo girisi bir-birindon forqlonir. Kanalin ¢ixist demodulyasiya
oldugdan sonra alinan simvollar ardicillif1 gobuledilon s6z adlanir.
Kanalda tohriflor, yaxud interferensiyalar oldugundan qobul edilon
soz kanalin kod sozii ilo he¢ do homiso {ist-tisto diismdir.

Kanal dekoderi qabul edilon sozds sohvlari tapa bilmaesi tigiin
izafilikdon (artiqligdan) istifado edir vo bunun nasticasinde monbao
kod soziiniin «qiymatlondirilmasini» yaradir. ©gor biitiin sohvlor
diizoldilibsa, onda monbo kod soziiniin «qiymotlondirilmasi» ilo
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monbanin ilkin kod sozii iist-listo diislir. Monbonin dekoder qurgusu
koder qurgusunun yerino yetirdiyi omoliyyat1 oksino yerino yetirir vo
naticads alinan molumat istifadagiys verilir.

Sohvlora nozarotedici kodlarin tarixi amerika alimi Klod
Sennonun 1948-ci ildo c¢ap etdirdiyi islordon sonra baslamisdir.
Aydindir ki, hor bir kanal t¢iin kanalin 6tiirmo gabiliyyati adlanan
vo saniyads otiirtilabilon bitlorin maksimal sayini gostoron C ododi
movcuddur. Sennonun fikrinco ogor sistemdon tolob olunan
informasiya 6tiirmo siirati R (saniyads bitlorlo 6l¢iiliir) C —don kigik
19, onda sohvlare nozaratedici kodlardan istifado etmokls elo rabito
sistemi qurmagq olar ki, ¢ixigsda sohvin olmasi ehtimal1 istonilon qodor
kicik olsun. Sennonun bu nozoriyyasindon ¢ixir ki, haddon artiq yaxsi
rabito sistemi qurmaq ¢ox vosait tolob edir. Iqtisadi cohotdon
sorfolidir ki, kodlasdirma nozariyyaesi istifade olunsun. Lakin Sennon
yaxst kodlarin neco tapilmasi haqqmnda he¢ bir molumat
vermomisdir, ancaq belo kodlarin movcud olmasimi isbat etmisdir.
XX osrin 50-ci illorindo «yaxs» kodlarin axtarilmasma ¢oxlu
quvvalar calb edilmasino baxmayaraq o qodar do yaxsi naticolor oldo
edilmomisdir. Sonraki on illiklor bu maraqli maessloys az fikir
verilmisdi. Bunun ovozino kod todqigatgilart osas iki istigamotdo
uzunmiiddatli tadqiqat islori aparmaislar.

Birinci istiqgamat tomiz cobri xarakter dagimisdir vo osason blok
kodlarma baxilmisdir. Ik blok kodu Xemming torofindon 1950-ci
ildo daxil edilmisdir. Bu kodlar bir sohvi diizoltmoys miivoffoq olur.
50-ci illorin sonunadok bu sahade irsliloyis olmamigdir. Eyni bir
nozoriyyays osaslanmayan kicik uzunluqlu ¢oxlu kodlar tapilmisdir.
Osas iroliloyis, Bouz vo Roy-Coudxuri torofindon 1960-ciilds,
Xokvingem torofindon iso 1959-cu ildo ¢oxqat sohvlori diizoltmoyo
imkan veron kodlar sinfinin tapilmasi ilo bagli olmusdur. Bels kodlar
BCX kodlar1 adlanir.

Rid vo Solomon 1960-ci ildo BCX kodlart ilo bagh olan vo
ikilik olmayan kanallar tigiin kodlar sinfi tapmaigslar.

BCX kodlarimin kosfi «bork» vo «yumsaq» koder vo dekoder
qurgularinin qurulmasinin praktik {isullarmin axtarilmasina tokan
verdi. ik yaxs1 {iisul Piterson torofinden verilmisdir. Sonralar
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Pitersonun tosvir etdiyi hesablamalar1 yerino yetirmoyin giicli
algoritmi Berlekemp vo Messi torofindon toklif edilmisdir. Bu
alqoritmlorin realizasiyasit yeni roqom texnikasi yaranan kimi
praktikada istifado olunmaga basladi.

Kodlagdirma sahosinds todqiqatlarin ikinci istigamati ehtimal
xarakterino malikdir. Ilkin todqiqatlar holo molum olmayan blok
kodlart siniflorinin on yaxsilarinin  sshvlorinin  ehtimallarinin
qiymatlondirilmasi ilo olagodar idi. Bu todqiqatlar kodlasdirma vo
dekodlagdirmanin ehtimal noqteyi-nazorinden basa diisiilmosi cohdi
ilo bagh idi vo bu cohd ardicil dekodlasdirmaya gotirib ¢ixartdi.
Ardicil dekodlagdirmada bloklu olmayan sonsuz uzunluqlu kodlar
sinfi daxil edilir. Belo kodlar1 agaclar vasitosilo tosvir etmok vo
agaclarda axtarig alqoritmlorinin komokliyi ilo dekodlasdirmaq olur.
On somorali agacvari kodlardan bagli kodlar1 niimuns gostormok
olar. Bu kodlart xatti stirlisdiirma registrlor dovresi ilo, ardicilliqh
masinlar  vasitosilo yaratmaq olar. Bu zaman molumatlar
ardicilligmin baglanmasi1 omoliyyati hoyata kecirilir. 50-ci illorin
sonunda bagli kodlar {¢tin ardicil dekodlasdirma alqoritmlori
yaradilmigdir. Belo kodlar {i¢iin Biterbi alqoritmi kimi on sads
algoritm 1967-ci ildo yaradilmisdir. Bagh kodlar tigiin olan vo ¢ox
kicik miirokkobliyo malik Biterbi alqoritmi ¢ox genis totbiq olunur.
Lakin ¢ox qiivvatli kodlar ti¢lin 0 moagsads uygun deyildir.

70-ci illords yuxarida adi ¢okilon iki todqiqat istiqgamoti bir-
birino ganismisdir. Bagli kodlar nozoriyyasi ilo cabrgilor mosgul
olmaga baslamis vo onu yeni yanasmalar ilo zonginlosdirmislor.
Bloklu kodlar nozoriyyssinds Sennonun vad etdiyi kodlara yaxin
olan kodlarin alinmasi miiyassor olmusdur. Belo ki, kodlagdirma
tictin iki mixtalif kodlasdirma sxemi - biri Yusteson torafindon,
digori iso Qopp torofindon toklif edilmisdir. Bu sxemlor vasitosilo
hom ¢ox boylik uzunluga vo hom do yaxs1 xarakteristikalara malik
kodlar sinfi yaratmaq miimkiin olmugdur. Lakin bu sxemlor praktik
mohdudiyyatlors malikdirlor.

80-ci illorin avvalindon baslayaraq koder vo dekoderlor yeni
rogom rabito sistemlori vo yaddasa malik rogom sistemlori
konstruksiyalarinda qurulurlar. Sohvloro nozarstedici kodlarin

240



Milli Kitabxana

inkisafi ilkin olaraq rabito maosololori ilo stimullasdirildigindan
terminologiya rabito nozoriyyosindon gotiriilmiisdiir. Lakin kodlarin
qurulmas1 bagqa totbiglorlo do baglidir. Mosslon, hesablama
qurgularinin yaddasinda olan molumatlarin qorunmasinda kodlar
istifado olunur (hom omoli yaddasda, vo hom do xarici yaddas
qurgularinda, verilonlor bazasinda). Kodlar rogom montiqi
dovralorinin tohriflorin tesirindon qorunmasinda da istifads olunur.
Kodlar verilonlorin sixlasdirilmasinda, kriptoqrafiyada da istifado
olunur. Kodlagdirma nozeriyyesinin rabito masalslorinds totbiqi
miixtolif xarakterlors malik olur. ikilik verilonlor (molumatlar) adoton
hesablama terminallar1 arasinda, ucan aparatlar arasinda, sputniklor
arasinda miibadilo olunurlar. Kodlasdirma etibarli miibadilo togkil
etmok ticlin istifado oluna bilor. Getdikco efir insanlar torofindon
yaradilan elektromaqnit dalgalar1 ilo dolduruldugundan kodlasdirma
nozoriyyasi getdikco daha giiclii qorunma vasitasing g¢evrilir. Ciinki
kodlagdirma nozoriyyasi rabito xotlorindo interferensiyalar oldugu
halda da etibarl1 islomoayo imkan verir.

Kodlasdirma nozoriyyasi horbi totbiglordo tez-tez roqib torofin
bilorokdon yaratdig1 interferensiyalar miihitinds etibarli islomoyi
tomin edir.

Bir ¢ox rabito sistemlorindo molumatlarin miibadilosinds
otiirmo giiclorino mohdudiyyatlor mdvcuddur. Masolon, sputnik
vasitosilo retranslyasiyada giliciin artirllmasi ¢ox baha basa golir.
Sohvlora nazarotedici kodlarin totbiqi zoruri giiciin azaldilmasinda
cox yaxst vasitodir. Belo ki, onlar wvasitosilo zoiflodilmis
molumatlarin  diizglin  barpasin1  togkil etmok olur. Sohvlors
nozaratedici kodlarin totbiqi noticesinde xarici yaddas qurgularinda
molumatlar1 daha y1gcam (s1x) yerlasdirmok miimkiin olur.

Kompiiter sistemlorindo, sobokolorindo ¢ox bdyiik uzunluglu
molumatlar paketlors boliiniir vo miibadilo olunur. Sistemin ¢ox
yiiklondiyi dovrlords, yaxud digor sabablordon bu vo ya digor paket
ito bilor. Uygun sohvlore nozarotedici kodlarin totbiqi belo itkilorin
qarsisinin alinmasina komok eds bilor. Bels ki, itmis paketlori malum
paketlor vasitasilo barpa etmok olar.
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Forz edok ki, bizi maraglandiran biitiin molumatlar (verilonlor)
ikilik molumatlar kimi tosvir oluna bilor, yoni «0» vo «I»-lor
ardicilligr kimi. Bu ikilik molumatlar 6ttirma kanal ilo otiirtildiikde
tosadiifi sohvloro moruz qalir. Kodlasdirma maosolosi asagidakindan
ibarotdir: melumat simvollarina olava simvollar elo qosulur ki,
gobuledicido tohriflor tapilib diizoldilo bilsin. Basqa sozlo desok
verilonlar simvollar1 ardicillig1 nisboton uzun simvollar ardicilligr ilo
ovoz olunur vo bu artiqliq (izafilik) verilonlorin qorunmasina kifayot
edir.

M  giicino malik vo » uzunluqlu ikilik kod M sayda n»
uzunlugda ikilik sozlordon ibarst ¢oxluq kimi tesavviir olunur.

Adotan M =2, harada ki, & hor hans1 bir miisbat tam adoddir. Bela
kod (n,k) —kodu adlanir.

Tutaq ki, x vo y n uzunluqlu ikilik simvollar ardicillligidir. x
vo y arasinda Xemmingq mosafosi dedikdos bu ardicilliglarda bir-
birindon forqlonon mévqelorin say1 nozords tutulur vo d(x,y) kimi
isara olunur.

Tutaq ki, C ={c,,i =0,1,..., M —1} kodu verilib

d*= (n}}?c d(c;,c;)
i}
kimi toyin olunan d* komiyyoti C kodunun minimal mosafosi
adlanir.
Niimuna 1. Tutaq ki, C ={1010,1100,0010,1101} . Aydindir ki,

d(1010,1100) = 2, d(1010,0010) =1, 4(1010,1101) =3,
d(1100,0010) =3, d(1100,1101) = 1, d(0010,1101) = 4.

Demoli, d” =1.

d” minimal mosafasino malik (n,k)-kodu (n,k,d”) - kodu
kimi do adlandirilir.

Forz edok ki, kod s6zii otiirtiliib vo kanalda bir sohv bas verib.
Onda qobul edilon s6z otiiriilon s6zdon bir xemming mosafasinda
olar. Basqa kod sozlorino godor mosafo 1-don boyiik oldugu halda
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dekoder sohvi diizolds bilor, yoni gobul edilon s6z5 on yaxin olan kod
sOzilinii otiiriilon soz kimi gotiirs bilor.

Umumi halda ogor kodlarin otiiriilmosi zamam ¢ sayda sohv
(tohrif) bas veribso vo agor gobul edilon so6z ilo kod sozlori arasinda
mosafo 7-don ¢ox olarsa,onda dekoder bu sohvi diizolds bilor vo bu
zaman qobul edilon s6zo an yaxin kod sozii 6tiiriilon kod s6zii kimi
gotiiriilo bilar. Deyilonlor d* > 27+ 1 sorti 6donildiyi halda miimkiin
olar. Bazon bu sort 6donmadiyi halda da sohvlor diizoldils bilir, lakin
onun dogruluguna zomanot verilmir. Deyilonloro hondosi sorh
asagidaki kimi verilir: ¢ -lik #-ardicilhiglarin hamisinin  amolo
gotirdiyl fozada nm-ardicilliglarin miioyyon bir c¢oxlugu ayrilir vo
onlara kod sozlari deyilir. Ogar kod sozlorinin minimal mosafasi d*
iso vo ¢t adadi d” >2t+1 sortini 6doyan on boyiikk tam ododdirsa,
onda hor bir kod sozii otrafinda ¢ radiuslu bir-biri ilo kosigsmoyon
kiiralor ¢okmok olar. Bu kiiralor dekodlasdirma kiirolori adlanirlar.
Qobul edilon s6z hor hansi bir kiiroye daxil olur. Dekodlagdirma
zamani gobul edilon s6z onun daxil oldugu kiironin morkozindo
yerloson kod s6ziino dekodlasdirilir. Molumatlarin 6tiiriilmasi zamani
t-don ¢ox olmayan sayda sohv bas verorso, onda qobul edilon soz
hamigo uygun kiirays daxil olar vo dekodlagdirma diizgiin olar. ©gor
¢t -don ¢ox sayda sohv bas verarss gobul edilon s6zlordon bozisi basqa
dekodlasdirma kiirasino daxil olacaq vo dekodlasdirma diizgiin
olmayacaq. Bozi gobul edilon s6zlor 7-don ¢ox sayda sohv bas
vermis oldugu halda sferalar aras1 sahoyo diistir.

Dekoderlor iki qrupa boélintir: natamam dekoderlor vo tam
dekoderlor.

Natamam dekoderlor ancaq dekodlasdirma sferasi daxilino
diison gobul edilmis sozlori dekodlasdirir. Qalan so6zlori iso, harada
ki, 7-don ¢ox sayda sohvdon ibarat olur, dekoder diizoldilo bilmayon
s0z kimi gotiirtir.

Tam dekoderlor isa gabul edilon s6zii ona oan yaxin olan kod
s0zilino (on yaxin sfera morkozing) dekodlasdirir. ©gor on yaxin kod
sOzliniin say1r birdon ¢ox i1so (yoni borabor maosafolordo 1s9), onda
onlardan har hansi biri géndarilon kod sozii elan edilir. 7 saydan ¢ox
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sohv bas verdiyi halda tam dekoderlor ¢ox vaxt dekodlagsdirmani
diizgilin hoyata kecirmir.

(n,k) - kodunda R =k/n kimi toyin olunan komiyyato kodun
stirati deyilir.

Tutaq ki, ¢ kod sozii verilib. ¢ kodunun sifirdan forqli
simvollarimin (movgelorinin) saymni gostoron w(c) komiyyati ¢ kod
sOziintin Xemming ¢akisi adlanir.

Verilon C ={c,,c,,...,c,,} kodunda d" minimal masafasi ii¢iin
asagidaki miinasibat dogrudur:

d’ = rgleicnw(c) =w.
c#0

¢t sayda sohvi diizaltmok ticiin w* minimal ¢okisi w" > 2z +1
sortini 6doyon kod tapmaq lazimdir.

On ovval sads kodlar adlanan kodlara baxaq. Sade kodlara
asagidaki kodlar aiddir: ciitliiyo tamamlamaqla sado kod,
tokrarlamagqla sads kod, Xemminq kodlar1.

Ciitlilys tamamlamaqla sads kodlar. Bu kodlar yiiksok
stirotli, lakin pis korreksiyaedici xarakteristikalidirlar. Verilmis &
sayda informasiyaya bir bit olavo olunur vo belaliklo £+ / sayda bit
alinir. &+ /-ci bitin mozmunu k sayada bitin mozmunundan asil
olur. ©gor ilk &k sayda movqgedo «1»-o borabor mozmunlu bitlorin
say1 clit olarsa, k+/-ci bito «0», tok olarsa — «1» yazilir. Belo
kodlar (k + I,k)yaxud (n,n — I)kodlardir vo d" = 2 - dir. Odur ki, bu
kodlar vasitosilo heg bir sohv diizaldilo bilmir. Bels kodlar bir sohvi
askar etmok {i¢iin istifado olunur. Bozon tokliyos tamamlamaqla sado
kodlar da istifads olunur.

Takrarlamagqla sads kodlar. Bu kodlar kicik siiratli kodlardir
vo yaxst korreksiyaedici xarakteristikaya malikdir. Tokrarlamagqla
sads kodlar bir informasiya soziinii # dofs tokrarlamaqla (adston »
tok odad olur) alinir. Bels kodlar (#,/) -kodlardir vo minimal mosafo

n-dir. Bu kodlarla (n—1)/2 sayda sohv diizaldils bilor.
Xemminq kodlari. Hor bir m tam ododi {giin
2" =1, 2" —1—m) - Xemming kodu moévcuddur. Xemming kodlar1
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bir sohvi diizoltmoys imkan verir vo boylik m2-lor {igiin bu kodlarin
stirati vahido yaxindir.
Xemming kodlarimin qurulmasina baxaq: Tutaq ki, molumat

movqelori «,,a,,...,a, -dir. Bu movqelor £, f,,..., B, movqgelorino
kodlasir, harada ki, ¢
2((
U+
sartini 6doyon on kigik tam ododdir.
1,2,..., ¢ odadlorini asagidaki kimi qruplara bolok: R,,R,,...,R,

m

, harada ki, k=/—m. Qeyd olunmus i U¢lin R, coxluguna o
odadlari daxil edok ki, onlarin ikilik say sisteminds yazilisinda i-ci
movqge (vahiddon baslamagla saydiqgda) «l»-don ibarat olsun.
Aydindir ki, R,,R,,...,R, c¢oxluqlarinin birinci elementlori uygun
olaraq 1=2°,2=2",..2"", yoni ikinin qiivvatlori olacaq. A,
i=12,.,/ movqelorindon indekslori/2,....2"" komiyyatlorino
barabar olanlar1 nazarat movqelari adlanir, qalanlari iso informasiya
movqelori adlamir. B, i=12,.,¢ movgelorindon informasiya
movqelorini indekslorin artmasina gore ardicil diizorok onlara uygun
olaraq «,,a,,....,, informasiya movqelorinin  qiymotlorini
monimsadok:
Bi=a, fs=a,, fg=as5,..0,.. =a,.

Sonra iso nozarat movqelori asagidaki kimi miioyyon edilir

Byi= D B, GF(2), i=12,.k.

JERN2TH

Burada GF(2) yazis1 comlomonin mod 2-ys goro aparilmasini
gostorir.

Sonuncu diisturdan goriindiiyli kimi Xemminq kodlar1
yaradilan zaman ardicilligh masinlardan istifads oluna biler.

Indi Xemminq kodlarinin dekodlasdirilmasi sxemins baxagq.
Tutaq ki, B/, f;,....5, simvollar1 gobul edilmisdir. Asagidaki kimi
hesablama aparilir:
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s;=> B, GF(2), i=12,...k.

JeR,;

Ogor 5, =0, i=12,.,k olarsa, onada he¢ bir sohv bas
vermomigdir. ©ks halda (s,s, ,...s;) ikilik koduna uygun olan odad
miiayyan edilir vo bu indeks kimi gotiiriiliir. Tutaq ki, bu indeks y -
dir. Onda g =1® B korreksiyasi hoyata kecirilir. Sonra iso

otiriilon kodun movqelorini S/, f,,.... 5, kimi gétiirmokls
dekodlasdirma prosesi sona yetmis hesab olunur.

Niimuna 2. Tutaq ki, informasiya sozlori m=4 ikilik
movqeden ibarotdir: i,,i,,i;,i,. Belo sozlorin say1 2" =16 odadino
borabardir vo onlar cadval 1-do verilir. Bu m sayda movqeys &

sayda movqe olavo edok. Noticodo /=m+k sayda movqe alariq,
yoni ¢ =4+k. k odadini elo segak ki,

14 4+k
2" < 2 voya 2°< 2
{+1 4+k+1

sorti 6donsin. Bu sorti 6doyon on ki¢ik kododi 3-o0 borabordir.
Demoli, (i,,i,,i;,i,) sozlorinin kodlasdirilmasi naticesinds alinan

kod (¢,m)=(7,4) kodu olacaq.
R,,R,,R; coxluqlar1 asagidaki ¢oxluqlardir:
R, ={1,35,7}, R, ={2,3,6,7}, R, ={4,5,6,7} .
,,i,,i5,i,) sozi (f,,0,,....5,) soziino kodlasir. f,,5,,5,
movqelori nozarst movgelori, Bs.Bs.Bs,. B, 1sa informasiya

movqelaridir. Kodlasdirma zamani

Bs =i, Bs =iy, By =15, B, =1, (1)
gotiriliir. Sonra iso f,,5,,8, yoxlayict mévgelorinin qiymatlori
asagidaki diisturla toyin olunur.

ﬁ1:ﬂ3@ﬂ5®ﬂ7’ ﬂzzﬂj’@ﬁg@ﬂm ﬁ4:ﬁ5@ﬁ6®ﬂ7' (2)
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(i13i23i3’i4) sOzlind uygun (ﬂ15ﬂ23ﬂ35ﬁ43ﬂ5’ﬂ6’ﬂ7) kOdunun

hor bir movgesinin qiymati (1) vo (2) miinasibatlori ilo hesablanaraq
cadval 1-do verilmigdir.

Cadval 1.
LG | B B | Bs| Bd Bs| Bs| B
0/]0]0|01]O0 0O |]0OlO[O|O]O
0Oj]0 0| 1]1 1 0O|110]0]1
0|01 1010 1 oO(1]0]1]O0
oOjo |1 |1]1 0O |]0O|JO0O]O]1]|1
O|1]0|0]1 O |01 |1]O0]O
O|1]0|11]0 1 0O(0]1]0]1
o1 |1 /|0]1 1 OO0 |1]1]0
oO|1 1 11]0 O |01 |1 |1]1
110]0|0]1 1 1]0[0]0]O
1| 0[O0|11]0 0 1 [ 1]0]0]1
1|0 [1]0]1 0 1[1]0[1]O0
101 (11]0 1 110011
1 {10010 1 1[1]1]0]O
11011 0 101 ]0]1
1|1 (1010 0 101 ]1]O0
1|1 (1]1]1 1 1 |1 ]1]1]1

Tutaq ki, 6tiirtilon informasiya movgelori
ﬂ; =1, ﬂ; =1, 133’ =0, 13; =0, ﬂ; =0, ﬂé =0, 137’ =1

kimi olan sdz soklindo qobul olunub. Otiirma prosesinda tohrif bas
verib vermomosini yoxlayaq. Bunun {i¢iin asagidaki hesablamalari
aparaq:

S, =5, OLOLDPB,=1D0D0DI=0,

S,=OR/OBRL =1D0D0DI=0,

;=L L. DL DL, =0D0D0DI=1.
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s; #0  oldugundan  tohrifin  bas vermoesi aydin  olur.

(s;8,5,)=100,=4,, oldugundan tohrifs moruz qalan movqe

dordiincti movgedir. Demaoli, dordiincti movqge
L,=1®p,=1®0=1  kimidir, otirilon kod sozii iso

(B> By B3> Bys B, Py ;) = (1101001)  soziidir.

Kod siniflori asagidaki qruplara boliintirlor:

-blok kodlari;
-agacvari kodlar;
-hesabi kodlar v 1.a.

Blok kodlar1 xatti va geyri-xatti blok kodlarma boliintirlor.

Xatti blok kodlari. Bu kodlar1 sorh etmok iigiin bozi olava
anlayislart verak.

Tutaq ki, GF(g) meydanindan olan elementlordon n
uzunluqda sozlor yaxud m-ardicilliglar diizoldilmisdir. Belo
ardicilliqlar komponentlor tizro toplama (bu zaman toplama GF(g)
meydan1 tizro aparilir) vo GF(g) meydanindan olan skalyara vurma
(skalyarin  m-ardicilligin - komponentino vurulmasi GF(g) {izro
aparilir) amolino goro vektor fozasi amolo gotirir. Bu vektor fozasi
GF"(q) ilo isaro olunur. On ohomiyyatli xiisusi hal GF"(2)
fozasidir. Bu foza »n uzunluguna malik ikilik sozlordon ibaratdir.
GF"(2) -do vektorlar komponentlor tizro toplandiqda mod 2 iizra
toplama omoliyyat1 bas verir.

Xatti blok kodu dedikdo GF"(g) vektor fozasinda hor hansi
bir altfoza basa diisiiliir. Xotti blok kodlarin 6yronilmosindo xatti
fozalar nozoriyyasi ¢ox boyiik komoklik gostorir. GF"(q) fozasmnin
istonilon bazis vektorlar1 ¢oxlugu bu fozada hor hansi bir altfoza
toskil edir. Odur ki, istonilon bazis vektorlar1 ¢coxlugu miisyyon bir
xotti kodun yaradilmasinda istifado olunur. GF"(q) fozasi nxn

ol¢iilit vo elementlori GF(g)-don olan vo ranqi n-o borabor olan
kvadrat matrislo alagalondirile bilar. Bels ki, bu matrisin sotr yaxud

stitiin vektorlarmin miixtalif miimkiin xatti kombinasiyalart GF"(q)
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fozasimi togkil edon #-ardicilliglardir. GF"(g) fozasiin har hansi

bir altfozasinin elementlori GF"(q) fozasim1 yaradan matrisin
miloyyon sayda sotr yaxud siitun  vektorlarmin  xotti
kombinasiyalaridir. Beloliklo, GF"(q) fozasmin bazis vektorlarinin
istonilon bir alt¢oxlugu hor hanst bir matrisin sotrlori  kimi
gotlriilmoklo uygun xotti kodun omologatirici matrisi kimi istifado
oluna bilor. (n, k) -xatti kodunun omologatirici matrisi (k x n) ol¢tli
matrisdir. ©mologatirici matris malum olduqda verilon informasiya
s0zli osasinda ona uygun kod s6zii asagidaki kimi qurulur:
c=i-G, GF(q). 3)
Burada i ilo &k uzunluglu informasiya sozii, G ilo (k x n)

Olctili omologatirici matris, ¢ ilo iso kod sozii isars olunmusdur.
Ogor ¢ kod sozi otiiriilon zaman tohrif bas veribso, onda
gobul edilon s6z G matrisinin omoalo gotirdiyi altfozaya deyil, ona
ortoqonal tamamlayiciya daxil olacaq. Bu o demokdir ki, qabul
edilon kod so6zii biitiin kod sozlorino ortoqonaldir, yoni onlarin
skalyar hasili sifira borabordir. Umumiyyotlo, G matrisinin
omologotirdiyi altfozaya ortoqonal tamamlayici olan altfoza miioyyon
bir H matrisinin omolo gotirdiyi altfoza olur. H matrisi yoxlayici
matris adlanir vo (n—k)xn Olclisiine malikdir vo G ilo asagidaki

sarti odoyir.

G-H" =0, GF(q). (4)
(4) miinasibatino gors istonilon ¢ kod sozii
c-H" =0, GF(q) (%)

sortini 6doyir. (5) miinasiboti gobul edilon sozlorin kod sozii
oldugunu, yoni tohrifo moruz qalib-qalmadiginit miioyyon etmok {iciin
istifado oluna bilor. ©gor qobul edilon v s6zil
v-H' =0, GF(q)

sortini 0doyirse, onda o tohrifo moruz galmayib, oks halda Gtiirmo
prosesindo kanalda sahv bag verib.

G vo H matrislori (4) miinasiboti ilo bir-birindon asili
oldugundan onlardan biri malum olduqgda o birisi qurula bilor. Tutaq
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ki, G matrisi sotrlor iizorindo elementar omoliyyatlar vasitosilo
G =(I:P) soklino salinib, harada ki, P matrisi k& x (n - k) 6lgiilii
matris, / iso kxk olgiilii vahid matrisdir. Onda H matrisi asagidaki
kimi tayin oluna bilor:

H=(-P":I).
Dogrudan da ( H matrisinds / altmatrisi (n — k) x (n— k) Olctiliidiir)
-P
G-H =({:P)-| ... |=P+P=0,GF(q).
1

Indi forz edok ki, H yoxlayict matrisi H = (Pl ;. ,p)
soklindadir. Aydindir ki, P altmatrisi (n—k)xk Ol¢lli matrisdir.
(4) sortino uygun olaraq G matrisi ii¢lin kanonik pillovari sokili
tapaq. Aydindir ki, " matrisi asagidaki sokilds olar

(n—k)x(n—k)

Tutaq ki, G matrisi G =({,,, :X) soklindo matrisdir, harada ki, X

altmatrisi & x (n — k) - 6l¢tilii matrisdir. (4) sortino goro alariq:
GH =1, -P +X-1, =P +X=0.

Buradan da X =-P" almir. Demoli, G matrisi G=(/,,:—P")

soklindo matris olar.

(n, k) - xatti blok kodlarmin d” minimal mosafasi A matrisinin
qurulmasindan asilidir: kod w-don kigik olmayan ¢okiys ancaq vo
ancaq o zaman malik olur ki, /4 matrisinin w—1 siitundan ibarat olan
istonilon coxlugunun elementlori xatti asili olmasin. Buradan belo
cixir ki, (n,k)- kodu ¢ sayda sohvi diizoldo bilmasi ti¢lin onun 27

sayda istonilon siitunlar1 sistemi xatti asili olmamalidir.
Deyilanlari nazars alaraq bels fikir yaranir: ©gor ¢ sayda sohvi
diizoldon (m,k)-xotti kodu yaratmaq istoyirikss, belo ki, &k

informasiya movqelorinin  sayidir, onda GF(g) meydaninin
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elementlorindon » sayda (n—k) - ardicilliglar diizoltmok lazimdir
vo bu n sayda ardicilliglarin 2¢ saydasindan ibarot olan istonilon bir
altcoxlugun elementlori xotti asili olmasin. Sonra bu (n-k)-

ardicilhglardan A matrisini  diizoltmok lazimdir, H matrisini
(=P":I) soklino gotirmok vo bunun osasinda G=(I:P)

omologatirici matrisini qurmaq lazimdir. Aydindir ki, £ ododi n >k
sortini 6domalidir. #-nin qiymati deyilon sortlor daxilinde no qader
kicik olarsa, kodun artighg: (izafiliyi), yoni n—k komiyyati bir o
qadar kigik olar.

Xotti kodlarin dekodlasdirilmasi {i¢lin standart diiziim adlanan
tisul yaxud da onun modifikasiyas istifads olunur.

Yuxarida adi1 ¢okilon Xemming kodu xotti blok kodlarinin bir
sinfidir. Masolon (7,4)-Xemming kodunun amalogatirici vo yoxlayici
matrislori asagidaki kimidir:

1000110
1101100
0100101
H=|/1011010| G=
0010011
0111001
0001111

Xatti blok kodlarmin Rid-Maller kodlar1 adlanan sinfi do
moveuddur vo bu kodlar genis istifads olunurlar.

Dovri kodlar. Xotti kodlarin an genis yayilmis siniflorindon
biri do dovrii kodlardir.

B xotti kodu hor biri ¢ =(c,,c,....,c, ;) soklindo olan kod

sozlorindon ibarstdir. Burada 7 kodun uzunlugu, yani kod s6ziiniin
simvollarmin sayidir. c,,c,,...,c, ; 189 uygun olaraq birinci, ikinci

,..., n-ci simvollardir.
Ogor B xatti kodunda istenilon ¢ =(c,,c,,...,c, ;) kod sozii
tigiin ¢'=(c, ,,¢y,C;55C, ,) $0zll do B xatti koduna aiddirss, onda B

n-1°
xatti koduna dovrii kod deyilir. ¢’ kod sdziino ¢ kod sodziinii bir
movqge saga dovri sliriisdiirmoklo alman kod s6zli deyirlor. Dovri
kodlara niimuns olaraq Xemminq kodlarin1 géstormok olar.
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Yuxarida geyd edildiyi kimi GF(g) lzorindo hor bir n

uzunluqlu xotti kodlar GF"(q) vektor fozasinin altfozasidir. Dovri

kodlar iso altfozanin xiisusi bir halidir, belo ki, bu altfozanin
elementlori olavo olaraq dovrilik xassosino malikdirlor.

Verilmis GF(g) meydani iizorindo »-uzunluglu dovri kodlar
bu meydan iizorindo toyin olunmus (n—1)-don boylik olmayan

doracoyo malik ¢oxhadlilorlo six baglidir. Dovri kodlar noazoriyyosi
halga yaxud meydan {izorindo toyin olunmus c¢oxhadlilor halqasi
nozoriyyasino asaslanir.

GF"(q) fozasinda hor bir vektoru x geyri-miioyyan

doyisonindon asili #—1 doracali ¢oxhadli kimi tosvir etmok olar.
Vektorun komponentlori bu ¢oxhadlinin omsallar1 kimi gotiirtliir.

Coxhadlilor ¢oxlugu GF"(g) vektor fozasi strukturuna identik olan
struktura malikdir. Digor torofdon bu c¢oxhadlilor ¢oxlugu
GF(gq)[x]/(x" —1) halgasinin strukturuna malikdir. Halgada oldugu
kimi ¢oxhadlilor ¢goxlugunda da
pi(0)-py(x) =R, [P (x)p,(x)] (6)
kimi vurma omaliyyati toyin olunub. (6) miinasibatinds sol torofds
vurma omoliyyati p(x) va  p,(x)goxhadlilorinin  (x" —1)
moduluna goro vurulmasi omaliyyati, sag torofdo iso kvadrat
motarize daxilinds p,(x) vo p,(x) ¢oxhadlilorinin adi vurulmasidir.
(6) miinasiboti gostorir ki, dovri kodlara uygun ¢oxhadlilor
coxlugunda p,(x) va p,(x)g¢oxhadlilorinin vurulmasimin noticasi
olaraq onlarin adi qaydada vurulmasindan alinan hasilin x" —1
coxhadlisina boélinmasindon alinan qaligr gétiirtiliir. ¢ kod sodziiniin
dovri siirlismasi  uygun c¢(x) ¢oxhadlisinin x geyri-miioyyan
doayisenina (x” —1) modulu tizra vurulmasi kimi yazila bilar:
x-e(x)=R, [x-c(x)].
Belolikla, hor hansi bir kodun kod s6zlori ¢oxhadli soklinda
verilirsa, onda kod GF(q)[x]/(x" —1)halgasinin altcoxlugudur. Belo
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kod o zaman dovri kod olur ki, o har bir ¢(x) ilo yanasi x-c(x)
coxhadlisini do 6ziinds saxlasin.

B kod ¢oxhadlilori ¢oxlugundan on kigik doroacoli vo sifirdan
farqli olan ¢oxhadlini gétiirok vo onun daracasini 7 —k ilo isars edok
(o dorace (n—1)-don kigik olmalidir). Se¢ilmis ¢coxhadlini meydan
elementino vuraq va, beloliklo, onu ¢evrilmis soklo salaqg, yoni x"* -
in omsali «1» olsun. B kodu xatti oldugundan alinan ¢oxhadli do B-
ya daxil olacaq. B ¢coxlugunda yegano sifirdan forqli an kigik doracali
cevrilmis ¢oxhadli B kodunun omologatirici ¢oxhadlisi adlanir vo
g(x) ils isars olunur.

Kodlagdirma nazariyyasinds isbat olunur ki, dovri kod g(x)
omologatirici  ¢oxhadlisinin k& dorocadon kigik olan doaracali
coxhadliloro  hasilindon alinan ¢oxhadlilordon ibarot olur.
Kodlagdirma nozoriyyasinde hom do isbat olunur ki, g(x)

omaloagatirici ¢oxhadlili # uzunluqlu dévri kod ancaq ve ancaq g(x)

coxhadlisi x" —1¢oxhadlisini boldiikkdo mévcuddur. Buradan belo
cixir ki, dovri kodun g(x) amalogatirici coxhadlisi tiglin

x" —1=g(x)-h(x) (7
barabarliyi hor hans1 bir 4(x) ¢oxhadlisi halinda dogrudur.
(7) minasibatindo 4(x) ¢oxhadlisi & doracali ¢oxhadli olub
yoxlayici ¢oxhadli adlanir. Aydindir ki, hor bir ¢(x) dovri kodu ti¢lin
R, [h(x)-c(x)]=0 (8)
sarti 6danir. (8) miinasibati gqobul edilon kodun diizglinliiyiinii, yoni
sohvsiz qoabul edilmasini yoxlamaq tictin istifads oluna biler.
Tutaq ki, v(x) ¢oxhadlisi qabul edilib. Ogor
R, [h(x)-0(x)]=0
olarsa, onda v(x) coxhadlisi diizgiin qobul edilib. Oks halda v(x)
coxhadlisi sohvdir.
Forz edok ki, ¢(x)kod ¢oxhadlisi otiiriiliilb vo v(x) coxhadlisi

qobul edilib. Asagidaki kimi toyin olunan ¢oxhadliys sohv ¢oxhadlisi
deyilir:
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e(x)=v(x)—c(x).
Ogor e(x) = 0olarsa, onda kod diizgiin qobul edilmis hesab olunur.
e(x)-in sifirdan forqli omsallart o movqelordo dayanir ki, o
movqelords sohvlor bas vermis olsun. e(x) ¢oxhadlisi (n —1) doracali
coxhadlidir.
i(x)ilo informasiya ¢oxhadlisi isaro olunur. Bu ¢oxhadlinin
doracasi (k —1)-dir. Demali, ¢(x) kod coxhadlisi
c(x) = g(x)-i(x)
disturu ilo toyin olunur.
Yuxarida adi ¢ikilon ¢oxhadlilorlo yanasi sindrom c¢oxhadlisi

kimi adlandirilan ¢oxhadli do istifado olunur vo bu asagidaki kimi
tayin olunur:

5(x) = R,y [0(x0)]. )
Burada v(x) gobuledilon ¢oxhadlidir. Aydindir ki, agor v(x) = c(x)

olarsa, yoni Gtiirmo zamani he¢ bir sohv bas vermoyibso, onda (9)
miinasibatino goro s(x) =0olar. ©ks halda s(x)=0olar. s(x)

coxhadlisi (n — k —1) dearacali coxhadlidir. Toyino gora
S =R, [UD) FR,, [+ ER, [0 H-R,, [e0) =
=R, [i(x)- g()]+ R, [e(x)] = R, [e(x)]. (10)
Beloliklo, dovri kodlar iictin asagidaki ¢oxhaodlilor istifado

olunur:
omalogatirici ¢oxhadli - g(x), degg(x)=n—-k,

yoxlayici ¢oxhadli - h(x), degh(x)=k,
informasiya ¢oxhadlisi - i(x), degi(x) =k -1,
kod ¢oxhadlisi - ¢(x),dege(x)=n—-1,
sohv ¢coxhadlisi - e(x),dege(x)=n-1,
gobuledilmis ¢oxhadli - v(x),degv(x)=n-1,
sindrom ¢oxhadlisi - s(x), degs(x)=n—-k—1.

(10) miinasiboati gobuledilon dovri kodlarin dekodlasdiriimasi
tictin boyiik shomiyyate malikdir.
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Kodlasdirma nozeriyyasinda isbat olunur: Tutaq ki, d” dovri
kodun minimal mosafasidir. Onda d~ /2 -don kicik ¢okiys malik hor
bir sohv ¢oxhadlisine yegano bir sindrom ¢oxhadlisi uygundur.
Bu deyilon faktdan istifado etmoklo dovri kodlarin
dekotlagdirilmasi {i¢iin miioyyon bir qayda yaratmaq olar. Belo ki,
gabuledilon o(x) ¢coxhadlisino gors (9) diisturu ilo s(x) sindron

coxhadlisi hesablanir vo alinan sindron ¢oxhodlisine gora e(x) sohv
coxhadlisi tapilir. e(x) sahv ¢oxhadlisi tapildigdan sonra

c(x) = v(x) —e(x)
miinasibating asason c¢(x) kod ¢oxhadlisi hesablanir.

Bu deyilon qayda ilo ¢(x) kod ¢oxhadlisinin hesablanmasinda
ortaya c¢ixan c¢otinlik tapilmis s(x) c¢oxhadlisine gore e(x)
coxhadlisinin miioyyanlosdirilmasidir. Bu ¢atinliyi aradan qaldirmaq
lictin ovvalcodon biitiin miimkiin olan sohvlor ¢oxhadlilorini vo
onlara uygun s(x)sindrom g¢oxhadlilorini hesablayib bir cadvaldo

saxlamaq lazimdir.

Yuxarida deyilonlordon goriindiiyii kimi g(x) omologatirici
coxhadlisi molum olarsa, dovri kodlarin yaradilmasi vo bu kodlarda
tohriflorin tapilmasi miiasir roqom hesablama texnikasinin totbiqi ilo
0z hollini tapa bilor.

Dovri kodlarin yaradilmasinda osas masalolordon biri, demak
olar ki, on osast vo cotini g(x) omologatirici ¢oxhadlisinin
qurulmasidir.

Dovri kodlarin amalogatirici ¢oxhadlilorinin qurulmasi tisullar
osasinda miixtolif siniflori movcuddur. Bunlara asagidakilari aid
etmak olar:

-Xemminq kodlari;

-Fayr kodlar;

-Ikilik Qoleya kodlar;

-Kvadratik ¢ix1g-kodlars;

-BCX kodlart;

-Rid-Solomon kodlarz;

-Yustesen kodlar1 va i.a.
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Yuxarida geyd etmisdik ki, g(x) g¢oxhadlisi ancaq vo ancaq

x" —1 coxhadlisinin béloni oldugda » uzunluglu dovri kodlar tigiin
omologatirici ¢oxhadli ola biler. Bu isa g(x) ¢oxhadlisini verilon »

ticin x" —1 c¢oxhadlisinin sads vuruqlarinin miisyyon saydasinin
hasili kimi gotiirmayo imkan verir. Yoni ogor

x"=1= fi(x)- [,(x),..., £,(x)

iso, harada ki, f,(x),a=1,...,s sado g¢oxhadlilordir, onda bu sado
coxhadlilarin istonilon altcoxlugunun hasili g(x) kimi gotiiriils bilor.

Dovri kodlar arasinda pirimitiv uzunluglu kod, yaxud primitiv
kod daha genis istifado olunur. Kodun uzunlugu olan » komiyyati
har hansi bir tam m odadi ligiin 7 = g™ —1 sortini 6doyarss, onda 7 -
o primitiv uzunluq, dévri koda ise primitiv dovri kod deyilir.

Tutaq ki, »=15. Aydindir ki, x"° -1 ¢oxhadlisi asagidaki kimi
sada coxhadlilers ayrila bilir:

¥ —l=(x+ D> +x+ D +x+1)x
x(x*+x° +D)(x* +x° +x° +x+1), GF(2).

(11) miinasibatindo 5 sayda sado ¢oxhadli istirak edir. Bu sado
coxhadlilorin 32 altgoxlugu miimkiindiir. Bunlardan ikisi tirival
haldir, qalan 30-u iso tirival deyildir. Demsali 30 omologatirici
coxhadli qurmaq olar. Niimuno kimi sonuncu iki sads c¢oxhadlini
gotiirok vo asagidaki omologatirici ¢oxhadliys baxaq:
g ="+ X+ D X P rx D)= xt x4+l (12)
(12)-do g(x) g¢oxhadlisinin doracasi #—k =8 -dir. Demoli k =7 -dir.
g(x) -in ¢okisi 5-dir. Bu iso gostorir ki, (12) miinasiboti ilo qurulan
g(x) omoloagatiricili dovri kod (15,7,5)- kodudur va bu kod iki sshvi

diizoltmayo imkan verir.
Sonlu meydanlar (Qalua meydanlari) nazoriyyossindon malum

(11)

oldugu kimi GF(q")meydaninin hor bir sifirdan forgli elementi

x? 7 —1 coxhadlisinin kokiidiir. Odur ki, genislonmis GF(g")
meydaninda asagidaki dogrudur:
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x?! —1:H(x—p{,.). (13)

Burada g, elementi GF(q") meydanin sifirdan forgli elementidir.
(13) miinasibatindo vurma omoliyyati GF(g¢™) meydaninin biitiin
sifirdan forqli elemetlori {igiin aparilir.

Digor torafdon, x? ' —1 coxhadlisi sado vuruglara yegano
qaydada ayrilir:

o= f(x)e f(x) . (14)
(13), (14) —don almur ki, f,(x),..., f, (x)sado ¢oxhadlilorindon har biri
(13) —tin sag torafindon olan bazi xatti coxhadlilors ayrilir, yoni S, -
lordon bazileri qeyd olunmus ¢ igtin £, (x)-1n kokiidiir (genislonmis
meydanda). Bu o demokdir ki, geyd edilmis j Gglin S, elementinin
minimal ¢oxhadlisi {f,(x),..., f, (x)} ¢oxlugundan haor hans1 bir
¢oxhadlidir vo g, elementi hansisa bir omologatirici ¢oxhadlinin
kokudiir.
Kodlasdirma nozoriyyossindo isbat olunur ki, GF(g")
meydaninin 3, f,,..., 5, elementlori g(x) amalogatirici ¢ohdalisinin

kokii 1s9, onda c(x)coxhadlisi ancaq vo ancaq o zaman dovri kod
coxhadlisi olur ki,

(B =c(f) = =c(B,) =0
olsun.

Ogor kokleri S, f,,....5. olan (bu elementlor GF(gq™)
meydaninin elementloridir) g(x) omalagatirici ¢oxhadlisini qurmaq
istasok onda bu elementlorin minimal ¢oxhadlilorini tapmaliyiq.
Tutaq ki, bu ¢oxhadlilor f,(x), f,(x),...,f.(x)-dir. Onda g(x)
asagidaki kimi toyin oluna biler:

g(x) = OKOBLf, (1), f, (D)o (1. (15)

Qalua meydanlar1 nozoriyyosindo isbat olunur ki, ogor f(x)
coxhadlisi GF(q")meydanindan olan f elementinin  GF(q)
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meydani iizro minimal g¢oxhadlisi iso, onda f(x) hom do p‘

elementinin do minimal ¢oxhadlisidir. # va £? elementlori qogma
elementlor adlanir. f(x) coxhadlisinin » sayda qosma elementi
movcud ola bilor va elementlor asagidaki ¢oxlugdandir:

1

BB BT
Burada r ododi B¢ = sortini ddoyon on kigik tam ododdir.

Aydindir ki, 87 =8 vo odur ki, » <m. Demoli, £ elementinin
minimal ¢oxhadlisi olan f(x) asagidaki kimi tapila bilor:

S =(x=B)x=p)(x=p"). (16)

Niimuno kimi GF(256) = GF(2*) meydanmin primitiv & elementini
gotiirok. Qosma elementlor

faa’ ala a¥? o o'
coxlugunun elementlori olacaq. Sonuncu element o '**-dir.  Ciinki

255 . . .. ..
a =1 va, belaliklo, o P0= o Demoli, a elementinin minimal

coxhadlisi asagidaki kimidir:
F() = (= a)x—a) - atYor—a')x i
x(x—a)(x—a)(x—a™). (17
(17) minasibotindo motorizolori agdigdan sonra omsallar hamisi
GF(2) meydaninin elemetlori olacagq.
Deyiloanlori asagidaki kimi yuvarlaqlasdirmagq olar. 9gor GF(g)

meydani {izorindo » uzunlugda dovri kodlar yaratmaq istoyirikso,
onda asagidaki kimi harakot etmaliyik:

1. m doracali primitiv ¢oxhadli gotiiriib GF(g")meydanini
qururug;

2. GF(gq") meydaninin istonilon bir sifirdan forqli
elementlorini gétiirtiriik, mosalon: S, 5,,....3.;
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3. istenilon  j=1.,r {l¢in B, elementinin qosma
elementlorini tapiriq vo bu elementlors asason (16) diisturuna analoji
olaraq f(x)minimal ¢oxhadlisini hesablayiriq;
4. (15) disturu ilo g(x) amaloagatrici ¢oxhadlisini hesablayiriq.

Dovri kodlarin bir sinfi BCX kodlaridir. Bu kodlar asagidaki
kimi tayin olunur.

Tutaq ki, ¢ vo m verilib vo g elementi GF(g") meydaninin
istonilon 7 tortibli elementidir. Onda istonilon miisbat ¢ tam ododi
va istonilon j, tam ododi ii¢lin uygyn BCX kodu omologatirici
coxhadlisi

g(x) =OKOB [ f; (x), f; .1 (x)s0s [} 121 (X)]
olan » wuzunluqlu dovri koddur. Burada f,(x) g¢oxhadlisi B’
elementinin minimal ¢oxhadlisidir va GF (¢) meydani {izorindadir.

Tez-tez j,=1 segilir. Bu da on kigcik dorocoli g(x)

coxhadlisino gotirib ¢ixarir. Adoton boylik uzunluglu kodlar tolab
olunur. Onda g elementi kimi meydanin an boyiik tortibo malik

elementi, yoni primitiv elementi gotiiriiliir.

BCX kodlarinin genis istifado olunan vo shomiyyatli altgoxlugu
Rid-Solomon kodlaridir. Bu kodlarda kod so6ziintin simvollari
olifbasinin multiplikativ tortibi kodun uzunluguna béliiniir. Belsliklo,
m=1 vo GF(q) simvollar meydan1 ilo sohvlor lokatoru meydani

GF(g™) ust-tstos diislir. o -n1 primitiv element gotiirocayik. Onda
n=q"-1=q-1.
peGF(q) elementinin GF(q) 1Uzerindo minimal c¢oxhadlisi
asagidakina borabordir:
fp(X)=x=p.

Belo ki, simvollar meydan1 vo sohvlor lokatorlarinin meydani tist-
iisto digtir, biitin minimal ¢oxhadlilor xottidir. # sayda sohvi
diizoldon Rid-Solomon kodlarinda adoton j, =1 oldugu nozoro alinir

vo ona goro omoalogatirici coxhadli asagidak: sokilds yazilir:
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gxX)=(x—-a)x—a*)..(x—a").
Bu g(x) c¢oxhadlisinin doracasi homigo 27 -ya barabordir vo buradan
da n—k =2t alinir.

Rid-Solomon kodlarinda j, ii¢iin basqa qiymotlor do gotiirmok
olar. j,-mn qiymotini aglabatan se¢moklo bozon koderi sadologdirmok
olur. Beloalikla,

gx)=(x—a”)(x—a®")..(x—a”*").

BCX kodlarmin vo o ciimlodon, Rid-Solomon kodlarinin
dekodlasdirilmast  tigclin  Piterson-Qorensteyn-Cirler  alqoritmi,
Berlekemp-Messi alqoritmi, Forni alqoritmi, ¢oxhadlilerin an boyiik
ortaq boloninin tapilmasi lictin Evklid alqoritmino osaslanan iisul vo
s. istifado olunur.

Agacvari kodlar. Miiasir rabito sistemlorindo molumatlarin
cox boyiik siirotlo otiirtilmosini togkil etmok lazim golir. Belo
sistemlordo 6tiiriilon informasiyalarin qorunmasina da tolobat boyiik
stirotlo artir. Blok kodlarindan istifado zamani verilonlor axini hor
birindo & sayda informasiya simvolu olmaqla bloklara béliiniir vo
har blok 7 simvoldan ibarat kodlara g¢evrilir. k-simvolluq bloklar
ardicilligr koderlo slagalondirilmir.

Basqa kodlagdirma sxemindo verilonlor axini daha kigik £,

uzunluqda bloklara bolintr. Bu ki¢ik bloklar informasiya
simvollarinin kadrlar1 adlanirlar. Bu kadrlara bir ne¢o informasiya
simvolu daxil olur. Informasiya simvollar1 kadrlar1 7, uzunluglu kod

simvollar1 kadrlarmma kodlagirlar. Lakin hor bir informasiya
simvollart kadr1 ayr1 kod simvollar1 kadrlarina kodlasmaq avozino
kodlagdirma prosesinda ovvalki m sayda informasiya simvollar
kadrlar1 da nozors alinir. Ona gore do kodlasdirma proseduras: kod
simvollar1 kadrlarini bir-biri ils baglayir.

Belo yolla alman kodlar agacvari kodlar adlanir. ©n
ohomiyyatli agacvari kodlar bagli kodlar adi ilo genis yayilmisdir.
Bagli kodlar agacvari kod olmaqla yanasi onlar olave xottilik vo
zamana goro sabitlik xassolorino malikdirlor.
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