Vektor anlayis1 va vektorlar Gzarinda amallar.

Vektor hagainda ilkin anlayas.
Vektor barabarliyi kollonarhg: komplanarhg.
Vek-1n toplanmasi vo xassalari

Vek-1n ¢ixilmasi

o B~ WD e

Vek-1n adada vurulmasi va xassalori.

Vektor osas riyazi komiyyat kimielmin bir cox sahoalorinds totbig olunur.
Vektor anlayisindan riyaziyyatin biitlin sahalorinds habelo doagigliklo hesablamalar
asanlasmaq ucln genis totbig olunur. Elementlor fizika kursundan moalumdur Ki,
bir neco fiziki kamiyyot. Moasalon, lemprador, zaman parca-in uzunlugu, sahs,
hacm, Kitlo, vas. Skalyar, bir ne¢co digor komiyyat. Masalan: glc, qlivve, tacil,
strat, vektorial kamiyyat adlanir. Skalyar kamiyyat bir adodi gqiymoti ilo, vektorial
komiyyat bir adadi giymati ilo, vektorial komiyyat, hom adadi, ham doa istigamati
ilo batln wvektorial komiyyat bir hondoasi vahid olan sxilmis uzunlugu ve
istigamoti  royin olunmaz paranun komiyyati ilo verocoyin belo ki, parcanin
uzunlugu vektorial komiyyatin ododi giymotino borabor olan, igtigamoti isa
vektorial komiyyat istigamoti ilo Gst-Usto dissin. Uzunlugu va istigamati ilo
toyin olunan pargani vektor adlandiracagiq. Vektor hesablamalarin osasini 19 —
cu asrin ortalarin irlandiya, Kamirtan, Alman Qrasman goymuslar sads meal

olaraq istigamatlonmis diiz xott parcgasini géstarmok olar.

A »B

A- baslangic, B son noqtasi adlanir. Beloliklo vektor 0z baslangicindan
sonuna yonelir. AB vektoru bels isara olunur. Yoni A ilo B birlosdiron istigamotlik

diiz xott parcas: ilo bir bozon 4, b isaro adlanir. Vektor uzunlugu dedikdo diiz

xott parcasmin uzunlugu nezorde tutulur. | AB | bels isaro olunur.



Torif:

Hom modullari, ham do istigamoati eyni olan vektorlara barobar vektor
deyilir.

Borabor vektorlar1 belo do basa dilsmok olar. iki vektor o vaxt borabor
vektor adlanir,

1) vektorlar uzunluglari barbor olur.

2) Vektorlar paralel yani, onlar 1 diiz xott vo ya paralel diz xatlor Gizorindo
olsun.

3) Vektor bir istigamotds olsunlar. Istiqamatliliyi bu sokilde do géstorilir AB
@ CD, ABT T |CD vektor cobrinds o vektorlara da baxilir bu vektorun
uzunlugu va istigamati olmur, yani 0 olur. 0 vektorunun belo isaro edirlor:
0mosalon ndqtolori godstera bilorik. Bunun sifir vektoru borabor vektor
hesab edilir. Bu vektorun baslangict ilo sonu Ust-Usto dlsir. ©dadlarin

barabarliyindon olan iki xassasini vektorlarda totbiq eds bilorik:

Iki vektor uzunlugu borabor istiqgamati garsiligh oks olarsa, belo vektor

garsithiql oks vektora deyilir. Qarsiligh oks vektor birini a ilo isaro mosalon:

Paralelogramin iki torafini

ABwDC, AB {1 DC B D

A C
Qeyd edok ki, vektorun radiuslart onun omoallorindon zarindaki nogtalora
yonaldilmis vektor kmi baxsaq bunlarin baraboar olmayan vektor oldugunu gérmok
olar. Hor hans1 a vektorunu vo ixtiyart O ndqtesine galirik 0-dan uzunlugu vo

isiqhq a vektoruna eyni olan vektor aymrrig. Bu halda a vektor 0 ndgtosine

kocurtlmusdir deyirlar.



Ogor bir nego vektor bir ndqgtoys koglrdikds bu vektor bir diz xattin
lizorinda yerlosorsos belo vektor — a kollenear vektor deyilir. ©gor a,b,c vektor

paralel vektor kimi verilorso onda bu vektor kollenear vektorlardir. Qeyd edok
ki, garsihigh oks vektor kollenear vektor misaldir.
Torif:

Eyni bir diiz xott vo paralel diz xotlor Uzoarinds yerlogon vektora kollenear
vektor deyilir.
1) 0 vektoru ixtiyari vektorla kolleneardir.
2) Vektor 6z — 0zluyu ilo homiso kolleneardir.
3) Vektorlar kolleneardirsa onda onlardan birini digoarindon hor hansi
adodo vurmasi ilo almaq olar.

Bozon praktikada vektor toplanmasi amolini yerina yetirmok zorurati garsisina

¢ixir. Forz edok ki, a vo b vektoru verilmisdir.

Bu Vektorlarin toplanmast 5/'

.

Qaydasi belodir. Hor hans: v noqtesi gétiriilsiin. Bu ndgtoden a vektorunu
onun ucundan iss bvektorunu ayiririq O ndgtesini b vektorunun son ¢
noqtasi ilo birlosdiron vektor a vo b vektorlarinin comi deyilir. Vektorlarin
toplanmasinin bu gaydasina lgbucaq gaydasi deyilir. Vektor toplanmasinin
Ugbucaq qaydasi ilo borabar onunla eynigucli olan paralelogram gaydasindan

da sitifada olunur.

T

Paralelogramin gaydasi.

0 a+b

Hor iki vektor 0 noqtesine kogurulir. Bu vektorlar tizorindo paralel
qurulur. Bu paralelogramin nogtesindan axan diaqonali Uzra yerloson vektor

a Vo b-1n comiolur.
Vektor toplanmas: asagidaki xasso var:

1) a+b=b+a ( kommutativlik, yerdayisma)
2) a+(b+c)=(a+b)+c (assosiativlik, gruplasirlar)



3) a+0=a a

4) a+a=0, a =-a

Torif:

iki a vo b vektorlarmin forgi elo 3-cii x vektoruna deyilir ki, onu b ilo
topladigda a vektoru alinsin iki a vo b vektorlar1 ortaq baslangica getirilibso
onlarin forgi, ¢xilanin ( b-in)sonundan azalamin sonuna (a-1n) yonelmis
vektordur.

Torif:

a vektorunun 2 odoadin hasili |a| vektorun modulu ilo 2 adadinin modulu

deyilir. Yoni ‘2-5‘=|2|-‘5‘ Umumiyyatlo vektor ododo vurdugda vektor almur.

Yoni b=2.a burada asagidaki hal minium
1) a>0onda « elobeyni istigamot a @ b
2) <0 olanda oks istigamotli awzb
3) a=1o0landa a=b
Vektorunun adodo vurulmasinin asagidaki xassolori vardir:
1) 1.a=a
2) a(B-a)=(a-p)-a
3) (a+pB)a=aa+pa

4) a(a+b)=caa+ab



Vektor faza va vektor alot foza
Vektorlarin xatti asihihg, vektorlarin koordinatlar, iki vektor skalyar hasili.
Plan
1) Vektor foza vo vektor alt foza
2) Vektorlarin xotti asiligr vo xassolori
3) Vektorun vurulmus bazisds koordinatlar va xassalari
4) Orta normal bazis
5) iki vektorlarin skalyar hasili vo xassoalori
Forz edok ki, {v = ab,.x,y, } vektorlar bir coxlugu verilmisdir. Bu coxlugun
elementlori asasinda f':v X v —»v, ¢:v X k—>v 777777777 miayyan oluna
bilor. Yoni ixtiyar iki vektorlar1 f*(a,b)=a+b, ¢(aa)=<-a
Toarif 3.
Vektorlar1 ¢oxlugunun vektor toplanmas: vo adodo vurulmas: omollari toyin
olunubsa vo bu omollor asagidaki 8 xassoni 6dayirsa onda v vektor coxluguna
vektor foza deyilir.
1) atb-c=a
2) a+(b+c)=(a+b)+c
3) a+0=a
4) a+a'=0 a’'=-a
5)1.a=a
6) a-(p-a)=(a p)-a
7) (a+pla=aa+pa
8) a(a+b)=ca+af
1-8 xassasina vektor fozanin aksiomlar: deyilir. ©gor L={a,b, } C9 L ¢oxlugu
verel L ¢cox da omoallor tayin olunmusdursa vo bu vektor fozanin xassani
Odayirsa onda L ¢oxluguna vektor alt foza deyilir. Xotti vo ya vektor fozada

riyaziyyatin bitlin sahslorinda istifado olunur. Forz edok Ki, a:,a,,a, €9
vektorlar a,,a,,a,ex Vo hoqgigi ododi verilmisdir. S=q,a +a,a,+, a.a,()

comina verilmis vektorlarin xoatti kombinasiyasi deyilir.



Torif:

a,,a,,a, odadlorindon he¢ olmasa biri 0-dan forgli oldugda (1) comi 0-a
borabor olarsa, onda a,,a-na, vektor Xxotti asili olmayan vektor deyilir. Torifo
gore oaa, +,+a,a,=0=>a,=a,=.....=0

Torif:

Xaotli vektor fozada xotti asili olmayan vektorlarin maksimal sistemins fozanin
bazisi deyilir vo B=(l;,I,m,I,) kimi isaro olunur. Bazis vektorunun sayina

fozanin olausu deyilir. Xotti asili viasili olmayan vektorun asagi xasse var.
Xassa 1:

ai,a,,,ar vektorlar sisteminin xotti asililigi molumdursa onda bu sistemin xatti
asililigit molumdursa onda bu sistemin vektorlarindan birini galanlari vasitasi
ilo istifado etmok olar.

Isbatr:

Vektorial xatti asililigina goro kombinasiya 0-a borabordir.

alal +. .ozka_k =0

ai+a, +a, %0

Demali a,,a,....a, 9dondon heg¢ olmasa 1-i 0-dan farglidir. Mas Forz edok ki,
a,#0.  aa -+, aa =0*)  oraborliyini  asagidaki  kimi  cevirmok

2,8 =a,8, — 8, —.—ak

a,=f,8, +, +ha, olar.
Xassa 2. aama, Vektorlar sistemi xotti asili deyilso bu sistemda 0 vektor

yoxdur. Yoni xotli asili olmayan vektor sistemina 0 vektor daxil deyil.
Xassoa 3. Iki wvektorun xotti asili olmasi Gglin onlart a= A b soklinds

gOztorilmasi zaruri vo kafi sortdir.



Isbati. Zoruri. Vektorlarin xotti asilihigina géro aa+pb=0

wa=—poa=—Lb-L - ia=ib
o o

a’+p* =0
Kafilik forz edok ki, a=Ab gostorilir, a vo b vektorunun xotti asilidur.
—a+ib=0. -l.a+A-b=0  -1%0
Demoli a vo b vektorlarr xotti asilidir. Forz edok ki, 9 vektor fozada bazis

B= ( e.e,.e,) kimi verilmisdir. Ixtiyari a vektorunun bazis vektorlar: (zro

+ -

Vaev, a=ae+ae+ae, bazisvektoru iizro ayrilir.

Toarif: Vektorun bazis vektorlarin Uzro ayrilisinin amsallarina vektor hamin
bazisdo koordinatlar1 deyilir.

a>{a;a,;a,} Kimi saro olunur.

Bazis vektorun koordinatlarini yazaq

e1=1-e:+0-e,+0e;s = 51(1;0;0)

e2=0-e1+1-€,+0-635 = €4(0:1,0)

e3=0-e,+0-62+1-e5 = e3(0,0:1).
Vektorun koordinatlarinin agsagi xassolori var.

1) Koordinatlar1 ilo verilmosi vektoru topladigda vo ya c¢ixdigda onlarin
uygun koordinatlar: toplanir va ya ¢ixilir. Yoni; a=(a,,a,,a,).b = (b1,b2,bs)
atb=(a,+b;a,+b,a,+b,) olur.

Xassa 2.

Vektoru adad vurdugda onun koordinatlart hamin adads vururlar. Yani ki,

(a-a=(ca, 0, ca,)

Xassa 3.

Eyni bazisds verilmis iki vektorun kollinearlig: Gglin zaruri vo kafi isa onlarin
uygun koordinatlarini eyni amsalla mitonasibdir.

Bazis vektorlar1 cut-clt ortogonal (perpendikulyar) olarsa, onda bels bazis

ortogonal bazis deyilir. Bazis vektorlar1 cit-ciit ortoqonal olarsa va vahid



uzunluglu olarsa, onda belo bazisdo ortanormal bazis deyilir vo B (i, j,k) kimi
isaro olunur. Demali i L j,ilk,j Lk m:m:‘ﬂ:l. ortanormal bazisdon istifado

edorok hesablamalar: asanlasdirmaq olur. Forz edok ki, dizbucaqgli paralelds

ortanormal bazis secilmisdir.

a=0K

OA=a,i
OB=a,j
OC = ask.

olsun.

OA =4,

OB|=a, K,K=0C

oC|=a, K K]|=a,

Ucbucaq BOKK,-don OK’ =OK'i+K,K? BOBK, - don OK:=O0B +BK,
OK, =O0A OK’=a’+a,+a%

OK.*=a’+a,’ a =ak+a’+a;

Demali ordomormol bazislor vektorunun kvadrati onun koordinatinin

kvadratlari comina borabordir.



iki vektorlarin skalyar hasili.

Tarif: Iki vektor skalyar hasili bu vektorlarin uzunluglar: ilo onlar arasindaki

bucagin kosismo hasilino barabordir. a vo b vektorlarinin skalyar hasilini

(a:b) vo ya a-b kimi isaro edir. ©gor a vo b vektoru arasindaki bucaq ¢
olarsa, onda a-b = [al-o|-cos¢ (2).

Bu torifo ekvivalent olan basga torifdo vero bilorki bunun lclin a
vektoru ilo toyin olunmus b vektorunu ox lzorindo proyeksiyas: anlayisindan
istifado olunur. bvektorunun a vektorunun (zorindoki proyeksiyasini
PI‘;BZ‘B‘COS(/)

Bunu iki borabarliyinds nozera alsaq a-b=[a[Pr,b yaza bilor.

Aydindir ki, burada a vo b vektorunun sollarin1 doyiso bilorki vo belo yaza
bilorik: a-b= [p|-Pr, a.
Tarif.

Iki vektor skalyar hasili bu vektordan 1-ci toyin olunur uzunlugu ils
digor vektorun bu vektor Uzorindoki proyeksiyasi hasilo borabordir.
Teorem.

Iki vektor ornogonal olmasi ticin onlarin skalyar hasilinin 0-ra barabor
olmasi zoruri v kafi sartdir.

Isbatu.
Zarurilik: Forz edak ki; a vo b vektoru ortogonaldir. Gostarir ki, bu vektorun
skalyar O-ra borabor a vo b arasindaki bucag ¢ ilo isaro edok, 0 zaman

5’\5:(/):% COS ¢ =0, a -b=0

Kafilik: Tutaq ki, a-b=0 gostorok ki, a Lb ovvalco trivial hala baxag. Forz
edeh ki, a vo b vektorunun biri 0 vektor. Bilirik ki, 0vektorunun istigamoti
toyin olunmadigindan istonilon ortogonal ola bilar. Indi forz edok ki, a vo

bvektoru O-dan forqlidir. a=0,b+0. o >0, || > 0.



(2) barabarliyina baxsaq burdan alinir ki, bu sartlor daxilinds cos ¢ =0. Buda
goz%:éiﬁ demokdir:

Skalyar hasilin asagidaki xassasi var:

1) Yerdoyismo Xassosi:a-b=b-a

2) Isbatr: 5-5=‘5‘-‘5‘cos(5"5):‘5‘-‘5‘cos(5"5)=5-5

2) a vektorunun a ilo skalyar hasili uzunlugunun kvadratina barabordir.

avazine skalyar kvadrat deyilir: a-b= ‘a‘ ‘a‘ Ja?

3) Skalyar hasildo vektor he¢ olmasa biri sifir oldugda sual hasil O-ra
borabordir.

4)  Skalyar hasil ododi vuruga nozoron qruplara ganununa malikdir.
Ja,b) = A(a,b)

6) Skalyar hasildo paylanma ganunu 6doanilir. (a+b,c)=(a,c)+(b,c)

Teorem:

Ogor a Vo b vektoru koordinatlar: ilo verilorsa, yani a-mn koodinatlar1 a
(%Y, x)b(x,,Y,,2,) Verilso onda onlarin sual hasilina uygun koordinatin hasillori
comina barabardir.

Isbati: a vo b vektorunun (i, j,k) bazisindo ayrilislar: asagidaki kimidir.
a=xi+y j+zk

b=xi+y,j+z,k

ab=xX, +V,Y, + 77,

ab = (xj+ yj+ zlﬁ) . (x2i+ y23+ ZZE
0

j=0 (3)
1

(3) borabor nozoro alsaq onda a-b=xx, + y,y, + 2,2,
a Vo b vektorunun arasindaki bucaq asagidaki kimi hesab.

(2) diisturuna goro yazariq cose = =2 cose = XX+ %Y, + 4t (4)
‘aHb‘ \/x21+y21+221\/;/22 +y2+1z,
(4) borabar a va b vektorunun arasindakindan bucagin hesab dusturu.



Mustavida affin va diiz bucagh koordinat sistemi.Parcanin miayyan

nisbatde bolinmasi. Polyar koordinat sistemi.

Plan.
1) Mistavidos affin koordinat sistemi ndgtonin vo vektorun koordinatlari.
2) Parcanin miayyan nisbatds bélinmasi:
3) Miistavids diizbucagl koordinat sistemi vo metrik moasalalar.
4) Polyar koordinat sistemi hagginda anlays.

5) Polyar va dekart koordinat sistemi arasinda slags.

Ucll bir diiz xott Uzorindo olmayan 0,E E, noqtalorini gétlirok OE.=e

OE;=¢, isaro edok. Ahnan ( O ,e,e;) sistemino mistovido Umumi affin

koordinatinin  sistem (reper) deyilir vo R (0 ,ei,e;) isaro olunur. Burada O

koordinat: baslangici, e; vo e, iso bazis vektorlari adlamr. Reper verildikdo.
Reper verildikdo mdistovido vaxtyart vektor fiqurun istigamoti

muoyyanlosdirmok  olur.  Mdastovidon ixtiyari M  noqtesini  goturak

OM vektoruna M nogtosinin radiusu vektoru deyilir.

M M, //OE, MM, //OE;

OM.=x-e .
- (1) Kollenearhq sorti.
oM g =Y €2

OM MM, paralelograminda

OM =OM, +OM4
(1) ifadasini nozoro alsaq OM = xe, + yl.
(2) baraborliyindon x vay adadlorine M ndqtasinin voa ya OM vektorlarmin R
reperindoki koordinatlart deyilir vo M (X, ).
OM = (X,y) kimi isaro olunur. Burada x-2 absis y-o ordinat deyilir. x oxuna
absis oxu, y oxuna isa ordinat oxu deyilir . Gostarmok olar ki, (2) ifadasi istirak

edon X Vvoy ododlori yeganadir.

Forz edok ki, OM =X ei+ye: OM=xe+yl, (x-x)e+(y—-y,)e, =0



X-X,=0 y-y,=0 X=X, Y=Y,
yani verilmis reperds néqgtanin vo vektorun koordinati yeganadir. Bu koordinant:
tapmaq Gcln noqgtodon oxlara paralellor gokilorok M, vo M, nogtolori toyin
edilir.
Misal: P (3:-2)

Qeyd edoak ki, (2) bobabar x va y adadlari X #0,y =0 oldugda noqgts. 1-ci, 2-

ci, 3-cl, 4-cl rublorin birinds olur.

X=0, y=0 M=0 olanda ndqte koordinatin baslangici ilo Ust-Usto olur,

X=0,y #0 M <oy olanda nogta ox oxunun Uzarinds olur.

Forz edok ki, R ( 0: e,)A ( x ;x) B (X,;y,) nogtolori verilmisdir. AB
vektorunun koordinatlarini tapag. Bilirih ki,

OA=(%;Y,)

OB = (X;:Y.)

POAB = AB=0B-0A=(X,,¥,)— (X, Y¥,) =% —X; ¥, —Y)

AB = (X, = %;;Y, ~ ;)

Vektorunun koordinati 2-cidon baslayarag onun G¢ noqgtonin koordinatlar:
fargina barabardi.

Forz edok ki, R reperindo [MN] parcas: verilmigdir. Burada M« N
Ke[MN] K nogtesi gotirok M (x,;y,), K(xy) olsun.

Verilonloro goro K noqgtosi MN pargcasinin -~ A nisbatindo bolir. Toalob
edilir ki, M vo N-nin koordinatlar1 verilir voa y ododi verildikdo K ndqgtssinin
koordinatlarini tapin.

OM,OM,ON vektorunu ¢okok.

OM =r;

OK=r

ON =,

ilo isaro edok. Burada MK=r-r KN=r.-r MK Vo KN vektorunun
kollineardir. Onda MK =KN Yyazmaq olar.

r-ri=(L-r), r-ri=Arz—ir (3)  (@Q+A)r=ri+ar,



Burada 1+ 1 =0 oks halda agar 1+ —»=0 onda —=-10nda MK =—-KN MK + KN =0
MN =0=m=N bu isa bizim sortimizs ziddir.

(3) ifadasi bolon nbgtonin radius vektorlarini ¢ néqgtalarin radiusu vektorlar: ilo

riyazi ifadasi. (3) ifadasini ordinatlarda yazsaq x= XiJlr =% y= W= 4)
+ X +-

(4) disturuna parcanin  — nisbatinds  bélon négtonin  koordinatlarimin
hesablanmas1 disturu deyilir. (4) disturunda —=1 olarsa, MK = KN K ndoqtosi
MN parcasina orta noqgtesi olur vo orta ndgtonin koordinatlariin hesablanmasi

disturu olar.

Xt X “NitY,
5 y="7 (5)

3.Umumi affin koordinat sistemindo e, vo e, vektorun ortogonal vo orta (vahid
uzunluglu) vektorlar olarsa belo koordinat sistema dlizbucagli dekart koordinat
sistemi deyilir. R (0,i, j) kimi isaro olunur. Burada i+j  [i=[j|=1

Ordonormal noar sistemi hesablama mosalolorini sadslor. Forz edok Ki.

Bizo iki A vo B noqgtalori verilmisdir. A ( x,;y,) B (X,;y,) A vo B noqgtolori

arasindaki mosafoni tapaq. P(AB)=|AB| P(AB)=+(x,—=x,} +(y,-v,}  (6)

(6) disturu mistavids iki nogts arasindaki masafa dusturu deyilir.

4. Mistovi Uzorindo miloyyan masalatatin hollindo dekart koordinat sistemi ilo
yanasi polyar koordinat sistemi adlanan sistemdon istifado etmok alverisli olur.
Forz edok ki, mistavi Uzorinds har hansi bir ndqte geyd olunub vo bu

noqtadon i vektoru ayrilmisdir. i vektoru vahid vektordur. M =1.

O noqtosi vo i vektorundan ibarat citlilys mistovi izorindo polyar koordinat
sistemi deyilir. (0, i) vo oi kimi isaro olunur. O noqgtesina polyus ndgtosi, o
noqtesindon kegon vo lizorinde miishot istiqamat i vektoru ilo toyin olunan
OP dliz xottino polyar ox deyilir. Forz edok ki, mustovi (zorinda O1 polyar
koordinatlar1 sistemi vo M noqtesi verilmisdir verilmisdir. OM vektorunun
uzunlugunun M noéqtasinin polyar radiusu Vvo ya 1-ci polyar koordinati deyilir

va r ilo isara olunur. OM radius vektorunun OP polyar oxla amolo gatirdiyi ¢



bucagina M nogtasinin polyar bucag: vo ya 2-ci polyar koordinat: deyilir. r, ,,
cutliy M nogtasinin  polyar koordinatlar1 adlanir vo M (r; ¢) kimi isaro
olunur. ©gar M noqtesi polyar ox Uzarinds olarsa, onda onun polyar bucag: O-
ra barabor olar. Xisusi halda M nogtesi 0 polyas noqtasi ilo Ust-Usta disarss,
onda bu ndqgtanin polyas: radiusu 0-ra barabar olur, polyar geyri-miayyan olur.
Qeyd edok ki, har bir nogts Uciln polyar radius yegana sokilds tayin olunur,
polyar bucagi isa gcoxgiymatli toyin olunur.

5. NOqgtonin polyar vo dekart koordinatlar1 arasindaki minasibsto baxag.

Forz edok ki, mistovi lizerinda Oi polyar koordinat sistemi verilmisdir. Bu
polyar koordinat sistemino duzbucagli dekart koordinat sistemini asagidaki
sokilda yerlosdirmak elo edok ki, diizbucagli koordinat sisteminin koordinat
baslangicti O polyar nogtosi ilo, absis oxu iso polyar oxu ilo Ust-Usto
dussin.

Hor hanst M néqgtesi  gotlrok M noqgtesinin  diizbucaqli koordinat

sistemindaki M (Xx;y) , polyar koordinat sistemindoki koordinatlart M (r; , ).
BOM M, dizbucagh lcbucagina goro | X=rcos ¢
y=rsinge (1)
(1) dusturlarina goro M noqgtesinin polyar koordinatlart malum olarsa
onun dekart koordinatlarini toayin edo bilorik.

(1) disturlarindan asagidakim almag olar. x2+y?=r? (cos2? +sin?®)

=ty tge =)

X
@ =arctg Y (2)
X

(2) dusturlarina oasason aliriq ki, noqgtonin dekart koordinatlart malum

olarsa onun polyar koordinatlarini almag olar.



Mastavi Uzarinda affin va dizbucaqgh koord sistemlarinin
cevrilmasi.
Plan
1) Mustavinin orientasiyasi
2) Mistovido affin koordinat sisteminin ¢evrilmasi
3) Koordinat sisteminin gevrilmosi xususi hallari.

4) Duzbucaqgl: dekart koordinat sisteminin gevrilmosi.

Mistovinin  oriyentasiya anlayisimi  vermok Ucglin avvalco  miustoviya
paralel olan vo mistoavinin vektorlar sisteminin mioyyon etdiyi alt fazanin
orienlasiyas: ilo tanig olag. Bilirik, mistovinin vektorlar ¢coxlugu komplanar
vektorlardir vo bu vekrotlar 2 6lclli vektor foza omolo gotirir. Bu vektor foza
3 Olcult vektor fozanin alt fozas: olub. Vektor alt fozanin L ilo isara edok.
Bilirih ki, kollenear olmayan iki vektor bu fozanin bazisi ola bilor. Demali L
alt vektor fozanin bazislor ¢oxlugu sonsuz coxlugdur. Bu coxlugu B ilo isara
edirik. Fork edok ki; A (aa. ),B=(bb,) B bazis coxlugu olan gétiriilon
bazislordir, onda asagidakini1 yaza bilorik.

bi=a,a +a,a, (1)

b, =a,a1+a,a:

(1) ayrilisinda istirak edon omsallardan  duzosldilon b [Zﬂzﬂj malrisina A
2122

| e | :auazz — a3, A|B (3)

21722

bazisindon B bazisini determinant1 |b|

Basqa sOzlo A-dan B bazisino kecid matrisinin determinanti (3) soklinda
hesablanir. A vo B bazisdo olduglarindan onlari mioyyan edon vektorlar
kollinear deyil. Yoni bu vektorun koordinatlari mtonasib deyil. Onda aliriq ki,
A/B olur. Onda A/B>0, A/B<O0 olur. ©gor bazisindon B kegid matrisinin
determinant: misbat olarsa, onda A vo B bazislori eyni n oriantasiyali bazislor

adlanir.



Bazislorin eyni oriyentasiyali oldugunu A belo isaro edacoyik. Asanligla
asagidaki xassoalorin dogrulugunu gostarmok olar.

1) AB=1

2) A|B, BJ|C olarsa, onda A|B -B|C=A|C
Bu xassonin dogrulugunu matrislor hasilinin determinanti haqqginda teorem
almar.

3) A|B:-B|A=1

Indi A minasibotlorinin asagidak: xassalorini geyq edok:

1) Aminasibati reflaksivlik munasibatino malikdir. ABA

2) Simmetrik xassosi.AAB = BAA
3) tranzitivlik xassesi. AAB, BA C = AAC.

Ogor A munasibati bu 3 sorti 6doyirsa, onda ona ekvivalentlik munasibati
deyilir. A ekvivalentlik munasibatlorinin kdmayi ilo B bazislor ¢oxlugunu siniflora
ayira bilorik. Bu siniflorin say1 2 olur. A minasibatinin kdmayi ilo toyin oluna
ekvalent bazislor bu siniflora daxil olur. Homginin geyd edo bilorik ki, L alt
fozasinda gotirilon har bir bazis bu alt fozanin bazislor ¢oxlugunu 2 sinifo ayirir.
Bu bazislor eyni ariantasiyali olanlar 1 sinifa, mixtoslif ariantasiyali olar. O biri
sinifa daxil olur. B /A minasibatino goro faktor coxlugunun har bir elementlorino
2 alt fozasmin ariantasiyas: deyilir. Ogor bu ariantasiyada hor hansi birini g6turib
misbat ariantasiya kimi gobul etsok, onda digor ariantasiya monfi ariantasiya
qobul olunur. Ogor misbat (zorindo kollenear olmayan muoayyan nizaml

gotirilon ( es,e.) bazisi wverilon agor bu bazis wvektorunun hor hansi O

noqtesindon ayirsaq bu zaman e vektorunun e, vektorunun Gzorina dilsmosi

Uclin lazim olan horoket saat oksi istiqamatindo olarsa, onda deyirlor Ki, ( e:,e,)

bazisi mushot ariantasiyali olur. ©ksina, ogor e vektorunun e, vektoru Gizarina
dismosi Ucgln alzim olan harokat saat ogrobi istigamatinds olarsa, onda bels
bazis monfi ariantasiyali halinda olur. Ogor mustovini vektorlar ¢oxlugu alt
fazasi ariantasiyali alinmis alt foza olarsa onda belo mustovido oriantasiyalanmis

mustovido adlanir.



2. Forz edok ki, mustovido O ( e, e;)vo 0%(01,61,51r)affin koordinat sistemlori

verilmisdir. Hor hanst M noqtesi gotlrok M nogtasini 1-ci koordinat sistemina
nazaran koordinatlart M (x,y), 2-ci + (x*,y") olsun. 1-ci koordinatlar: sistemdan 2-
ci koordinat sistemino kecdikde M  noqtesinin koordinanti necs dayisdiyi
Oyronorok forz eds ki, asagidak: ayrilis dogrudur. el =c, i1 +c,l. e2=c,li+c,l

O noqtesinin  1-ci repera gOro koordinatlarmi  O*(x.;y.) olsun, onda

00! =X.¢, + Y&,

AOMO' —da

OM =00 +OM

W:xa+ yéz

O'M = X &4y 62 = X (Cpy €1+ CpyB2) + Y1 (Cp 81+ CppB2) = (Cou X +Ciy )81 + (Coy X 4 Cp Y )2
aliriq.

Buradan asagidakini alirig.

X=C, X" +CLYy" +X. (3)

Y=C, X' +Cuy +V.

Demoli aldig ki, (O ,el,) koordinat sistemindon (O?ee,") koordinat
sistemindon kegondo M noOqtasini kdhna (x'y) koordinati onun yeni (x*,y*)
koordinatlar1 arasinda (3) munasibati var.

Biz Oyrondik ki, affin koordinati nisbatinin ¢evrilmosi dusturlarin 3
soklinda. Asagidaki xususi hallart qeyd edir.

1) Koordinatlar sisteminin c¢evrilmasindo koordinat basilangic1 doyisir,
koordinat oxlar1 dayismir.

Buna koordinat sisteminin paralel kocurilmasi deyilir.

X=X +X (4)

Y=y +Y,



2) Koordinat sisteminin  ¢evrilmasi zaman koordinat baslangici dayismir,
koordinat oxla istigamoti doyisir . Buna koordinat sisteminin dondarilmasi
deyilir. Bu halda (3) dusturlar1 | x=c,,x"+c,y’ (3) bu halda olur.

Y= C, X' +CpY"
(3) dusturlarindan istirak edok, C ,,, C,, C,, C, ododlori yeni koordinat
vektorlariin koéhno koordinat sistemino nazaran koordinatdir.
Yoni, e =(c,;c,), € =(CyiCy)
4.Dizbucaqli koordinat sisteminin ¢evrilmasi ilo tanis olag. Forz edok ki, mistovi
tzorinds  (0.,i:j),(0i j) koordinat sistemlori  verilib. M  ndqtssinin
(0, j) sistemindaki koordinatlart (x,g), (0%, j)sistemindoki koordinatlar: iss
(x*;y") olsun. Bilirih ki, dizbucagli koordinat sistemi affin koordinat sisteminin

xususi halidir. Odur ki, affin koordinat sisteminin ¢evrilmasi disturlar: burada da

0z glcunds galr. Yoni; x=a,x' +a,y +x%,, Y=ay,x'+a,y ' +Y,, (1)

buzaman i =a,i+a,], j=a,i+ay,]j (2)
verilon koordinat sistemi duzbucaql oldugu tgiin (1) dusturlarina daxil olan

—

aiy(i1§/=1,2) omsallarmi i”j=¢ bucag vasitosilo ifado etmok olar. Dogurdanda

ogar, (12) minasibatinin har bir baraborliyinin hor torofini i.j vektorlarina

skalyar vuresaq onda alariq. | i-i =a,i-i+ay,]j-i Ji=agijta,ij

<1 T T - = - —1 P rary
i =a,i-ita, ] J-y =auyl)+ay])]
Burdan aliriq ki, |a, =cos(i’i) a,, =cos(j"i)
A . e
a, =cos(i j') a,, =cos(j" J)
Forz edok ki, bu koordinat sistemlori eyni azientasiyalhdir.
Azl —r=l AT 5 . AT 5 .
(') =, (1" =9. ("R =cos(~¢)=sing (" ]) = cos(; +¢) = ~sinp
Bu giymatlori (1) dusturlarinda nazars alsaq,
Xx=x'cosp+Ey'sinp+Xx,, y=x'sinp=Ey'cosp+y, (3)

Demoli (3) dusturu diizbucaq koordinat sistemina ¢evrilmasi disturu olur.



Dz xatlora aid metrik va afin masalalar. Maktab riyaziyyat
kursunun masalalari hallina diiz xatt tanliklarinin tatbiqi.

Plan. 1. Nogtadan dliz xatto godar masafonin hesablanmasi.
2. 1ki dliz xott arasindaki bucagin hesablanmas:.
3. DUz xotto aid asas masalalor
4. Duz xatt tanliklorina orta moktab handasa moasalalaring tatbiglori.

1. Noqgtadan diiz xatta goadar masafanin hesablanmasu.

f =0 vektoru d diiz xattina 0 zaman perpendikulyar olur ki, o, diiz
xottin ixtiyari istigamoatverici vektoruna perpendikulyar olun. Diliz xatto
perpendikulyar olan « sayda vektor vardir. Dogrudan da, ogor
ild=nLlaolarsa, 2ila -5ila A-ila Aed olar.

Gostorok ki, duzbucagl: koordinat sisteminds (A B) vektoru
Ax+By+C=0 diiz xattinin normal vektorudur.

Dogrudan da, a(-B,A)||d olarsa, ra=-A-B+B-A=0=fAd=0=A L4
Normal vektor anlayisindan istifads edorak ndgtodon diiz xsttina qod-or
moasafoni toyin edok. (0,i,]) sistemindo Mm,(x,y,)¢d, d:Ax+By+C=0 diz
xottini gotlrok. Noqtadon diiz xotto godar masafo homin ndgtodan diiz
xatta endirilon perpendikulyarin uzluguna deyilir.

(MoM,) Ld, M, ed, MM, =p(M,,d) olar.

N(AB) Ld = M,M, =z-ﬁ<:‘|v|0|v|1 =H-|x|
p(Mg,d)=[i-]2} 2 -n1 tayin edok.
MM, -n=4-n", [2-n%=|MoM,n, (M d)_'\"o'\"'”
d)=

n
Mi(%,y), Mo(Xo,Yo), N(AB)
MM, =X =X, Yo = Y1); N-MM, =A(x, —x,)+ B(Y, —Y;) = AX, + By, — (Ax, + By,)
M,ed= Ax +By, +C=0= Ax, +By, =-C

|AX, + By, +C|
VA? + B’
Ax+By+C = 0 diiz xattinin tonliyinda hor bir hoddi =+ A* + B? bdlsok
AX By C

+ +
+JA24+B?>  +4A?+B? ++A2+B?

C
++/A? +B?

xcosg + ysinp— p =0 soklinds ytazmag olar. Burada

Yerino yazsaq:‘ﬁ-MlM()‘ :‘ﬁ : M0M1‘ =|Ax%, +By, +C|  p(M,,d)=

=0 alarqg “+ "isarasi elo secilir ki, C- lo oks

isarali olsun, yani =—p (p>0) ilo isara edok. Onda yuxaridaki tanliyi

=C0SQ,

A
+-/ A% + B2



—— =sing kimi isara olunub. Sonuncu tanliys diiz xattin kanomik tanliyi
A B ¢ $ Yy y
deyilir. p-nin hondasi monasi, koordinat baslangicindan diiz xatto endirilon
perpendikulyarin uzunlugu, (cose,sin ) homin normalin istigamatverici
vektorudur.
Misal 1.(0,i, j) -do diiz xatt 3x-4y-2=0 soklinda verilib.
3.0-4-0-21
p(0,d) :| | =E-p(0,d) _2 uzun.vah.
3? + 47 5 5

2. Iki diiz xatt arasindaki bucagin hesablanmasi.

d #d,, d,nd, =@ duz xatlori Kkosisorok 4 bucaq amolo gatirir. Ogor biri molum

N N

olarsa o birini tapmaqg olar, cunki 1=3 2=4, 1+2=7 . Oriyentasilan-mis
mistovido secilon oriyentasiyaya muvafig olaraq iki  diz xott arasindaki
oriyentasilanmis bucag tayin edok.

d,lla, d,[Ib, d,:AX+By+C, =0

d,:A,x+B,y+C,=0 a(-B,A), b(-B,,A).
a-b A,A, + B,B,

2Bl JAZ B JAZ+B:

cos( d,"d,) = cos( a B) =

_sin(@*b) _ AB,-A,B,
cos(@'b) AA, +BB,
Ogor duz xatt bucag amsali ilo verilorss,

d,:y=kx+b, d,:k,x+b,, d(k,),b@k,)

tg(a"b)

cos(@"B) = KKz sin(aB) = e K
J1+ky1+k2 1+ k2 1+ k]
tg(a’h) = 1k2 ;il . Bu dusturlardan istifads edarak diiz xatlorin paralellik va
+ 172

perpendikulyarliginin sartlorini yazagq.
1) d, | d, = (4,b) =0°180° = tg(a"b) =0=k, =k, Voya
2) d,1d,=4a"b=90°270° =tg(a"b) > o=k, = —ki Vo ya

1
AA, +BB, =0 yazilirvo 1:u voya u:4 diz xottin Me-dan kegmasi sortindon
tapilir, sonra yerina yazilir.
Misal 1. (0,i, j)sisteminds d, :x+2=0, d,:3x—3y+5=0 diiz xatlori
arasindaki bucagi toyin etmoli.
A =1 B =0 A =3 B,=-3 g|dugundan
_1.(-3)-0 -3

“3_ 1 tgo=-1 ¢@=-45°
1.3+0 +3 99 ¢

Misal 2. (0,i,]) -da dl:U—;x+5=y, d,:V3x+7=y, (d Ad,)="?

9o



k1=—”33, k, =+/3 oldugunu bilorak bucag: tayin etmok olar.
-3 /3 3)a--3) 503 /3
3 9--/3 (9--/3)1--/3) 53 5./3
t p— p— p— p— —2’ t :’7—2’ p—
0 37 30+-3) -6 3 90=73 v

3. Mistavids diiz xatta aid asas masalalar.
Umumi sokilda diiz xatto aid elo mosalalora baxaq ki, koordinat metodu ila
holl etmok olar.
Masalal. Ax+By+C =0 dlz xottino paralel vo M, (x,,y,) noqtasindon

kegon diiz xatt tonliyini yazmal:.
Holli. Yonoldici vektor a = (-B, A) oldugundan d =[M,,a] vo ya
X=X _ Y=Y

_B = A(X—X,)+B(y-Y,) =0 Sakil

Mosalo 2. Paralel olmayan diiz xott kasismo noqtasinin koordinatlarini
tapmal.

Holli. d, :Ax+By+C =0, d,:Ax+B,y+C,=0 tonliyinin ll-ni ~ -Bs-o
vurub tarof- torafs toplasaq
A1 _Cl A1 Bl
Az _Cz Az Bz
Masala 3. Verilmis M, (x,,y,) nogtesindon vo verilmis iki duz xattin

kasisma noqtesindoan kegan diiz xatt tonliyini yazmali.
Halli. | yol. Diz xotthlirin kosismo ndqtasi masolo 2-doki Kimi tapilr vo
hamin  ndqts ilo M, -dan kegan diiz xatt tonliyini yazilir.

Il yol. Verilmis diiz xattin dosta tonliyi
A(AX+By+C)+u(Ax+B,y+C,)=0

Masala 4.Mg(Xo,Yo) ndqtasindan kegan va n(A, B) —ys perpendikulyar olan
diiz xatt tonliyini yazmal.

Holli. YM(x,y)edise M M //d = M,Mn=0 olar.
Buradan A(x-x,)+B(y-y,)=0alnr.

Masala 5.Ax+By+C=0 diiz xattina perpendikulyar vo Mo(Xo,Yo) ndgtasindan
kecon diiz xattin tonliyini yazmali.
Halli.l diiz xattinin yonaldici vektoru axtarilan diiz xattin normal

vektorudur,yani a(-B,A) L d.vM(x,y) e d olarsa,
M,Ma=0;—B(x—X,)+A(y—Y,) =0

anoloji / tapilir.

A
A, B

2

Cl Bl
_Cz Bz

B B
Y= Yo = (X=X =199 =k

Y—=Yo =K(X=X%;), Y=Y, =tgo(X—X,)
4.Duz xatt tanliklorinin orta moktab handasa masalalaring tatbiqglari.



Orta moaktabin handaso kursunun bir ¢ox teorem,toklif vo masalalarinin
hallina diiz xatt tanliklori va koordinat metodu genis toatbig olunur.Bir nega
moasalolora baxag.

Masalal. Trapesiyanin oturacaqglarinin orta nogtalarindan kegan diiz xattin
yan toraflorin kasisma noqgtasindon kecdiyini isbat etmali.

Halli. ABCD- verilon trapesiyadir. (A €,,€,) afin sistemini elo segak ki,

A(0,0), D(1,0), B(),) olsun. Onda, M(%,O), N(%,l), C(e,D) olar.

(AB):x=0, (CD):x—(x-1)y-1=0, (MN):x+l_Tay—%:0

avvalki iki tanliyi hall edarak E-nin koordinatlarimi tapag. E(O,li).Yoxlasaq
04

goraik ki, bu koordinat (MN)-in tanliyini 6dayir,
0+12%. 1 _1_ 4 isbatolundu.
2 l1-a 2 )

Masalo 2. Ugbucagin hiindirliiklori  lzro olan l¢ diz xott bir ndqgtada

kosisir.Isbat etmali.
Sakil

Halli. (C,,,7) sistemini elo segok ki, A(x,0), B(5,0), C(0,y) olsun. IKi
hindurltyln kesisma néqtasinin koordinatlarmin 1 hinddrliyin tonliyini 6dodiyi
yoxlayag.
Hiindurluklor: (CC,) L (AB), (AA)L(BC), (BB,)L (AC)

(CC,):x=0 BC(-B.7) L (AA)-(AA)> A@.0).
Onun tonliyi (AA): B(x—a)-w =0, pBx-w-af <0
(BB,) L AC(-a,7), Be(BB,) (BB,):ax—y—af =0.

(AA1) vo (CCy)-in tonliyini hall edarak M(o,ﬂ) tapilir. Bu koordinatlar (BB1)-in
Y

tonliyini 6dayir.Ishat olundu.
Masalo3.Rombun toroflori a vo b-dir.Onun qars: toroflori arasindaki
moasafoni tayin etmoli.

Halli. ABCD romb, O = (AC) ~ (BD).(0,1, j) -ni elo secak ki,
a b a b
A(=2,0).B(0.2).C(5,0).D(0—)

olsun.(BC)-nin tanliyi %+% =1,(BC):2xb+2ay—ab = O.A(—%,O) —dan bu diz xatta
qodar masafani tayin etmoaliyik.
a
—-2b—-ab
a 2ab ab ab

p =p(A(BC)) = = = )
J4a? +4b>  2-/a?+b?  -/a® +b? ~Ja? +b?



Mistavinin oxsarlig ¢evrilmasi ve onun analitik ifadasi, Homotetiya,
xassaloeri ve oxsarliq ¢evrilmasinin ayriligi.

Plan: 1.MUstavinin oxsarliq ¢evrilmasi.

2.Homotetiya va xassaleri.

3.0Oxsarliq cevrilmasinin ayriligi.

4.0xsarlig cevrilmasinin koordinatlarla ifadasi.

5.Mustavinin oxsarliq ¢evrilmalari grupu.

6.0xsarliq ¢evrilmalarinin alt gruplari.
81.Mustavinin oxsarlig cevrilmasi. f : z — 7 mustavi ¢evrilmasini goturak.
K>o0, Kk eR; haqgigi aded olsun (musbat heqigqi  adad).
VABer, f(B)=B,f(A)=A" oldugda A'B'=«x-ABve ya p(A',B')=x-p(A,B)
olarsa f cevriimasi « oamsalli oxsarlig c¢evriimasi adlanir. Terifinden
gorunar ki,
1.A =Boldugda p(A,B)=0,AB'=x-AB=0,yani p(A’,B')=0= A’'=B’ olur.
2. A#Boldugda AB=0,AB'=x-AB=0= A’'#B’ olur, yani « amsalli oxsarliq
ham inyektiv, hem da suryektiv, demali biyektiv ¢cevrilmadir.
3. k=0 oldugda o <« <1 olarsa yani bu zaman fiqurun 6lculari qisalir.
4. k=1 oldugda A'B'=AB,yani bu zaman uygun parcalarin uzunluglari
dayismir, demali harakat ¢evrilmasi k=1 amsali oxsarliq ¢evrilmasidir.
5. k> 0 oldugda A'B'=«-AB> ABolur, yani bu zaman uygun parcalarin
uzunluglari boyuaydr.
8 2 Homotetiva va xassalari.Mistavide M, noqtesi gotlrak ve els
h:z — = ,cevriimasina baxaq Ki
h(M,)=M, YM =#M,, h(M)=M', 1=0, 1eRhaqiqi adad olduqda

MM*=2-M,M gdanarse h cevriimasi Mo markeazli hometetiya cevrilmasi
adlanir.

Bu zaman Mo- homotetiya markazi , A- homotetiya smsali, M va M’
hometetik uygun cut noqgtsler adlanir.Gostarmak olar ki, homotetiya
oxsarliq cevrilmasinin xususi halidir. Dogrudan da  eger

N#M, N#M,, h(N)=N" olarsa, onda MN'=AMN ~h(M)=M'=1*MM
toraf-taroefe cixsaqg M'N'=2-MN va ya |MN'|=|/1|"MN‘0Iar
4/>0, odur ki, har bir A smsali homotetiyaya |[A| amsali oxsarliq

cevrilmasi uygun olur.A=1 oldugda MoM'=M;M =M =M" ygni A=1 emsal
homotetiya mistavinin noqtslerini terpenmaz saxlayir.

A=-1 oldugda M.M" = MM | yani A=-1 amsali homotetiya M, markazIi

simmetriya ¢evrilmasidir. A#1, A#-1 oldugda homotetiya iki ndqte arasindaki
masafoani dayisir ve herekstdan fargli oxsarlig cevrilmasidir. Mistavida

(O,E,,E,) reperinde O ndqtesini homotetiya morkazi gotiirsek M =0, M(x,7)
noqtesi OM'=1-OM, M'(z',7)ndqtesina cevrilar, Onda



OM =(x,7), OM'=(x"7") olarsa,z' =%z, ¥'=%r O merkazli homotetiyanin
koordinatlarla ifadasi olar.

Indi homotetiyanin xassalarini verak

1°. 2#1 gmsalll homotetiya homotetiya markazindan kecan diiz xatti
O0zina, homotetiya markazinden kegmayan diz xatti 6zline paralel diz
xotta ceuvirir.

Fozz edak d:Ax+By+C=0 dijz xatti h homotetiya ile cevrilir. Onda

! !

X ' ’
tenlikde X=—- Y=% giymeatlerini yerine yassaq AX'+By'+Ci=o0 alariq.
eger Oed=C=o0 Vo (d')ZAX'—i-By':O, d=d"'Oed=C=o Vo d" // d0|ar_

2°. Hometetiya bir dliz xattin (¢ néqtasinin sads nisbatini dayismir.
AB,Ced, A'B,C'ed’ u(ABC), A(x,y,) B(x,y), C(x,y,) (A,B,C)=2 olarsa,
Xl + ﬂ“XZ yl + ﬂ«yz ' ’ ’ ' "~ [
= , Y= A,B,C) h (A',B',C =(AC,B), u'=(A'C’,B’) olsun.
x==r 5 y=r = (ABC)h( ) u=(AC,B) u'=( )
ARG KT BC L (ac ) (a0 )
A'B'=1-AB, B'C'=1-BC

d, / A’ /
r\'

D C




3°. Homotetiya bucagi  6zina  bsrabar bucaga ceuvirir.
ZABC h ZA'B'C' (AB'=4-AB, B'C'=1-BC) =[(A'B') // (AB), (B'C) // (BC)],
yani bucagin terafleri cut-cit paraleldirlar, yani ZABC = ZA'B'C’

Al

CV
4°.Hometetiya miistavinin oriyentasiyasini saxlayir. R=(A,B,C) ixtiya
reperdir. i=o, h: R>R, h:(AB,C)>(AB,C') AB=1-AB, AC=1-AC' R-

A . .
dan R’'-9a kecid z‘ = 1’ > odeterminanti ile aparilir. 2> >0 R o R’Olar.
o
83. Oxsarlig cevrilmasinin ayriligsi.  Oxsarliq cevrilmasinin iKi
cevrilmanin, yani homotetiya ile hearekatin hasiline ayirmaq oldugunu
gostarak.

Teorem: p cevrilmasi k eamsalli oxsarlig, h ise k emsalli M, markazli

homotetiya oldugda els yegana g harakat cevrilmasi var ki, oxsarliq
cevrilmasi homotetiya ilo harakatin hasiline barabar olur: p=hg.
Isbati: p ¢cevrilmasi k amsalli oxsarlig oldugundan vM,N nogtalari

Uglin p(M)=M’, p(N)=N’, MN'=x-MN olar.
h cevriimasi k amsalli  markazli homotetiyadir, onda h, % amsalli

homotetiya olar, yani h*(M')=M", h'(N')=N"onda MN=«x-M"N" olar.
Migayise etsek MN=M'N"alarigq. Bu ise o demakdir ki,
g(M)=M", g(N)=N"herokat cevrilmasidir. Belalikla, alariq
(p(M)= M", h* (M)=M")=h"*(p(N))=N" v MN =MN". hip=gvaya p=hg.
Teorem isbat olundu.
Gostarmak olar ki, p=hg —ni 6dayan g harakat ¢evrilmasi yeganadir.
9gar p=hg olardisa g =g, =h"p olard..

84. Oxsarlig cevrilmasinin koordinatlarla ifadasi. Yuxarida gorduk
ki, homotetiya harakat cevrilmasinin bitlin xassaslarini 6dayir. Indi isbat
etdik ki, oxsarliq harakatle homotetiyanin hasilina barabardir.

Demali, oxsarliq ¢evrilmasi

-diiz xatti dliz xetta cevirir,

-paralel diiz xetlori paralel diiz xstlera cevirir,
-yarimmustavini yarimmustaviye geuvirir,

-diiz xatt Uzerindaki ti¢c néqtenin sadas nisbatini dayismir,




-parcani parcaya cevirir,

-stiani staya cevirir,

-bucag! 6ztina barabar bucaga ceuvirir,

-perependikulyar diiz xatlari perependikulyar diiz xatlara ceuvirir,

-mistavinin oriyentasiyasini ya saxlayir(egar g 1-ci nov harakatdirsa)

ya da dayisir (g 2-ci név harakat cevrilmasidirsa) 1-ci halda 1-ci nov

oxsarliq, 2-ci halda 2-ci n6v oxsarliq ¢evrilmasi adlanir.

Indi oxgarliq gevrilmesinin koordinatlarla ifadesini yazag: (0, i, )
koordinat sistemini goturek. H-homotetiyasi x>0 oamsalli, O-markazli
olarsa h(M)=M, M(x,y), M(X,y) olsun. Onda X =kx, y=ky olar. g herakat
X' =X Cosg —&ysin g + X,

Lo~ i onda
y'=Xsing+eycose+ Y,

cevrilmasi g=(M)=m’, M(x,y) oldugda {

x' = k(xcosg — gysin )+ x,
y' =k(xsin ¢ +nycose)+y,
2-ci ndv oxsarliq ¢cevrilmasi olar.
Teorem: Isbat etmak olar ki, har bir fargli harekstden oxsarliq
cevrilmasinin bir terpeanmaz néqtasi vardir.
isbat: {(K cos —1)x —eKsin gy + X,
xsin ox + (ex cosp —1)y + v,

alarig. ¢=+1 oldugda p-1-ci név, ¢=-1oldugda p-

sisteminin  determinanti

g=1o0larsa & =(x-cosp)’ +cos’p, ¢=-1 olarsa &=1-x? k=1 onda
6 = 0.Teorem isbat olunur.

Natica: Birdan ¢ox tarpanmaz nbqtasi olan ve ya heg tarpanmaz
nogtasi olmayan oxsarliq cevrilmasi harakat cevrilmasidir. Bu
teoremdan istifade edarak oxsarliq ¢cevrilmasini tesnif etmak olar.

1-ci név oxsarlq cevrilmalari:

1.Homotetiya
2.Markazi oxsar donmaler
3.Paralel kbglrmae
2-ci nOv oxsarliq ¢evrilmaleri:
1. Ox simmetriyasi

2. Merkazi-oxsar simmetriya
3. Surusmali simmetriya.

85. Mistavinin oxsarlig cevrilmalari grupu.
Forz edesk P={f,f,,.,p,p,... oxsarliq ¢cevriimaleri ¢coxlugudur. Bvvalca

gosterak ki, P-da emal tayin edilib. f,, f, eP Iki oxsarliq ¢cevrilmasidir. f, —x,
amsalli Kk, >0, f,—x, amsallidir
f,(M)=M', f,(N)=N', MN'=«,-M'N. f,(M)=M", f,(N')=N", M'N"=x, =M'N".




f,(f,(M))=M", f,(f,(N))=N". M'N'=k,-MN, M'N"=x, -M'N'=k,(x;MN),
M'N" = (k, - &, MN, «, -k, >0.

Demeali, f,-f-oxsarliq ¢evrilmasidir. «, -x, eP yani, P-de cebri amal
tayin olunub. peP, p-k emsallidirsa « >0, %>0,% amsalli oxsarliq p-nin

p~‘tarsi olan oxsarliqg cevrilmasidir, yani peP, oldugda p*eP, k=1
oldugda p°-1  emsalli oxsarliq olur, yani p°eP. Demali, P ¢coxlugu grup

amala gatirir. Bu grupa oxsarliq ¢evrilmalari grupu deyilir.

Oxsarlig cevrilmasi bucagi 0ziine berabar bucaga cevirir, bucaq
Olcislt oxsarliqg cevrilmalari qrupunun asas invariyantlaridir. Oxsarliq
cevrilmalari grupunun alt gruplarina baxag.

86.0xsarlig cevrilmalarinin alt gruplari.

1.k=1 oldugda oxsarliq ¢evrilmasi harakat ¢evrilmasina cevrilir. Odur
ki, harakat cevrilmalari grupu oxsarliq cevrilmalari qrupunun alt qrupudur,
yani D c P.

2.1-ci nbv oxsarliq cevrilmalaeri de qrup amala gatirdiyini yoxlamaq
olar, demali P, P olar.

3.M, markazli homotetiya cevrilmalari ¢coxlugu P(M,) ile isare edak.
9gar M, noqtssini dizbucaqgli koordinat sisteminin koordinat baslangici kimi
gotursek onda M,=M nogtesi Uc¢in homotetiya koordinatlarla
x'=Ax, y'=2y, A=0 kimi ifade olunar. Bger M,(x.,y,), M,(x,,y,) olarsa

h,(M,)=M, , hz[Ml’j=M1 oldugda

MoMi =AMM,; , MM, =4, 'MoMiv MoMg =1, 'MoMi =1 (11 'MoMl): (}“27}“1)M0M17
MM/ =(4,, , MM, =1-MM, (4, #0, 1, #0)= 1 =0. Yani, h,,h, e P(M,)

oldugda h,-h, eP(M,) heP(M,), h*eP(M,) olar. hl,% amsalli M, markazli

homotetiyadir. Demali, P(M,) homotetiyalar ¢coxlugu grupu emala gatirir vo
P(M,)c P olar.

4. Foarz edak H butlun paralel kbctiirma ve homotetiyalar ¢oxlugudur.
f,eH, f,eH oldugda f,,f, eH olar. Cunki, f -1-ci nov, f, -2-ci
nov oxsarlig cevrilma tiplidir. Bele cevrilmalar qrup amale gatirdiyini
gOstarmak c¢etin deyil. Haqigatan, f eH, f,eH oldugu tcln har biri 1-ci
nov oxsarhq cevrilmasidir. f,,f, markazi- donma oxsarliq cevrilmasi
deyildir, bels ki, markazi- donma oxsarliq ¢evriimasinde har bir a diz xatti
ele a’ duz xettina ¢evrilir ki,  diz xattina paralel olur ve ya Ust-Usta dusdr.
Demali, f,-f,— homotetiya, ya da paralel kdctirma cevrilmasidir, yani
f,-f,eH.Ham da f,eH oldugda f*eH. Odur ki, H qrup amale gatirir.
HcP alt grupdur. Bu qgrupun invarianti diz Xxatin mustsvide
yonaldicisidir.Indi fiqurlarin oxsarlig minasibatini izah edask.



Terif: F va F’ fiqurlari o zaman oxsar fiqurlar adlanirlar ki, oxsarliq
cevrilmasi ile biri digerine ¢evrilmis olsun, yani peP, p(F)=F' =Fx~F’
adlanir.

F~F, F~F'=F'~F, (F~F', FF~F") =F~F" Bu gosterir ki, oxsarliq
munasibati ekvivalentlik minasibatidir.

ki fiqgurun oxsarh@ini musyysan etmak uciin onlarin birini digarine
ceviran oxsarlig cevrilmasinin varligini gostarmak lazimdir.

Taklif Iki AABC~
AA’B’C’—>(A=A’, B-p, GG, AB_BC _ ACJ

A'B" B'C' A'C’
Orta maktebda bucaglarin barabarliyi oxgarligin terifi kimi goturaldr.
Taklif 2. Eksentrisitetlari barabar iki ellips oxsardirlar.
, , 2 2 12 12
Isbatr: (0,E,,E,), (O’,El ,Ezj reperinda LA S X—2+Z?=1 ellips

a? b? T at

=

1 '
goturak. E:1/1—,912, b—1= 1-¢/; f, —homotetiyasi , 0’ markazli 2 amsalli
a a a

! !

homotetiyada X' = %x, y' = % y Vo ya
a b X2 y2 X12 y12

Xx=—x, y=—y, —+L1-=1f —+21_=1.
al y bl y a2 b2 . a12 blZ

Taklif 3. iki hiperbolanin eksentrisitetlori baraberdirse, oxsardirlar.
Malumdur ki, iki barabartarafli hiperbolanin eksentrisitetlati eynidir. Demali,
barabarterafli v iki hiperbola oxsardirlar.

Toklif4. |ki parabola hamise oxsardirlar. (0,E,E,) (OE,E})
ortonormal reperlerinde y*=2px ve y¥?=2p¥% parabolalar1 verilir.
y~y'oldugunu isbat edak. 9:(0,E,,E,)—>(0"E,,E})=7 g 7,7 -R -d8
y?=2px tenliyine malikdir.h:(0,E,,E,)— (0',E},E}) homotetiyasi, 0'-
%, x’=%x, y’:%y olar. hg:y —y' olar. Demali, hagigaten v
Iki parabola oxsardirlar.

markazli, 1=



Mustavida afin ¢evrilma va onun analitik ifadasi. MUstavinin afin ¢evrilmalar
grupu va onun alt gruplari. Handasi cevrilmalarin maktab handasa
moasalalaring tatbiglori.

Plan: 1.Mustavinin afin ¢evrilmasi.

2.Afin ¢evrilmoanin koordinatlarla ifadasi.

3.Miistavinin afin gevrilmalar grupu.

4.Afin gevrilmolorin alt gruplar.

5.Hondasi gevrilmoaloarin maktab hondasa masalalarine tatbiglori.

. 81..Mustavinin afin cevrilmasi .

Torif: f:7x —x c¢evrilmasi zamani bir diiz xatt Gzarindaki U¢ négts bir diz xatt
Uzorindaki ¢ noqtoya gevrilorso vo bu zaman (¢ ndgtonin sads nisbati doyismosa
belo cevrilma mustovinin afin cevrilmasi adlanir.
M,, M,, M,,ed, f(M,)=M, ed’, f(d)=d’ olmagla
(M,, M,, M;)=(M/,,M,,M,)  0Odonarso f-afin ¢evrilmo olur. Aydindir Ki,
f(M,)=M, oldugda eyniyyst gevrilmosi vo oxsarhq ¢evrilmasi, hom do horokot
cevrilmasi zamani duiz xott diiz xatto gevrilir vo kollinear ti¢c ndgtonin sads nisbati
doyismir, demoali eyniyyat, oxsarliq vo harakat ¢evrilmaloari afin ¢evrilmoya misal
ola bilar. Afin cevrilmalarin bir xassasini verak.

Lemma: Ogor f, vo f, afin ¢cevrilmalori A vo B noqtelorini uygun olaraq
A'vo B’ Kkimi iki eyni ndgtoys gevrilorss, onda (AB)-nin ixtiyart M nogtasini do
eyni ndqtoya gevirar.

Yoni, f,(A)=f,(A) wvo f,(B)=f,(B) olarsa,vM e(AB)  oldugda
f,(M)= f,(M) olar. Dogurdan da A,Be(AB)=d olsun.
f,(A)=A, f,(B)=B, f,(d)=(AB")=d’, f,(A)=A, f,(B)=B, f,(d)=(AB")=d". ¥YMed
olarsa, agor f,(M)=M/, f,(M)=M" olarsa, onda f, afin cevrilmo oldugundan
(AB,M)=(AB,M’) va f,afin ¢cevrilmo oldugundan (AB,M)=(A'B’,M") olar. Onda
hor iki boraborlikdon (A'B’,M')=(A'B’,M") alang. Bundan da M, =M" yani
f,(M)= f,(M) olar.

Teorem: (Afin cevrilmanin alamati) Mistovids hor hansi iki R =(A,B,C)
vo R'=(a",B,C’) afin reper verildikdo bu reperlorin birini digarino geviran elo
yeganoa T afin cevrilmasi vardir ki, bu ¢evrilma zamani mustavinin ixtiyari M
nogtesinin R reperindaki koordinatlari, f(M)=M’' ndqtasinin R’  reperindoki
uygun koordinatlarina barabar olur.

Isbati: ©vvelco R reperini  R’'-5 ceviron afin cevrilmenin oldugunu isbat
edok. Miistavinin ixtiyari M ndqtssini gotiirok. M-in R-doki koordinatlari Mg (x, y)
olsun. x va y adadlorine goro  R'-do milayyan edilon ndqtoni My (x,y)  kimi
isaro edok. Demali, bununla mistovinin YM f M’ néqtasi milayysn edilir. Bu
inikas garsiligh birgiymatlidir. Hom do
A(0,0) f A’0,0) B(L0) f B'(L0), C(01) f C'(01) yoni, R f R olur.

Indi gostorak ki, yaradilan f ¢evrilmosi afin cevrilmadir. R reperinds bir diiz
xott Uzorinds M, (X, ¥ ) M,(x,.y,) My(x,,y,)  Gic négte gétiirak. f inikasinda
bunlarin obrazlar1 M, (x,.y,) (@ =123) olar. 2=(M;,M,,M;) olarsa, bu ndgtolor




X, + A%, _ Yt AY,
1+2 77 142

koordinatlar: da bu miinasibatlori 6dodiyi tciin, alarigq ki, M;  noqtesi  [M},M}]
parcasini 4 nisbotindo bolir, yani (MM}, M})=14. Beloliklo néqtolori da bir diiz
xotto aiddirlor vo (M;M,,M,)= (MM}, M), yoni, f-afin cevrilmadir.

Indi f-in yeganoliyini isbat edok. Forz edok f-don basga f' afin cevrilmosi
dovar ki, f'(R)=R’, f'(A)=A’, f'(B)=B’, f(C)=C" olur. f=f" oldugundan elo
M noqtosi var ki, f(M)=M’, f'(M)=M", M"=M’ olur. M négtesindan els diiz xatt
kecirok ki, (AB) vo (AC)-ni muxtolif N vo M  noqgtalorinds kassin.

f(A)=A, £(B)=B), f(N):NJ = f(N)=f'(N) olar. Hom do

bir dliz xotto aid olduglar: Giglin X, = olar. R'—=do M, -in

f'(A)=A, f'(B)=B', f(N)=N’
f(A)=A, f(C):C'} f(P):P'} = t(P)= t(P)
f'(A)=A, f/(C)=C’ f'(P)=P"
f(N)=N', f(P)=P/, f(M)=M"
f'(N)=N', f'(P)=P’, f'(M)=M
f(M)=f'(M)= f =f' olar. Teorem tamamilo isbat olunur. Bu teoremdan istifado
edoarak gostarmok olar Ki,
-afin gevrilmo reperi repers gevirir,
-afin cevrilmo diz xotti diiz xotto, paralel diz xotlori paralel duz xotlors,
yarimmustovini yarnmmidstoviyo, stian1 stiaya, pargani parcaya vo bucagi bucaga
evirir.
i;her bir afin gevrilmo mustovida oriyentasiyan: ya saxlayir, ya da torsina doyisir.

!

Dogurdan da R=(0, &, €) Vo R'=(0', €, e:) kimi iki afin reper gotiirok. R'—in
bazis vektorlari R-do € =(c;.c,) €, =(c,.c,) olarsa R-don R’ -5 kegid

olar. Demaoli,

} = f(M)=f'(M) olar. Bununlada alarq Ki,

A= %240, A>0= ReR, A<0= RaR’
C21 C22
Afin cevrilma mistovi oriyentasiyasini dayismirsa 1-ci nov, dayisirsa 2-ci nov
adlanir. A>0 oldugda 1-ci név A<O oldugda 2-ci nov afin ¢evrilma olur.

82.Afin cevrilmanin koordinatlarla ifadasi.
Mistovido R=(0, &, ¢,) afin koordinat sistemi gotlirok. Onun f afin

—_—

cevrilmosi  zamami  obraz R'=(0', e, e;) olsun.  Og(Xq, ¥o),
e:[:(cll’cﬂ)’ & :(C127C22) olsun. VM antQSi, f(M):M'
olar. M'—in R'-do koordinatlari M% =(x,y) vo M'—in R-do koordinatlari
M'=(x,y’)  olsun. Onda koordinat sisteminin gevrilmasino asason OMO’-don

C, C
OM'=00"+0'M" (X,y")g = (X5, Yo )r + (X ¥)z = (X0, Yor + (X, ¥)) . o
21 22
{x’fcllx+c12y+xo E{;ﬁi@z Cy Cpp = A %0
Y =C, X+CpuY +Y, 2 Oz

A#0 sorti daxilindos yuxaridaki sistem afin ¢evrilmanin koordinatlarla ifadasidir.
Gostormok olar ki, ogor yuxaridaki sistem vo A#0 sorti verilmisso belo
cevrilme afin cevrilmadir. Dogurdan da R=(0.E,,E,) -nin obrazi belo olar: O(0,0),



E1(110)1 E2(011) onda O’(Xov Yo )v Ei(cll + X, Cyy + yo)v E’Z(Clz + Xp1Cp0 + yo) olar. Bu

noqtalor reper mioyyan edir. Dogurdan da e] =0,E] =(C;,C,). € =O'E] =(c,.Cy,)
vektorlart  Xotti asili  deyirlor, clnki verilono  gOro  A#0
= C;,C,, —C;,Cyp =0 :>Ci ¢i
C12 CZZ

cevrilmonin koordinatlarla ifadssini yazsaq O'(Xo, Yo ) gl;(CH’CZl)’ @(Cn,czz) -N1
nazara alsaq yuxaridaki analitik ifadani alarig.
A>0 (A<0) oldugda R @R’ (R @ R’) olur va 1-ci (vo ya2-ci) ndv afin cevrilmo
alinir.
83.Mstavinin afin cevrilmalar grupu.

Miistovinin biitiin afin cevrilmolori coxlugunu A={f,g.h....} ilo isars edak.

Owvalco gostorok ki, A coxlugunda omal toyin etmok olar. f,f, € A gétlrok.

Demoli f cevrilmasi R-i  R'-5 cevirir. ©gar bu

f(d)=d’ f,(d")=d" onda
f(GE)=d" £(M,)=M,, £,(M,)=M], M, ed, M, ed’, M/ ed"
(M. M, M, )= (M3, Mg, M3, (M, M5, M} ) = (M2, M3, MJ). Onda

(M,,M,, M, )= (M],M}, M%) olar. Demali, f,f,eA olur. feA oldugda
f(d)=d’, f7d)=d, f*(M,)=M,, f*eA olar. Beloliklo A qrup omolo gotirir.
Bu mustovinin afin cevrilmalori grupu adlanir. yuxarida gorduk ki, P-oxsarhq
cevrilmalori  D-horokat cevrilmolori ¢oxlugu A-nin  alt coxluglaridir, yoni
Pc A, Dc A, Odur ki, oxsarlig cevrilmalari qrupu, horakat gevrilmoalori grupu,
afin cevrilmalari grupunun alt gruplaridir.

A, ( A-1-ci ndv afin cevrilmaleri qrupu, AM,)-M, néqtasini terpsnmoz
saxlayan afin cevrilmalori qrupu, morkazi-afin cevrilmoalor qrupu) A(a)-a diz
xattini tarpanmoaz saxlayan afin ¢evrilmalor grupu A-nin gruplaridir.

Indi afin-ekvivalentlik hagginda bazi nozari malumatlar: verok.

Indi F, vo F, fiquru afin vo ya A-ekvivalent adlanirlar, ogor F < A oldugda
f(F,)=F, olsun, onda F,  kimi yazilr.

Demoli, afin ekvivalentlik  ekvivalentlik mtnasibatidir. A
ekvivalentlik haqda asagidaki tokliflor vardir.

Teoremi: iki ABCD vo A'BC'D’ ddrdbucaghya yalniz vo yalniz onda A-
ekvivalent olurlar ki, (AC,E)=(A'C,E') vo (BD,E)=(B'D"E’) olsun. Burada
(AC)n(BD)=E, (A'C')=(B'D)=E" kimi isara olunub.

isbati: F=ABCD BB'BCD'=F' Onda, elo feA varki, f(F)=F" vo
f(aA)=A’, f(B)=B', f(C)=C" f(D)=D". Onda (AC) f (AC’), (BD) f (B'D')
odur ki, (AC)n(BD)=E f E'=(AC')n(B'D') . Afin gevrilmada iig¢ ndgtenin nishati
doyismir, demoli (AC,E)=(A'C",E’), (BD,E)=(B'D’,E’) olar.

Torsino ABCD vo AB'C'D' dérdbucaglilarinda (AC,E)=(A'C'E’) v
(BD,E) (B'D’,E’) 6danilir. Elo f afin cevrilmoasine baxaq ki,

f:(AB,C)—>(A,B,C') olsun. R(AB,C)—>R'(A,B',C')  verilono gdra
(AC,E)=(A'C",E’) yoni, E<(AC), f(E)=E', f(BE)=(BE') wvo (BD,E)=(B'D',E’)
oldugundan f(D)=D" olur. Yani (ABCD) f (A'B'C'D’)



Teorem?: ixtiyari iki ellips afin ekvivalentdirlor. ¥ vo 7' iki ellips olsun.
Boyik oxlar AjA, vo AjA, olsun. @ vo o' cevrilmelori [AA,] vo [AjAY]
y Xr2 yr2

diametrlori tzarindo qurulmuslar. —+t7=1 ?+b7=1

’ ’ ! b M H -
o:x’+y’=a’, o :x?+y’=a y'=_Y X=x Afin cevrilmasi ilo o -y

ellipsino gevirir. Yoni fi(@)=7,. f,(o')=7, f, oxsarliq cevrilmesi ® cevrasini o’
cevrilmasino cevirir. Onda  fi(@)=0' Belsliklo f = f,f,f* afin cevrilmasi 7 —n
y'-o gevirir. Bu gayda ils isbat etmok olar ki,

Teorem3: Ixtiyari iki hiperbola afin ekvivalentdirlor.

Teorem4: Hor bir afin ¢evrilmo zaman iki tortibli  xott iki tortibli Xotto
cevrilir, bu zaman ixtiyari iki eyni tipo monsub iki tortibli Xottlor afin
ekvivalentdirlor, mixtalif tips monsub iki tortibli xattlor afin ekvivalent deyillor

Dogrudan da 1.2.3.5. 7.9 tiplora baxaq 1.2.3.5 aydindir. Forz edok 7 oyrisi

iki kasison diz Xattdon ibaratdir.
y:(AB)n(CD), y':(AB')n(CD’) R=(AB,C) R'=(A,B.C) kimi iki afin reper
gotirak. f:R>R afin cevrilmosi zamani

Af A, Bf B, Cf C (AB)f (AB) (AC) f (AC) . Homin gayda ilo 7 iki
paralel diiz xott olan hala vo ya 9 cu; » -lst —lsto disan dliz xott olan hala
baxmaq olar. Eyni tiplor ekvivalentdir.

Mixtolif tips monsub olan ayrilor geyri-ekvivalent oldugunu gosterok. Afin
cevrilma garsiligh-birgiymatli oldugundan, afin ¢evrilma zamani ayrilorin
-hoqiqi noqtelari haqiqi ndqtalarina,

-xayali ndgtalori xayali ndqtalarina,
-ayrinin moarkazlori ayrinin markazlorino gevrilir.

Homds koordinat sistemini olverisli qaydada se¢cmoklo ayrinin bir reperdaki
tonliyi uygun reperdos ayrinin obrazini tonliyi ilo eyni olur ,demali mixtolif tipli
ayrilorin xarakteristikalar: da muxtolif olur, yani afin ekvivalent olmurlar.

8 5. Handasi cevrilmalari maktab handasa masalalarina tatbiglari.

Mistavi gevrilmalarini handasa masalalarinin hallina tatbigi niimunalarine baxag.
Maoasalo 1. a dliz xatti vo bu dlz xattin bir harifinds iki A vo B ndqtalori verilmisdi.
Isbat etmoli ki, bu diiz xott (izorindo yegana M, ndqtesi var ki, diiz xottin digor
noqtalari tigtiin - AM, + BM; < AM + BM gortini 6dayir.

Holli: a diz xottino nazaran s simmetriya c¢evrilmasino baxaq
S(A)=A, S(B)=B,, (AA)N(BB)=M,ea tolob edilon ndqte olar. Dogurdan da
$(B)=B oldugu tigiin BM, =BM,, A;M,,B, hir diiz xott lizorindo oldugundan
AM,+MB=AB olar., M;#M, MeD olarsa, AM+MB=AM +MB, alariq
AAM B,-don AB< AM +MB, =AM +MB. A =AM, +M B < AM + MB

Masalanin sortini 6doyan M, néqtasi birdir. Ciinki, (AB,)na=M, ndqtosi
yeganadir.




Masoala2. M mixtalif torafli AABC-nin mediyanlarinin kasismo noqtasidir

: : . : : 1
H ortosentir O-xarico ¢okilmis ¢evronin moarkoazi olarsa (OH,M)ZE oldugunu

stbut etmali.
Holli: AA,,BB,,CC,-mediyanlar, (AH,),(BH,),(CH;) hindiirliklordir. M —
mediyanlarin kosismo noqtasidir. h,—homotetiyasi, M morkozli vo 4=--

2
omsalli olarsa A, =hy(A), B, =hy(B), C,=h,(C)  odur ki , lichucagin torsflorine
endirilon perpendikulyarlar orta perpendikulyarlara gevrilor, yoni O=hy(H) yoni
MO :_EMH olar. Isbat olundu.

Moasalo 3. Ixtiyari ABCD tirapesiyasinda yan toraflorin S koasismoa nogtasi,
dioganallarin kasisdiyi M nogtasi va oturacaglarin  O0,,0, orta nogtalari bir diiz
xott (izarinds yerlogir.

Holli:R=(AC,D) vo R'=(B,D,C) kimi iki afin gotirok-  Bu reperlor

A f B
f:R->R f:|C f D inikasini yaradar. Onda
b fC
(AC) f (BD) (AC)n(BD)=M <M. (AD)N(BC)=S, (SM) f (SM), SSf .
[AB] f [BA|=Ef E, [DC] f [CD]=F f F Demoli  bu,  gevrilmodo
(Ms) f (MS)  olarve E,Fe(MS) olar,

—

Isbat olundu.



Ellips,hiberbola va parabolanin kanonik
tonliklari, direktrislori. Hiperbolanin asimptotlari.
IKi tartibli xatlarin polyar tanliklari.
Plan. 1.Ellips,onun kanonik tanliyi vo xassalori.
2.Hiperbola, onun kanonik tanliyi va xassalari.
3.Parabola va onun kanonik tonliyi vo xassalori.
4.Hiberbolanin direktrislori va direktorial xassa.
5.1ki tortibli ayrilorin polyar tonliklori .
81.Ellips,onun kanonik tanliyi va xassalari.
Torif. Foks adlanan iki ndgtadon masafalori comi sabit olub, bu sabit fokslar
arasindaki masafodan boyuk olan ndqgtslor ¢coxluguna ellips deyilir.
F1 vo F, foks ndqtalori olarsa, F1F2=2C ils isare edok . 0€ [F2F2] , OF1=0F>=C olsun. (0, i, J)

sistemini el3 setak Ki, i @ [ OF1], j L (F1FZ olsun. Bu sistemds
F1(C,0), F2 (- C,0) olar. ¥ M(x,y) € Y olsa, Torifo goro

FiM+ F> M=const= 2a
2a> 2c ellipsin torifini ifads edar.

a>c gotirib ,/ (x — ¢)2 4+ y2+,/(x — ¢)2 + y2 =2a -misado soklo salaq.

a% —c2= b?>0 ilo ovoz etsok x—: + f =1 (1) ellipsin torifini 6doyan tonlik olar. Bu zaman FiM=
(i S

F

Jx—e)2+y2 =a-Z x, FM= Jx+e)2+y2 =a+Z x
i i

M-ndqtasinin fokalradius vektorlar: adlanirlar.

F1=F, olarsa C=0 va (1)-don a=b alimir. x>+y?=a? cevra tonliyidir. Yani ¢evrs ellipsin xiususi
halidur.

Ellipsin xassalarini verak.

1°. Ellips 2 tortibli ayridir, X vo y iki doracali olduguna gors .

2°. (1) —don x? = a2, y?==b? oldugu lclin -a<< X< a, -b= y=b yani y

ellipsin noqtalori dord bucaqli nin daxilinds yerlosir.

3°. Ellips simmetrik ayridir, yani M(x,y) € Y old.

M(-x,-y)€Y - 0-ya nazaron simmetrik TP o i F1
M (-x,y)EY - (0y) -2 nazaron simmetrik

ML(x,-y)EY-(0X) - 2 nozoran simmetrik
(0x) va (Oy) simmetriya oxlari, 0 —simmetriyanin moarkazidir.

4°, A1(a,0), A2 (-a,0), B1(0,b), B2 (0,-b) ellipsin topalari, yani oxlarla kasismoa noqtaloridir.
(0x)NY={A1 A2}, (0y) NY=={B1,B>}
2aVva 2 b onun oxlari, ava b y/ oxlari, hom do a>b olur.

. . . . b %
5°. £ == adadine ellipsin eksentrisiteti deyilir. C=ca. b?=a’-c?=a%-c2a%=a(1-2). — =1 — €2
a (i

Buradan gorunur ki, c=0 oldugda b=a,s = £1< E2< < E3< £ 4< .....< E¢ olduqda ellips
cevradon daha ¢ox meyl edir.
6°. X=a cost, y=bsint ellipsin parametrik tonliklori adlanir. Bu tonliklordon istifado edarok

pargar va xatkesin kdmayi ilo ellips nogtalorini qurmagq olar.
M1 (acost,asint), M2 (bcost, bsint)

. a2 cos2t bZzin2 t
M( acost, bsint) + =1 => M€Y

az bz

7°. X=1 2 diiz xotlori ellipsin draktrislori deyilir.
&




dy direktrisi Fi-fokusuna uygun,d. drektrisi Fo-fokusuna uygun adlanir.Gostarmak olar
kl p(M1d1):p(M!d2) X_E
p(M,F)  p(M,F,) &

p(M,F) = a—Ex = a—é&x olduguna gora.
a

= ¢.Dogrudan da p(M,d,) =

2.Hiperbola,onun kanonik tanliyi va xassalari.
Tarif.Fokus adlanan iki négtadon masafalari farginin mutlag giymati sabit olub bu sabit fokuslar
arasindaki masafodan kicik olan négtalar coxluguna hiperbola deyilir.
F1 vo F> fokus ndqtalori olarsa,F1F>=2c ilo isars edok vo O € [F,F, | OF, = OF, gabul

edok. (0,1, j) sistemini elo secok ki, |a)[O_Fl)] L (F,F,)olsun. FM =r,,F,M =r, fokal
mosafalordir.
IF,M -F,M|=2a

kimi yazmag olar.F1(c,0),F2(-c,0) yazilar.a<c
2a<2c

VM (x,y) €y olarsa,torifo gora {

oldugda ‘\/(x —c)% +y? —y/(x+¢)? + y?| = 2a tonliyini b?=c?-a? avozlomasi il birlikda

2 2

X : . C C Lo
?—Z—Z =1t soklina gotirmok olar.Bu zaman r, = FM = gx—a, FM=r,= |gx+ aKimi toyin
olunar.

c c
x>0 olduqda,r, =—x—-a,r, =—x+a,;
a a

c c -
x<0 oldugda, r, =—=x+a,r, =——x—a olar.Hor iki halda |r, —r,| = 2a ahnur.
a a

Hiperbolanin xassalarinin (1) kanonik tonliyinin koémayi ilo almaga calisaq.
1% Hiperbola ikitartibli ayridir,ctinki tanlik x-o va y-o goro iki doracalidir.
2% Hiperbola simmetrik oyridir.Ciinki M (x, y) € y olduqda;
M'(=x,—Y) € y —yani O-ya nazaran simmetrik,
M" (=X, y) € y —yani (OY)-a nazaran simmetrik,
M (x,—y) € y —yani (OX)-a nozaran simmetrikdir.
Hiperbolanin koordinant baslangicina nazaran va koordinant oxlarina nazoran simmetriyalari
vardir.
3% Hiperbola (OX)oxu ilo (0x) Ny = {A, (a,0), A, (~a,0)} iki hogigi néqtodo (0y) oxu ilo
B, (0,b), B, (0,—b) xayali ndqgtslords kasisir. (OX) - haqiqi 0x, (OY)- xayali oxdur. (A/A,) -
hoqiqi, (B,B,)-xayali oxlar adlanr.

4°.0-dan kegan diiz xatlo hiperbolanin kesisma nogtalerini miioyyan edok.
2 2

y =kx, LA ) x*(b, —k’a®) =a,b®> b*-k*a’ >0 olarsa
a b’

+ab + kab j

dm}/={Ml’M2}’ Ml'z(\/bz—azkz’ \/bz—azkz

iki tortibli xattin imumi tanliyi, asimptotik




iIstigamati, toxunani, markazi, diametri va

onun tavyini.

Plan:

1.1ki tortibli xott vo onun diiz xatlo kesismasi.
2.1ki tortibli xottin asimptotik istigamati.
3.1ki tartibli xattin morkozi.

4. ki tortibli xattin toxunan.

5. Iki tortibli xottin diametri.

6. Verilmis istigamoatlo gqosma olan diametrin tonliyinin qurulmas: va
xassalori.

81.iki tartibli xatt vo onun diiz xatlo kasismasi.

R=(0,P 1,P2) sisteminds ¥ M( X,Y) noqtesinin koordinatlar

aix?+2a1oXy+azoy?+2aox+2azy+ac=0 (1)

tonliyini 6dayan ndoqgtalor coxloxluguna 2 tortibli ayri deyilir. ai1,a12=az1;a22 2
doracali hodd omsallari, aio=a o1, az0=a o2 bir doracoli hodd omsallari, aco —
saorbost hodd adlanir. Bels isaralor gobul edok.

F(X,y)=a11x+2a12Xy+azzy? +2a10X+2a20y+aoo
Fi(x,y)=aiix+azy+aio, Fz(X.y)=aizx+azy+azo
Fo(X,y)=aiox+azxy+aoo Onda F(X,y)=xFi(x,y)+y F2 (x,y)+F(x,y)=0 olar.

Misal kimi,ellipsi, hiperbola va parabolani géstormok olar. Ellipsda: ai1= ai

1
a>=0, A=, ao=a20=0, apo=-1. Parabolada: a11=0, a12=0, ax=1, a10=2p,

a00=0.vo s.
(Doayrisinin__d _d/x-i__iloa___kasismasina ___baxaq. d: X=Xo+pat,
y=Yyo+P 2t (1) do yerino yazag:

ai1 (Xo+pat)?+ 2a12 (Xo+pit) (Yo+ P ot)+aza(yot+ Pat)?+2a10(Xo+ P 1t)+2az0(yo+ P
ot)+ +ago=0, sadologdirsok

Pt?+2Qt+R=0 (2)
alariq. Burada P=a11P1%+2a12P1P2+a22 P2?
Q=F1(Xo,Y0)P1tF2(Xo,Yy0) P2>=ai11XoP1+ai2(XoP2+YyoP1)+az1yoP2+aioP1+azoP>
R=F(Xo,Y0)=a11Xo*+2a12Xoyo+az2yo’+2a10Xo+2a20yo+aoo.



t-yo gora tonliyin hallori say1 d n»-nin néqtalora sayini verir.Asagidak: hallar

var.
Q#0 olduqgda 2 kvadrat tonliyin hallori belodir.

1) A=Q?-PR>0 oldugda YN d = {M1,Mz}, Mi — haqigi muxtalif
2) A= Q*-PR=0=>YNd={ M1,M2}, M1,M2 hogiqi
3) A=Q?-PR<0=>YNd={M1,M2}, Mi — xoyali qgosma

P=0 oldugda (2)=>2Qt+R=0

a)Q# 0=> t:t1=2% bir hoagigi noqgte

b)(Q=0, R£0)=>d N Y'=¢ kos. ndqtosi yoxdur.
v)(Q=0,R=0)=> d NY sonsuz sayda kasisma néqtasi.

Beloliklo, iki tortibli ayri P#£0 oldugda diiz xatlo iki haqigi muxtalif , iki haqiqi
eyni va ya iki xayali gosma noqtalords kasisar.

P=0 oldugda ya bir haqigi n6qteds kasisar, ya he¢ kasismoz, ya da diz xattin
butlin ndqtalori ayri tizarinds yerlosor.

82.1Ki tortibli xattin asimptotik istigamati.

P-nin ifadasindon gorundr ki, o yalniz P (P1 , P2) [// d vektorunun
koordinatlarindan asilidir. P=0 oldqua d duz xotti Y oyrisini birdon artiq
olmayan sayda noéqteds kosir (P=Q=R=0 hal1 trivialdir). Bu halda P-nin
istigamatine  oyrinin  asimptotik  istigamoti  deyilir.  Onun  tonliyi
a11P?+2a1,P1P2+a22P22=0 olar.

a22#0 olarsa P1#0 olur.9gar P1=0 olsa onda P=0vo P =0 alinardy, lakin
P+£0 E:k ilo isaro edok.Onda az> k?+2aisk+a;1=0 alariq. Buradan

—alz+yV—§
Kio=——=—", §_a1u az-ai?

=9
as s

9
az»=0 => a1 P1%+2a1,P1P>=0, P1=0=>P(0,1),a11P1+2a12P>=P, P2(-2a1>, ai1)
olar.

Asagdaki hall olar. 1) 6<0=> ki k2 hagiqi olur, 2 asimptotik istigamot vardir.
2) 6>0=> ki k> xayali olur, asimptotik istiqgamot yoxdur.
3)0=0=> ki1 =k> bir hogiqi asimptotik istigamat vardir.

Belsliklo isbat etmis olurug:

0>0 oldugda iki tartibli ayrinin 2 haqiqi asimptotik istigamati , =0 olduqgda bir
haqigi asimptotik istigamoti var, 6<0 oldugda oayrinin hoaqigi asimptotik
istigamoti yoxdur. Masalon:



. v 1 1 1 1 . . . . .. .
Ellips tgun: aii=— a22= ,0 =- 11"*.&-_" < 0 ellipsin asimptotik istigamati
(i S s a s s

yoxdur.

1

Hiperbola tgln: a11=iﬂ , A= - —, 8= >0. hiperbolanin iki asimptotik

bz a2b2
istigamati, ham do iki asimptotu vardir.

Parabola lgin: a11=0,a22=1. =0. Yoni parabolanin bir asimptotik istigamati
var.

8§3. iki tartibli ayrinin moarkazi.

Y oyrisi (1) tonliyi aiix®+2aiaxy+azoy?+2aiox+2azy+ac=0 tomhyi ilo vo
P(P1P2)verildikde Mo(Xoyo) noqgtesinin oytinin P-ya paralel vatorinin orta
nogtasi olmasi lglin P1<F1 (Xo,Yo0)+P2*F2 (Xo,yo)=0 6donmasi ham zaruri ham
do kafidir.

P —ya // olan va Mo- dan kegon | diiz xatinin tonliyi x=xo+P1 t, y=yo+P2t olar.
Forz edok INY={M1,M2}, M1-t1, M2-t2 parametrino uygundur, yani

Mi(Xo+P1t, Yo+Pat1), M2o(Xo+P1t2,yo+Pat2) olar .[M1,M2 ]-nin orta néqtesi o vaxt
Mo olur ki, t1+t2=0 va torsins t1+t2=0 oldugda Mo [M1,M2 ]-nin orta néqtosidir.
D/ x-la ayrinin kasisma tonliyindon Viyet teoremins asason Q=P1F1+P2F>=0
alinir vo toklif isbat olunur.

Teorem.C(Xo,yo) noqgtasinin iki tartibliyi ayrinin markazi olmasi tg¢lin Xo Vo Yo-
1IN ai11Xotai2yotaio=

a2Xotazoyotaz=0 | sistemini 6domasi zaruri va kafidir.

Zarurilik. C(Xo,Yo) ayrinin markazidir => C-don kegon har bir vator C-do yarn
bolinir. Onda yuxandak: toklifo osason  Fi(Xo,yYo) Pi+F2 (Xo,yo) P2=0
ddonmolidir. Buradan Rz (xo,yo) =0

F2 (Xo,y0)=0 olur.

Kafilik. C(xo,Yo0) yux. sist. 6dayir, onun markoz oldugunu isbat edok. Koor.
basl. C néqt. koglirok, onda Xx=Xx+Xo , y= y+Yo, yoni sistemds

an1x?+2a12Xy+azzy>+2ai0x+2azoty+aoo'=0
a10'=F1(Xo,y0),a 20'=F2 (X0,Y0), a10'=F(Xo,Yo)
C(Xo,Yo) Vverilmis sistemi 6dadiyindon aio*=a20'=0

Onda a11x?+2ai2xy+azzy?+ac’=0 alirig. => C ayrinin simmetriya markozidir.
Dogrudan da M (x,y)e ¥ oldugda M1(-x,-y) € Y olur.



Buradan alinir:
Notica: Koordinat baslangicinin ayrinin simmetriya morkozi olmasi Ggin
ato=az0=0 ddonmoalidir.

oyrinin  markoazinin olmasi ugln yuxaridaki: sistemin hoalli “olmaldir.Hall
yegans olduqda oayrinin yegano moarkazi ( ayri moarkazli ayri olur) var,
sistemin holli olmadigda oayri morkazsiz oyri olur, sistemin sonsuz sayda
halli oldugda ayrinin markazlori ¢oxlugu diiz xatt amalo gatirir.

84.iki tartibli ayrinin toxunmasi.

Duz xott ayrini iki Ust-Uste diison néqteds kosarss onda homin duz xatt ayriys
toxunan duiz xott adlanir.

oyrinin adi ndgtesinds onun yegans toxunan: oldugunu isbat edok. Forz
edok Y ayrisi (1) tonliyi ilo x*F1(X,y)+y*F2(X,y)+Fo(X,y)=0 tonliyi ilo verilmisdir.

Mo (Xo,Yo) € ¥ olsun. Onda Fo (Xo0,Y0)=0. Pt>+2Qt+R=0 tonliyinds R=Fo(Xo,Yo)
oldugundan Pt?>+2Qt=0 alinq.Buradan t(Pt+2Q)= 0. t;=0

Pt+2Q=0, P+#0, t= - ? , t1=t>=0 olmasi1 uc¢iin Q=0 olmaldir. Yuxaridaki

isarolordon istifado etsok Q= P1 «F1 (Xo0,Yo)+ P2*F2 (Xo,Yo) =0 alarig. Mo adi
nogts oldugundan Fi1 vo F2 eyni zamanda “0” deyildir. Onda Pi: P2=

F2(Xo,y0): - Fi(Xo,yo) olag,Mo (xo,yo)-dan kegib P-ya // d/x-in tonliyi —

F2{Xo,¥Yo)
_ ¥-Yo
—F1(Xo.¥o)

Vo ya

(X-X0) F1 (X0,Y0)+(y-Yo) F2(X0,y0)=0=>X*F1(Xo,Y0)+Yy*F2(Xo,y0)-XoF1(Xo,Yo)-

-yoF2(X0,Y0)=0-Xo*F1-yo*F2= +Fo olduguna goro x*Fi+y*F2+Fo=0 tonliyini
aling.

XXo  Fr¥o

Misal : 1) Ellipsin Mo (Xo,Yo) ndgtssinds toxunman: — t 0 =1
2) hiberbola tgiin "j" - “:’ =1
3) parabola lc¢un yyo= P(x+Xo)olar.
§5.1ki tartibli xattin diameti.
R=(0;%,B) afin koor.sistemindo Y oyrisi apix>+

2a12Xy+az2y?+2a10X+2az0y+aco=F(X,y)=0 soklinds verilib> ¥ P = (P1,P2) £0

vektorunu segok v:?P-ye /I olan vatarlorin  orta noqtelari coxlugunu miioyyan

edok. Yuxarida isbat etmisik ki, M (x,¥) noqgtesi P-ya // olan vatorin orta
9



noqtosi olmasi Ugun (aiix+ary+aio) Pit(awex+azy+azo)P2=0 sorti
O0donmolidir. x vo ¥-ni x vo y o isaro etmok olar. Onda
(a11P1ta2P2o)x+(a2P1tazP2) y + aioPitaxP2=0 alarnqg.P#0 oldugundan
(a11P1+a12P2) P1+ (a12P1+a22P2)P2# O

Buradan aiiPi+ai2P2 vo a1z PitazP2adadlori eyni zamanda sifir deyillor.
Demali yuxardaki tonlikds x vo y —in amsallari eyni zamanda sifir deyillor. (t)
diiz xatt tonliyidir. Belsliklo isbat edirik ki,

Teorem. Oyrinin asimptotik istigamatlorindo olmayan P ﬁPz) vektoruna
paralel vatorlorin orta néqgtelari coxluga diiz xott verir.Homin diiz xatto ayrinin
diametri deyilir.

Demali ?—ye I olan vatarlorin orta noqtealori goxlugu

(a1P1taoP2)x+(azP1taxP2) y +awoPi1t+aoP2=0 diametrin tonliyidir. Bu
cﬁametr P vektoruna vs ya istigamatina gosma diametr adlanir.

86. Diametrin xassoalari

Xassal. Ogor Y ayrisinin moarkazlori varsa , onda har bir markaz ixtiyari
diametr Uzorindadir. Dogrudan da, C (Xo,yo)- morkozdirss vo ixtiyari
diametirdiss, onda morkazin koordinatlari Fi(Xo,yo)= F2 (Xo,yo)=0 sortini
Odayirlor. Diametrin tonliyi P1*F1+P2*F2=0

Xassa2. Morkazli ayrinin markoazindon keg¢on vo asimptotik istigamoatds
olmayan har bir diiz xatt ayrinin diametridir.

Haqgigatan “p (P1,P2) vo aun Pi?+2a1P1P2+a»P2?#0 olarsa, C(xo,Yo)-
morkaZztirss , onda P (a12P1+a2:P2,-a11P1-a12P>) vektoru istigametinds C don
kegan har bir >

X—Xo ¥-Yo

= dliz xotti diametri miioyyan edor.
alZP1+a22P2 —allPl—alZP2

Xassa3. Morkazsiz oayrinin hor bir diametri asimptotik istigamoto malikdir. d-
markozsiz oyrinin ¥ diametri olsun. Homin diametrin tonliyi (D) tonliyidir.
Onda d-nin istigamatverici vektaru q (- aziP1-a22P2, a11P1+ai12P2) olar, ham
do g asimptotik istigamoto malikdir. Onda ai1Pi+ai2P>= -az1P1-a22P> =0=>
P=0



iki diametrin gosmahq serti, bas istigamatler.
Umumi tenliyin kanonik sakle gatirilmasi.

Plan:1. iki diametrin qosmalq sorti.

2.Bas istigamat, istigamatin bas istigamat olmasi serti.

3.1ki tartibli ayrilerin tesnifi.

4. Umumi tanliyin kanonik sakls gatiriimasi.

§1. iki diametrin qosmahq serti.

Torif: Iki tartibli ayrinin iki diametrinin biri o biri ile gosma olan vektora
paralel vaterlarin orta ndqgtelari coxlugudursa, gosma diametrlor adlanirlar.

Forz edsk markezli y eayrisini d, ve ¢, kimi iki diametri verilmisdir.

d,-  diametri p (p,,p,) vektoruile (, diametriise q(q,,q,) vektoru il
gqosmadir. ©ger d,//p olarsa, q//d, olar. Demali, asagidaki teorem
dogrudur.

Teorem: ©ger (, diametri d, -ye paralel olan veterlerin orta
noqgtsleri ¢oxlugudursa, onda (, diametride (, paralel olan vetarlerin
orta noqtsleari gcoxlugu olar.

isbati:  (,qosmadir p ile ve d, qosmadir. q lle. &ger d,//p

olarsa q//d, olar. d,//p Oldugda q//d, oldugunu isbatedsk. q ilo

gosma diametrin tenliyi  (a,x+a,y+a,)q, +(ayX+a,y+a,)d, =0 olar.
p (p.,p,)/ld, Oldugu ugin, bu tenlikden (, tonliyini
(a0, +a,0d,)X+ (2,0, +a,,0,)y + (3,0, +a,J,) =0 kimi yazmaq olar.
Vektorun diz xatto paralellik sortine asasan
(a,0, +a,0,): p, = (2,0, +a,,0,): p, olar. Cevirsak

(a‘llql + alzqz) P+ (alqu + alzqz) p,=0 a,p,q + alz(plqz + pqu) +a,,p,d, =0 Ve ya

- (a21 Py +38y pz) _ anpPytayp, (*)
0y Q.

9ger (d, qosma diametrin tenliyi  (a,x+a,y+a,)q, +(ayX+a,y+ay,)d, =0

Vo ya (a,p, +a,qp,)X+(a,x+a,Y)y+(@a,p, +a,p,)=0 kimi yazilsa, onda (x)
miinasibati gosterir ki, q//d,  yani teorem isbat olunur. Bu teoremin tarsi
de dogrudur, yeni eger q//d, =d,/p alinar. Ikisini birlesdirsek p (,
gosmave q (, qosmadirsa, q//d, < d,//p zoruri vo kafi serti olar.

Belalikle alarig ki, markazli ayrinin iki diamerindan biri o birina paralel olan
vetarlarin orta nodqgtalarindan kegirse, onlar qosma diametirlardir.

Taklif: Gostermak olar ki, iki diametrin gosmaligi handasi mana
dasiyir, yani koordinat sisteminin secilmasindan asili deyildir.
a)ayri markazlidirse, onda qosmaliq serti  a,, p,q, +a,,(p,q, + pP,4,) +a,,p,q, =0

Vo ya (ayp, +a,p,)d +(ay P, +a,p,)d, =0 sartini 6dayir. Yeni,  (p,, p,)-nin
veriimasiila (q,,q,) Yegana gaydada tayin edila biler.

(all P, 2y, pz)ql + (3-21 p; +a, pz)qz =0 Buradan



b)_ﬁ (p,, p,)asimptotik istigamat olarsa, yani a,p,” +2a,p,p, +a,p, =0tanliyi

Odenirse A+ 0 oldugda  (a,p, +a,p,)p, +(@yp, +3,p,)p, =0  sortina
gOra a,p,+a,p, , ayp, +a,,p, odadlari eyni zamanda sifir olmazlar, ¢lingi

p =0 odur ki, gosmaliq sertini ddayan butiin  qg(q,.q,) vektorlari cit-cit
kollineardirlar ve bir 6lcult alt vektor alt feza emale gatirilir. Hamin alt feza
p vektoruna // olan vektorlardir. p Ile gosma olan va q fargli istigamat
olmaz. ©gar A=10 olarsa a,p,+a,p, =0, a,p, +a,p,=0 oadadleri eyni

zamanda sifir olarlar. Onda 0-q, +0-q, =0qosmaliq serti  kimi olar ve vq
vektoru gqosmaliq sertini 6dayir. Bu zamanda da p ve q gosma olarlar.

82. Bas istigamat, iki istigamatin basg istigamat olmasi
sorti.

Ogar ikitertibli ayriya nazeren har hansi istigamat 6zlna
perependikulyar olan istigamatle gosma olarsa, bas istigamat adlanir.
Basqa sOzle 0z qosma istigamstine perependikulyar istigameat bas
istigamatdir.

Qosmalig garsiligh oldugundan bas istigamat perependikulyar olan
istigamatin
0zl da bas istigamatdir.

(0,i, j)Sisteminda p (p,.p,) bas istigamat vekorudur. Ondap L q ve

p gosmaq olmalidir. Yani, 1) p,q, + p,q, =0

2) a,p,q, +a,(p,q, + p,q,) +a,p,q, =0 6denmalidir.(1)-i nazers
alsaq 8, P, P, + a1, (PP~ P2 P,) + 85, P, P, =0 buradan da
a,(p, - p,’)+(a,—a,)p,p, =0 alimir. Bu tenlik bas istigamatlarin musyyan
edilmasine imkan yaradir. Asagidaki hallara baxaq: 1)a, #0, p,#0

olarsa p #0k="2 isare etsok

P
k2a12 +(a11 _azz)k —-a;, =0, k12 = G2 "% i\/(azz _311)2 +4a122 , k1 ) kz =-1
' 2a,,
Buradan alinir ki, y ayrisina nezeren yalniz iki bas istigamat vardir.

2) a,=0, a,,-a,=#0 onda tanlik bels olar. (a,, —a,)p,p, =0, p,-p, =0,

p,=0, p,=0, p, %0, p, =0 Bu halda da y ayrisine nazaran yalniz 2 bas
istigamat var.
3) a,=0 a,-a,=0 onda Vp (p,p,)=0vektorunun istiqgamati bas
istigamat olar. Bu halda ayri cevre olar. (haqgiqgi , xayali ve ya 0 radiuslu)
Isbat etdik ki, teorem dogrudur. Har bir iki tartibli ayriya nazaran yalniz iki
bas istigamat vardir. Cevrays nazaran ise mustavinin har bir istigamati bas
istigamat olar.




Teorif: Bas istigamat gosma olan dimetri bas dimatri adlanir ve ya
dimaetr 6zu il qosma olan istigameata L olarsa bas dimatri adlanir.
§3. iki tertibli ayrilain tasnifi.
9yrinin tasnifi ne demakdir? OByrini tasnif etmak Uc¢ln avvalce
koordinat sistemini slverisli gaydada se¢makla tonlik sads sakla gatirilir ve
sonra onun tipi milysn edilir. indi y oayrisini Umumi sekilds verildikde onu

sade soklo getirmaye calisaq. ayrisi  (0,i, j)sisteminda
a, X +2a,,Xy + 2a,,X + 2a,,y + a,, = 0kimi verilib. (0,i, j) sistemini ele secek ki,

!

—

yeni sistemde i’, demsali heam de | bas istigametde olsunlar. Yani
sistemda tenlik striklerlo yazilir. j bas istigamet oldugundan yuxaridaki
gosmaliq sortindan au’ =0alinir. Onda tonlik
all'(x')2 +a22'(y')+2a10'x'+2a20'y'+a00 =0 olar. Sonra 0'baslangici ela segilir Ki

koordinat baslangicint  0'-e // koOcgilrdikds tenlik sadalasir. Bu zaman
bele hallar olar.

!

a)oyri morkazlidir: onda // koécirmekle (0,i, ]’)sisteminde ayri

a, (X)*+a, (y)+a, =0 sokle disgaer. anr-azzr #0 lki hal olar. 1)
’ 12 yr2 a ! a ! . . . .
3, 20=> ~tE =1 A=--%2 B=--2 9msallarin muxtslif gimatlerinds
a11 a22

alariq. A >0Farz edak
la) A>0, B~0- ellips,
1b) A >0, B<0-hiperbola
1v) A <0, B<0- xayali ellips
i 2 2
2) a, =0olarsa tenlik Xf+y§:0 olar. Hallar.

2a) B <0 tonlik iki kasisoan duz xatloe verilir.
2%)%—%):0 a=+A, b=+-B 2b) B0 onda iki xayali diz xatt 0(0,0)

yegans hagigi nogte olur. X+i¥ =0, X-i¥-
a b a b
b) eyri cox markazlidir. Onda O ndogtesini O’ markazlerin birina
coclrak.Onda y?+c=0, c= a°°, kimi isara olunub.
a‘22

1) c<0 olarsa c=-a’ isara etsek (y-a)(y+a)=0 1iki// duz xstt alinir.

2) c>0 ikixayali diz xstt parcalanir.
3)c=0 Iki haqiqi tst-Usta diigen duz xett
V) ayrinin markazi yoxdur. O’ Nogtesini bas diametrin O’ noqtasina //

koclrak. Onda ayri yalniz bir bas diametra malik olar. Bu diametr (0’,i’,)

ilo eyni olar. i asimptotik istigamat oldugundan all' =0 aZO' =0 olar ¢unki



! !

absis oxu bas diametrdir. Onda tenlik  (0.i, j) sisteminde
aZZ'y'2+2a10'x'+aOO=0 ham da aﬂ';so olar.y' =0 olduqda x=—2m_ g
2a,,

!

kasisma noqtesi (- a°°,,0) olar. O’ hamin nogteysa kdgurssek tenlik
2a,,

!

azzry'2 +2a10'x(;O =0 y”?=2px,p =—a1—°, ayrinintipleri bels olar.
a22
84.iki tartibli ayri tanliyinin kanonik sakla gatirilmasi.

9yri tonliyinin  kanonik sakla gatiriimasi asagidaki sxem Uzra aparilir.

1) Xarakteristik tonliyin kokleri
a,-4A a
tapihr| ™ ? 1=0=> A" —(a, +a,)l—a, =0
p a12 a22 —ﬂ. ( 11 22) 12

!

2) i (cosa, sina) j(~sina, cosc) sing = 9%
J1+1g°a
COSQ=;, ttoz=M 3) dusturundan istifade edarak

J1+tgla 8

! ! ! !

a,, =a,,C0sa+a,sina, a,, =-a,sina+a,, cosa a,, =a, hesabnlanir.

4) Koordinat baslangici 0'-9 kocuralur

! !

X+ A,y +2a, X' +2a, Yy +a,, =0 O’[ii, ii} -ya // koéc¢uraldr.
1 2

!

5) 0, j),,i, ]’) sistemlari qurulur ve ayrinin sonuncu sistemda
kgnonik tanliyi va grafiki qurulur.

Misal 1. 5x* +5y? +8xy —/2x++/2y—8=0 tanliyini sadslesdirmali.

Halli:1) Xarakteristik tonliyini yazagq:
22 —(5+5)2+5*5-16=0, A, =1 A,=9

!

2) i, ]’koordinantlarml hesablayaaq.

4 2 2 2 2 2 2
3) a, =a,C0sa+a,sina=-1 a, =-a,sina+a,cosa =0 Tonlik

X'?+9y? -2x'-8=0 saklina digaer.

NA=1+9+ 0 oldugundan markeazli ayridir. 0'(1,0) // kdg¢lirma
2 2

disturu x'= X +1, y'=Y odur Ki, x*+9y? —9=0:%+yT=1



Misal 2 2y? +4x-8y+9=0 tonliyini sadslesdirmali.a, =0

= : = v . =0
oldugundan i bas istigamatlerdiler. {an“alzwalo

ayX+a,y+a, =0
0-x+0-y-4=0 2

halli yoxdur. Bas diametr i ile

sisteminin
0-x—2y-4=0

gosmadir. Onun tanliyi 2y-4=0 va ya y=2 olduqgda x:—%,
(—%,2) parabolanin topaesidir. O-nun kogurmae dusturu

X=X —%, y=Y+2 olar. Naticeda y*+2x=0 alariqg.

Misal 3. 4x* —4xy+y?-15=0
1)72-51=0, A, =0, A, =5

2)tga:i:2, sina:i, cowz:i ?(i, i} T’(—ii J
2-0 5 5\ B TEE

3) a, —a,Ccosa+a,sina=0 a, =0 (0’,i’, ]’) Sisteminde ayrinin
tenliyi 5y2-15 veya y?-3=0 y'-+3=0, y'++/3=0 agar ayri iki
diz xetts parcalanmigssa onu sadace vuruglarina ayirib tanliklori
yazirlar.
Misal 4. ax*-xy-2y’+5x-5y=0 Bu tenliyi bele cevirak:
(x2+2xy+5x)—(iy+2y2+5y):0:>x(x+2y+5)—y(x+2y+5):0:>(x+2y+5)(x—y):0:>

d,:x-y=0, d, : x+2y+5=0 ayri iki diiz xatte parcalanir.



Fazada afin va dlizbucaqli koordinat sistemlari n6qtanin va vektorun
koordinantlari. Parganin boliinma diisturlari. iki négte arasindaki
masafa ve metrik dusturlar.

Plan:
1. Fezada afin koordinat sistemi,noqtenin ve vektorun

koordinantlari.

2. Parcanin bélinmsa dusturlari.
3.Duzbucagl koordinat sistemi ve burada metrik masalalar( masafe,
skaliyar hasil va vektorlar arasindaki bucaq).

_§1. Fezada afin_koordinat sistemi.ndgtanin ve__vektorun

koordinantlari.

Fazada koordinat sistemina,mustavide 0yrandiyimiz koordinat sistemina
analoji olaraq baxilir.Qeyd edak ki, fezada koordinat sistemi anlayisini
verarkan 3 Olculi vektor fazanin bazi elementlarindan istifade olunur.
Forz edak ki,fazada har hansi O noqtasi geyd olunub va e1,e2,es vektorlari
bu fazanin 3 o6l¢ill vektorlar fezasinin bazisidir. O néqtssi ve e,ez,es
vektorlarindan ibarat olan 4-liiys fozada imumi afin koordinat

sistemi va ya afin reper deyilir. Bazan, fozada tmumi

afin koordinat sistemi bir mistavi Uzarindse olmayan nizaml

(O.E,E, ) kimi dord nogtanin vasitesile da verilir,bels ki,bu nbqtslerden
hec bir ucu bir diz xott uzarinda yerlagmir.
R=(0,E,E; Es) pemali OF. =&.(¢=123) olarsa yuxaridaki sistem ve
torsine alina biler.Burada, O noqgtesi  koordinant baslangici,
e1,e;,esvektorlar bazis vektorlar, (€, E,,E,) noqteleri ise bazis ndqtsleri

adlanirlar. e, vektoru istigamatinde olan OE; oxu absis oxu ve yaxud OX
oxu, e, vektoru istiqgametinde olan OE2 oxu ordinat oxu va ya OY oxu,
esvektoru istigametinde olan OEs oxu aplikat oxu ve ya OZ oxu adlanir.
(O,§1)=(ox), (O}Z):(oy), (O,ég):(oz) -koordinat oxlari adlanir.
0.6n.6:)=(0xy),  (0.e16s)=(0x2), (0,€2,65)=(0yz)  miustavileri koordinant
mistevilari adlanir. Bu gayda ile tayin olunan koordinat sistemini Oxyz ve
ya R=(0,e1,e,,65) kimi isare edirlor.
Forz edak kifezada (0.e:e2,es) afin koordinat  sistemi verilmisdir. Bu
sistemds vM noqtesi gotiroek. OM — vektoruna M négtesininin radius
vektoru deyilir.Bilirik ki, e1,e2,e3 vektorlari fezanin bazis vektorlaridir,demali
(OM,e1,e2,e5) vektorlar sistemi xatti asilidir, odur ki, OM vektorunun bazis
vektorlari Gizre ayirmaq mumkundur va bu ayrilig yeganadir.

OM = xe: + yez +2zes (1)
(1) aynlisinda igtirak edan . x, y, z amsallarina M néqtasinin koordinantlari
deyilir va  M(x,y,2) kimi isara olunur. Burada x,M noqtesininin 1-ci




koordinati ve ya absisi;y, 2-ci koordinati ve ya ordinati;z, 3-ci koordinati ve
ya aplikatt adlanir.Bu dediklarimizdan aydin olur ki,fezada nodqgtanin
koordinatlari nizamlanmis x,y,z adadler Ucluyiindan ibaratdir,yoeni,fazada

(0,e1,e;,65)  afin koordinant sistemi verildikde (E,) fezasinin ndgtslstine
garsi RxRxR=R® hagigi adadlarin dekart kubunun elementlari
arasinda biektiv inikas yaranir, yani, f:E, »RxRxR inikasi biektivdir, f
-de har haqigi nizamli tGgliys gargi yegana ndgta musayyanlagdirir. M(X,y,2)-
olarsa, OM = xe: + ye, + z€5 olur. z=0=OM = xg, + Y&, = M < (oxy),
y=0=0M = xg + 26, = M € (oxz), X =0=>OM = +ye: + 263 = M & (oyz)
x=y=0=O0M =zes = M (0z),

X=2=0=OM = ye: = M & (oy),

y=2=0=0M =xe; = M & (0x),

x=y=2=0=OM =0= M =0,M(0,0,0) olar.
.(1) aynlisindan istifads edearak ndgteni fezada asanligla qurmagqg olar.

Forz edok ki, (0,e1,e.,65 ) afin koordinat sisteminda koordinatlari ila

verilmis Mo(Xo,Yo,z0) ndgtasini qurmagq lazimdir.
Ovvalca Ox oxu Uzerinde OM = xg gorti ile tayin

olunan M1 ndqtasini geyd edirik.M1 négtasindan
MM, = y,g, sortiile tayin olunan M2 ndqtasini qurag.
Sonra M,M, =z, sorti ila tayin olunan Mo nbgtasini

guraq.HOkm edirik ki,Mo noqtesi taleb edilon ndgtedir.Dogrudan da
asanligla gérmak olar ki,

OM, =0OM, + M,M, + M, M,

6'\70 = Xo€, + Y8, + 2,85
Bu o demakdir ki,qurulan Mo nogtasinin  koordinatlart  (Xo,Yo,20)-
dir.OMiM2Mo  siniqg  xetti Mo noqgtasi  Ucln koordinat sinig  xatti
adlanir.Nogtelerin gurulmasinda koordinat siniq xattinden istifade etmak
alveriglidir.

Misal: A(3,4,2), B(-1,3,4), noqtalerini (0,61, 6; 6;) sisteminda qurmali.
A-ni gurmagq Uclin OA =3g,AA, =4g,, A /A =2¢, vektorlarini, yani, OAAA
siniqg xattini quraq. B-ni qurmaq tgun
OB, =-§,BB, =3¢,,B,B =4g, vektorlarini,
yani, OB,B,B sIniq xattini quraq,

indi ise fozada (0,e:,e.,e5) afin koordinat sisteminda verilon M(x1 ,y1 .z1 )

vo N(x2 ,y2 ,z2 ) nogtelerinin mieyyen etdiyi MN vektorunun
koordinantlarini miisyyan edak.

OM :X1e1+y1e2+21e3
ON :X2e1+y2e2+22e3
AOMN —> MN = MO +ON =ON —OM



MN = X6, T y292+ Z,€;~ X6~ ylez_ Z,€;

MN = (Xz - Xl)e1+ (yz B ylkz + (Zz - Zl)es Yani,

W:(Xz XY, =Yl _21) (2) olar.

Demali,uc noéqtslarinin koordinatlari verilmis vektorun koordinatlari, uc
noqtalarinin uygun koordinatlari fergina barabardir.

Misal: P(3,-2,4), Q(15,0) olarsa,

PQ=0Q-OP=(1-3, 5+2, 0-4) PQ=(-27-4)

§2.Parcanin bolunma dusturlari.

Forz edak ki,fozada (0,e:,e2,es) afin koordinat sisteminde M(x1 ,y1 .z1 ) Vo
N(x2 ,y2 ,z2 ) noqtsleri verilmisdir. M = N .Mustevids oldugu kimi fezada da
ager

MK = AKN (3)
olarsa,onda deyirik ki, K nogtesi [MN] parcasini A nisbstinde bolir.yani.
(MN,K)= 1 ,burada 1-bdlma amsalidir.K néqgtssinin koordinatlarint M ve N
ndqtalerinin koordinatlari ile ifade edak.
Tutaq ki,K noqgtssinin koordinatlari (x,y,z)-dir.
Vektorlar tizerinde amallara gore
AOMK — MK =0K -OM
AONK — KN =ON -OK
Bunu (3) beraberliyinde nazerse alsagq OK-OM =A(OW—OT<’) ve ya
— OM + 4 ON

OK ) alariq. Aldigimiz ifadani koordinatlarda yazaq

‘= x1+ix2, _ y, + Ay, . 2, + Az, (4)
1+ 4 1+4 1+ 4

(4) duasturlarina parcant 1 nisbstinde bdlen ndgtenin koordinatlarinin
hesablanmasi dusturlari deyilir.
Mistavida oldugu kimi burada da go6stere bilarik ki, 2 #1 ©dar 1 #1 olarsa
,onda (3) berabaerliyine gore MK =-KN = MK +KN=0=M =N olar.Bu ise
ola bilmaz.
Hamcinin geyd edoak ki, >0 olarsa, MK T KN .Bu o demakdir ki,K
noqtasi
[MN] parcasinin daxilindadir. A <0 olarsaMK T4 KN olur,demali K noqtesi
[MN]  pargasinin xaricindadir.Xtsusi halda, 1 =1 olarsa K noqgtesi [MN]

parcasinin orta noqtasi olar va (4) disturlari agsagidaki sekla diiger.
+
Xor:xlgxz, yorzylzyz, Orzzlzzz_ (5)
Naticada alirig ki, parcanin orta noqgtasinin koordinatlari (5) dusturlar ile

hesablanir.
§3. Fezada diizbucaagli koordinat sistemi va burada metrik masalalar.




Fozada (0,e1,e.,65) afin koordinat sisteminde e,4,4  koordinat
vektorlari ortonormal bazis miayyan edarsa,yani, eg, =€g, =€, =0 Vo

&| =],/ =|&;| =1 olarsa,onda bele sistem diizbucaqli dekart koordinat sistemi
adlanir. Duzbucaqli dekart koordinat sistemini (o, i ], E) kimi isara
olunur. Terifo gore 1= j?=k?®=1i-j=] K=Kk -i=0

Duzbucaglh dekart koordinat sistemi,afin koordinat sisteminin xdsusi
hali oldugundan afin koordinat sistemi lUglin qeyd etdiyimiz masalaler
dizbucagli koordinat sisteminde de 6z glcinds galir.Lakin dizbucaqh
koordinat sisteminda bazi masalslar cox sads yerina yetirilir.

Duzbucagl sistemda metrik masalalara baxaq:

1.Tutaq ki,O1jk duzbucagl dekart koordinat sisteminda
M,(%,Y,,2,), M,(x,,Y,,2,) noqtalari verilmigdir.Bu noqtaler arasindaki

masafeni d(Mi,M2) ve ya pM,1,) kimi isare edek.Bilirk ki, M,
vektorunun koordinatlari M,T , =(x, —x,6,-6,,2,—z) kimi hesablanir.
Aydindir ki, p(M,1,) =|MM,| Diger terafden bilirik ki,ortanormal

bazisde koordinatlar ile verilmis vektorun uzunlugu,onun koordinatlarinin
kvadratlari

cominin kvadrat koklna barabardir.yani,
MM =0, P (= v (- 2)
Onda aliriq ki,
p(M,M,), :\/(x % +(y, — v} +(z, - 2.) (6)

Aldig ki, diizbucaqli dekart koordinat sisteminda koordinatlari il. Verilmis iki
nogte arasindaki masafe (6) dusturu ile hesablanir.

2.Tutaq ki,Oijk diizbucagli dekart koordinat sisteminde a(a,,2,,3,).b(b ,b,.b;)
vektorlari verilmisdir.Bu vektorlar arasindaki bucagi hesablayaq.Bilirik ki,
vektorlar arasindaki bucaq

cosa = a A b) (7)

al\ o]

dusturu ile hesablanir. Verilan koordlnat sistemi ortanormal oldugu Ucgin

= b2 +bl+b}  olur. Bu ifadsleri (7)-de

b ab +a,b, +asb, (8)
A B Jaraira- bbb

ab =ab +a)b, +ah, [a] =&’ +a; +a’
yerina yazag.

Cosa =




Fazada koordinat sisteminin ¢evrilmasi va fazanin
oriyentasiyasi. Tenlik ve barabarsizliklarin, birlegmalarin va
sistemlarin handasi izahi.

Plan: 1.Fezada Ug¢ vektorun konplanarliq serti.

2. Fezanin oriyentasiyasi.

3. Fazada koordinat sisteminin ¢evrilmasi.

4. Fazada koordinat metodunun tenlik va barabarsizliklarin.
izahina tetbiqi.

§1. .Fezada Ug¢ vektorun konplanarlq gerti.
Bu sart asagidaki terminls ifads olunur. a, b, ¢ vektorlari
a(al, a, as), b(bl, b, bg), c(c,, C,» C,) koordinantlariile verilib.

Teorem: Ug vektorun konplanarhidi Giciin onlarin har hansi bazisdaki
koordinantlarindan dtizaldilmis determinantinin sifir olmasi zaruri ve kafidir.

Isbati: a b, ¢ konplanardilar, yani aa+pgb+yc=0, g+ 3 +y #0

aa, + b1 +7¢, =0 a b c
koordinantlarda Jag,+8h,+7c,=0=4a, b, c,=0
O‘a3+'363+7C3:0 A b3 Cs
A =0= determinantin xassasina asasan

a.| (b [C )
ala,|+B|b,|+7|c,| =0=>aa+Bb+yc=0, a2+IBZ+7/2¢O:> demali,

a3 b3 C3
a, b, ¢ vektorlari xatti asilidirlar.

§2. Fazanin oriyentasiyasi.

Fazanin oriyentasiyasi miistavinin oriyentasiyasina analoji verilir. v(a, b, c)
sistemi xatti asili deyilss fezada bazis emale gatirir. Demali, fezada <«
sayda bazis vardr. B,(5,. &, &) B.. b, p,} iibazs olsun. B, —nin
vektorlari Gzre ayirsaq bels olar.

b,=C.a,"Cza;  Cuds Cu Co Cu

chmgﬁczzgfcz@, C=/Cy Cp Cux C-matrisinin sutunlari

D;=Cudi*Cpd:* Cxds Ca Co Cs

(61, b, 63) -un koordinantlaridir. C-matrisi B, bazisinden B, bazisina
Cu Co G

kecid matrisidir ve B,=CB, kimiyazilir. detC=|c,, ¢c,, C, ©dedi B,
Ca Cs Cs

-den B, -y@ kecid matrisinin determinantidir. B, bazis oldugundan
detC =0 kecid matrisi determinantinin xassalari.



1. B,= B, olarsa, C=E, detC=1

2' BzZCBl ! B?,:DBZ Olsa’
B,=(D-C)B,, B,=FB, F=DC, detC=detD-detC

3. B,=CB, B,=C B, detC-detC =1

Bger butln bazisler coxlugu B=1{B,,B,.-| ilo isare etsek onda iki B,

ve B, bazisi § minsibstinds olsun o zaman ki,

BB, B,=CRB,. detC>0 ysni B §B,=detC>0 & -munasibati 1-3
xassalorini 6dayir. Yoni ekvivalentlik munsibatidir. detC 0= ya detC =0
ya da detC <0, detC>0= B,wB, detC<0=B,@B, B/s=1k, K,b k, Vo
k, bazislerin oriyentasiyasi adlanir. Biri sol ve ya miinasibstdirss, o biri

sag ve ya manfi oriyetasiya adlanir.

§3.Fazada koordinat sisteminin ¢evrilmasi.

Fezada bazisler cox sayda oldugu kimi cox sayda da afin koordinant
sistemi vardir. Eyni ndgte muxtalif sistemlarde muxtalif koordinantlara malik
olarlar, koordinant sisteminin ¢evrilmasi dedikda eyni ndqtanin muxtalif
sistemlardaki koordinantlari arasindaki slage disturunun muiayyan
ed|Im93| basa dusaldr.

R=(0, el e, eS) ve R'=(0¢', e e) kimi iki koordinat sistemini
goturak.

Cu Ce . Cis
O'x (X Yy 20 Matey:2l Mo (0y'2) e =|Cul €5=|Cal €=|Ca
CSl CSZ CSS
olsun. OM =00’ +0'M, xe1+ yez+ ze3 Xoel+ y ez+ Zoes+xel+ye 2+z e .
X= XO + Cll X + C12 y + C13 Cll C12 ClS
y = y0+(_)21x’+c;22 y’+Czsz’, detl C,, C, Cy|=detC=0
Z= Zo+C31X’+C32 y,+C332, Ca: Cx Cs
Xdsusi hallari:
o 100 x=x"+Y¥,
1. 020, g=¢,» C=|0 1 0| yy=y'+Yy Baslangic dayisir, bazis vektorlar
0 01 2=2"+7,
dayigsmir. Buna koordinat sisteminin paralel kb¢lrmasi deyilir.
Cll C12 C13
2. 0=0" B,=CB,, C=|Cy C» Cs| X=Y,=2,=0 Baslangic dayismir
C31 C32 C33

bazis vektorlari dayisir. Buna koordinat oxlarinin déndarilmasi deyilir.



3. 020, B,=CB,. herikisi dayisir. Koordinat sisteminin ¢rvriimasinin
umumi halr adlanr.

b) Bazislar ortonormaldir.

B. o B. bazisleri ortonormal olan halda R=(0.1, j, k) vo

R':(O'. T f) koordinat sistemlari alinir. Bl(i, i E) —dan Bz(f’, i f) -9
kecid matrisi C matrisi olur, lakin matrisin elementlari onun ortoganalliq
sartini 6dayirlar. Yani, bu zaman matrisin siitun elementlari ( AT f)
vektorunun koordinantlari oldugundan, yeni
" =(CiisCorr Coh T(CirCors Cs) K(CusrCovCyy)  Oldugundan onlarin kvadratlari
Cut Cout Cy=1 o
cemi 1-a barabardir, yani ¢ +c,+C,=1 hamda i'j'=ik’ =jk'=0
Cis* G+ Gy =1

CiCi2* CaCa + CoaC = O
seortlerini 6dayir. Yani, {c,C;+CyuCrt CyCs, =0 oOlar. Hoam da

C12Cis+ C22Cz* C52Cs0 =0
Ca=cos T} ¢, =cosli i) gy = coslkini) ¢, =coslrk) g, = cos(iK) gy, = coslkk)
Demali, ortonormal koordinat sisteminin ¢rvrilmasi zamani kecgid matrisinin
elementlari ve ya amsallar Gizarine 7 sart qoyulur. Yuxaridaki alti serti
O0dayan matris ortoganal matris adlanir. Ortoganal matrisi mtisyyan edan
alamatlardan biri de onun 6z ils tersinin hasilinin vahid matris vermasidir.
1 00
Yoni C-C'=|/0 1 0| A>0, RwR', R@R’ olur.
0 01
§4. Fozada tonlik va barabarsizlikler, onlarin sistemlari ve
birlesmalarinin handasi izahi. Fezada koordinant metodunun tatbigleri.

a) ©vvalce fazada fiqurun tayini anlayigini verak. R:(O, a 6; 6;) afin
koordinsistemini goturak. R-de ¢ fiqurunu muiayyan eden sartlare onun
tonliyi deyilir. Mas: R-de z=0 6dayan noqtalar (oxy) mustavisini verir .
z=0 (oxy) mustavisinin tanliyi adlanir. z =0 (oxy) mistavisinden yuxari
yarimfaezanin noqtslaridir, yani ela noqgtsler coxlugu ki, (0,0,1) noéqgtasi

F.(x,y,2)v0
daxildir. Ferz edek {F,(x,y,z2)v0  sistemi verilmigdir. Burada v

F.xy,2)vO0
isaresi =0, -0, <0, >0, <0, #0 isaralarindan birini avez edir.
—fiqurunu, - fiqurunu, - figurunu muayyan edirsa sistem

figurunu musyyan eder.
Indi birlesmays baxaq:



Birlesmasinds [, (x,y,z) v 0-¢, —fiqurunu,

F,(x.y,2)v0-¢,- fiqurunu, F.(xy,z)v0-g¢, - fiqurunu misyysn
edarse, sistem F=F nF,N....nE, fiqurunu misyyan edar. Indi
birlesmaya baxaq:

fl(X,y,Z)vo

f (xy,z)v0 birlesmasinds fiqurunu f (x,y,z)v0-T, - fiqurunu,

f:(x, y,2)v0 l
fz(x, y,2)vO0-T, — figurunu, ft(x,y,z)VO—Ft — figurunu musyyan ederss,
birlesme I'=T",uT",v....uT, figurunu misyyan edar.

x>0
Masalon:1. Fezada 1 kvadratindaki négtalar coxlugunu {y>=0
z>0

sistemi musyyaen edir. Bu fiqur @ {x~0f{ng {y ~0jng, {z > 0}=¢-dir.

2. 3 kvadratindan basga galan noqgtalar coxlugunu
x>0
[ix<ojuT,ly=0luT,iz<0}j=T olar. 3 Kvadratinin 6zliiss {y=<0
z>0
sistemi ile ifada olunur.
b) Indi kvadrat metodunun tatbigins baxagq.
Fazada kvadrat metodunu ile tadgigat apardiqda an avval sath
tonliklerina baxilir. @ sathini miayyan edan gart onun tenliyidir. Xlsusi
halda sfera tenliyine baxaq. Sfera fezada |\, nogtssindsn eyni

uzaqgliqda yerlasan néqtalar coxlugudur. R =(0,i, j,k) Sisteminde
C(a,b, c) -merkez, M(x,y,z) —sferanin har hansi nogtasi olarsa, CM=r
sferanin tenliyidir. Buradan x*+ Yy + 7°~2ax-2by-2cz=p" veya

X +Y +7° +2Ax-2By-2Cz+D=0 sferanin imumi tenliyidir.

cz( A B _E} r:JA2+BZ+(:2—4D

2 2

olar. r>0, r=0, r<0

20 27 2
hallarina baxilir. Koordinant metodunu masallslar hallina tetbiq edak.
Masalal. (O, e, e, es) —dea A(Xl,yl,zl) B(xz,yz,zz)

C(X,. ys,zs)olarsa agirlig markazinin koordinantlrini tapmali. M-agirliq

markazi iso



_—

oM:%(o_A’+O_B'+§):> M(x,y,Z),X=%(X+X2 Xs) ¥ (y Y.t y)

7= %(Zﬁ 7,+7,) olar.

Masala2. isbat etmali ki, tetraedrin gars! tillarini birlegdiran parcalar bir
noqtads kasisir ve yari béliniirler g =0A g =OB, g,=0C olarsa
0(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0) orta nogtsler [OA] ve

[BC] Dl(l,0,0), Dz(o,l,%) M , =MD, olarsa M(lll) [0B] ve

[AC] E (0 50 E (— —) M :(%,%,%) [oC] ve [AB] -nin orta nogtsler
111 : 111

F.(00, ) F, (— - 0) (57 Demeli (D, D,)N (E:E,) N (RF,)= M(Z’Z’ZJ

Masala3. AB(:DA&BlClDl paralepiped verilir. AABD ve AB,D,C -—nin
agirliqg merkezleri M ve N-dir. isbat etmali ki, M,N €[AC] ve
AM=MN=NC -dir.

0. e e, e)elosecok ki, AB=g, AD=g, AA=g, onda

A(0,0,0), B(1,0,0) C(110) D(00) A (0,0 B,(1,01) C,(111) D,(0L)M(Z,=,>) N(Z,

O.)ll—‘

1
'3’

O.)ll—‘
wlnN
w| N

L

AM, MN, NC=(=,=,>) Isbat olunur.

wll—\
wll—\
w|



iki vektorun vektorial hasili , vektorial hasilin xassalari va tatbiglari.

Plan:

1.Vektorlarin vektorial hasilinin torifi.

2.Vektorial hasilo aid teoremlor.

3.Vektorial hasilin koordinatlarda ifadasi.

4.Vektorial hasilin xassaloari.

5.Vektorial hasilin tatbiglori .

6.Masalo hoalli.

P-1.Tarif . Iki vektorun vektorial hasili elo ¢ vektoruna deyilir ki, bu vektor
asagidaki 3 sorti 6dasin.

1)6 vektorunun uzunlugu a vo b vektorlarinin uzunluglar: ilo onlar arasindaki
bucagin sinusu hasilino boarabordir.

| = H ‘5‘ sing (1)

2)6 vektoru a vo b vektorlarmin har birino perpendikulyar olsun va ya ortogonal
olsun,yani, c La,cLb

3) (5,5,5) vektorlar tigliyti (7, k) tglityii ilo eyni oriyentasital: olsun.

Vektorial hasil ¢ = [a,b] kimi isars olunur.

Vektorlarin vektorial hasili do vektorlarin skaliar hasili kimi mexanikada
yaranmisdir.9gar , b ,M noqtesmdekl quvvadirse vo a vektoru iso O noqtasindan
M néqtesino gedarso , onda ¢ =|a,b] vektoru O néqtesine nazeran b giivvasinin
momenti olur. Demoli mexanikada quivvenin momenti vektorial hasillo toyin
olunur.

P-2.Teorem 1. iki vektorun kollinear olmasi liglin zoruri vo kafi sort bu vektorlarin
vektorial hasilinin sifra borabor olmasidir.

Isbati. (Zarurilik) . Zorurilik vektorlarin vektorial hasilinin torifindon almir. ay,
bkolleniar vektorlar oldugda onlar arasindaki bucaq  0%olur va sino®=0
oldugundan (1) baraborliyi sifra cevrilir.

Kafilik . Tutaq ki, [a,b] vektorial hasili sifir vektora borabordir|a,b|=0. isbat
edok ki, a vo bvektorlar: kollineardir. ®vvalco trivalmi geyd edok , onda a vo
bvektorlarindan biri  sifir vektor olmalidir. (sifir vektorunun istigamoti toyin
olunmadigindan , onu Vv vektorla kolleniar vektor kimi hesab etmok olar. )Ogora
vo b vektorlarmin hor ikisi sifirdan forglidirso , a0, b=0 ondala>0, o[>0 ,

ondaa,b|=0 boraborliyindon vo (1) boraborliyindon aliriq ki, sing=0= ¢ =0°
.Buradan alimr ki,a vo b vektorlar: kollineardirlar. Teorem isbat olundu.

Ogor a Lb onda sing =90° =1
Teorem 2 . [a,b] vektorial hasilin uzunlugu (modulu) a ve b vektorlar tizerinda
qurulmus paralelogramin S sahasins barabardir.
‘[5,5] =S, belo ki, a vo b kollinear olmurlar.

Isbati. Aydindir ki, paralelogramin sahasi onun oturacag:



ilo hiindiirliyti hasiline borabordir,yani, s, =[a-h h=[b|-sing oldugunu nozero
alsaq onda alang ki, S, =[a-|b|sing . (1)b9;ab9rliyi ilo mugayiso etsok
‘[5, 5] =S, almur.

P-3.Indi vektorial hasilin dekart koordinatlarda ifadasine baxag.

Teorem. Ogar a Vo b vektorlar: 6z diizbucagh dekart koordinatlar: ilo verilorss,
a={x,y,,z,} b=1{x,,y,,z,} onda onlarin vektorial hasili koordinatlarda asagidaki

sokildo yazilir.

IE’B]:{% 21’ Z X1’X1 Y1} (2)
y2 22 22 X2 X2 y2
i j K
(2)-ni bels do yaza bilarik. abl=x v,z | (2
X2 Y2 2,
Isbat: :Forz edok ki, a={x,y,.z,} 4 b=1%.Y,.2,} vektorlari verilmisdir. @

vob vektorlarmin  (i.3.K ) pazis vektorlar tizro ayrilis1 asagidaki kimi olar.
a=xi+y j+zkb=xi+y,]j+12,k

Indi vektorial hasili hesablayaq:

[a.b]=(x 1i+ Vii+ 2K N Xi+y, 1+ 2,k )= x0T+ v [1.T]+ 2%, [k, ]+

Y, [0, 11+ vov,10. 7]+ 2.y, [IZ, ]]+ X, 2, [i_, IZ]+ Y2, [], IZ]+ 2,2,|kK, IZ]

i, j,k bazis vektorlarinin vektorial hasili Gi¢tin vektorlar ctitli hesab edok.Malumdur

ki,bu bazis vektorlar1 garsiliqli ortoqonaldirlar. Onlarin uzunluglar: 1-o barabardir,
onlar sag tclik omoaloa gatirir.

ii]=0, [ji]l==k, [k i]=]
il=k [ijl=0  [kijl=-i} (3
ik]=-j. [i k]=i, [k k]=0

Bunlari nozors alsaq:

[_’b]: (ylzZ -Y, Zl)i + (lez - 22X1)j + (lez —X; yl)k

alarig.Bu isa (2) vo ya (2) ifadasinin agilisidir.

Notico. Ogor a={x,y,,z,} b={x,,y,,z,} vektorlar1 kolleniardirsa , onda onlarin

koordinatlar1 mitanasib olmalidir.
K _ N _ 4

XZ y2 ZZ

Ishati. Ogor [a,b] =0 onda



1) [ab], =0=y,z, -y,2, =0 2) [ab], =0=x2,-x,2,=0
N_4 4 _ 4
y2 ZZ XZ ZZ

3) [ab], =0

XY, =%Y, =0

AN

X, Y2

X Z .
Buradan alariq — = K A yoni vektorlar kolleanardirlar.
XZ y2 ZZ

P-4.Vektorial hasilin asagidaki xassolari vardir.
Xassa 1.Vektorial hasildo vuruglarin yerini doyissok, vektorial hasil yalniz

a
Isbati. Forz edok ki, b=x,i+y, j+z,k=b(x,,Y,,2,)

i j k
vektorlart verilmisdir.Bilirik ki, [a,b]=|x, y, z| Determinantin xassasino gérs
X, Yy, Z

Iki stitunun (2 satirin) yerini doyisdikdo determinant yalniz isarasini dayisor,yani,

Pkl ] K
@bl=x, v, z|=x, v, z,/=|p,a]Budal xassssinin dogrulugunu géstorir.
X2 y2 z Xl yl Zl

Xassa 2.Vektorial hasil adadi vuruga nazaran bircinslilik xassasine malikdir.
()b | ab

Isbati.
[(aa)B] =|cal- ‘B‘Sin ¢ =ala| -‘B‘Sin ®

a-[ab]=a-[a-jp-sing , buradan alinir ki,

|(a)b|= o |ab|Xasse 3.Vektorial hasil paylanma xassosine malikdir,yani,
la+b,c|=[ac]+[bc]

Xasso 4. la.b+c|]=[a.b]+[ac]

P-5.indi vektorial hasilin totbiglori ilo tans olag.

Vektorial hasil an ¢ox saholorin hesablanmasinda yani A-gin vo paralelogramin

sahoalarinin hesablanmasinda totbiq olunur.Forz edok ki,ABC (lcbucaginin topo

nogtalori A (x.,y,.2,), B(X,,¥,.2,), C(xs,y,,2,)0z koordinatlart ilo verilmisdir.

(diizbucagl Dekart koordinat sisteminds).ABC t¢bucaginin sahasini hesablayag.



Vektorial hasilin tarifinda | sortdon molumdur ki, [AB,AC| vektorunun uzunlugu
adadi giymotca bu vektorlar tGzoarinds qurulmus ABDC paralelogramimin sahasine

barabardir va demali, S iac = %\[KE AC] (4)

AB va AC vektorlarinin koordinatlarin1 hesablayag.
AB = {Xz — X Yo =Y 2 _21}
A_CZ {Xs X Y=Y 43 _21}
Onda bu vektorlarin vektorial hasilini asagidak: kimi yaza bilorik:
Yo=Y y3_y1i+zz_zl Z3—1y Xo =X X3 =X
Z, =7 Z3—1 Yo=Y1 Ys— Y,
Bu giymatlori (4) —do noazaro alsag.

S _1\/y2_y1 y3_y12
AABC_E

Z, =14, 1371
(6) dlsturu topalarinin koordinatlar: ilo verilmis ticbucagin sahasinin hesablanmasi
dusturudur.
Xdsusi halda, agor

[A8,A¢C]-

X =X X3 =X

2
2,-2, ;-7 X=X Xs—X
+

Yo=Y Ys— W

(6)

X=X X3 =X

X; Y31
ZZ

l’\)

X,
e(X0z) olarsa,onda S, = x2
X

w
(AJ

X

=
N

YA
e (YOzZ)olarsa, onda Sasec =X, z, 1| olar.

N

2

X Y,
A € (XOY ) olarsa,ondas uc =%, Y, “
1
1
1
1
1
1

X
Xy Z,

w

P-6. Mosolol.a va b vektorlar go=% bucagi omolo gotirir. [a=6, |b|=5 oldugunu

bilorak. [[ab] -ni hesablayn.

Holli. [[ab] = 4l-|b|-sing = 6-5-sin30° =6-5-%=15

Mosolo2. a vo b vektorlar qarsigh perpendikulyardir. [a| =3, |o[=4 oldugunu

bilorok hesablayin.
Holli.

1) [(a+b) (a-b)] =[axal ~[axb]+pxa]-pxb] =
—[2-loxa)] - 2loxa] 2 B|-[l-sino0° ~2-3.4 24

2] [(a-b)x(a—2b] - slaxal -elaxb]-[oxa]+ 2[ bxb] |-5-faxb] -

=5-\5HE\ .$in90° =5.3-4 = 60



Mosalo 3. a={2-21} y5 b={236} vektorunun omolo gotirdiyi bucagin sinusunu
hesablayin

2

‘ =4/225+100 +100 = /425

- 21" 1L 2* |2 -2
‘[a,b]=\/‘ J" +‘ +‘

36/ 62 [2 3
‘5‘=«/4+4+1=3,‘5‘=«/4+9+36=7
[25] _sii7

al ‘5‘ 21

singp =



Uc vektorun gansig hasili va onun xassalari, tatbiglari.
Plan.
. Vektorlar G¢lUylnin oriyentasiyasi.

1
2. Ug vektorun garisiq hasili va onun handasi menasi.
3. Qarisiq hasilin koordinatlarda ifadassi.

4. Qansiq hasilin xassalori.
5. Qansiq hasilin totbiglori.

P-1.Vektorlar G¢luylnln oriyentasiyasi anlayisi ilo tanis olag:
Tutaq ki, mioyyon ardicilligla komplanar olmayan ¢ vektor verilmisdir.

Belo verilmis ¢ vektor heyati vektor dgliyl adlanir. Verilon vektorlar: bir
noqtoya kocurdikds iki vaziyyatdon biri alinir.

a)c vektorunun ucundan a vo b  vektorlarina baxdiqda , a vektorunu b
vektoru Uzorino salmaq Ucgln Kicik bucaq godor firlanma saat oqrobinin
harakatinin aksina olur. Sakil (a)

b) ¢ vektorunun ucundan a vo b vektorlarina baxdigda a vektorunu b
vektorunun tzorine salmaq tgin kigik bucaq godor firlanma saat aqrabinin horakati
istigamatindadir. Sakil (b)

Aydindir ki, vektorlar Gcluyd verildikds bu hallardan ancaq biri ola bilar.

Bu iki vaziyyatin har biri bu vektorlarin oriyentasiyasi adlanir. a) sag oriyentasiya
b)sol oriyentasiya adlanir.

Oriyentasiya — moisoatdo ,cografiyada kortografiyada ve mixtolif elim saholorinds
fizikada , kimyada , hondesads vo s. istifado olunsa da sirf riyazi termindir.
Oriyentasiya — sOziinin moanas1 yonlandirma , istigamoatlondirmadir.  Mistavida
oldugu kimi fozada da iki oriyentasiya vardir. Sag oriyentasiya —misbot
oriyentasiya , sol oriyentasiya iso moanfi oriyentasiya adlanir.

Burada asagidaki tokliflori vermak olar:

1)ucltyln iki vektorunu sabit saxlayib , 3-ni ortaq baslangic noqgtasi otrafinda
firladaqg. Bu halda firlanan vektor digar iki vektor mustavisindon bir torafdo galarsa
, Ucliyln oriyentasiyasi dayismir , firlanarag mustavinin digar tarafina kegarso ,
ucliyun oriyentasiyas: dayisir.

2)Uclilys daxil olan vektorlarin dairavi yerdoyismasinds oriyentasiya doyismoz.
—don -ya kegcmok dairavi yerdoyismasi adlanir. Hor iki Gglik eyni
oriyentasiyali olur.

3)Vektorlar izarinds dairavi olmayan har hansi basga yerdoyismo Uc¢liydn
oriyentasiyasini dayisir. Masalan , ucliyinds  vo  vektorlarinin
yerlorini doyigsok ucllytna alirig, bu yerdoayismo dairavi deyil. Bu
ucliklor muxtalif oriyentasiyali olurlar.

4)Uclilyiin mistovi glizgiida oksi muxtalif oriyentasiyal tigliik olur.



P-2 .Torif : Tutaq ki, ab,c  vektorlar: verilmisdir. ki a vo b vektorlarmin
vektorial hasilinin Gglinclys,yani,c-ya skalyar hasilina bu vektorlarin garisiq
hasili deyilir.Noticods garisiq hasil oadoddir.
Uc vektorun garisiq hasili simvolik olaraq [a,blc voya a-b-cils isaro olunur.
Burada 3 hal ola bilor: [a,b]-c>0 olarsa,onda a,b,c vektor U¢liyl sag misbat
oriyentasiyali , [a,b]-c<0 olarsa, sol monfi oriyentasiyal |, [a,b]-c=0
olarsa, a,b,c vektorlari komplanar olar

Indi isa Ug¢ vektorun garisiq hasilinin handasi monasini aydinlagdirag.
Forz edok ki, a,b,c  vektorlar G¢luyundn oriyentasiyas: sag oriyentasiyahidir. Bu
vektorlar Gzorinda qurulan paralelipedin oturacaginin sahasini , yani a vo b
vektorlar1 Gzoarinds qurulan paralelogramin sahasini S ilo , paralelipedin C
topasindon oturacaq midstavisina endirilon perpendikulyarin uzunlugunu h ils vo
paralelipedin hacmini v ils isars edok.
Teorem: Fozada 3 vektorun garisiq hasilinin mitloq giymati bu vektorlar tzarinds
qurulmus paralelipedin hacmino barabardir. Yoni, Vv =| [a,b] ¢ |

Isbati :

P-3.Qaris1q hasilin koordinatlarda ifadasi 6yronak : Forz edak ki, Dekart koordinat
sisteminds a,b,c  vektorlar: koordinatlar: il verilmisdir.

a=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3),c=(cl,c2,c3) .
Vektorial hasilin koordinatlarinda ifadasindan malumdur ki,

Molumdur ki, vektorlar koordinatlarla verilorsa , onda skalyar hasdl eyniadli
koordinalarin hasillori comina barabordir. Onda :

Bunu 3 tortibli determinant soklinds yazsaq , alanq:

Bu baraborlik t¢ vektorun garisig hasilinin koordinatlarda ifadasi olur.
P-4.Qaris1q hasilin xassalari ilo tanis olag.

Xassa 1.Qaris1q hasildo agor vektorlardan hor hansi ikisi kolleniear olarsa, onda
garisiq hasil sifir olar.
Xasss 2.Qarisiq hasilds vektorlardan har hansi biri “0” olarsa onda garisiq hasil
sifra barabar olar.
Isbati: Tutaq ki , garisiq hasilds vektorlardan biri mosalon a=0 Onda garisiq
hasilin koordinatlarla ifadasini yazsaq ,bu determinantin 1-ci sotir eliementlorinin
hamisiin “0” oldugundan homin determinant “0”-a barabor olar. Yani :



Xassa 3.Qarisiq hasil bircinslilik xassasina malikdir: Yani
Isbat :

Dogrudan da determinantin malum xassasina gora determinatin satir vo ya sutiin
elementlori mioyyan bir adadins vurularsa , onda determinantin 6z homin adado
vurulmus olar, vo yaxud determinantin satir v ya stitunundaki ortaq vurugu
determinant garsisina ¢ixarmaq olar.

Xasss 4.Qaris1q hasil har bir vuruga nazaran paylama (distiributivlik) xassalaring
malikdir.

Isbati: Dogurdan da determinantin malum xassaloarindon malumdur ki,
determinantin har hansi satir vo ya stitunu 2 elementin comi soklinds verilarsa ,
onda bu determinanti 2 determinantin comi soklindo vermak olar: Hoaqigoton do :

Xasso 5.Qarisiq hasilds  a,b,c vektorlari komplanar olarsa , onda [a,b]-c=0
olar.

Dogrudan da, t¢ vektorun garisig hasili bu vektorlar1 Gzarinda qurulmus
paralelipedin hacmino barabardir, agar a,b,c vektor cluyl sag oriyentasiyalidirsa
onda garisiq hasil “+”, ogor bu vektorlar Ggliyl sol oriyentasiyalidirsa onda
garisig hasil “-* isarali olur. ©gor bu vektorlar komplanar olarsa , onda garisiq
hasil sifir olur.Demoli [a,b]-c=0 sorti yalmz o zaman olur ki, ab,c
vektorlari komplanar olsun.

Digor torofdon ogor bu vektorlar komplanar olarsa , onda onlar xatti asili olar.
Xotti asili vektorlardan birini digerlorinin  vastosilo ifado etmok munkin
oldugundan qarisiq hasilin koordinatlarinda ifadasi 3 tortibli determinantin 2 sotir
va ya sutunu eyni olar, onda determinant “0” olar.

Xasss 6.Qarisiq hasilds vuruglarin dairavi yerdoyismosinds garisiq hasil doyismoz.
Isbati. a,b,c vektorlar Gcliylinds dairavi yerdoyismo etsok: alariq

Molumdur ki, bu Ggliklorin oriyentasiyas: eyni olur, onda bunlarin garisiq
hasillorini do eyni isarali olur. Digar torafdon garisiq hasillorinin mixtalif
giymatlari eyni bir paralelipedin hacmini ifads edir. Demoli bu garisig hasillor hom
isaraca , ham do miitlog giymatco eynidir.

Xassa 7 .Qarisig hasilds vuruglarmin dairavi olmayan basga yerdayismalarinda
garisig hasilin ancaq isarasi doayisir.

6-ci vo 7-ci xassolorini determinantlarin xassalarina gors belo aydinlasdirmaq
olar: ¢iinki determinantin nOmrali satirlorini eyni némrali sttunlariyla ovoz etdikdo
determinantin giymati doyismir. O biri xassalarina gora determinantin hor hansi 2
sotrinin va 2 sitununun yerini doyisdikdo determinant giymatini oksins doayisir.
P-5. Indi iso gansiq hasilin tatbiglorine baxaq



Forz edok ki, topalari

noqtalarinds olan ABCD tetraedri verilir. Bu tetraedrin hacmini hesablayaq .
Molumdur ki, tetraedrin hocimi onun tilori Uzorindo qurulan paralelipedin
haciminin barabordir.

vektorunun koordinatlarini tapag:

Bunu (1) —do nazars alib ,bu barabarliyi koordinatlarda yazsaq , garisiq hasilin
koordinatlarinda 3 tortibli determinant oldugunu nozars alsaq , onda:

Bu barabarlik topa ndqgtalarini ils verildikds tetraedrin hacminin hesablanmasi
dusturudur. Burada biz paralelipedin hacmi disturunu da yaza bilarik:



Fazada duz xattin muxtalif tanliklori.DUz xattlorin garsihgh vaziyyati va iki
diz xatt arasindaki bucag.
Plan:1.Foazada duz xattin muxtalif tanliklori.
2.D0z xattlorin garsiligh vaziyyati.
3.Fozada iki diiz xatt arasindaki bucaq dusturu.
4.Fazada diiz xatts aid metrik va afin masalalar.
&1.Fazada duz xattin muxtalif tanliklori.

d < E,fozada har hansi diiz xattir. Va0 vektoru a/ dolarsa, istigamatverici va ya
yonaldici vektor adlanir.ogar a/d= Az 0,/15//d olar,yani a ilo kollinear olan vektorlarin
hans1 d-nin yonaldici vektoru kimi gotiirmak olar.Bu vektorlar birélgilu alt vektor faza omola
gatirirlor.L(a ).

d-diiz xatti bir néqtasi vo yonoaldici vektoru ilo tamamils tayin oluna bilir.d = [M 0 pJ.

Asagidaki hallarda diiz xattin tonliyini yazagq.
1°.Diiz xattin kanonik tonliyi.

Fozada R = (0,51,52,53) umumi afin reperinde M, (X,,Y,,2,) € d va B(P Py, P) /A

gotirok. M e d < M,M = AP olsun. ,

v

M(X,y,z)olarsa, M ;M = (X—X,,Y — Yo,2Z— zo)//B ,onda

X—Xp _ Y—Yo — Z—-1, (1)
Pl PZ P3

x-1 y+2 z-3

Duz xottin tonliyidir.Mas.

4 1
Xususi hallara baxaq:
8)P1=0,P2£0,Ps#0,0nda x — x, =0, 0 = £~ %o
PZ PS
b)P, =0,P, #0,P, 0=~ 0 - 2"% vy _g
Pl PS
v)P,=0,P, #0,P, 0= X=X _ Y=Y ,2—2,=0
Pl PZ

2°.iki négtadon kegan diiz xott tonliyi.
Fozada afin koordinat sistemindo M1£M2,M1(X1,Y1,21),M2(X2,y2,22) ndgtalari verilmisdir.Onda

M, M, /d olar.Bels diiz xatt bozon (M1M2) kimi isare

olunur:d = [Ml,WJ: [MZ,Ml, MZJMlM2 = (X, — X, Y, — Y, Z, — 2,).Forz edak
X=X Y-y, 1-1
Xa =% B Yo= Y1 2,4

X, =X #0,¥, -y, #0,z, =z, # 0.0nda (1) tonliyino asason

X=% _¥=¥% 7% (2) olar.iki ndgtadon kegon diiz xatt

X, =X, Y= Y1 Z, =1,

. X, — X - 2,—1
tonliyidir. M, € (M, M, ): M (X,, Vs, 2,) olarsa (2)-yo osason 32 = Ys =% _ 23~ 4 (g
Xy =% Y= Y1 Z, -1
sarti ¢ nogtanin bir diiz xatt Gzarinds yerlosmo sortidir.
3°.Diiz xattin parametrik tonliyi.

Umumi afin koordinat sisteminds d :[MO,E]; M, (Xos Yo zo),E =(P,P,,P,)

olsun.MM ed & M M = AP olsun.



_

MM =(X=Xy, Y~ Y,,2Z _ZO)1E(P11 P,,P;) olarsa,

X=X, = AP, X=X, + AP,

Y=Y =4AP,, =y =Y, +1P,, (3)

2-1,=AP, 2=17,+AP,
A € R -parametr adlanir.(3)-diiz xattin parametrik tonliyi adlanir.
4° Diiz xattin iki mistovinin kesisma xotti kimi verilmasi.

Forzedok d =0, no,.0, : AX+By+C,z+D, =0,0,: AXx+B,y+C,z+D, =0

A B C

olsun. o, "o, oldugundan ran
1 2 g 9£A2 B, C,

j = 2.Farz edok, P/ B(Pl, P,,P;) olsun.

{d co, = dlo,
olar

dco, =dlo,
AP, +B,P,+CP, =0
AP +B,P,+C,P, =0

Vektorun mistaviys paralellik sartina asason { olar.Buradan

Pp_P PR B G G A A BIOd

Lo"2-3 A = A, = A, = .Odur

A, A, A, B, C, C, A A, B,

.=(|B, C,||C B

ki, P|| Y MY AI,AI *| |olar.Bgor M (X,,Y,.Z,) € d olarsa
B, C,IC; AJ]A, B,

X, +B,y, +C,z,+ D, =0
{Ai o T BiYo + o ! sistemini 6dayar.Onda d-nin tanliyi

Ax, +B,y,+C,z,+D, =0

X=% _ Y=Y _ _27% (4 kimi yazilar.
Bl Cl Cl Al Al Bl
BZ CZ CZ AZ AZ BZ

. X-y+2z2-3=0 . .. . . - . -
Misal. sistemi ila tayin olunan d diz xattinin kanonik tonliyini yazmal.
2X+y—-2+6=0

-y+2z-3=0

Holli. % # _—i = o0,Nno, =0,x=0 deyarok { tonliyindan z=-3,y=-9

y-2+6=0
tapilir.Mo(0,-9,-3) olur.

- (-1 2|2 1)1 -
A1=1,B1=-1,C1=2,A>=2,B>=1,C>=-1 oldugundan P=U1 JH 1 ZHZ 1JU=(—1,5,3) olur

X y+9 z+3

vo tonlik — =
-1 5

&2.Dz xattlorin garsiliql vaziyyati.

Fozada d, =|M,, P| vo d, =|M,,q| kimi iki diiz xatt gétirak. MM, , P, vektorlar:
komplanar ola va olmaya bilarlar.
1) MM 2,I3,a-komplanar deyillor.Onda d1 va d2 garpaz diiz xattlor adlanirlar,sorti

(MlMZ,E,a) # 0 olmasidur.

2) M\M 2,5,& vektorlari komplanar,yani bir mistavi Gzarinds yerloasirlor,onda dz va d> diiz
xottlori,eyni bir o mistavisi Uzarinds olarlar. d,,d, c o .Mustavidas iki diiz xatt i¢ ndv garsiligl
vaziyyatda olarlar.

soklindo yazilir.




-

a)Duiiz xatlor bir mustavi Gzarindadirlor,yani (M, M 2,I3,a) =0 Vo P# /Ia sorti var.Onda
d, nd, =M,olar.

b) Diiz xatlor bir mistavi Uzarindadirlar, lakin P= AQ,M. M, #tP ondads / da,
d, nd, =¢olar.

V) Duz xatlor bir mistovi Uzarindadirlor,ham do P= AQ,M;M, # tP ,onda diiz Xattlor tist-lsto
dusurler,d, = d,olur.

Misal 1.(d1)x_2: y+1 z-4 Vo (dz)x+l: y—-2 _1z+3
3 2 -1 2 1

vaziyyatini miayyan etmali.
M, (2,-14),M,(~12,-3), P(1,3,2),q(-12,~1)

diiz xattlorinin garsiligh

M, = (-33-7).
-3 1 -
(MM;.P.d)=|3 3 2[=9-6-14-21+3+1240
-7 2 -

Demoli dliz xattlor carpazdirlar.

. Xx-2 y+1 z-1 Xx-5 y-2 -8
Misal 2. (d,) = = va (d,) - -
(1/ 5 3 3( 2), 1 4

M, (2,-1-1),M, (5,2,8), P(1,2,3),q(2.1,4)

M,M, = (337).
3 1 2

(MM,.P.)=[3 2 1=24+18+7-28-9-12=0
73 4

P(1,2,3) = 2q(214)

Demoli d; nd, = M olar.Mo(3,1,4) olar.
&3.Fozada iki duz xatt arasindaki bucaq dusturunun ¢ixarilmasi va tatbigi.

Duzbucaql: koordinat sisteminds paralel olmayan d, = [Ml,Bldz = [MZ,aJ kimi iki diiz
xatt goturak.Fazanin hor hansi A ndgtasindan d1 vo d2-ys paralel di” vo d2” diiz xattlorini gotirok.
di” va d2” kasisarak 1,2,3,4 bucaglarint amals gatirirlor.Bu bucaglarin har biri di vo d2 arasindaki

bucaq adlanir.Bunlarin biri malumdursa,obirilorini tayin etmok
mumkandur,cunki, 1= /3, /2=/4,/3+ L4=1+/2=/2+ /3=/1+/4=2r1 .

——

Pq

—||—

Pla

Bu bucaglarin biri P vo a arasindaki bucaqdir,onda cose = @ = /1 olar.

d, Ld, = ¢=90° = cosp=0= Pq=0.
Istigamotverici vektoru ortogonal olan garpaz diiz xattlor da ortogonal adlanirlar.

Misal.x_l:y+l:2_ d,), x+3 _y- 1 z—2(d2)
4 1
=(d,"d,)= (EAG) P(3.4.2),q(212)
324+41+22 14 14
Cosp =

J32 442 12212127 427 V2949 3429



M, M, = (-4,2,-1), P(3,4,2),q = (2,1,2) oldugda,
—4 3 2

2 4 1=-32+8-3+8+8-12 = 0.Demoli d1 vo d2 ¢arpaz diiz xattlordir.Carpaz diiz xattlor
1 2 2

14
arasindaki bucaq cos¢ 320 dur.
&4.Fazada duz xotto aid metrik va afin moasalalar.
Moasalalara baxag.Bu masalalor metrik vo ya afin xarakterlidirlor.
Mosolo 1. M (X,, ¥, Z,) NOqtasindan verilmis iki ¢arpaz diiz xotto perpendikulyar olan diiz xatt
tonliyini yazmal.

(d) X— X y_yl_z_zl (d).X_XZ_y_yZ_Z_ZZ

1 a2 a3 1 . bl - b2 - b3
Verilon ¢arpaz diiz xstlordir. a(a,, a,,a,) /1, b(b,,b,,b;) /.

S a b,/ |a, b
= [a, b]z ( 2 , A Jvektoru d1 vo dz2-ya L olar va axtarilan d diiz xattinin
a3 b3 al bl a2 2
yonaldicisidir.
Onda (d): —~—20_ - Y=Y _ o_olar.
a, b, la, by |a Db
a'3 b3 a'l bl a'Z bZ

Masalo 2. M noqtesindon d = [MO,EJdUz Xattina godoar masafoni tayin etmoli.

M,M, =Bay1rsaq p(M,d) mosafosi AM MM, -in hiindrltyt olar.Onda

‘ =3h|\/|0|\/|1

S oMM, T

‘[MMP

R
Masalo 3.1ki ¢arpaz diiz xott arasindak: mosafoni toyin etmoli.
o, mustavisi di-dan kegir va d2-ya paraleldir, o, -mustavisi d2-don kecir di-o paraleldir.Onda

aydindir ki, p(d,,d,) = p(o,,0,) olar.Bu masafaoni hesablamaq t¢tin My N1 P1 Q1 M2 N2 P2 Q2
paralelopipedini qurag.Onda hacm V . :‘(MlMZ,E,a]olar.

. _‘[S:tr“p(dl’dZ)Sm S .Demali,‘(m’ﬁ’a) S ﬁ]
‘[MIMZ,E,GJ
p(d;, d,) =




Fazada duz xatle mustavinin qarsihigh vaziyyati, diz xatlar ve mustavilar baghsi. Diz xatt
va mustavi tanliklarinin maktab handasa masallalerina tatbiqi.

Plan:1.Fezada mustavi ile diiz xattin garsihgh vaziiyyati.
2.Fazada mustavi ila duz xatt arasindaki bucag.
3. Fezada duiz xatlar ve mustavilar baghsi.
4. Duz xatt ve mustavi tanliklarinin maktab handasa masallalarina tatbiqlari.

81.Fazada mustavi ile duz xattin garsiliqli vaziiyysati.

Fezada d=[Mg, p |, M, (x4, ¥0:2p): P (P1, P72, P3) diiz xetti va & mistavisi imumi tanliyi
ile Ax+By+Cz+D=0 kimi verilib.Bunlarin qarsihglh vaziyyatini tanliklarinin ortaq hallinin
varhgi ile aragdirag d-nin tanliyini parametrik gakilda x = xg+ pyt , y=yg +pat , Z =2y + pst
, kimi yazaq va bunlari e-nin tanliyinde nazara alaq:
A(xg+ pyt)+ B(¥g +P21)+C(Zg + p3t)+D=0, Axy +By, + €z + D +t(Ap, + Bpy+

Cp3) = 0.

t-ya gora tanliyinin hallini aragdiraq:
1) Ap,; + Bp,+Cp3 #0.Ondat=¢; =

olur.

_ Axo+Byo+Czo+D
Apl+Bp2+Cp3

olur va tanliyinin yegana halli

x; = x5 T Paty
Yoni dAe = { M, (x,,v,.2,)} Vi = ¥u + D5 t; olur.
- Z, =2, +P; 1,
Bu halda p # e olarsa, diz xatt mistavi ile yegana noqtada kasisir.
2) Ap; + Bp,+Cp; =0, w=Ax, +By,+ €z, +D # 0. Ondatanlik t #*0+ w =0,
w=0 gaklina tugur va bu halda tanliyin halli toxdur, yani dAe=8.
Ap, + Bp,+Cp; = 0= plle demali, bu halda diiz xatt miisteviya paralel olmagla ortaq
noqtaya malik deyil.
3)Ap, + Bp,+Cp; =0, w=Ax; +By,+ Cz; + D = 0, ondatanlik 0=t + 0 = 0 saklina
dusgur va bu halda tanliyin sonsuz sayda halli olur, yani ¥t €R tanliyi 6dayir, bagga sozle
duz xatla mustavi sonsuz sayda néqtada kasisirler, ve yad( o olur.
Belalikla diiz xatt va mustavi ti¢ nov garsiligh vaziyatda olurlar: bir ndqtada

kasisirlar, kasigmirlar ve paralel olurlar, Gst-tsta dusirlor.
. . L —1_ z-2 _ . .
Misal:x+3y-4z+1=0 mlstavisi ile gz "'—4 = 2—1 diz xatdinin garsihgl vaziyyatini

toyin edin. X=3t, y=1+4t, z=2+t oldugundan Ap; + Bp,+Cp; =13 + 34 - 4=1# 0
oldugundan d ne ={Mg} noqtasini tapaq: 3t+3+12t-8-4t+1=0, 11t:i =4

1 .5 _4
Mo (1 -2, 211] olar.

82. Fazada mustavi ile dliz xett aras/mdakr bucag.
Fazada diuz xatle miustavi kasigdikda onlar arasinda bucaq amala galir. Hamin
bucagi tayin edak: 9ger, d L @ olarsa, (¢°d)=90°,270° olar. Fors edek d ile &
arasindaki bucaqg diiz bucaq deyildir.
* P (P1.,P2.Ps) 1 ~0, (ABC)
Dizbucagl kordinant sisteminda
@=(m" p)olarsa,
np Ap, + Bp, + Cp,

Inl-1pl VaZ+BZ+C?= [pZ4pZ+p2

cos@ =




9ger & lizerinde d-nin proyeksiyasi d olarsave (d *d )=0ise ¢ = Z-Bvaya
Q= E-;“ olar. Bu hallar & —nm iti ve ya kor olmasi ile alinir. Belalikla, ya
sing = cos B (cos @ > 0 isa), yada
sing = — cos 8 cos 8 < 0 isa ), heriki hali birlasdirsek sing = |cosO | almar
Diz xetle mustavi arasindaki bucaq d diz xattile onun o tzarindaki d
proyeksiyasi arasindaki iti bucaga deyilir. Bu bucaq
|Ap; + Bp, + Gp,

VAZ + B? + €%« \/p} +p} + pi

Diisturu ile hesaplanir. 8ger d-Lo olarsa, p =Anolar. ¢ = g olar, ¢cunki

sing =

|p=n|= |pl=In|, sing =1, @ =§allnar.
83. Fozada duz xetlar ve mustavilar baglisi.

Fazada avvalca mustavilar destasina baxaq.bir diz xatt Gzarinda kasigan
mustavilar mistavilar dastasi adlanir. 8ger &, N &, = d olarsa, onda oxu d olan
dosta w(d) ile isara olunur. e;: Ax+B,y+C,z+D =0 (i=1,2) ¢, N, = d.

A, B, C ~(|By €4]|C, A,| |A, B
rang( -t i):2 d|| p (‘ o oot -1 ) olar.
A, B, C, B, C,|'lc, A,|'|lA, B,
Mg( x4, ¥g, Z5)Ed Olarsa M, € o; oldugundan A, xg+ By, + C;z, + D; =0 Ve € m(d)
Olarsa Ap, +Bp, +Cp; =0vd Ax, + By, +Cz, + D=0

r r

A B C A=ad, +BA,
Buradan |4; B; C,[=0= EB =aB,+ BB,
A, B, G, C=aC,+pcC,

D=-(Axy + By, + Czy) = D=aD, + BD,. A (X-x,) +B(y-¥o)+ €(z— z,)=0
a(A,x+B,y+C,z4+D,)+pB(A,x+B,y+ C,z+ D,) =0 Dasta tanliyidir.

A + e =0, A, p- cutlu e € m(d) mustavisini verir.

Eyni mustaviya parelel olan mustavilara paralel miustavilar dastasi deyilir, onun
tonliyi Ax+By+Cz+D, =0 D,;— dayigdikca dastanin ayri-ayri mustavilari alinir.

indi miistaviler baghisiniizah edak.
My —nogtesindan kegan mistavilar coxluguna mustavilar baglisi deyilir ve
Z(M,)ila isarslenir. Z(My) My —markazinin verilmasi ile miiayyan olunur.
D=[ M,,a] diiz xetdi verilarse o= [M,, MyM, ,a]c Z(M,)olurves.R =
(0, e,.e,,e5) reperinde Z(My) My(x,, ¥o.2,), O € Z(M,) isa
Axy+ By, + Czy + D=0o0lar. M, = M,, ( M,,M,)=d, diz xatdi miayyan
edir.
Har bir m(d,) ( Z(M,). Demali, vM, € d diiz xattinin muayyan etdiyi m(d)
mustavilar dastasi Z(Mg)-a daxil olur.
R= (0, e,,e5,e;) reperinde Yo e Z(M,) U¢ln Ax, + By, + Cz, + D = 0 6danilir.
Toraf-tarafa cixsaq A(x- x,) + B(y —¥,)+C (z— z,) = 0 (=) olar.

Ax+B yv+C z+D_=10
Mu:ﬂ'in ﬂ'z n 0-31 { “ I;I}r= 1’;’3 .

] —_

A, B, C,

rang (jz B, Cz) =3. ¢, — n,, 6, — Ny, 0, — Ny, —nnormal vektorlari
_ 3 HS CS

isa (1,15, 715,) xatdi asii deyil. 7= an; + Bn, +yn; olar. Elace de

A xy+ By, + €z, + D, = 0 (*)- dayerina yazsaq va sonuncunu nazara

alsaq



a(A;x+ B,y+C,z + D))+
B(A,x+ B,y+Cyz +D,) +y(Ayx+ Byy+ C;z+D3) =0 olar. a:8:y
muxtalif giymatli mustavilar baghsi alinir.



Foezada harakat va oxsarliq gevrilmaleri, tiplori,ayrilisi, gruru
kordinatlarla ifadesi.
Plan: 1. Fezada harakat ¢cevrilmasi ve misallar.
2. Herakat ¢evrilmasinin alamati.
3. Hearakat ¢evrilmasinin ndvleri ve invariantlari.
4. Haraket gevrilmasinin tesnifi.
81. Fazada herakat ¢cevrilmasi va misallar.
Torif. f 7>  ¢evriimasi zamani vandqte arasindaki masafe
dayismeazsa bu ¢evrilma harakat ¢evrilmasi adlanir.
AB € Es, f(A)=A, f(B) =B, AB = AB olduqda f- hareket gevrilmasidir.
Misallar gostarak.
1. f9(M) = M eynilik gevrilmasidir, onda M # N f(N) = N olarsa, MN =
MN, yani f- parakatdir.
2f 7>z zaman f(M)=M, f(N) =N vo MN'=NN'=P olarsa, (P #0
verilmis vektor) P vektoru istiqgamatinds paralel kéciirma adlanir. MMN'N
paralelogram oldugundan MN = M'N’ olar, yani ‘WHW‘ herokatdir.

3. OkEs vo f 'z —>rz zamani O# M—M va OM= -OM'olarsa O-ya
nezeran simetriya ¢evriimasi adlanir. Onda N # M olarsa, ON =-ON' ve
AOMN va AOM'N-den MN = N adlanar. Demali O-ya nazaran simetriya
cevrilmasi harokat ¢cevrilmasidir.

4. O€Es mustavisini goturek. Ele f 17 — 7 cevriimasina baxagq ki, f(M)=

M oldugda (MM) perpendikulyar © p(Mo)=p(M o) édensin. Bu gevriims o
mustevisine nazaran simmetriya ¢evrilmasi adlanir. Gostarak ki, bu
cevrilma harakatdir. ©gar N # M olarsa f(N) = N'onda MMy = MgM', NNo= No
N’, Mo No=ML= M L oldugu G¢in AMNL ve A MNL-den MN = MN' alinar.
Bunu basqa yollada isbat etmak olardi. (0,i,j,k) —ni ele seg¢ak ki, i (paralel) o
J(paralel) ¢ olsun. Onda M(x,y,z) ise M’ (X1,y1,Z1), Z1= -zi0lar. N (X2,y2,-22)
olar va

MN = \/(Zz _Zl)z +(Yy, - )/1)2 +(-Z, +Zl)2 - \/(Zz _Zl)z +(Yy, - )/1)2 +(-Z, +Zl)2
Demali, MN = M'N alinir, misteviyye nazeran simmetriya harokat
cevrilmasidir.




Fazada miuistavi tanliklari.
Plan:

1.MuUstavinin muxtalif tenliklari.
2.Mustavinin Umumi tenliyi ve arasdiriimasi.
3.Vektorun mistaviye paralellik gorti.
4.NOgtadan mustaviysa gadar masafe.

5.iki miistevi arasinda bucag.
6.MUstavilarin garsiligh vaziyyati.

1.Fezada ssas handasi obyektlar dedikde ndgte,dliz xatt,mistavi,sath vo
fiqurlar basa dusultr.Muastavi ile tanis olag.

Hala Evklid mistaviya bels bir tarif vermisdir.
T o r i f-Mustavi eladir ki,onun yalniz eni ve uzunlugu vardir ve ya
mustevi,lzarindaki bitin diz xstlere nazaran eyni uzunlugdadir.

Mduasir ndqgteyi nazarden mistaviya bels tarif verilir.
T a8 r i f-MUstavi,bir nogtasi va ikidl¢cull alt vektor fezasi ile tayin olunan
fiqurdur.

Mistevini o ile igsare edacayik.
Foarz edoak ki,fazada har hansi bir mistavi verilib.Bu mistaviys paralel olan
vektorlar ¢coxlugunu L ile isare edak.Askardir ki,bu coxlug komplanar
vektorlar coxlugudur ve bu coxluq ikidlgull faza musyyan edir.Bilirik ki,bu
coxluga daxil olan muayyan nizamla goturtlan kollinear olmayan istanilen
iki @ ve b vektorlan abel bu fezanin bazisi olacag.Ona gors bunu
L(a,b) ile isars edak. L(a,b) alt fezasina o mustavisinin istiqgamatverici alt
fozasi deyilir.Ferz edsk ki,istiqamatverici alt vektor fezasi L(a,b) olan o
mistavisi Uizerinde M,ec nogtesi geyd olunub ve &b vektorlari L(a,b)
alt fszasinin bazis vektorlaridir.Bu vektorlarn M, noqtasinden
ayiraq.oc mustavisi Uzerinde vMeo noqgtesi gotirsk,onda M M,ab
vektorlan komplanar vektorlar adlanir.Onda ele u,v adadleri var ki,

MM =ud +vh (1)
olur.Burada u,v-parametrlardir. istigamatverici alt vektor fezasi L(a,b) olan
ve M, noOgtesinden kegan o mistavisi Uzerinds olan istenilen M ec
noqtesi dglin (1) munasibati 6denilir.Agkardir ki, bu mustavi Uzearinde
olmayan hec bir négta (1) munasibatini 6demir.(1) tenliyi o miustavisinin
vektor-parametrik tenliyi adlanir ve a:[MO,a,BJ kimi isare olunur.

Tutaq ki,fezada har hansi 0,6,6,,6, koordinat sistemi verilib.Bu
sistemda M _(x,,Y,.2,).d=(a,a,,a,),b=(b,b,,b,) olsun. VM eo nogtasinin
koordinatlarini (x,y,z) kimi isare edek.Onda yaza bilerik:

MoM = {X =X, Y = Y5, 2~ 2,
Hamcinin (1) minasibatini koordinatlarda yaza bilarik:



X—X, =Ua, +Vb X =ua, + Vb + X,

y—VY, =ua,+Vvh, ={y=ua, +Vvb, +Y, (2)

Z—-1,=Ua, + Vb, Z=Ua, +Vb, +2,
Demali aldiq ki, o:[MO,a,BJ mistavisi lzerinds olan har bir M nodqgtesinin
x,y,z koordinatlart (2) tanliyini 6dayir.(2) tenliyi mistavinin parametrik
tonliyi adlanir.Burada, u,v-parametrloer, x,,y,,z,-mustevi Uzerinde geyd
olunmus nogtenin koordinatlari, (a,a,,a,),(b,b,,b,) ise uydun olarag 4,b
vektorlannin koordinatlandir.x,y,z -ise mustavi Uzerinda gotirilen ixtiyari

nogtenin koordinatlaridir.
Biz geyd etdik ki.ager M, (XY, 2,) Nhogtasinden kegen va

o mistavisine paralel olan a=(a,a,.a,)ve b=(b,b,,b,) vektorlan verilorss,
onda vM(x,y,z)ec nogtesi U¢clin M M,a,b vektorlari komplanar olur.8gar

koordinatlari ile verilon vektorlarin komplanarliq sertindan istifade etsak
alariq:

X=Xy, Y=Y, Z2-1,

G a, a; |=0 (3)

Aldig ki, o:[MO,a,BJ misteavisi Uzarinde olan har bir M noqtesinin  Xx,y,z
koordinatlari (3) tanliyini 6dayir.(3) tanliyi mustavinin parametrsiz tonliyi
adlanir.

Indi ise Ui¢ négteden kegan miistovi tanliyini nezarden kegirak.

Tutaq ki,fozada 0,¢,6,,6, koordinat sistemi verilib.Bu sistemda bir
diz xett Uzerinde olmayan M,(x,V,,z),M,(%,, Y, 2,),M;(X;, Y5, 2,) nhoOqgtalerini
goéturek.Bu noqtaslerden kegan mdustavini tanliyini tapaqg.Askardir ki,
a:[Ml,W,WJ olur ve M,M,M,M,,M,M, vektorlari
komplanardir.8ger M  noqgtasinin koordinatlarint  x,y,z  kimi igare
etsek,onda alariq:

W = {X_le Y—Y.Z— Zl}vW = {Xz XY, — Y2 — Zl}v MM, = {XS X, Y3~ Y123 _Zl}
Bunlar komplanar vektorlar olduguna gors
X=X Y=Y 1-1,
X, =% Yo=Y Z,-7=0 (4)
X=X Ys=V1 23—

(4)tenliyi koordinatlari ile verilan ti¢c négtedan kegan miustavinin tanliyidir.
Xususi halda ager M,,M,,M, noqteleri ¢ mistavisinin uygun olaraq

Ox,0y,0z oxlarini kasdiyi noéqtsler olarsa, M,(a,0,0),M,(0,b,0),M,(0,0,c)
olur.(4) tanliyindan istifadi etsak alariq.



- - - —-a
b 0O 0 -a [-a b
(x-a +y +7 =0 = hcx—abc+acy +abz=0
0 ¢c “lc —a -a 0
Buradan da alinqg ki, 5+%+5 =1 (5)
a c

(5) tenliyi mistevinin parcalarla tanliyi adlanir.Burada,a,b,c-mustavinin
uygun olaraqg Ox,0y,0z oxlarindan ayirdigi parcalardir.Bu tanlikdan
mustevilarin qurulmasinda genis istifada olunur.
2.Bilirik ki,mUstavinin parametrsiz tanliyi (3) seklindadir.

X=X, Y=Y, Z2-1,

G a, a; |=0

b, b, b,
Bu determinanti birinci satir elementlarina nezaran agaq,onda alariq:
a2 a3 a3 a'l al a‘2
- — ~2,)=0 6
b, bs(x Xo)+b3 bl(y yo)+b1 bz(z 2,) (6)
Asagidaki kimi isarsler gabul edak:
a, a a, & a a
A=|"? ZB=° *C=|" "*D=—(Ax,+By,+C 7
o BBl BCly b D= (% By +Ca) (7)
Onda (6)-n1 asagidaki kimi yaza bilarik:
Ax+By+Cz+D=0 (8)

Demali aldiq ki. o mistavisi (8) tenliyi ile muayyan olunur.Qeyd edak
ki.igarelemalarden aydindir ki,A,B,C amsallarindan hec¢ olmazsa biri
sifirdan farqglidir.Clinki, a ve b vektorlari koolinear deyil.

Oksina,g0stara bilarik ki,x,y,z dayigenlarindan asili (8) seklinds
birdaracali bir tenliik verilibse,onda bu tenlik,fezada bir mustavi tayin
edir.(8) tanliyine mustavinin Umumi tenliyi deyilir.

Foarz edak ki, fezada 0,€,¢€,,6, koordinat sisteminda (8) Umumi tanliyi

ile muayyan olunan o mustavisi verilmisdir.Bu tenliyin kbmayi ile o
mistevisinin  verilan koordinat sistemina neazeren (yeni, koordinat
baslangicina,koordinat oxlarina va koordinat mustavilerina) vaziyyatini
toyin eds bilerik.Bu zaman asagidaki hallar ola bilar.

Tutaq ki,(8) tenliyinda
1)D=0,yeni Ax+By+Cz=0 ()
Bu halda mistevi koordinat baslangicindan kecir,¢clnki,koordinat
baslangicinin koordinatlari (') tenliyini 6dayir: A-0+B-0+C-0+D=0=D=0
2)A=0,yani, By+Cz+D=0 (2 . Bu halda 4llOx.
Xisusi halda A=D=0 olarsa,Bx+Cz=0 (3) .Buhalda o0Oxeo olur.
3)B=0,yani,Ax+Cz+D=0 (4" .Bu halda d4llOy



Xisusi halda B=D=0 olarsa, Ax+Cz=0 (5) olur.Bu halda Oyeo olur.
4)C=0,yani,Ax+By+D=0 (6').Bu halda 410z

Xususi halda C=D=0 olarsa, Ax+By=0 (7’) olur.Bu halda 0Ozegoolur.

Bu dediklerimizden istifade edarsak (8) tenliyi ile verilan c
mistevisinin koordinat mustavilarine nazaran veziyystini muayyan eds
bilarik.

1)A=B=0olarsa Cz+D=0 (8) Bu halda ollOxy
Xisusi halda A=B=D=0 olarsa, z=0 (9) olur.Bu halda o =0xy

2)A=C=0 olarsa, By+D=0 (10" olur.Bu halda ol10xz
Xususi halda A=C=D=0 olarsa, y=0 (11) olur.Bu halda o =0xz

3)B=C=0 olarsa, Ax+D=0 (12 olur.Bu halda 4l10yz
Xisusi halda B=C=D=0olarsa, x=0 (13) olur.Bu halda o =0yz
1)-(@13) toenliklarine miustavinin natamam tenliklari deyilir.
3.Farz edsk ki,fezada 0,¢,¢,,6, koordinat sisteminda
Ax+By+Cz+D=0 (1)
tonliyi ile muayyen olunan o maustavisi verilmigdir.
Lemma: p={p,p,,p,} Vvektorunun (1) tenliyi ilo verilon ¢ mistavisine
paralel olmasi Ugilin zeruri ve kafi sert
Ap, +Bp, +Cp, =0 (2)
Sortinin 6danilmasidir.
| s b atiTutaqg ki, plic,(2) sertinin dogrulugunu gostarak.Mustavi tizerinde
har hansi bir M,(x,y,,z) noqtasi gotirek. p vektorunu M, noéqtasindan
ayiraq. plloc =3IM,(x,,y,.2,)ec noqtesi var ki, MM, =p olar. MM, ec
olmasindan gixir ki, et Bh+CH+D=0
Ax,+By,+Cz,+D=0
Tarof-tarefa ¢gixaq: A(x, —x)+B(y,-Vy,)+C(z,-2)=0
pL=X,—X,P, =Y, Y, P;=2,—2 Olmasindan aliriq ki,(2) sorti 6doanir.
Oksino,gostora bilorik ki.ogor (2) sorti 6danirss, pllec olur. o mistavisi
uzerinda har hansi bir M, (x,y,,z) noqgtesi goéturek. p vektorunu M,

Pp=X, =X X=X =P
noqtasinden ayiraq. M,(x,,y,,z,) alariqki, p,=y,-v,; =V, =Y, — P,
Ps=2,—12 2, =2, P3

Aling ki, 0= Ax +By, +Cz, + D = Ax, + By, + Cz, — (Ap, + Bp, + Cp,) + D
Buradan aling ki, Ax,+By,+Cz,+D=0 ,yani, M, ec olur.Demali, plicolar.

4.T a r i f-Verilmis mustaviya perpendikulyar olan sifirdan fargli olan har bir
vektora mistavinin normal vektoru deyilir. i=0,i Lo



Aydindir ki,sonsuz sayda normal vektor var,buvektorlar bir-birindan
musayyan bir uzunluq ile ferglenir.Tutaq ki,fezada her hansi 0ijk ortonormal
koordinat sistemi verilib. M(x,,y,,z,) nogtasinden kegan va normal vektoru
i=(AB,C) olan o mistavisinin tenliyini yazagq.

9ger  ixtiyari M(x,y,Z) ec nogtesi gotiursek,onda  askardir Kki,
MM ={x-%,y-VY,,2—2,} vektoru 7 vektoruna perpendikulyar olur,yani,
ﬁ-W:O: A(X—X%,)+B(y-Y,)+C(z-2,)=0

Bu tanlik, bir négtasine ve normal vektoruna gdre miustavi tanliyi olur.9gar
duzbucagl dekart koordinat sisteminde Ax+By+Cz+D=0 (1) tenliyiile
muayyan olunan o mustavisi verilorss,onda gdstere bilarik ki, = (A B,C)
vektoru bu mistavinin normal vektorudur.

Farz edak kifezada 0ijk ortonormal koordinat sisteminda Umumi
tanliyi ile  o:Ax+By+Cz+D=0  mustavisi ve koordinatlari ile M,(x,y,,z,)
noqtesi verilib.Bu noqtedan o miustavisine gadar olan d(M,,o)masafasini
hesablayag.Agkardir ki,ou masafe ,ysni, M,-den M,M, perpendikulyarinin
boyuna barabardir,yani, M,M, vektorunun uzunluguna bearabardir.Yuxarida
oyrandik ki,(1) tanliyi ile verilan ¢ mistavisinin normal vektoru i =(A,B,C)-
dur. M, noqgtesinin koordinatlari da (x,,y,,z,) -dir.Onda

Ax,+By,+Cz,+D=0 (2)
Buhalda MM, ={x,—X,.Y, Y, 2 —2,} vektoruile & vektoru kollinear olur.
M oM, i = [M M | cos(M M i) = [MM;

i

MM, -fi
i

Buradan aling ki, d(l\/|,<;)=‘|\/|0|\/|1 =

3)

(3)munasibatinin sag tersfine daxil olan skalyar hasili hesablayaq.
MM -1 = A(X — %) + B(Y; — ¥) +C(z, — 2,) = Ax + By, +Cz, — (AX, + By, +Cz,) =
=Ax +By, +Cz,+D

Ax +By, +Cz, +D
s Bn e Th D @)
\/A +B“+C
5.Forz edok ki,fozada 0Oijk ortonormal koordinat sisteminda tenliklari ila
o, AX+By+Cz+D, =0

Naticeds aliriq ki, d(M,,o)

o, Ax+B,y+C,z+D, =0
mistavilari verilmigdir.Bu mstavilar muayyan bir diiz xatt boyunca kasisirler
ve bu kasigmaden iki Uzl bucaglar alinir. o,0, mistavilerinin amale
gatirdiyi ikilzli bucagin xatti bucagina bu misteviler arasindaki bucaq
deyilir. i, ={A,B,,C,}A,={A,B,,C,} vektorlari  uygun olaraq o,,0,
mustavilarinin normal vektorlaridir.Onda (i, Af,) bucag ¢-yo bearaber

olur.(1) ve (2) tenliklari ile verilan mustaviler arasindaki bucagi asagidaki
kimi hesablaya bilarik.



cos¢ = cos(f, Af,) = % (3)
1)" 2

(3)diusturunu koordinatlarda yazsaq,alariq:

AlAZ + BlBZ +C1C2
\/Af +B? +C12\/A22 +B2+C’
(4)dusturu tanliklari ila verilon iki mistevi arasindaki bucagin hesablanmasi
dusturudur.

cosp =

Xususi halda AA +BB,+C,C,=0 olarsa ,onda q):% olur.



