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ONsOZ

Bu kitab Baki Dévlot Universitetinin “Tatbigi riyaziyyat vo
kibernetika” fakiiltasinds kompiiter elmlari ixtisasi {izro tohsil alan
talabalar liglin “Tatbiqi riyaziyyat” kafedrasimin professorlar va niifuzlu
miiallimlari tarafinden hazirlanmg vo Azarbaycan Respublikasi Tahsil
Nazirliyinin 01.03.2012-ci il tarixli 326 sayh amri ila tosdiq edilmis
“Riyazi analiz-3" (haqigi vo kompleks dayisenli funksiyalar nazoriy-
yasi) fonninin programi ssasinda yazmlmg dars vasaitidir. Hamin
programa asasan “Riyazi analiz-3" fanninin &yranilmasing bir semesir
(IIT semestr) arzinda 60 dars saati (30 saat milhazirs vs 30 saat maggolo)
aynilir.

Dars vosaitinin yazilmasinda Baki Dévlet Unversitetinin “Totbigi
riyaziyyat vo kibernetika” fakiiltasinds 35 illik elmi va pedaqgji
foaliyystim dévriinda tolobalera oxudugum miibazirslar va apardigim

inarlar da gazandifim mrﬁbamn bdyiik rolu olmugdur,

Kitabin yaznlmnsmda asas mogsad latin grafikasinda yazib oxumag
bacaran, lakin xarici dilda, hatta kiril grafikasinda Azarbaycan dilindo
yazilmig riyaziyyat kitablanm oxumaqda gatinlik ¢oken telabalers
kimak etmakdir.

Kitab iki hissadon ibarotdir. I hissade hesabi va kontinuum gficlii
coxluglar, n &l¢lilii Evklid fozasinda Lebeq olgiisii va Lebeq integrali
sorh olunur. II hissa iso kompleks doyigenli funksiyalar nozariyyasina
8
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hasr olunub. Kompleks adadlar va | pleks dayisanli funksiyalarin

daxil olunmasi elementar funksiyalarin integrallanmasinda, diferensial
tenliklorin va bir sira fiziki in hallinds oldugea slverisli rol
oynaywr. Analitik funksiyalar ikanin va fizik bir sira
masalolorinds miihiim rol oynayan Laplas tenliyinin halli ilo six
alagadardir. Kompleks dayisanli funksiyalar nozariyyssinin iisullan
hidro va aerodinamikanin, elastiklik nozariyyasinin, elektrodinamikanm
va bir gox tabiat elmlsrinin masalalarinin hallinds genis tatbig olunur.

argz va Inz funksiyalar istisna olmaqla baxilan kompleks dayisan-
li funksiyalar birqiymatli oldugundan bagqa kitablardan fargli olaraq biz
birgiymotli analitik funksiya termini ovozine analitik funksiya
terminindan istifads edirik.

Har bir hissani da istfade ol 5 adsbiyyatin siyahisi
verilmigdir. Bu hissalarin har birino ayri-ayriliqda hosr olunan kitablar
goxdur. Bu kitabin 8zslliklorindan biri ondan ibaratdir ki, bir-biri ils o
qadar do bagh olmayan iki nazoriyya vahid sakilds burada sarh olunub.
Bu kitabin digar dzalliyi ondan ibaratdir ki, ondan darslorinda
masala-misal kitabi kimi da istifds oluna bilar.

Fikrimes, ham nazari, hom do praktiki biliklari bir manbadan almaq
bir gox cahattdan talobalarin Urayincs olacaq.

Kitab 15 fasildan ibaratdir. Hor faslin sonunda hamin fasilde garh
olunan nezori masslolori shate edon galismalar va onlarin cavablan
verilmigdir. Bir gox calismalara gdstariglar, bazon da onlarin hall
iisullart verilmigdir. Har bir faslin nozeri hissasi bir miihaziranin,
cahigmalan isa hamin mithazirsys uyfun seminarin materialini shats
edir.

Kitabda haqiqi analizin anlayiglari va asas teoremlori sarbast sokilda
istifado olundugu ligiin oxucudan onlar: bilmak talab olunur.

Hagigi va kompleks analizin anlayiglart va isullar {metodlar1) tokca

- riyaziyyatgilarm deyil, ham do tabist elmlari sahasinda gahsan biitiin
| tadqiqatgilarin tohsilinin zoruri elementidir. Bunu nazers alarag,
, mivzulan sade sokildo sorh etmoklo yanagi materialin yaxst

é'
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manimsenilmasi magsadi ilo har mdvzuya aid misallar hall edilmis va
sarbast iglor taklif olunmusdur.

Kitab sada dilda yazildifa Gigiin ondan Baki Dévlat Universitetinin
“Tatbiqi riyaziyyat vo kibernetika”, “Mexanika-riyaziyyat” fakiltalo-
rinin talsbalari ila yanagi, “Riyazi analiz-3" (hagiqi va kompleks dayi-
sonli funksiyalar nazoriyyssi) fanni tadris olunan biitiin universitetlarin
talabolori basqa darsliklora miiraciot etmadan sarbast istifads eda
bilarlar.

Kitabin yazilmasinda mana gistardiyi dostoys goro elmi redaktor,
professor H.D.Orucova, kitabm alyazmasim vaxt ayrib oxuduglarina,
onun dars vesaiti kimi gap olunmasim tdvsiya etdiklarine vo dayorli
iradlarina gdra professor H.M Hiiseynova, professor H.l.Aslanova va
professor A.R.Oliyeva oz tagekkiirimil bildiriram.

Sonda kitabin elektron variantim oxuduguna va goxsayh faydal irad-
larina gore professor L.M.Nabiyeva dorin minnatdarhgumi bildiriram.

Elsad H.Eyvazov

B It

ISAROLOMILOR

N- natural adadlor ¢oxlugu.

Z - tam adadlar goxlugu.

( - rasional adadlar coxlugu.
J - irrasional adedlar goxlugu.
R - haqiqi adadler goxlugu.
R,- n dlgiilii Evklid fazasi.

C - kompleks adadlar goxlugu.
8G- G goxlugunun sarhadi.

Re- kompleks adadin hagiqi hissasi.

Im-kompleks adadin xoyali hissosi.
z—+a- z a-yayaxinlasdigda.
A= B- A-dan B ¢uar.

¥ - ixtiyan (istanilan).

3- ela (varhg).

<- isbatin sonu,



1 HiSS®

HOQIQi DOYISONLI FUNKSIYALAR
NOZORIYYOSI

IFastL
HESABI COXLUQLAR. KONTINUUM GUC

1.1. Ekvivalent ¢oxluglar

T o r 1 F L1 Elementlarinin sayt sonlu olan coxluga sonlu goxlug
deyilir.

$ @RTLO M8, Heg bir elementi olmayan bos goxlugun (bos goxlug
@ kimi igara olunur) elementlorinin sayini sifir gabul edacayik.

Mosalon, miihazirads istirak edsn talabalor goxlugu, auditoriyadaki
stullar goxlugu, goxbucaglinin tepa néqtalori goxlugu, 2-don biyiik
adaddan béyiik olmayan sads sdadlor goxlugu, Yer planetindaki su
molekullan goxlugu, Xszor donizi sahillorindoki qum dsnaciklari
goxlugu, sonlu goxluglardir (elementlarinin saymnin biza malum olub
olmamasindan asili olmayaraq!).

TerIF 1.2. Istenilon sonlu alt goxlugu il> forgi bog ¢oxlug olmayan
goxluga sonsuz goxlug deyilir.

Sonsuz goxluglara niimunalor:

N- natural adadlar coxlugu, Z- tam adadlor goxlugu, Q- rasional
adadlar goxlugu, J- irrasional adadlor goxlugu, R- haqiqi adadlar
goxlufu, R - n Slciilil Evklid fozasi, n olgiili Evklid fozasimnm bos
olmayan istanilon agiq goxlugu,

TarlF 3. 8gar A coxlufundan B coxlugwma tasir edsn, giymotlar
goxlugu B coxlugu il> iist-iista diigan vo A-min mikxtalif elementlarini
B-nin mitxtalif elementlarina gars: goyan finksiya tapmag olarsa, onda
deyirlar ki, A va B goxluglar: arasinda qarsiligh birgiymatli uygunlug
(biyeksiya) yaratmag olar.

Bir gox hallarda bog olmayan iki goxlugu elementlorinin sayina gora
milqayiso etmok lazum galir. Sonlu goxluglar iigiin iki iisulu nozardon
kegirok. I fisul-Sayma iisulu. Bilavasits har iki coxlugdak: elementlor

13
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sayilir va alinan natural adadler milqayaiss olunur. Aydindir ki, bu @isul
sonsuz goxluglara tatbiq edils bilmaz. 11 iisul-Qarsi qoyma. Misal 1.
Auditoriyaya daxil olan talabalerin sayi ilo auditoriyadaki stullarin
saymmn eyni olub-olmamastni heg bir sayma aparmadan talobalara horasi
bir stulda oturmagq garti ila oturmaq taklif etmakla milayyan etmak olar,
M i s al 2 Har bir oflanin arxasinda bir qiz durmagq serti ila
olimpiadada istirak edan gizlan va ofilanlan iki swaya diizmaklo onlarin
sayimi heg bir sayma aparmadan miigayiss etmak olar. Bu iisul sonsuz
goxluglara da totbiq edila bilor. Bunun iigiin “coxlugun elementlorinin
say1” ifadasinin imumilagmasi olan goxlugun gicii anlayisim verak.

Tearlr ld Sgar 4 va B coxluglarmm elementlari arasinda
qarsihgl birgiymatli uyfunlug yaratmag olarsa, onda deyirlor ki, bu
coxluglar ekvivalentdir va ya onlar eynigticliidiir.

A va B goxluglarimin ekvivalent olmasim 4~B kimi igare edirler.

A goxlugunun giiciinii A Kimi igara editlor. Belaliklo A~B <> 4=B.
M i s a |. Gostarin ki, istanilan a va b haqiqi adadlari {I;iin(a,b}
interval ila haqiqi adadler goxlugu (—s0,+e0) ekvivalentdir.

Asanhgla gormak olar ki, y=-cig E:-;Jr funksiyasinin kémayi ile

bu iki goxlug arasinda gargihqlh birqiymatli uygunluq yaratmag olar.

M i s a |. Géstarin ki, miistavinin ixtiyar radiuslu istanilan iki gevrasi
ekvivalentdir.

Umumiliyi pozmadan hesab etmak olar ki, bu gevralar eyni markazlidir
{konsentrikdir). Tapasi bu ¢evralarin markazinda olan siialar vasitasi ila
bu gevralar arasinda qargihigh birgiymatli uygunluq yaratmag olar,

TarIF LS A coxlufunun Oziindan forgli B alt coxluguna
(Bo A,B= A) A goxlugunun maxsusi alt coxlugu deyilir.

Aydindir ki, sonlu goxluq Sziiniin maxsusi alt goxluguna ekvivalent
ola bilmez. Lakin sonsuz g¢oxlug oziiniin maxsusi alt goxlufuna
ekvivalent ola bilar.

M is al. Gosterin ki, B ={U,l] va A =[U.2] goxluglan ekvivalentdir.
Aydindir ki, y=2x funksiyast 4 goxlufu ila onun maxsusi alt goxlugu
B arasinda qargihgli birgiymatli uygunluq yaradir,

Ham nezari, hem da praktiki ohomiyysto malik olan asagidaki
teoremlari nazardan kegirak.

Teorem 1.1 a) A~ A (eynilik xassasi).

14
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b) Ogar A~ B, onda B~ A (simmetriklik xassasi)
c) Bgor A~B va B~C olarsa, onda A~C (tranzitiviik xassasi).
TeoREM 1.2, Tutag ki:

a) Yiel (burada I- indekslar coxlugudur) A, ~B,;
b Vijelis j,A nd, =@,B "B, =@ sarari ddonir. Onda

A=U,4_.-U3,EB.

el

isBaTi 4 vo B, goxluglari da qarsiligh birgiymstli uyguniug
yaradan funksiyalan f; ilo isare edak. Aydindir ki, f=U}j funksiyasi
el

A va B goxluglar arasinda garsihgli birgiymatli uygunluq yaradir. <
TeorREML3. Tutag ki, AS A4 DA, Sgar A,~A olarsa, onda
4,~ 4 olar.
TEeEOREM L4 (Kantor-Berngteyn). Sgar A va B coxluglarinm har
biri digarinin miayyan alt ¢oxluuna ekvivalentdirsa, onda 4 va B
goxluglart ekvivalentdir.

IsBaTi Tutaq ki, BoB,A~B, vo ADA,B~4,. B coxlupu ila
A coxlugu arasinda qarsilight birgiymatli uygunluq yaradanda B,
goxlufiu 4 -in milayyan bir 4, alt ¢oxluguna uygun olacaqdir. A~ B,,
B, ~ 4, va Teorem 1.1-don gixir ki, A~4,. A2 4, > 4, oldufunu va
Teorem 1.3-ii nozars alsaq A~ 4, oldufunu almiy olang. Buradan
A ~ B oldugunu va tranzitivlik xassesini nozars almagla 4 va B
goxluglarimin ekvivalent oldugunu gérarik. <.

Misal istonilon A=(c, ) interval il istanilon B=[a,b] paras

ekvivalentdir.
(a,,&) intervalina daxil olan her hansi bir A =[y,v] pargas, [a,b]
pargasina daxil olan har hansi bir B =(c,d) intervali gotiirak.
4,=[pv]~B=[a,b] va 4=(a,f)~B, =(c,d) oldugu iigin Kantor-
Berngteyn teoremindan gnar ki, istanilon interval ile istanilan parga
ekvivalentdir.
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QEYD s= -g;—-:—:-uf—g-__—ff- funksiyast (e, ) intervali il (c,d)
F b-a
intervali arasimda, y=——

v-u
ila [a, b] pargas: arasinda qarsiligh birgiymstli uygunlug yaradir,

x+-%:-££ funksiyasi iso [1,v] parasi

1.2. Hesabi coxluglar va onlar | da bazi teoremlor

kL

T ar!F 1.6. Natural adadlor ¢oxluguna ekvivalent olan ¢oxluga hesabi
¢oxlug va ya hesabi giiclii goxlug deyilir.

A goxlugunun hesabi giiclii ¢oxluq olmasi simvolik olaraq A=a
kimi igara olunur. Bilavasits tarifden goriiniir ki, hesabiA goxlugunun
biitiin elementlarini (natural adadlorin hamisindan istifade etmokla!)
némralamak olar, yani onu elementlari milxtalif olan

A={a,a, .0,

ardicillign gakilinda gdstarmak olar.

Misal N ={.,-n-n+1,..,-1},., soxlugu hesabidir.

Aydindir ki, n<>-n inkasi N natural adadlor ¢oxlugu ila N_
goxlugu arasinda qarsiligh birqiymatli uygunluq yaradir.

TEOREM L.5. Istanilan sonsuz ¢oxlugun hesabi alt coxlugu var,

I'sB AT Tutaq ki, 4 sonsuz goxlugdur. Onun hor hansi bir 5,
elementini, bos olmayan A\{} coxlujunun hor hamsi bir &
elementini, bos olmayan A\{b,b,} coxluunun hor hansi bir by
elementini v s. qeyd etmakls natural adodlorin hamisindan istifada
edorok (A sonsuz goxlugdur!)4 goxlufunun biitiin elementlori
nomralanmis B={b,,bl,..‘,bl,...} alt goxlugunu almig olang. <

Q E ¥ D. Sonsuz goxluun bir-biri ila kasismayon sonsuz sayda hesabi
alt goxlugu var.

TEOREM 1.6. Hesabi soxlugun istenilan sonsuz alt coxlugu hesabidir.

1sBATL Tutag ki, 4 hesabi goxlug, B iso onun sonsuz alt
goxlugudur. 4 coxlufunun elementlarini
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soklinda némralaysk.
(1) siyalusinda B-ya daxil olan ilk elementi b, =a, , névbati elementi

by=a, (n,>n,)vas. isara edarok B goxlug biitiin el lorini

BB

sokilindo ndmralomoak olar. Qeyd edok ki, B sonsuz goxlug oldugundan
bu prosesda biitiin natural adadlar istifada ol jdir, <

N & 11 c a. Hesabi ¢oxlugdan sonlu ¢oxlugu atdigdan sonra galan
goxlug hesabi olacagdir.

M isal. Ciit natural adadler goxlugu hesabidir.

Aydmdir ki, cit natural adadler goxlugu N natural adadlor

2y ¢oxlugunun sonsuz alt coxlugudur.
s TEOREM LT Sonlu coxlug ila hesabi coxlugun birlagmasifcami)
Qs hesabi ¢oxlugdur.

LsBaTL Tutag ki, 4={a,a,,...a,} sonly, B={b,b,,...b,,..} iss
hesabi goxlugdur. Gisstarsk ki, onlann birlasmasi olan C=4uUB
¢oxluu hesabidir. Umumiliyi pozmadan hesab etmok olar ki,
AnB=@ . Bks halda kasigmayan va birleasmasi C goxlufuna barabar
olan A'=A\B va B goxluglrina baxardiq. C goxlugunu avvsal

C={a,,a;,..,,a,,,b.,b:,.._,b",___}

soklinda yazib, sonra

[ itk
T b=k 1k 42,

igaralomasi apararag

C={c;,c=‘..‘,c,,..,}

R

kimi yazaraq teoremin isbatim almig olarig. <

Azatbeycan ik &
Kitabxarias)



IF@8|L HESABI COXLUQLAR. KONTINUUM GUC
T arIF 1.7. Ogar goxlug bidi
coxu hesabi coxlug deyilir. :

TeEoREM L.B. 8n gcoxu hesabi sayda hesabi ¢oxlugun birlagmasi
hesabi coxlugdur.

i s 8 aTI Teoremi ortaq noqtaleri olmayan hesabi sayda goxluglar
iigiin isbat etmok kifaystdir. ©gar A goxlugu ortaq néqgtaleri olan
A,i=12,... hesabi goxluglarinm birlagmasindon ibarat olsa idi, onda onu
ortaq ndqtalsri olmayan va heg olmasa biri hesabi olan (masalon, 4,)

ludursa va ya h

, onda ona an

=1
B, =A,B, =4\ J4,,k=23,.. coxluglanmmn birlssmosi sokilinda
=
gostorardik. Dgor A goxlugu A=|_4, soklinds olsa idi, 4,,=4,7=12,...
[

gotiirmakla A coxlugunu A= 0 A, kimi gtistarardik.
=t
Belalikla forz edok ki,

A=|JA, 4, =a, k#moldugda 4,N4,=0.

=l

Ovvalea hesabi A, =1,2,... goxluglanm
Aoy, ay, ay,
A'! . all‘ an' a:.l!

"1 : 0", a]?? all’

4,

s Ty By e

soklinda layok. Sonra i mz2 natural adadini gbtiirak vo
indekslori comi i+ j=m beraborliyini ddeyen a, elementlorini i
indeksinin artma sirast ilo (i=12,...,m-1) dilzok. m -3 ardicil olaraq
2,3,4,... qiymatlori verib A4 goxlugunu
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A ={all;aﬂ’ail;ail’aH’all-;aM!a)J'a)z'aﬂ'l;“";'"} (2)

soklindo goistarok. (2) siyalisindaki elementlori N = f1.2,..} natural
adadlarindan istifads edorok ntmralessk A goxlufunun hesabi goxlug
oldugunu gorarik. <

Misal Z tam adadlar goxlugu hesabidir.

Teorem 1.8-i Z=N_U{0}UN borabarliyine tetbiq etsok Z tam
adadlar goxlugunun hesabi oldugunu gorarik.

TeorEM 1.9, Tutag ki, A sonsuz, B isa an ¢oxu hesabi ¢oxlugdur.
Onda A va AU B eynigilcliidiir,

i s8aT1, Umumiliyi pozmadan hesab etmak olar ki, A~ B=@. Oks
halda B-ni B\A ila avaz edarik. Teorem 1.5-dan istfada edorak A-dan
hesabi C goxlugu ayiraq. D= A\C isara edok. Aydindur ki,

A=CuD,CND=@,4uB=Du(CuB).

D~D va CUB~C (Teorem 1.7 va 1.8-2 gdra) oldugunu vo
Teorem 1.2-ni nazara alsaq AUB~A oldugunu, buradan da
AU B = A barabarliyini almig olang, <

TEeoREM 1.10. Sonlu sayda hesabi ¢oxluglarin Dekart hasili hesabi
coxlugdur.

isBaTL Tutag ki, 4,4,,...4, hesabi goxluglardir. Géstarak ki,
onlarin Dekart hasili, yani

A=dxdx.x4 = {[a,,a,,...,q,):a, € A,i=12,..,n}

coxlugu hesabidirisbati n-a nozaran riyaz induksiya prinsipi ilo
aparaq. n=1 igiin teoremin hdkmii aydindir. n=Fk fgiin hdkmin
dogruluunu farz edib n=k+1 dgiin isbat edak. B=B, x B, x..xB, vo
C=4,, isarolomosi aparsaq D=4 xAx. x4 x4, goxlugunu
D=BxC kimi yaza bilorik. B(forziyyoys gora) vo C (gerts giira)
hesabi coxluglar olduguna gdrs onlan B={b,by.ubyt Ve
C:{c,.cz,..‘,q,.,.} kimi nbmralamek olar. Aydindir ki, her geyd

19



IF@5iL HESAB! COXLUQLAR. KONTINUUM GOC

olunmug [ iglin D, ={{b‘,c}}:j=l.2,..j hesabi goxlugdur. D=UD‘
=l
oldugunu va Teorem 1.8-i nozars alsaq hokmin n=k+1 dgiin dogru
oldugunu gormily olarig. Demali riyazi induksiya prinsipine gtre
teoremin h&kmii istanilon n natural adadi tiglin dogrudur. <
Misal. Q- rasional adadlar goxlugu hesabidi

0= {E meZne N} - rasional adedlor goxlufunun her bir %
n

elementini (m,n) sokilinds yazaraq onu Q=ZxN Dekart hasili
soklinde yazib Teorem 1.10-u tatbiq etsok (- rasional adadler
goxlugunun hesabi oldugunu almig olang.

T ar1F 1.8. a) Daracasi I-dan kigik olmayan tam amsalli cabri
coxhadlinin kékii olan (hagigi va ya kompleks) adads cabri adad deyilir.
b) Cabri olmayan adads tr dent adad deyilir.

=" (meZ,neN) saklinda olan adadler tam amsall birdaracali
n

nmx—m=0 cabri tonliyinin kéki oldufundan bitiin rasional adadlar
(xiisusi halda biitin natural va tam adadlar) cobri adadlardir. Istanilan
n=2 va m natural adadleri figiin %/m seklindo olan adadlor (rasional
va ya irrasional ol dan asili olmayaraq!) tam I x"-m=0
cabri tonliyinin koklori oldugundan onlar da cobri adadlardir. 7 vo e
(Eyler adadi) adadlori tr dent adadlardir.

T AP$IR10Q. Gostarin ki, istonilon n natural adadi tigin ham e”, ham
da #" adadlari transendent adadlardir,

M i s al. Cabri adadler goxlugu hesabidir.

Har hansi bir natural n adadi gétlirak vo

P = {a"):" +a,_x" +.+ax+a,a,20,q¢€ Z.£=0,l,2wﬂ}

ila tam omsallh n doracali goxhadlilor goxlugunu igars edok. P,

n

coxlugunun  her  bir @x"+a, ¥ +..+ax+q elementino

2" =ZxZx..xZ goxlugunun (6,8, 150-8,,a,) clementini qars:
el apdy
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qoyaq. Teorem 1.10-a giro Z™' =ZxZx..xZ goxlugu hesabi oldugu
ol iy

ligin P, g¢oxlugu da hesabi olacagdir. Teorem 1.8-2 asason daracasi 1-
don kigik olmayan P=Uﬁ, goxhadlilar goxluu hesabi goxlug

ard
olacagdir. K ilo P ¢oxlufuna daxil olan goxhadlilerin koklarindan
ibarat olan goxlugu, yani cabri adadler ¢oxlugunu isars edok. P
goxlugunun hesabi, P-ys daxil olan har bir goxhadlinin sonlu sayda
kokii oldufunu va K l;ox]ug'unun sonsuz oldufunu (glinki on am
rasional adadlar K dadir! ) nazars alsag cabri adadlar
goxlugiunun hesabi oldugunu a]rrus olar:q

1.3. Qeyri-hesabi ¢oxluglar. Konti giic

TeorREM 1.11{Kantor). [ﬂ,ll pargast geyri-hesabidir.
I sBaTI. Sksini farz edok. Tutaq ki, [O,L] pargasindaki adadlari

a=0,a,4a,..q,..

a, =0, By - gy
M

soklinda ndmralomak olar. Kantorun diagonal iisulundan istifads edarak
onluq igarslari

, _{Z.au =1 olarsa, . i

B l,a, #1 olarsa,
gaydasinda tayin olunmug b=0,bb,..b,... adadi diizaldak. Aydindir ki,

be[0,1]. Lakin & adadi (1) siyahisinda yoxdur. Alinan ziddiyyat aks
farziyanin sahv, teoremin hdkmiiniin dogru oldugunu gésterir. <
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TarlF 19 [0.1] pargasina ekvivalent olan goxluga kontimuum va ya
¢ ghiclit goxlug deyilir. A goxlug kontii giichi oln A=c
kimi isara edirlar.

Misallar. 1. Istonilon [a,b] pargast kontinuum giicli goxlugdur.
Masalan, y=(b—a)x+a funksiyas: ilo [0,1] va [a,b] pargalar arasinda
qarsihgl birgiymatli uygunluq yaratmagq olar.

2. Teorem™ 1.9-dan ¢ixir ki, istanilan (a,b), [a.),(a,] araliglan
kontinuum giiclii goxluqdur.

3. Haqigi ox, yani (—-w,m] aralifi kontinuum giiclii goxlugdur.

Moasolon, y=£arc.'gx+% funksiyasi ilo (~w,+0) va (0,1) araliqlalars

arasinda qargthqh  birgiymetli uygunlug yaratmagq olar.
4, (0,400) arabg konti giicli goxlugdur. Masalan, y=igx

funksiyas: ila (0,3] va (0,+oo) arahglalan arasinda qarsiligh

birgiymatli uyZunluq yaratmag olar.

5. K°=(00F =(00)x(0,)={(xp):xe0)) y(01)} agiq kvadrat
kontinuum giiclii goxlugdur.

K° goxlugunun ixtiyan M(x, y] ndqtasini gitlirak. x va y odadlerini
x=£EE.. va y=n,7,... onluq kasr oklinda yazaq ($ arTLasMe:
9-u divrinds saxlayan onlug kesrlarden istifads edilmir! ). Sonra
M(x,y) ndqtesine {0,1) intervalmm ¢ =&n&mén,... noqtasini qars:
qoyaq. Aydindir ki, bu inkas inyektivdir, yoni X° ¢oxlugunun miixtalif
ndgtaleri (0,1) intervalinn mixtalif néqtelorine inkas olunur, lakin
stiryektiv deyil, yani bu inkasin qiymatlar goxlugu (0,]) intervali ila iist-
iista dilgmiir. Dogrudan da (U,l) intervalmin ciit yerdo duran onluq

isarolorinin hamist 0 olan odadlori (moselon, =102030..) 'K°
goxlugunun heg bir elementinin obraz: deyil. Belalikla, bu inkas zamam

K° poxlugu (0,1] intervalimiin miioyyan bir B, C(O,i} alt goxqluguna
qarsihglt birgiymatli inkas olunur. Diger tarafden aydndir ki, (O,I}
intervall  y=a(0<x<l) diz xettinin K° goxlugunda qalan
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4 ={(x,a):xe(0D}cK® hissesina ekvivalentdir. Onda Kantor-

Bemsteyn teoremindon gnar ki, K° ~ (0,1). Buradan da K ={01)=c.
TEOREM }.12. On goxu hesabi sayda kontinuum giiclii goxluglarin
birlagmasi kontinum giiclil ¢oxlugdur. ) )
is B AT Tuag ki, Aydy..d, (7+09) kontinuum gicld
coxluglardir. A, ~[k—1,k), k=12,..,n (n<+e0) miinasibatlori gostarir
s
ki, 4, Jann ortaq noqeeleri olmadigda A= U4 soxlugu
k=l
[0,n) (1< +e0) arahigma, ortaq néqulari oldugda iso [0,7) (n < +e0)
aralinin  miioyyan bir alt goxlufuna ekvivalent olacaqdir. Diger
torofdon 4, =¢  oldugundan [o,n)~ 4 c A (ns+w) minasibati

dogrudur.  Kantor-Bemgteyn teoremini  tatbiq  edorok UA =c
ksl
barabarliyini almig olang. <
Misal K={x ):xe[ﬂ,ll ye[l.'l,l]} qapall kvadrati kontinuum
gilclit goxlugdur.
K goxlugunu
K =K U{(x0): xe[oafuifx):xe[oifu
U0.»):yel0abuity):yeil

saklinda yazib (K° {giin 5-ci misala bax), Teorem 1.12-i tatbiq etsok
misalin dogru oldugunu gérmils olarig.

TeorEM L3, Kontinuum sayda kontinuum giiclii goxluglarm
birlag f kontil giiclit oxlugdur.

fssartui Tuaq ki, 4.7e[01] kontinuum giicli goxlugdur.
A, ~{(x,7):xe[0,],7€[0.] miinasibatiori gdstarir ki, A, -lar ortaq

ndqtalari olmadigda 4= LEIJA, goxlugu K kvadratina (K kvadrati liglin
rafo,]

misala bax), ortaq noqtlori olduqda iss K kvadratiun mitoyyan bir alt
goxluguna ekvivalent olacaqdir. Digar tarofden A, =¢ oldugundan
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K~A4,c A minasibati dogrudur. Kantor-Berngteyr ini totbiq

edarak _I =¢ baraborliyini almi olang. <
ol

Misal Morkozi M(a,b) noqtesinds radiusu R olan gapah

D,(@,6)={{xy):(x~a} +(y-b) <R,R>0}

dairasi kontinuum giiclil goxlugdur.
Morkazi M(a,b) ndqtesinds radiusu r >0 olan

Clab)=s2)-af + (-6 =r*,r>0}

gevranin

{x=a+rcf)sw{0$?¢2ﬂ)
y=hb+rsing

parametrik tanliyindon guxir ki, C,{a,b)~[0,27), yeni C,(a,8)=e.

D)= UC, (@) {(ab)

barabarliyinden, Teorem 1.9 va Teorem 1.13-don D,ia,b}:c
barabarliyi alinir.

TEOREM L.14. Sonlu sayda kontinuum giiclii ¢oxluglarin Dekart
hasili kontinuum giiclii coxtugdur.

isBaTL Tutag ki, 4,4,...4, kontinuum giiclii goxluglardur.
Gostarak ki, onlarin Dekart hasili, yoni

A=A xA,x..x4 = {(al,aﬂ..,a”):a, ed,i=12,..n}

goxlugu kontinuum giicli goxlugdur.Teorem 1.10-da oldugu kimi
ishati n-a nozaran riyazi induksiya prinsipi il aparaq. n=1 ig¢lin
teoremin hokmil aydindir, n=k figiin hokmiin dogrulugunu forz edib
n=k+1 figlin isbat edok. B=B xB,x..xB, va C=4,, isarclomasi
24 .
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aparsaq D=d x4 x.x4 x4, coxlufunu D=BxC kimi yaza
bilorik. B(forziyyaye ghra) va C (gorto grs) kontinuum giicli
coxluglardir. Aydmdir ki, har gqeyd olunmus b eB igiin
D, ={(b,,c,}: ¢, €C} kontinuum giiclii goxlugdur. D =|JDb, oldugunu
va Teorem 1.13-i nazars alsaq, hokmiin n=k+1 iigiin dogru oldugunu

gormils olang. Demali, riyazi induksiya prinsipine gore teoremin hikmil
istanilon n natural adadi tigiin dogrudur. <

Misal. n dlgilit R, - Evklid fozas: kontinuum giiclil goxlugdur.
R,- Evklid fozasmi n sayda R =R=(-oo40) hagigi adadlar

goxlugunun Dekart hasili, yani
R =RxRx.xR= {(x.x.0x, )ix, € R,k =1,2,...,1}, soklindo yazib
sy

f, =¢ va Teorem 1.14-i nozara alsaq E =¢ barabarliyini almis olanq.
TeorEM 1.15. Hadlari yalmz 0 va ya I-lardan ibarat olan

A={(a,ay...,a,,..):0,=0 voya L, k=12,..,n,..}

ardicilliglar goxlugu ki giiclii goxlugdur.
isgaTi B ils 4-nin miisyysn ndmradan sonra biitiin hadleri 1 olan
ardicilhiglar goxluunu isara edsk. B-ya daxil olan hor bir

b=(By,b,..nb,...) elementina [0,1] pargasmin ikilik aynihst 0,5,b,..B,...
saklinda olan odadini qars1 qoyaq. Divrii 1 olan ikilik kesrlor ya 1, yada

;(kEN,m:I,B,,.,,Z‘ 1) saklinda oldufundan B-nin hesabi goxlug
oldugu alimr. 4\B goxlugunun har bir a=(al.a2..“,a_,..‘) elementina
[0,1) araligiin ikilik ayrilist  0,4,@,..4,... soklinda olan adedini gars:
qoysaq A\B=[0,1)=c baraborliklarini almis olariq. Bunlan va Teorem

1.9-u nozore alsaq A=(A\B)UB coxlufunun kontinuum giicli

oldugunu gorarik. <
N aTlca. Her bir haddi bir-birindan asili olmayaraq iki giymat alan

I
A= {(ﬂua,,.,,,a‘,,‘.‘): a, z{ﬂ: J= I,Z,,..,n,,.,}
(]
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ardicilhiglar goxlugu kontinuum gilclii goxlugdur.

1.4. Kantorun £, va G, coxluglan

F, =[0,l] pargasini -; va :;: néqtaleri ila iig barabar hissays bolib
JU:(;-,%] intervalim ondan kenarlagdinb birranqli n,-[ﬂ.%] va

& -[%,!} pargalarinin birlasmosini F, ilo isare edok. Aydindir ki, F,
qapalt goxlugdur. Birrangh pargalarin  hor  birinin ortalari olan

8y =[%, g] va &, =[%,g] intervallarini onlardan kenarlagdinb qalan

- i 21 2.7 8
ikirangh aws[o,a], 60,-[9,3}, 5m=[3,9] va b“’[g’l‘_]

pargalarinn birlogmasini F, il isare edok. Aydindir ki, F, do qapalt
coxlugdur, n-ci addimda 2’ sayda olan n-1 rangh pargalardan

1 "
onlarin uzunluglan —-a barabar olan &,,,6,,,..6, .. (ndmralama

3" LA

soldan sagia apanilir) ortalari atihr. F, ils 2" sayda » ranqli pargalarm
birlasmasi isara olunur. Aydindir ki,

E, =[awua i ,}u...u[a oo uﬁu:__!)

=t [y e (e et

goxlugu qapali oxluqdur. Sgar bu prosesi sonsuz davam etdirsak,
naticads F, = 0,1] qapali goxlugundan

G, =8, U(8, U8,)U.. (B, U8, U
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coxlugu kenarlagdinlir. Qeyd edok ki, ciit-clit kasigmaysn &
intervallannin na bir-biri ilo, na da ki, [0,]] pargas: ils ortag uclan
yoxdur. [l],l] pargasinda monoton azalan, yani

FoEoioF 2.

sortini &dayan {F, " » qapal goxluglar ardicilliinin kesismasi olan

goxlugu gabir. Aydndir ki, ,=[01]\G, = F,.
w=n

G, goxlufuna Kantorun agiq goxlufu, F;-a Kantorun diskontinuumu
va ya sadaca Kantor ¢oxlugiu deyilir. Cox vaxt F,-1 diskontinuum sozii
ila alaqadar olaraq D ila isara edirlar.

Aydindir ki, G, kontinuum gilelti agiq goxluqdur. G, goxluguna daxil
olan adadlorin 3-lik ayrnihgi 1-siz milmkin deyil, yani G,-a daxil olan
har bir a adadinin a=0,a4,.4,.. (a, =G,I,2} 3-lilk ayrihiginda
a,i=12,... raqemlorindan an azi biri | olmahdir. Qeyd edak ki, 3-liik
say sisteminin ragamlari 0,1 va 2-dir.

P, goxlugunun xassalori.

1. F, qapali goxiugdur.

2. P, kontinuum giiclli goxlugdur. Aydindir ki, F-a daxil olan
adadlerin 3-liik ayriligi I-siz miimkiindiir, yani F,-a daxil olan adadlarin
3-litk ayrilisim yalmiz 0 va 2 ragamlari vasitasi ilo yazmagq olar. Demali,
Teorem 1.15-in naticasina gora P, kontinuum giiclit goxluqdur.

QEvD. Py~ ndqtalorini iki n8vo ayrirlar. Birinci ndv ndqtaler Gy-in
taskiledici &, intervallarinm uc niqtaloridir:
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yoni dovril 0 va ya 2 olan rasional 3-lik kesrlardir. Dovril 0 va ya 2 olan
rasional 3-lik kastlor g:-(m= 1,3,..3"") seklinda oldugu il¢iin F,-m

birinci név noqtalari hesabidir,
F,-in ikinci név négtalari {0,[) intervalimn, 3-lik ayrihginda sonsuz
sayda 0:lar va sonsuz sayda 2-lor olan adadleridir. Masalan,

2.2 2 1
0.0202..,:?+§+3—‘+...=H
o Lo 3
0’2020"'=§'+§+?+'"=3

adadlari P,-in ikinci ndv noqtalaridir, Teorem 1.15-in naticasinden gixir
ki, P,-m ikinci nv noqtalari kontinuum giicli ¢oxlugdur.

3. P,-in tocrid olunmus ndqtasi yoxdur, F,-dan olan a adodini 3-lik
say sisteminda yazaq: ]

a= O,ala,..ﬂ,,...[a, ={g] (1

istanilon miisbat & adadi gtiirak va natural m adadini ela segok ki,
il; <& barabarsizliyi tdsnsin. (1) ayrilisinda m -dan sonra golon 0-lar
2, 2-lori isa 0 ila avaz edarak
a,=0,aa,..a,a,.0. .. ,

adadini diizaldak, burada

. [0,a, =2 olarsa,
a, = k=m+l,m+2,...
2,a, =0 olarsa
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Aydwndirki, a, €, a, #a veo

|l a-al_ o2 1
Iﬁ—ﬁ‘|=]z s Y =g e
e 3| a3 3

Belalikla aliriq ki, @ -nin istanilan & -atrafinda Fy-in a -dan farqli heg
olmasa bir elementi var. F-in bu xassasindan ¢nar ki, onun her bir
niiqtasi dziiniin limit ndgtasidir.

F,-1n 3-cll va 1-ci xassalorindan guar ki,

4. F, milkammal goxlugdur.

5. F, hoqigi oxda heg yerds six deyil. Gostarak ki, haqigi oxun
istonilan  (a,b) intervahnin daxilinds P-n heg bir elementini
saxlamayan (a,,ﬁ'] intervali var. 9gor (a,b)"P,=@ olarsa, onda

(a.b)=(, B) gotirmak olar. Tutag ki, x,e(a,b)nB. Pﬁﬁ F,
)

oldugu tigiin istenilon ne{0,,2,..} @igiin x, € F, olacagdir. Demali
istanilan HE{O,].,Z,".} iigiin el » rangh Aw,_(i; =0,l) parga tapmagq
olar ki, x,€4,, , olar. Indi n-i els segok ki, ~;—” < min{:q1 —dlx, -8}
barabarsizliyi tdensin. Onda &, <(a,b) miinasiboti ddandiyi iigiin
P,-in heg bir elementini saxlamayan (at,ﬁ) intervali olaraq A,
pargasinin orta intervalim gtiirmak olar.

Q E ¥ D, 4-cil xassadan ¢rxir ki, £, Oziinda sixdir. F-in strukturundan
gur ki, hatta P, -in birinci ndv ndqtalori F,-da sixdur.

1.5, Cahgmalar
1.1

1).N natural adadlor goxiugu ila agefuiaki goxluglar arasinda
qarsiligli birgiymatli uyguniug yaradin.
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a) Z-tam adodler goxlugu; b) ciit natural adadlar goxlugu; c) tak
adedlar goxlugu;

d) [U,ITFN @ (Q -rasional adadler goxlugudur).

2). Asagidaki goxluqlar arasinda qargiligh birgiymatli uygunlug

yaradm.

a) [01] va [0,); 1) [0.1] vo (0.1]; ©) [0.1] va (0.1).

3). Asagidaki coxluglar arasinda qarsiligh  birgiymatli uyguniug
yaradin.

a) [-— %,%) vo {~eo;400); b) [0, %] va (0,4<0); ¢) |:0‘ )—;] va [0,440).

4). Asajdaki coxluglar arasinda qarsiligh birgiymatli uyguniuq
yaradin.

a) (0,4) va (~0,0); b) [0:4e0) vo (~,0]; ¢) [0,40) vo [4:490);
d) (~0,0] va [4,400); €) (0.1) vo (140} ;

5). [0,27) aralig ila {(x, y):(x—af +(y-b)f =R (.R>0]} gevroasi
arasinda qargtligh birgiymatli uygunluq yaradin.

6). {t.5):0<e<1,0<s <]} kvadratr ' ila
R, ={(x,): x& (-0, 4+00), y & (~on,4o0)} mistovisi arasinda qargihigh
birgiymatli uygunlug yaradin.

7. {hs):0<r<1,0<s< va {(xy):0<sx<m0<ysa}
kvadratlan arasinda qargihigh birgiymatli uygunluq yaradin.

8). Gostorin ki, diizbucaqh iighucagn katetlari ekvivalentdir.

9).Gstarin ki, {(x, V) (x—af +(y-b) <R* (R> [l]} qapal dairssi
{(x, y):(x-a) +(y-b) <R (R> 0}} agiq dairasins ekvivalentdir.

10). Gostorin ki, {(y): (e—af + (-8} <& (R>ON{(a)}
morkozsiz dairs ito {(¢,/): (¢ —a) +(/ =B} 2 R (R>0)} coxlugu
ekvivalentdir.

11). Gostorin ki, Dy ={(5.): (e +(y-8F <R (R>O}\{M, =(a.b)}
morkozsiz  dairosi o D={(¢,y): (¢ —aff +(/-b) <R (R>0)}
dairasi ekvivalentdir.
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12). Gostarin ki, qapals {(x,): (x-a)f +(y—bF <R* (R>0)} dairosi
{.5): (¢ —af + (7 -) = B (R>0)} goxluguna ekvivalentdir.

13). Gostorin ki, A=|J[31-337-2) coxlugu [0,1) araligma
ekvivalentdir. &

14). Miistavida [0,-!-00} araliina ekvivalent olan, ortaq nbqtalari
olmayan dilz bucaglar ¢oxlufiu varm?

15). Géstorin ki, R} = {(x,7): x & (~o0,+00), 2 0} yuxan yanmmiistovi
ila R, ={{x,y): xe(-co,40), y & (o0, +o0)} miistavisi ekvivalentdir.

1.2.

1). Gisstarin ki, agagidaki goxluglar hesabidir:

a) §-sads adadler goxlugu; b) Z-tam adadlar goxlugu; b) ciit adadlar
goxluggu; c) tak adadiar goxlugu; d) [O,I]hQ ( Q- rasional adadler
goxlugudur).

2). Gésterin ki, miistavinin topaleri rasional koordinath n bucaghlar
goxlugu hesabidir.

3). Géstarin ki, fozada markazlari rasional koordinatl rasional radiuslu
sferalar goxlugu hesabidir,

4). Gasterin ki, [a.b] pargasinda tayin olunmug monoton funksiyanin
kasilma niiqtalari goxlugu an goxu hesabidir.

5). Géstarin ki, {— w,+e0) aralifinda toyin olunmus monoton
funksiyanin kesilma ndqtelori goxlugu an goxu hesabidir,

6). Tutaq ki, E C[-—w,+00) goxlugunun istanilan iki ndqtasi arasindak:
moasafa 1-don bdyiikdir. Gostarin ki, E an goxu hesabi ¢oxlugdur.

7). Tutaq ki, E ::(—oo,m) goxlugunun istanilan iki ndqtasi arasindak
mosafe milshot r adedindan byiikdiir. Gostarin ki, E an g¢oxu hesabi
goxlugdur

8). Tutaq ki, Ec R, goxlugunun istenilon iki ndqtasi arasindaki
masafs /2 -don boyiikdiir, Gosterin ki, £ an goxu hesabi goxlugdur.

9). Géstarin ki, haqigi ox iizerinde ortaq ndqtelori olmayan pargalar
goxlugu on goxu hesabidir.
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Aairal.

10). Gostorin ki, milstavi {izarinda ortaq néqteleri olmay
goxlugu an goxu hesabidir.

11). Har bir néqgtads lokal maksimuma malik olan hesabi qiymatli
funksiya qurun.

Qeyd. Tutaq ki, f(x) funksiyas: (a,5) intervalinda tayin olunub, Sgar
x, € (a,6),36, >0,9xe(x, -4, ,x,+6, Jn(a,8)=> f(x,)= f(x)
milnasbatlori Gdonarsa, onda deyirler ki,  f(x) funksiyas: (a,0)
intervalinda lokal maksi malikdir.

12). Biitiln sonlu onlug kesrlar goxlugu hans: glics malikdir?

13) Omsallari cabri adadlor olan biitiin cabri goxhadlilar goxlugu hans
giica malikdir?

14). Gostorin ki, hesabi goxlufun biitiin sonlu alt goxluglar goxlugu
hesabidir.

1.3.

1). Géstarin ki, asagrdakr goxluglar kontinuum giiclii goxluglardir.

a) Istanilon araliq, yani (a,b), [a,8], [a,8), (a,8], (a;+e0), [a,+e0),
(~0,b),(~,5] vo (~e0,4w), burada @ vo b hegiqi adadlardir; b)
istanilon aralifa daxil olan irrasional adadlor goxlugu; c) transendent
adadlar goxlugu;

) [0,1]\{1,-%, ;i } o) [Ls]u(1020); 6 (Jfak,2% +1].
k=l
2). Gostorin ki, milstavida istonilon diizbucagli kontinuum giiclii
goxlugdur,

3). Géstarin ki, miistavida istanilan daira kontinuum giiclii goxlugdur,
4).Gostorin ki, mistovinin  TI,, ={{x;y):a<x <b,~0 < y <40}
zolag kontinuum giiclii goxlugdur,
5)Gostarin ki, mistovinin - R} ={(x;y): ~e0 <x < +e0,y >0}
yarimmiistavisi kontinuum giiclii goxlugdur. ; i
6).Gostarin ki, E= {{r, y]e R:y> x} yarimmilstovisi kontinuum
giicli goxlugdur. ;
T).Gosterin ki, R ={(x;y;z)eR: z>0} yanmfozasi kontinuum
glicli goxlugdur.
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8). Gostorin ki, konusun doguranlan goxlugu kontinuum giicli
goxlugdur,

9).Hagiqi ox iizarinds yerlagan biitiin miimkiin olan pargalar goxlugu
hansi giica malikdir?

10).Miistavi iizarinds yerlasan biltiin miimkiin olan dairalor goxlugu
hans: gites malikdir?

11).Heqiqi amsally biitin miimkiin olan cabri goxhadlilor goxlugu
hansi giica malikdir?

12). Géstarin ki, R, (n=1) fazasinm har hansi bir oblastinda tayin

I § bitiin  kesil funksiyalar goxlugu konti gileli
goxlugdur.

13).Tutag ki, B vo C goxluglarimin birlagmasi A=BUC kontinuum

giiclii goxlugdur. Gastarin ki, B va C goxluglarindan heg olmasa biri
kontinuum giiclii goxlugdur.

14)., Tutag ki, A:UAJ,(HZZ) vo A=c. Gostorin ki,

=l
3k, € {L2,3,....n} adadi var ki, 4, =c.
1.6. Cavablar va gistariglor
1.1

1
xx# - (neN),
22 fl=y , "

1 .
rz?]'xuﬁ (HEN)

3). y=igr. 4.d) y=4-x; 4e) y=l.5), Teorem 1.13-dan sonraks

misala baxm.
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6. {x =—cignt,

. 9). 2-ci masalanin a) bandini dairalarin radiuslarina
y=—clgas

X =a4 ——— {.\:—a),

T S
Ve s G-
R = e

gevirmoasindan istifads etmok olar. 11). D dairasinin daxilindsn hesabi
sayda M, M, M,,..M,,... (M,-morkezdir) niqtalari ayirm. D-nin
har bir M, ndqtasine D,-m M, niiqtasini, D-nin qalan négtalarina
isa identiklik prinsipina ssasan D), - qalan néqtalarini garsi qoyun. 12).
10) va 11) nomrali mesalelardan istifade edin. 13) [0,) arahgm

tatbiq edin. 10). inversiya

{-’3-_—1-} néqtalori ke kesigmayan ["———I,—"—] araliglara boliib
L n n+l

Teorem 1.2-den istifada edin. 14). Boli. Masalan, tapalari (a;0) (a20)
noqtalorinda, toroflori x ve —x diiz xatlerina paralel olub, I va IV
riblords olan  dilz bucalar goxlugu. 15) y>0 oldugda R}
yanmmistavisinin hor bir (xy) noqtesina R, mistovisinin
(.r’u y’;Zry) néqtesinia, R; yanmmiistavisinin  her  bir (x;()}
ndqtasina isa identik olaraq R,-in (x;0) néqtosini qars qoyun.

1.2.

la) SN oldugu iiglin S-in sonsuz ¢oxlug oldugunu géstarmak
kifayotdir. S-in sonsuz olmasi ise istenilon » sayda miixtalif
Pys Pases P, 5ada adadlardon forgli sado adadin varhindan {masalon,
PPy, +1 adadinin sada bélenlari!) g, 1.d).
[a]~o = U{ﬂ: m= 0,1,2,...,n} berabarliyinden istifada edin.

wal L1

2)Koordinatlani rasional adad olan néqtoyo rasional koordinath néqto

deyilir.Teorem 1.10-dan istifade edin. 5). Funksiyanm [-k,k]
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pargasindaks kasilmo néqolar goxlugunu A, (k=12,..) ils, (~c0,+e0}

arahifindaki kasilma nisqtalar goxlugunu isa 4 ils isara edib A4 :UAl

e
boraborliyindon vo 4)-cli mosalodan istifado edin. 6). Haqiqi oxu {k},,
milntazam gabaka ila hesabisayda [k,k + ll (k e Z) pargalara biliin. Har
bir [k,k+1] (keZ) pargasinda E goxlugundan an goxu bir néqta
olduunu nazara alin. 7). Haqigi oxu {kr},_.& miintazem gabaka ila
hesabi sayda pargalara bélin va 6)-c1 massladen istifade edin. 8). R,
miistovisini {x, =k}, vo {y. =m},, diiz xotlori vasitasi ila hesabi
sayda kvadratlara biliin. Har bir kvadratda E goxlugundan an goxu bir
niigta oldugunu nazara alin. 9). Har bir pargaya onun daxilindan her
hansi bir rasional adedi qarst goyun. 10). Har bir dairsys onun
daxilindon har hans: bir rasional koordinath néqgteni garsi goyun. 11).

i wl b T o i
(0,1) intrvalinda f(x)—ﬂ . 9gar xE[nH'n] (n=12,...) sakiinds
tayin olunmus funksiyaya baxm. 12). Hesabi. 13). Hesabi. Bax Tarif
1.8-2 va ondan sonra golon misala. 14), HesabiA={x, ..,

goxlugunu A:D(A"-—-{xl,x,,.,.,x"}] soklinda yazin. A -in alt
ar=]

goxluglanimn saymmin 2"-a barabar oldufunu gostarin va A-min bir
elementli alt goxluglarmin hesabi oldugunu nazara alin,

1.3.

4). I1,, zolagim IL , = H_J{(r;y):,— @< y<+oo} soklindo gostorib
reod]

Teorem  1.13-den  istifade  edin.  6). E  goxlugunu
L,z{{x;—x+2r],~m<x cm}nE giialanimn  birlesmesi,  yani
E= |JL kimi gostorib Teorem l.13-don istifado edin. 7). Rj

yanmfazasim z=c (c>0) milstovilorinin birlogmesi kimi gdstarib
Teorem 1.13-dan istifads edin. 9). Hor bir [a,b] (b >a) parcasina R,
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fazasinin {g;b) néqtasini qarsi qoyub 6)-c1 masaloden istifada edin. 10).
Miistavinin  har bir D, ,,= {{x;y),(x—a}’ +(y—b}= < R’} (R>0)
dairasine R, fozasin (a@;b;R) ndqtesini qarst goyub 7)-ci maseladan
istifada edin. 11). Har bir a,x"+a,_x"" +..+ax+a, cabri goxhadliys
R, fozasmm (a,,a, ,,...a,q,) ndgtasini qars1 goyub Teorem 1.14-dan
istifade edin, 12). C(G) ilo R, fozasiin G oblastinda kasilmoz olan
funksiyalar goxlugunu isara edok. Biitlin sabit funksiyalar C(G)-ya
daxil oldugu iigiin (_7['(_})2;' {*). G oblastindak: rasional koordinath
biitiin néqgtalar goxlugunu G, = {M,,M, ,.,.,M‘,..} ila isars edok. C(G)-
nin har bir f(x,,x,,...,x_]sf(M} elementins qarsi £ ={a,,a,,...,a,,..}
ardieiliglar goxlugunun  a, =(f (), f(M, ). £(M,),.) elementini
qargt qoyaq. Kesilmaz funksiya rasional koordinath nigtalor vasitasi ilo
birgiymatli olaraq toyin olundugu iiglin bu inkas zamani C(G] goxlugu
E=la,.a,,...a,,..} coxlugunun milsyysn bir alt goxluguna ekvivalent
olacaqdir. Buradan E{E}Sc (**) berabarsizliyini almig olang. (*) va
(**)—dan E(C_?}= ¢ barabarliyi alur.

13). Umumiliyi pozmadan forz edok ki, BnC=@. Bc A va Cc A
miinasibatlarindon B<c vo A<c borabarsizliklori alinir. I (x; y} ila
K={xy)o<x<10<y Sl} va A=BuC ¢oxluglan arasinda
qarsihgli  birgiymatli uyZunluq yaradan funksiyam isare edok. i) Dgar
[0,1] pargasinmn elo bir x, néqtasi olsa ki, istanilen y €[0,1] adadi tigiin
f(x;y)e B olsun, onda B>c olar. Bunu vo B<c barabarsizliyini
nozars alsaq B=c borabarliyini almis olang. ii). Sgor i) varianti
miimkiln olmasa, onda istonilon x e [0,1] ligiin ela ye[ﬂ,l adadi tapmagq
olar ki, f(x;p)eC olar. Bu halda C>¢ berabarsizliyini almig olariq.
Bunu va C<e barabarsizliyini nezara alsag C=c borabarliyini almig

olariq. 14). Riyazi induksiya prinsipindsn va 13)-cii ladan istifada
edin. :
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2.1. Elementar ¢oxluglar va onlarin élgiisii

TorIF2.1. Tutag ki, 2n sayda (nel), —=<a, <b, <+«:(k=l,2,...,n}
gartlavini ddayam, a,, b, (k =12 n] hagigi adadlari verilmigdir. n
sayda [a,,b, Wk =1,2,...,n) yarimintervallarin Dekart hasilina, yoni

P=[a,b )xfayb,)x..x[a,b,)={x = (x50 x, )20, <%, <b,;k =T n}

coxluguna, sagdan agiq (n dlgilii ) parallelepiped deyilir.
Ogar {1,2,..,n} coxlugundan olan hor hansi bir k, adadi igiin
a, =b, olarsa,onda P = olar.

n=1 olduqda [a,) sokilli har bir sonlu yariminterval sagdan agiq(1
dletild ) parallelepipeddir.

n=2 oldugda [a,b)x[c,d] sokilli har bir sonlu diizbucagh sagdan
agiq (2 olgiil ) parallelepipeddir.

TEoRE M 2.1.Iki sagdan agiq parallelepipedin kasismasi sagd:
agig parallelepipeddir.

I sBATLTutaq ki,

I3 =[al,b,)>< [ay.6, )% . x[a,,8,) vo
h= [ca!d| }x ["‘z!d:)x"-" [Cn!dn)

37



I FasiL R, FOZASINDA LEBEQ MONADA OLCULSN COXLUQLAR

sagdan agig (# 6lgili ) parallelepipedlordir. e, =max
B, =minfb, d,} (k=12,..,n) isara edok. Aydindir ki,

AEnF = [anﬂ:)x [‘xa! 3:)*""‘{‘7.::8,)- 9

ncs} va

Aydindir ki, iki sagdan agiq parallelepipedin forgi sajidan agiq
parallelepiped olmaya bilar. Lakin asagidaki teorem dogrudur.

TeorEM22. ki sagdan apig parall ';;_ i farq:m sowlu sayda
ciit-ciit kasigmay idan agig parallelepip in birl.
gostarmak olar.

IseaTu Tutaq ki, P, vo P, sagdan apq (n 6lgili )
parallelepipedlardir. P, \F =P \(BNP) va Teorem 2.1-i nazors
alsaq, Gimumiliyi pozmadan, hesab etmok olar ki, R cP. n=1
oldugda P,\F, farqi ya bos coxlugdur, ya da [a,b) sekilli bir
yarimintervaldir, yada ki, iki [a,b) va fc,d) gokilli yarimintervallarin
birlagmasindan ibarat oldugu figiin teoremin hiikmii aydindir.

n=2 halini aragdirag. Tutaq ki, Ea,ﬁ)c [n,b} va [7,§]<:[c,d]
sortlari 8danir. Onda aydindir ki, B, =[a, 8)x[y,8)c P, =[a,b}>< [c,d')‘
Bu halda teoremin hékmii

PR =[ab)x[y,8)ula,b)x[8,d)u[a,b)x[c,7)
barabarliyinden alimr. Umumi hal #-o nazaren riyazi induksiya prinsipi
ila aparilir, «
SarBasT I3, Isbat tamamlayin.
T a R | F 22. Sonlu sayda ciit-ciit kasismayen sagdean agig
lelepij i kimi géstarila bilon ¢oxlufa elementar

¥ i I: ‘.ﬂ b;f‘
goxlug deyilir.
Toarir23 mP)=(p-a)p,-a) ..

(b,-a,)= H{b» a)
adadina  sagdan agig P=la,b)x[a,,b,)%..x[a,,b,) pamb’ei'eptpe-
dinin Lebeq olgiisit deyilir.

QEevD. m(@)=0.
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Tar!F 24 m(E}=im(P,] adadina

kel
goxlugunun Lebeq dlciisi deyilir,
Oia bilar ki, eyni bir elementar goxluq mti)mhf gakilda clit-ciit

)
E= UP! elementar
k=)

k an sagdan agiq parallelepipedlarin birlosmosi kimi gostorilsin.
Asugtdalm teorem gdstarir ki, elementar goxlugun Lebeq dlgiisii bu
giistariglardan asih deyil.

T E o r E M 23 Twag ki, E elementar goxlugu

L} r

E=JR(B AR =Bk#k) v E={J0,0nQ,=3,j% /)
=l =

miixtalif ayrilisa malikdir. Onda

n(E)=3-n(R)=3nle))

barabarliyi dogrudur.
fs®aTt a) Aydmdir ki, B,P,..., va P sagdan agq
parallelepipediori P, < P(k=12,...,1) vo P, P, =@,k#k' sortlorini

]
odayarsa, onda . m(P, )< m(P) barabarsizliyi dogru olar.
kel

b) Tutaq ki, E, vo E, elementar goxluglan iigiin E, c E, serti
odanilir. Onda m(E, )< m(E,) barabarsizliyi dogrudur.
E, va E, goxluglarnmm hor  hans:

E, =UP,(P, AP, =@k#k) va E, =UQ,(QJ NQ, =D, j+ ")
k=l J=l

aynihglanna baxaq.

elementar

m(E,}=§m(P,]=iim{P, hQ})z ;’g‘w(ﬂ Ir"Q_;)

kul jul

barabarliklerinde a) bandinden gixan

gm(ﬂ ﬁQ,)S m(QJ)(f:l,?.,.,,r]
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barabarsizliklari nazors alsag
n(E)=3m(2)< 3l m(E.)

barabarsizliyini almg olarig.
f] ’
¢) E=|JB =|J@, barabarliklarini
I e

e=Un<e,

m
E:UQJ CUP,

i i

soklinda yazib b) bandini her iki barabarsizliya tatbiq etsak
] -
n(s)=$n(e)=3$omlo,)
u] J=l
barabarliklorini almis olanq. <
2.2. A¢iq va qapali ¢oxluglarin Lebeq ﬁ-iq:i]sll

TEOREM24. a) Istanilon (a,b) intervalm hesabi sayda ciit-ciit

kosismayan sagdan agiq  yarimintervallarm  birlagmosi  soklinds
gdstarmak olar.

b) m((a,b))=b-a.
IsBATLa) a=b hal aydin oldugu Gigin a<b halina baxagq.
b=by>b>b>..>b, >.. va Li_Ebu=a sartlorini Sdayen ixtiyan

{b, } ardicilligs gtiirok. Aydindir ki, [a,b]=0[b,,b,,.}.
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m{(a,b]} Z(bm_l—b) hmz ,H-b_
—I:m[[b, b) (B, -8,)+.. +[b,,-b)]—hm(b ~b)=b-a.q

NaTica, ) Istanion n slgilii agiq P=(a,5)x (ay,b,)%...x (a,.5,)
pamt!elcpipedi hesabi sayda ciit-ciit kesigmayan sajdan agiq

pipedlarin birlag i gaklinda gdstarmak olar.
b)n{ P)=t-a)-6.-a) 6, -e)=I1b-a).
k=]
TEOREM2.5. Istanilan iki agiq parallelepipedin birlag he.mbt

sayda cilt-cilt kasismay gdan agrg parallelepipediarm birl,
saklinda gistarmak olar.
IsBaTI Tutaq ki,

.;1=(a,,b,}x{u,,b,)x..,x(a‘.b_) va
A= (“uﬂl}x{“:!ﬁ:}x‘-‘x (.cr_,ﬁ"]

ag1q parallelepipediardir. P}nf’, =@ olarsa teoremin htkmit aydindir.
}",r\ f’, # @ olan hah ovvalea 1 va 2 dlgilil agiq parallelepipedlar iigiin
isbat edak. 7=1 halinda P, = (a,b) va P, =(c,d) intervallarma baxaq.

Forz edok ki, a<c<b<d. Onda RUP, =(ac)ule,b)ulbd)
barabarliyinin (a,c) komponentina Teorem 2.4-i tatbig edorok teoremin
isbatimi almis olang.

n=2 halinda ={a,b)x (c,d} va ,P2 =t [a,ﬁ] x(7,8) apgq
parallelepipedlarina baxaq. Farz edok ki, a<a<b<f va

c<y<d<d. }"—ln }; ila kasigen tsm‘ﬂarini f.’, -1n taraflarini kesona
qader, P -in F, ila kesigon toraflorini isa P in taraflarini kesana qadar

uzadarag P,U P, goxlufunu ciit-ciit kssigmaysn
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l'I =(a,a)x (e, )1, =[e,b)x (.21, = (@, @) x [1.d) 0, =[a,b) x [1.d),
=[b. ) ()11, =(a.z)x [d,8)11, = [, B)x[d,8).11, =[b, B)x[a.8).

parallelepipedlerin  birl i seklinde  giistordikden  sonra
n,(j=12...8) parallelepipedlorinin (c,7) tipli Dekart vuruglanna
Teorem 2.4-ii tatbiq edarak teoremin isbatint almis olariq.

Umumi halda 2UP, goxlugu har bir 1%(j=12,.,mk =12,...5)
Dekart vurugu (o,z) vo ya [, u) soklinda olan, ciit-ciit kas;;mayon
I, =19 1% 5. % 1¥ (k=1,2,...,5) parallelepipedlorinin birlay
,v,aklmda gostarilir. Sonra TI, (k=1,2,...,s) parallelepipedlorinin hor bir

{o,7) tipli Dekart vuruqlar:na‘l‘aorem24toth1q edilir. @.

TEOREM26. R -fs i hdud agigq ¢oxlugunu hesabi
sayda ciit-ciit kasiy gdan agiq parallelepipedlarin birlag
soklinds gostarmak olar.

isBaTL Tutag ki, G R, agiq vo mahdud goxlugdur. G =@ hali
aydindir. Ona gora forz edsk ki, G = @. {F 7, ils asafadaks xassolors
malik olan coxluglar ardicilhigim isara edak. 1) VkeN,F, cG;2)
YkeN,F, qapali vo mahduddur; 3) VkeNF cF,; 4)

Vke N,d, =dist(oF,,3G)= _ aiﬁnfﬂp(f,s):i, burada 8F, vo 4G

Juygun olarag, F, va G goxluglarinin serhadlaridir. Aydindir ki,

G=E}F,. F,(k=12,.) qapall ve mohdud goxluglarma Borel
k=l

lemmasimi tatbig edarsk G goxlufunu G--Tj};, saklinda, yani an
goxu hesabi sayda agiq parallelepipedlorin birl:lsmasi soklinda giistara
bilorik. G=ﬁﬁ, ayriligma Teorem 2.5-i tatbiq edarsk teoremin
isbatim almig ;—llanq <

SareasT 15. Gostarin ki, 1)-4) sertlarini ddoyen {F, ], ardicillig
var.
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T ar1F 2.5. Tutag ki, agg va mahdud G < R, coxlugu hesabwa}da
ciit-cilt kasigmayon sagdan agig {P, )., parall

P i birlag

yani G= UP, saklinds gastarilmigdir. Onda m(G) Zm P) adadina

d=l
G goxlugunun Lebeq dlgisii deyilir.
Teorem 2.3-do oldugu kimi géstarmsk olar ki, agiq va mohdud G
coxlufunun Lebeq Slgiisti onun rnuxtahf sokilde ciit-ciit kasigmayan
gdan agig parallelepipedlarin birl i kimi gistarilmasindon asih

deyil.
G goxlugu mohdud oldufiu iigtin sagdan agiq ela P parallelepipedi

var ki, G < P. Bu barabarsizlikdan alinir ki, Zm[ﬂ) sirasinm xiisusi
ksl

!
comlar  ardicillif {S,:Zm(}’,)} monoton  artr ve  yuxaridan

mohduddur. Onda Veyerstras teoremina gbra im(ﬂ] sirast yigihr.

]
Beloliklo, agiq va mehdud G goxlugunun Lebeq 8lgiisi m(G)20 va
m(G)< +eo xassalarine malikdir.

Misal. Tutaq ki, G hagigi oxun agig va mahdud goxlugudur. Onda
onu

6=U@.5.)2 £G. 5, €G: (@, 8,) @y, B )=,k ¥

soklinda gostarmak olar. Bu ayriligdan ve Teorem 2.4-dan

(@)= Somer,8)= (6, -x)

barabarliyini alms olarig.
Misal Daxili hissasi P =(a,,b)% (a3,b;)x .. (a,,b,) olan
istanilen parallelepipedinin Lebeq Blgiisit

m(P)=(, -a,): (b -a,)-... (b, - a,) adadina barabardir,
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Pc P oldugundan u{ﬁ]sm[}"}, ixtiyar: miisbat & adadi gotiirak.

Diagonali d, =Id- (d adadi P-nin diagonahdir ) olan P, c P
+&

=4

gortini didayan agiq P, parallelepipedine baxaq.

berabarsizliyinds & >0 sorti daxilindo limito kegorak m(p]sﬂ{}:]

borabarsizliyini alarig. Belalikla m{P)=» P).-_-[Eq -a)-(b,~a)-...(6,~a,).

TeorEM2T. Tutag ki, agig ve mahdud G < R, goxlugu an goxu
hesabi sayda ciit-ciit kasismayan agig {G,,k=12,..} coxluglarmin

fswe s
birlagmasi, yoni G=|_JG, soklinds géstorilmisdir. Onda  m{G)=> rlG)-
k=1 =]
isbati aydindir.
Tar!F 2.6. Tutag ki, F = R, qapali va mahdud goxlugdur. {s, }:’,
ciddi azalan miisbat adadlor ardicdlgid. Onda m(F)=limmi(G, )

adadina  F=(G, coxlugunun Lebeq olgtisii deyilir, burada
(]
G, ={xeR,:p(x,F)<g,}.

SeRB®ST |5LaRr a) Gosterin ki, anG,'; b)
al

m(F)=lim m|G,, ) limiti var; ¢} F qapali vo mohdud goxluun Lebeq
olgiisit {g,}7, ardiealligmin segiligindan asil deyil; d) Tutaq ki,
P=la,b)xa,,b,]x..x[a,,b,] F-i 6ziinds saxlayan an kigik qapah
parallelepipeddir. Gostarin ki, m(F)=m(P)-m(P\ F).

TEOREM2.8. Tutag ki, gapali va mahdud F coxlugu sonlu sayda

clit-ciit  kasismayan qapalt goxluglarm  birlagmasi gaklinda
gostarilmigdir, yani
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F=\JR (F, nF. =@, k=k).

A=l

n(F)= Yl

I sB a1, Umumi hal riyazi induksiya prinsipine gére aparildifi {igiin
F=F NF,(F,nF, =) halina baxmaq kifayatdir. Qapali goxlugun
lgtisiintin tarifindan goor ki, ixtiyan miisbat & adadi liglin

F &G, F, < Gim(G)<m(F)+ m(G,)<m(F)+ 5

sartlorini 8dayon G, va G, agiq goxlyglan var. G =G, UG, isaro edok.
m(F)sm(G)<m(G)+m(G,)<m(F)+ m(F,)+ 5
barabarsizliklarindan va & -nun ixtiyarihindan
m(F)<m(F,)+m(F,) *)
barabarsizliyi alinir,
FcG,Fcb,6nG =2

sartlarini 8doyan &,,&, agiq goxluglarini qeyd edok. F qapali goxluq
oldugundan ixtiyar milsbat £ adedi ligtin FcQm(Q)<m(F)+e
sortlorini 8daysn Q agig goxlugu vardir, ©Q,=QnG, (i=1,2) isare
edak. Aydindirki, Q, nQ,=@.

B+ m(E)<m(@,) + @)= m(@, U0, )sm(G)<mF) + &

barabarsizliklarindan va & -nun ixtiyanhgindan
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m(F,)+ m(F,)<m(F) *

barabarsizliyi alnr. (*) va (**)-dan m(F]=m{F.)+ m(Fl) barabarliyi
aliur, <

2.3. Lebeq

da lgiilon ¢oxluglar va onlann xassalari

Tutaq ki, £ < R, mshdud goxlugdur. Asagidakt kimi iki adad tayin
edak:

a) m'(E]:irggm(G), 1)

burada infimum E goxlugunu 8z daxiline alan biitiin agiq G goxluglar
{izra gotiiriiliir.

b (8= inf{z (e )& )r } @

k=l

burada infimum £ coxlufunun sagdan agiq parallelepipedlor
sistemindon ibarat biitiin miimkiin olan hesabi drtiiklari iizro gotiriilir.
TEOREM 2.9. R, -dan olan ixtiyar: mahdud E coxlugu tigiin

m'(E)=4'(E) A

barabarliyi dogrudur.
ispATIL EcG sortini 6dayon ixtiyan agiq G goxlugu gotiirak.
Teorem 2.6-ya gora G goxlugunu G=UP, soklindo gbstormak olar,
burada P, (k=12,..)-lar P safdan  agiq
parallelepipedlardir. EcG=f:jP, mitnasibatini 4" (E)-nin tarifinda
nezro alsaq 4" (E)<m(G) ba:barslzhylm alariq. Buradan da, G -nin

ixtiyarih@im nazara alsag,
46
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w(E)sm'(E) @)
barabarsizliyini alarg.
indi farz edok ki, Ec UP, (burada P, (k =1,2,..)-lar sagdan agiq
k=l

Alardi 1. a1 P

parallelepiy ) 1 & adadi

gitiirak ~ va
£, = —;’;—(k =1,2,...) kimi milsbat adadler diizaldok. Aydmdir ki,

PcPs n{ ]Sm(P)-w-s‘(k-i‘}. ) (5)

miinasibatlarini ddoyon agiq P (k=1.2,..) parallelepipedlori vardir. £

goxlugunun G, =UP:“ agiq goxluguna daxil oldugunu vo m*(E)-nin

kel
torifini nazara alsaq m'(E)<m(G,) berabarsizliyini alarq. (5}
miinasibatlarini bu barabarsizlikda nezara alsaq

m (5]42171{)’,)1- £

barabarsizliyini alariq. € -nun ixtiyariigindan gixir ki,
m'(E)< Y m(P:) (6)
ksl

barabarsizliyi dogrudur. (6) berabarsizliyini vo ' (E)-nin  tarifini

nazara alsaq
m'(E)s u'(E) ™
barabarsizliyini alarig. (4) ve (7) barabarsizliklarindan (3) barabarliyi

alinir, @
SorsasT ls. Tutag ki, £ R, mahdud goxlugdur.
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1 Igem
)=inf{fm(ﬂ):£c UP,}
[T k=1

klrm adad taym edak, burada infimum £ goxluunun biitin név
i istemindan ibarst olan biitiin miimkiin olan sonlu va
ya he:sabr ﬁrtﬂklsn fizra goitiiriiliir, Gostorin ki, u (E)= [E]

T 8 R:l F 27. Tuwag ki, EcR,  mohdud goxlugdur.
m'{E):i_Egm(G} dadina ( inf E goxlugunu &z daxiling alan
biitim agig G goxluglar: dizra gotiralir ) E goxlugamm xarici (Lebeg)
dlgiisii deyilir,

T e riF 28 Tuag ki EcR, mahdud  coxlugdur.
m.(E)=supm(F) adadina ( supremum E goxlufima daxil olan biltin

FeE
qapal F coxluglar: tizve gétipiliir ) E goxlugunun daxili (Lebeq)
dlgiisii deyilir.

R,-don olan moahdud goxluglarin xarici va daxili 6lgilarinin
xassalari,

I". Istonilon £ goxlugu ilgtin 0<m, (E)< m (E)<+eo.

2", Istanilen G agiq goxlugu tigtin m,(G)=m’ (G)=m(G).

3", Istonilon F qapah goxlugu tigiin m, (F)=m"(F)=m(F).

4'.9gor Ac B olarsa, onda m, (4)< m,(B), m* (4)< m*(B).

Isvm
5. Tutaq ki, Ac | J4, (“c” yerinda “="-lik da ola bilar). Onda

=l

m'[A}s"z‘;'m-{,:,),

fseate Zm (4,)=+e0 hah aydm oldugu tigiin tm (4,)<+o

k=l

halina baxaq. Bu halda aydindir ki, hor bir ke {l,2,.../ <40} ilgin
m'(4)<+o olacag. Istonilon milsbat & adadi gotirck ve

e =§-(k=1,2,,,,} kimi milsbat adadler diizaldok. m'(4,)-n torifine
gors
a8
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A, =GmlG)<m (4, )+ &, (ke {1,2,...0 s +0))

Ig4m
sertlarini 6dayon agiq G, goxluglan vardir. Aydindir ki, G, = UG.
agiq goxlugu ligin 4c UA‘ = UG miinasibstlari dogrudur. Buradan

k=t
m'(d)sml(G,) va  mlG,)< ZM(G,
kal
barabarsizliklarini alarg. Belalikla

m'(4)-nin torifine  goro

m’ (A)sm(co)s’gm(c,)s ":g'(m- (,4,)”,}:’}:"’,”- (4)+s .

Burada &-nun ixtiyarihfim nazers alsaq isbati talsb olunan
I<vm
m'(4)< Zm' (4,) borabarsizliyi almis olang. <

6°. Tutag ki, A= Uz!,(.{,n.d,, @k#k). Onda m(4 22;».(;4

=
fssAaTL Ovvalea [=p<+eo halma baxaq. Istsnilon mﬂsb@t £
odadi gotiirak va {1,2,..., p} goxlugundan olan har bir k& némrosi igiin
£
o Aom(E)>m.(4)--

gortlorini  Gdayan  qapalk F,  coxluglanm  qeyd edsk.
F, " F, =@ (k # k") oldugunu nezars alaraq

m.(A)a,{Qa]=§m(m>§m.(é.)-

miinasibatlorini almis olanq. Burada &-nun ixtiyanlhgini nazars alsaq
isbati talab olunan
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m,(4)2 im. (4.) ®

barabarsizliyi almig olangq.
indi iso ! =+ halina baxag. (8) barabarsizliyinden guar ki,

{tm,()i,)} monoton artan ve yuxaridan mehdud ardicilliqdir.
‘I-I

=]

Demali, Veyerstras teoremina goro onun limiti var, yoni Y m,(4,)
Le

sirast yigilir. (8) borabarsizliyinde p— +ee sorti daxilinda limito
kegarak m,(4)2 > m.(4,) borabarsizliyini almis olarig. <

k=l
QEYD. 6'-c1xassads A, N A, =@, k=k' sortlori mithiim sortlordir.
Masalon, A=A =[01]Ad=4 U4, olarsa, onda
m.(A)=1,m,(4)+m(4)=2  boraborliklori ~ 6-c1  xassonin
Sdanmadiyini giistarir.
7. Tutag ki, E coxlugu P=(a,b)x (a5, )x..x(a,.b,) agiq
parallelepipedinin alt goxlugudur. Onda

a) m'(E)+ m_[}-’\ EJ = m[!’] !
b) m'(h E] +m,(E)= m[j’]

barabarliklori dogrudur.
i58ATI Oger a) berabarliyinds E va P\E goxluglarmn yerlerini

dayissak b) barabarliyini alarig. Ona géra da a) barabarliyini isbat etmak .

kifayatdir.
Istanilan miisbat & adadi gdtirak. Daxili 8l¢lintin tarifinden istifade
edarak

FcP\E,m(F)>m, [}’\ E]-s i

50

RIYAZI ANALIZ -3

sortlorini &doyan har hansi bir qapah F coxlugunu geyd edak.
G=P\F agig goxlufunun £ goxlugunu 6z daxilinds saxladifimi vo
xarici dlgiintin tarifini nezars alsag

m'(E)< m(G}=m[I'>)— m(F)< m[}.’]— m[."’\ E) +8

miinasibatlarini, buradan da £ -nun ixtiyari olduugunu nozara almagla,
m'(E)+m, [P\ E] < H{P] (9)

barabarsizliyini almig olarig.
Yena do istanilon miishat £ adadi gotiirak. Xarici dlgiiniin torifindan
istifada edarak

EcG,m(G)<m (E)+ g .

sortlorini &dayon hor hansi bir agiq & goxlugunu geyd edok.
G, =8AP ilo E-ni 6z daxilindo saxlayan agiq goxlugu isara edok.

& = 5(¢) miisbat adadini elo segok ki, P - daxili sorhad zonasi olan

2. =P\(a, +6,b, - 8]x[a, + 8,5, ~ 8]x---x[a, + 8,b, - 6]

apq P, coxlugunun Lebeq Blgiisii m(ﬁ):; olsun. Aydmdir ki,

G =G, VP, agq goxlugu P parallelepipedinin alt oxlugudur va onun

Lebeq Slgtistt m(G)<m"(E)+ & barabarsizliyini 5deyir. F=P\G isaro
edok.
£ [[a1 »I"'l]>< [a:’bllx ""‘[a-’anﬁ(R- \ G)

barabarliyinden ¢ixir ki, F qapali goxlugdur (burada bu fakt asasdur!).
Fc P\ E baraboarsizliyindan gixir ki,
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m,[i-’\ E]z m(F)=m[}")- m(G)> m[."’)-— m'(E)-s i

Buradan & -nun ixtiyanligini nazara alsaq,
m'(E)+ m,[PiE]Zm(a;') (10)

barabarsizliyini almig olang. (9) ve (10) barabarsizliklarindan

m'[£]+m.[f"\ E] = n{fv}
barabarliyi alinir. <

Natice. m' (E)-m,(E)= m'[."’\ E] —m_(a;’\ E]

T o ri¥¢ 29 Tuag ki ECR, mahdud ¢oxlugdur. Ogar
m,(E)=m’(E) barabarliyi édonarsa, yani onun daxili va xarici élgiilari
barabar olarsa, onda E coxluguna olgiilan ( Lebeq manada ) ¢oxlug
deyilir.

yDaxiﬂ va xarici dlgiilarin ortag giymatloring E goxlugunun dlgiisit
deyilir va m(E)=m, [E]=m'(£) kimi igara olunur.

M isal. Bir elementli goxlugun 8lgiisii sifirdir.

Tutaq ki, E={a:acR }. Morkozi a ndqtssinds Glgilsil ixtiyan
miisbat & adadino borabar olan agiq parallelepipedlar a ndqtesini
dziinda saxlayan agiq goxluglar igarisinds oldugn tglin m'{E]Ss
boraborsizliyi Sdanecekdir. 0<m,(E)<m’(E)<& berabarsizliklarinden
va &-nun ixtiyar olmasindan m(E)=0 baraborliyi alir.

Olglinin ve &lgiilan goxluglanin xassalori 6z oksini agafidaki
teoremlarda taprmigdir.

TeoRrEM 2.10. Qapal va agig coxluglar dlgiilandir va onlarm yeni
tayin olunan élgiisii avvalki dlgiisii ila dist-tista diigiir.

Isbat: daxili va xarici dlgiilorin 1 v 2° xassalarindan gixir.
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TeorEM 211, Tuag ki, E P agig parallellepipedinin alt

goxlugudur. Onda E va P\E ¢oxluglar: eyni zamanda ya él¢iilir, yada
ki, dlgtilnir.
isbat: daxili va xarici lgiilarin 7" xassesinin naticesindan grar.
TEOREM 2.12 (Olgiimiin tam additiviik xassasi). Tutaq ki, mahdud
E ¢oxlugu an ¢oxu hesabi sayda ciit-ciit kasismayan olgiilan oxluglarm
birlagmasi gaklinda gdstarilib, yani

Itvm
E=|JE (B, nE. =@ k=k).

k=l

Onda E goxlugu élgiilandir va

m[E)=rgm(E, )

barabarliyi dogrudur.
{58 a7 Daxili va xarici Slgiilarin 1°,5°,6" xassalorindan va
dlgiilan goxlugun tarifindsn
Igsm

Snle)=Sm @) <m E)<m E)s S (6,)= Sm)

miinasibatlarini, buradan da teoremin isbatini alnis olang. <
M i s al. istonilon parallelepipedin sarhaddinin 8lgiisit sifirdir.

Tutaq ki, P ixtiyan novli parallelepiped, P onun daxili, T" is onun
sarhaddidir. Aydindir ki, }"( agiq), T[(gapal) goxluglan olgillir,
j’r‘\I‘ = va P= Pu I'. Teorem 2.12-dan goar ki,

rn(P): M(PJ + m{].").

Buradan, daxili hissasi P=(a,,b,)x (a,,6,)x...x (a,,b,) olan istoni-

lon P parallelepipedinin Lebeq dlgist m{P)=(6,~a)-(b,~a,)-..-(,-a,)
adading boraber oldugu Ggiin (bax, Torif 2.5-don sonra galen ikinci
misala), m{i‘]z 0 barabarliyi almr.
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Misal. Ongoxu hesabi goxlugun dlgiisti sifirdir.
Twsq K,  E={2,0na}eC R mlia)=0(=12..),

£=’:L:J:'{a.} m(E)=0

barabarliyi alinir,

TEoRE M 2.13. Sonlu sapda slgiilan coxluglarn birlagmasi olgiilan
coxlugdur. .

iseaTu Sadalik Uglin iki goxlug olan hala baxaq. Tutaq ki,
E=E UE, , bela ki, E va E, goxluglan dlgiilan goxluglardir.
Olgiiniin tarif'ma gdra istonilan milsbat £ adadi dgiin

barabarliklorindon va Teorem 2.12-dan

F,cE, <G, m(G,)- m(F)< (k=12) an

sortlorini 6deyan gapahi F,(k=12) ve agiq G, (k=1,2) goxluglan
vardir. F, =F, UF, va G,=G, UG, isaralomalari aparaq. Aydindir ki,
agafidakilar dogrudur:
iy FRcEcG,;
iy m(F)sm,(E)<m (E)sm(G,) ;
i) G, =F,u(G\F){k=123);
iv) F,n{G\F)=2{k=123);
v) G, \F,=G, n(R,\F,)(k=123);
vi) G, \F,(k=1,23) goxluglar agiqdir;
viiy m(G, \F,)=m(G,)-m(F, )k =123);
viii) G,\F,c{G \F)u(G,\F);
ix) m(G,\F,)<m(G\F)+m(G,\F).

i), ix) va (11)-dan

m*(E)—m.(E)sm(G,)-m(F,)<e (12)
barabarsizliyi alimr. (12)-ds £-nun ixtiyvan oldufunu nezars alsaq
teoremin isbatini almig olarig, <

TEeOREM 2.14, Sonlu sayda dlgiilan coxluglarin kasismasi dlgiilan
coxlugdur.
54

e

RIVAZI ANALLZ -3

I
Isaati Tutag ki, E=[)E, ,beloki, £, (k=12,..

(2]

dlgiilon goxluglardir. £, (k=1,2

1) goxluglan

,,_‘,!] goxluglarim Sziinds saxlayan P
- ’ -
agiq parallelepipedini gotiirak. Aydindir ki, PAE = U(P\ El]. Teorem
A=l

2.11-a gbra ."3’\1".‘i (k=!,2,..,,.’} goxluglari Glglilandir. Teorem 2.13-2

giira Il-’\E goxlugu dlgiilondir. Demali Teorem 2.11-a gra E goxlugu
dlgtilandir, <

TEOREM 2.15. Iki slgtilan goxlugun forgi 6lciilandir.

Issati E va E, dletilon coxluglarn fargini £ = E, \ E, ila isars
edak. E, wo E, dlglilon goxluglanm oziinde saxlayan P agiq
parallellepipedini  gotiirak.  Asanhqla  yoxlamag  olar ki,

E=E, n[i’\E,]. Teoremin isbati bu barabarliya Tecrem 2.14- il

tatbiq etmakla sona gatdinbir. <
NaTica. dgor E, < E, olarsa, onda m(E, \ E,)=m(E,)-m(E,) .

T e oREM 216, Hesabi sayda olgiilan  coxluglarm birlagmasi
gaklinda gdstarila bilan har bir mahdud goxiug dlgilandir.

[sB AT Tutag ki, £ mohdud goxlug, E, (k =1,2,...)-lar dlgilan
coxluglardir  vo E=DE, . E=E,E =E \sz, (k=1,2,...)
goxluglarina baxaq. Asanl,l;;la yoxlamaq olar ki, bu ye:i daxil o!unmus
E, (k=1,2,...) goxluglan clit-ciit kesigmir, Slgiilondir va E= UE‘

barabarliyi dogrudur. Sonuncu barabarliys Teorem 2.12-ni tatbiq etsak
teoremin isbatint almug olang. <

T E O REM 217, Hesabi sayda dlgiilan  goxluglarim kasigmasi
dlgitlandir.
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issa7i Tutag ki, E (k=12,...)-lar dlgiilan goxluglardir va
E= ﬁE* . E,-i bziinda saxlayan P agtq parallelepipedini gitiirak vo
k=l
E, =PA E, [k=l.2,,"} goxluglarina baxaq. Onda

£=.5n£=ﬁm[ﬁ£,)=ﬁ[ﬁ*n£,]=|jz-:, :

B=l k=l

Teoremin isbati j’\EuU[f’\E,J barabarliyinden, Teorem 2.11-
k=
dan va Teorem 2.16-dan alinir. <
SearBasT |5 Tutag ki {E» }:'_‘ dlglilan  goxluglar ardicilli
monoton artir, yani
EcE,cEc..

sartlori Gdanir. Sgar E =UE‘ goxlugu mahdud olarsa, onda o lgiiliir
=l

° m(E)=limm(E,) .

SarsosT 15 Tutaq ki, {E,}7, olgilon goxluglar ardicillif
monoton azahr, yani

EoE,>ED..

sortlori 6donir. Onda £=(E, goxlugu slgiilir vo m(£)= limm(E, ) .

k=l
L ila R, fozasimin mahdud va &lgiilan goxluglar fazasini, 2° il ise

kontinuum gilclil goxlugun biitiin alt goxluglar sisteminin giiciinii isara
edak.

TeorEM 2.18. E:z‘.
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[spaTL Qg ila R, -in biitin miimkiin olan alt goxluglar sistemini
isara edok. I <, va R_ =c¢ oldufunu nszars alsag L_: £
borabarsizliyini almis olang, R -in  m(M)=0 va M=c sortlorini
gdaysn har hanst bir mahdud M goxlugunu gétiirek. A goxlugunun
biitiin miimkiin olan alt goxluglar sistemini ©,, ila igars edak. Q,, = I’
oldugu tiglin L =2 barabarsizliyi do dogrudur. Belalikls L_: =2".4

SorRBOsT IS Gbstorin ki, istenilon miisbat slgiilii goxlugun
lgiilmayan alt goxlugu var.

2.4. R, fazasinda geyri-mahdud goxluglarin Lebeq dlgiisii

istanilan v natural adadi gitiirak va markazi koordinat baslangieinda

Vv v v v Vv
tili v -ya barabar olan K, =| ——,— || ==, = |%-oox| =< ,— | kub
L ; [ 2 2}{ 2 2] x( 2 2] e

baxaq. Aydindir ki, R, =| X, .

=

Teorlr2.10. Twag ki, E R, -in ixtiyart ¢oxlugudur. Ogar istanil

&

v natural adadi tigiin mahdud E, =EnK, coxlugu olgilan olarsa,

onda E -ya dlgiilan goxlug deyilir va Iin} m(EK'} limitina E goxlugunun

(Lebeq) olguisii deyilir.
E goxluunun (Lebeq) dlgiisi m(E) kimi isars olunur. Belaliklo

torifa goro m(E) = limm(E, ).
Qeyd edok ki, 0<m(E)< +o.

SerpasT |5 Torifds {K,} ardicilis avazina R, =| JM, sortini
wal

Sdoysn istonilon monoton artan, mohdud ve &lgtilan {M,} goxluglar

ardicilifim gotiirmok olar.
M isal Istenilen n natural adadi igiin R, goxlugu olgiilendir va

m{R_]:m.
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Misalin  dogrulugu R, =R, NK, =K, vo m(K,)=k"
barabarliklerindan gixir. o

M is al istonilon hesab goxlug (mohdud ve ya qeyri 1)
dlgiilondir va onun Slgiis sifra barabardir. )

Tutaq ki, A hesabi goxluqdur. Istanilon v natural adadi Ggiin
A, =ANK, goxlugu mahdud va an goxu hesabi goxlugdur. Onda 22

bondindaki uygun misala gora istenilan v natural adadi  lglin
m{AK }:0 olacaq. Buradan da, tarifa gors, m(A)=0 berabarliyi alimr.

M is a . Qeyri-mahdud E=U[k,.i-+ EI'] goxluggunun Slgiisiinii

kel

tapun.
Asanhgla yoxlanilan

kk+ _;‘I,— v=2s+2olarsq

k=l
vV i
By =En&=£ﬁ(—i,2]! [qk'hi'.}.D\{_g+%},v=%+lo.‘arsﬂ
Jel

=12

sl Sl b v

barabarliklordan guar ki,

m(E)=lim mlE, )= lim mE, )= lim mlE, )=

G | 1 _
511112[2 + 2 * ?-3 +..‘)—I

Asagidaki sortlogmalori gabul edak:
istanilon miisbat a adadi ligiin

1). a+(+o)=+0, +m+a=+wo;
2). 4+ —a=+w0;

3). (+)-a=40, a-(+m)=-+e;
4). +o+(+e)=4+m
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5). (+ ) (+ )= 40

) Asanhgla gostarmak olar ki, bu sortlogmsler daxilinda, 2.2 bandinds
isbst_ olunan teoremlar (Teorem 2.15-in naticosindan basqa) Slgiilan
qeyri-mohdud goxluqlar iigfin do dogrudur.

SaRrRBIST 1§ 2.2 bandindski teoremlari dlgiilan geyri-mahdud
goxluglar ligiin isbat edin.

2.5, Calismalar
2.1.

1). P=[a,,b|x[a,,b,]%...x[a,.b,] qapali parallelepipedinin nego a)
tapasi, b) tili,c) ikitizlii bucagi va d) n-1 &lgiild iz var?; onlardan
negasi sagdan agiq P= [a,,br}xia:,b!)x,._x la,,b,) parallelepipedina
mansubdur?

° 1 1
2). A:U[l - i J= i-l-]x[ﬂ,—]-] coxlugunun &lgiisiinii tapin.

= 2+

= 1
3). B= U[l - 2}..,]) % [ zli , 2!_;) coxlugunun dlgiisting tapin.

kel

4). Tutaq ki, O parallelepipedi P  parallelepipedinden

HiP

Te=cx(@>0,xeR,) oxsarhq gevirmosi ila almib. Gosterin ki,
m(Q)=a"m{P).
5). Gostorin ki, R, fszasinin A={r=(x,0)x eR} coxluunu
dirtan (yani ACUR sortini 8dayan) va Glgiilarinin comi istonilan
k

miisbat & adadindon kigik olan hesabi sayda sagdan agiq F, (k=12,..)
diizbucaqhlar sistemi vardir.

6). 5-ci masoleni R,-ni R, ila, R-i R,_,-la vo “diizbucaqhlar”
ifadesini “parallelepipedlar” ifadasi ila avaz edarak hall edin.

7). Tutag ki, A={(x,f(x)):xelab]} coxlugu [a,b] pargasmda
kesilmaz olan f(x) funksiyasinin grafikidir. Gosterin ki, 4 goxlugunu

drtan (yoni Ac| R sartini odoysn) ve dlgiilorinin comi istonilan
i [
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miishat £ adadindan kigik olan an goxu hesabi sayda sagdan agiq
P, (k=1,2,...) diizbucaghlar sistemi vardir.

8). Gostorin ki, R, fozasmin sagdan apq P ve Q
parallelepipedlorinin  P\Q forqini 4-dan gox olmayan ve ciit-ciit
kesismayan sagdan agiq parallelepipedlorin  birlegmasi  soklinda
giistarmak olar.

2.2,

1). Kantorun G, goxlugunun élgiisiini tapin.
2). Kantorun P, g¢oxlugunun dlgiisiinil tapm.

3). Géstarin ki, Ox oxunda yerlagon istanilan £ g¢oxlufu (hatta o
diiz xatda dlgiilon olmasa belo!) Oxy miistavisinda &lgiilondir va onun
miistavi dlgiisii sifra barabardir.

4). Heg olmasa bir daxili ndqtasi olan goxlufun Blgisii sifir ola
bilarmi?

S). Fclablla<b), Flab] va m(F)=b-a sortlarini ddayen
qapah F goxiupu varm?

6). Kantorun P, goxlugundan istifada edorok Azu[x- 1 2+ 1]

S 20020
goxlugu dilzaldak. m{A}=?

7). [0.1] parcasinda, dlgiisii verilmis a{0<a<1) adadina bsrabar
olan, heg yerds six milkammal goxlug qurun.

8). Tutaq ki, Ac[0j] olgilen goxlugdur. Gostarin ki,
fx)=m{4~[0,x]) funksiyas: [0,1] pargasinda kasilmazdir.

9). G= (I],l] \ {—;, ke N} agp1q goxlugunun lgistind tapin.

10). R, fozasinn G =|\_’|(l.'|,l)x|:2]j ,2:4] ap1g goxlugunun tlglisiing
k=)

tapin.
11). R, fozasmin F= {(x,y,z]'.x' <hiy+ls2l<z 54} qapah
goxlugunun dlgiistini tapin,
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12). R, fozasin F={{x,y,z):x" ~3x+2<0; iMshizi<2} qapal
goxlugunun letisting tapm.
13). R, fozasinm F ={(x,y,z]:;x+ 2s3ly-1js2 z=4} qapali
goxlugunun Slgiistinii tapin,
14). R, fazasmm
F= {(x,y,z):xe [0,3:!}(‘\{::0 <sinx s%}; 0sys %;os z $l}
gapal goxlugunun Slgiisiinii taptn.

2.3.

Asafidaks coxluglarin élgiilarini tapin.

1. E={xy)er: [+|s=1}.

2% E={(x,y)ER,:xSys-vx;|.l1+!y{<2}.
N.E={xy)eR,: 4 <k|signdsy<2}.
4). E:{(x,y}eR,: |x|£1;x—ls_v(x+1},
5). E={(x,y)eR,: Os.ts;r;|y]55inx},
E)AEE{(x,y)eR,: 2|,\1—1$y<|x|+1}.
7. E:{(x,y]eR,: 0<x<hsy<e].

Gostarin ki, asafidakn goxluglar 6lgiilandir va onlarin Slgiilorini
tapin.

8). E={{x,y)eRz : 05::4—21—; [x’]Sy <[.!r1 + 1]} ([a] simvoluils a
adadinin tam hissasi isara olunmugdur).

9. E:{[x,y)e R;: USx<4;[x]Sy< [x]-&- 2}‘[}_
Géstarin ki, asagidak: goxluglar &lgiilondir.
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10). E={reR,: sinx>0};
1). E={xeR: 0<cosx<l};
12). E:{xER,: x EQ};
13). E={xeR: sinxe Q)
14). Tutaq ki, E, < (o) (x =1,2,...p) Vo im{E,]:-p—l, Giistarin
k=l

i, m[ﬁﬁ))(},

d=l

Asagidaki goxluglarin lgiilarini tapm.

15). E= {xe(——m‘+m]:|arcfgﬁ5{}.

16). E = {re [0,27]): arcergx <1}.

17). E={re (- o,+0):Inx~n5 <0}.

18). E={xe[3,4]:3sin* x + 4sinx -7 <0}.
19). E= {x (—wm} 3sin’ x + 4sinx -7 = 0}
20), E={re0,x]:4sin2xcos2x - 220}
21). E={xe(- o) sinx + z(x)21},

1, x rasionaloldugda,
nla x(x)={0’ x irrasional oldugda.
2). E={re(co):3-2:<7},

23). E={xe[—m,+m} 23E2—2§}T-x >0}

24). E ={xe (- w,+0):log, (x-2)<3}.

- Dirixle funksiyasidir.

24.

Gostorin ki, asagadaki goxluglar olgiilandir ve onlann Blgiilarini
tapin.
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. E=U[2=,2l + l]_ 2). E:O[‘fﬁ,ﬁiﬁ)_
T8 v
3). E =U[k‘ K+ _-_]
k=l

kink

4). E={{x,y)eR,: x20x]sy<[x+1} (Ja] simvolu ila a
adadinin tam hissosi

igara olunmusdur).

5). E={[x,y}eR2: xz O;Ex’]s,vdlr’ +1]}.

6). E:{(x,y)e Ry:x=0; [x]sy<{x]+ ;ﬁf} .

7). Sonsuz lgiilii monoton azalan {4, };, coxluglar ardiciiligr qurun
ki, onlarin nA, kasismasinin dlgiist

ksl
a) +o0-a; b) istanilan miisbat & adadins; ¢) 0 -a barabar olsun.
8).Ela sonlu 8lgiilii monoton artan {4, |7, ¢oxluglar ardicilligi qurun

ki, onlarin UA, birlagmasinin dlgiisii
=

a) +0-a; b) istonilon miisbat & adadina barabar olsun

2.6, Cavablar va giistariglor

21

1).a) 2", b) n2"", ) n{n=1)2">, d) 2n. Onlardan P-ya mansub
olanlar: 2) 1, b) n, ¢) "(" ‘] d) n.2). m(A)=-2.3]. m(B):—:l;.S].

k k

Sagdan  agig P‘E[_i'i]x[oﬂ ][&-12 ) duzbucaghlar

sistemina baxmn. 7). Kantor teoremindan istifada edin.
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2.2,

D). m(G,)=1.1). 2). m(P,)=0.3). 2.1-in 5-ci misalndan istifada
edin. 4). Xeyr. 5). Xeyr. [a.b]\F goxlugunun an azi bir daxili noqtasi

var. 6). m(A): %; Gdstarin ki,
PRAE T
209 20 9 203 20
7

201 1) 8 1 1]
e g e el L e B e
3 2009 20) L9 207 20

7). ., =1-a sertini 6dayon, miisbat hadli, har hanst bir a1,
k=1

ardicillifn  gotiirak. [U,I] pargasindan markazi ;-da uzunlugy @, -2
barabar intervali atag. Markszlari galan iki pargalarin markozlorinda,
uzunluglari isa i-;!-ya barabar intervallari ataq. Markazlari qalan dérd
pargalarin morkszlerinda, uzunluglan isa -g;--ya barabar intervallari

ataq va s. [0.]] pargasinin qalan alt goxlupu talab olunan goxiugdur. 9).
m(G)=1.10). m(G)=1.11). m(F)=24.12). m(F)=8.13). m(F)=0

4
14), m{F)= 3
23.
1. m(E)=2.2). m(E)=2.3). m(E)=2.4). m(E)=4.5). m(E)=4.

6). m(E)=4.7). m(E)=8.8). m([s'}:—;— . Gistarin ki, E=[o,-'2-]x[n,1).

E= U[[k,k #1)x [k.k + il*_]] :

k=l

9). m(£)=1§-‘ Gostarin ki,
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14). E;=(0,) g
). E =(0)\E, (k=12,...p) goxluglan daxil edib »:[UE;]«

borabrsizliyini gistordikdan sonra ﬁsi ={n.1}\[j£; barabarliyinden
o : k= al

istifado edin. 15). m(E)=2. 16). m(E)=175z. 17). m(E)=5. 18).
m(E)=1. 19). m(E)=0. 20). m(E)=0.25x. 21). m(E)=0. 22).
m(E)=7.23). m(E)=24.24). m(E)=38.

24,

1). m(E)=+.2). m(E)=+w.3). m(E)=+m.

4). m(E)= 4w . Géstorin ki, E=Q{[&,k +1)x [,k +1)).

5). m{E)= 4o . Gostarin ki, £=Q(If?:, ik +1)).

6). m(E)=2. Gostorin ki, E=g[[k,.fc+i)x|:k,k+-2-];]]. 7. a)

4 =[— ;,m) (keN) coxluglarma baxm; b) (-0,0] arahfindan

Olglist & adadina barabar olan hor hansi bir £ goxugu gotiirilb
A, =EU{kq4o)(keN) soxluglarma baxin; ) 4, = (k,+e0){k e V)
oxluglarina baxm. 8). a) 4, =[0,k[(ke N) ¢oxluglarina baxmn; b)

n,> ! sortini 8dayan natural adad gotiirb 4, -—-[O,a . ](x eN)
o n+k

goxluglarma baxm.
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OLCULON FUNKSIYALAR VO ONLARIN XASSOLORI

3.1. Olgiilon funksiyammn torifi va bezi sada teoremlor

SBRTLAOSMBLAR:

a) Burada (4-cii va 5-ci fasillorda do) R, fazasimm alt goxluglarinda
tayin olunmus haqiqi qiymatli funksiyalara baxilacag;

b) dlgiilan goxluq dedikda Lebeq manada dlgiilon goxluq nazards
tutulacag;

c) x ila R, fozasimin x =(x,%,...,x,) elementi isara edilocak;

d) qapal: parallelepiped dedikda, n=1 olanda [a,b] tipli parcalar,
n=2 olanda [a.b]x[c,d] tipli diizbucaghlar, iimumi halda isa
P=[a,b]x[a,b,]x...x[a,.5,] tipli parallelepipedlor nazarda tutulacaq

Torie3.) Bgar E coxlugu va istanilan a haqigi adadi iigiin
E(f>a)={xeE: f(x)>a} coxluglarmm hor biri olgilan olarsa,
onda deyirlor ki, E coxlugunda tayin ohunmus [/ (x) funksiyas: E
goxlugunda élgiilandir.

TeoRrEM 3.1 Sifir dlgilit goxlugda verilmis har bir funksiya
dlgiilandir.

isBATI Sifir 8lgilii goxlugun istanilon alt goxlugu Slllen oldugu
tigiin E(f >a)c E berabarsizliyindan grar ki, istonilon a hoqigi adadi
tgiin E(f > a} goxlufu dlgiilendir. @

TEOREM3.2. Tutag ki, f(x) funksiyasi E oxlugunda &lgiilandir.
Onda f(x) funksiyast E coxlugunun istanilan 6lgiilan alt ¢oxlugunda
slgilandir,

isBaTI Tutaqki, 4. E -nin dlgiilen alt goxlugudur,
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Alf>a)= {xeA',f(x)> at=AnE(f >a)

berabarliklarindan goar ki, istsnilen & haqiqi sdadi Gigiin ai(f > a)
goxlugu Slgiilondir. < )
TEOREM3.3. Tutag ki, f(x) funksivasi E, (k=12,...,] <+)

lasm
goxluglarin har birinda élgilandir vo E= UE, olgitlan goxlugdur,
k=1
Onda f(x) funksivas: E goxlufamda da dlgilondir.
dgvm
issati E(f>a)=|JE(f >a) borabarliyinden gixir ki, istanilan
k=

a haqiqi adadi tigiin E(f > a) goxlugu 8lgiilandir. <

ToariF32 Ogar o xassasi E coxlugwmm, algiisii sifir olan alt
coxlugundan basqa, biitiin niqtalorinda ddanarsa, onda deyirlar ki, @
xassasi E goxlufunda sanki har yerda ddanir.

T a R | F 3.3. Ogar élgiilan E ¢oxlugunda verilmis [ (x} va g(x}
funksiyalar: figin  mE(f # g)s{xe E: f(x)= gl =0  barabartiyi
Sdonarsa, onda deyirlor ki, f(x) va glx) funksiyalar: E coxlugunda
sanki har yerda barabardir.

T o R | F 34, Sanki hor yerds barabar olan f(x) va glx)
Sunksiyalarina ekvivalent funksiyalar deyilir va f~g kimi isara
olunur.

TeoRrREM34. Ogar E coxlufunda ekvivalent olan f (.\:} va g(.t)
funksiyalarmndan har hansi biri dlgilandirsa, onda digari da élgiilandir.

{sBaATL Tutaq ki, f(x) funksiyast E goxlugunda 8lgiilandir.
A=E(f #g) vo B=E\A coxluglanna baxaq. Sarta géro miA)=0.
Demali g(x) funksiyas: 4 goxlugunda &lgiilondir (Teorem 3.1-a géra).
B goxlugunda ise f(x) vo glx) funksiyalan st-iisto diigiir. Demali
g{x) funksiyasi B goxlugunda da dlgtlendir (stinki f(x) Slgtlandirt).
Belsliklo g(x) funksiyasi £=A4u B goxiugunda da tisiilondir. <.

TeoreM3.5. Olgiilan coxlugda sabit olan funksiya dlgillandir,

[ snaTL Tutag ki, f(x) funksiyasi dlgitlon E goxlugunds C
adadina barabardir. Teoremin ichat: istonilen a adadi iigiin dogru olan
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E,a<C olarsa,

E( >a}={®, azC olarsa

berabarlikdan ahimir. < . )

N aTtica 1. Olgiilan goxlugda sanki har yerda sabit olan funksiya
Slgiilandir. _

NaTtlca2, P parallelepipedinds hissa-hisso sabit (pillavari) olan
funksiya dlgtilandir.

TEOREM 3.6. Tutag ki, élgilan E coxlugunda f(x) funksiyast
verilmigdir. Onda asagsdak: hokmisr ekvivalentdir:

(i) istonilon a adadi digiin E(f > a) goxlugu slgilandir;

(i) istanilan a adadi digin E(f < a) coxtugu dlilandir;

(i) istanilon a adadi figin E(f < a) goxlugu olgiilandir;

(iv) istanilan a adadi figiin E(f = a) goxlugu slgiilandir.

issati ()= (). E(f <a)= E\E(f > a) baraborliyindan alimr.

(HE (iii). E(f <a)= L:lE[f <a- :C] barabarliyindon alinir.
k=l
(i) = (). E(f = a)= E\ E(f < a) borabarliyindsn alinir.
(W)= (). E(f>a)= UE[ fzat l] borabarliyindan almir. <
ksl

Qevopl. E(f=a)=E(f2a)\E(f >a) berabarliyindan gnur ki,
agar f {x) funksiyas1 &lgiilondirss, onda istenilon a odedi lglin
E(f = a) coxlugu dlgiilandir,

Q £ Y D 2. Bu teoremden guxir ki, onun har bir htkmiini Slgiilon
funksiyamn tarifi kimi qabul etmok olar.

Lakin asagidaks misal gostorir ki, istanilon a adadi tigin E(f =a)
coxiugunun Blgitlmasinden f(x) funksiy Sleillonliyi grxmir.

Misal [0,1] pargasmin har hansi bir dlgiilmayan 4 alt goxlufunu
gotlirak va E = (- c0,4e0) arahginda

x, x € A olarsa,
f(x) & {- x, x€ Aolarsa -
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kimi funksiya tayin edak.
A=[040)\ ([01]\ A) L (1,400))

baraborliyindon eixir ki, {[0,1\ A)U (1,40} Blgtlmayen goxlugdur,
Onda

E(f <0)= 01\ A)u (1, +20)

barabarliyindan grxir ki, f(x) slgiilmayan funksiyadir. Lakin E(f = a)
ya @, ya bir ndqtali, ya da iki noqtali goxlug oldugu @igiin istenilon @
adedi ligiin E(f = a) élgiilon goxlugdur.

Teorem3.7. P parallelepipedinda verilmis va kasitmaz olan f(x)
Sunksivas dlgfilandir.

IsBATIL Gostarsk ki, istonilon @ adadi tigiin F = P(f < a) qapal
goxlugdur. Tutaq ki, x bu goxlugun limit ndqtesidir ve
am—nm(x“eﬁ"]. f(x) funksiyasimin kesilmazliyini, A <alken)
barabarsizliklerini vo barabarsizliklorda limita kegma teoremini nazara
alsaq f (x["’)Szz ,yoni ¥ e F oldugunu almig olarig. Belalikla F
¢oxlugunun limit néqtalari ziino daxildir, yoni o gapal goxlugdur.
Qapalt goxluglarin &lgiilon olmasim va Teorem 3.6-m nazora alsaq

teoremin isbatini almis olarig. <
TarlF3.s.

. (x]* 1, x e M olarsa,
“ 0, x e M olarsa

Junksiyasina M goxlugunun xarakteristik funksiyas deyilir,

TeorEM3.8. Tutaq ki, M bl¢giilon E goxlupunun hor hanst bir alt
goxlugudur. Onda M coxlugunun &lgiilan olmasi ligiin zaruri va kafi
sart onun xarakteristik funksiyasimin £ goxlugunda lgiilan olmasidir.
Teoremin isbati
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F,azl olarsa,
Elz,(x)> a)={ M, 05 a<lolarsa,
E,a<0olarsa
miinasibatindan alimr. <

3.2. Olgiiton funksiyalar iizarinda amallar

TEoRrEM3S, Tutag ki, C sabit odad, f(x) iso E goxlugunda
slciiton funksiyadir, Onda 1) f(x)+C, 2 Cf(x). 3 7Gx}, 9 fix) va

5 ?—E—}(f(x): 0) funksivalarn da E  goxlugunda dlgulan

Sfunksiyalardir.
tseaT 1) E(f +C>a)=E(f >a~C) barabarliyindon, 2) C=0
oldugda Teorem 3.5-dan, C #0 olduqda isa

E[f> ;}vaﬂ olarsa,

.E(q‘wa]: 5(f<%],€40 olarsa

barabarliyindan, 3)

a<( olarsa,

Eﬁf - d') {E(f <-a)UE(f >a),a>0 olarsa
barabarliyindan, 4)

a<0 olarsa,

5r*>a)= {E&ﬂ> J"alabl] olarsa
barabarliyindan va 5)
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E(f >0), a=0 olarsa,

E{} >a]= E(f>0]nE(f< :_:]’ a>0 olarsa,

E(f> U)u[E(f & (I)r\E(f < -:;]],Mo olarsa

miinasibatlarindon gixir. <

Q e v o |[flx) (vo ya £(x)) funksiyasmin 8lgtilmasinden,
fimumiyyatls, f1 {x}-in Slgiilmayi gromir.

Misal [0.!] pargasinin har hansi bir dlgiilmayan A alt goxlugunu
giitiirak va

(x)= 1, xe A olarsa,
-1, xe[0,1]\ 4 olarsa

kimi funksiya tayin edak. |/ (x} funksiyasi [0,1] pargasinda eynilik kimi
vahid oldugu iigiin 8lgiilen funksiyadir. E(f >0)= A4 barabarliyinden
vo A-nmn tayinindan ahmir ki, f(x) 6lgilmayan funksiyadir.

Nivbati teoremda agagidaka | dan istifada ol

LEMMa 3.1 Ogar fl (J:) va g[x] Junksiyvalart E coxlufunda
slgtilandirsa, onda E(f > g) coxlugu olgilandir.

is8aATI Q- rasional adodlor goxlug biltitn el larini
Kyt he.. §oklinds ndmralaysk. Asanligla yoxlamlan

E(r > 8)=UJ(B( >r)nBlg <)
barabarliyindan lemmanin isbatt alinur. <
TEOREM3.10. Tutag ki, f(x) vo glx) fimksiyalar: E ¢oxlugunda
olglondir. Onda 1) f(x)-g(x). 2 f)+glx), 3) fx)glx) va

7
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y &)

e
Ispati 1) E(f-—g>a)=E(f>a+g) barabarliyindan va Lemma
3.1-don, 2) f(x)+glx)=f(x)-[-g(x)] boraberliyindan, 3)

(r(x)#0) funksivalarr da E goxlugunda &lgilondir.

1)) = {76+ gGIF L) - g}

g g(x} 1 "
eyniliyindon vo 4) 2371 = g(x): —~ barabarliyindan gnar. <
7G) 16

TEOREM3.11. Twag ki, f,(x)(k=12,...I, e N) funksivalar: E
coxlugunda élgiilandir. Onda

o(x)=max{£, (2} vo y(x)=min{7, (<)}

Sunksivalar: da E goxlugunda élgiilandir.
IsBaTL

w(x)=min{/, ()} = -max{- £,(x}

barabarliyina gora teoremi @(x) funksiyas Gigiin isbat etmok kifayatdir.
Umumi hal riyazi induksiya prinsipinden ve {=2 halindan alindifa
iigin /=2 olduqda ¢(x) funksiyasmm 8lgiilen ol gostarmak
kifaystdir. Bu hal isa

ox)=max{f () £, ()= )+ f.z("); G- £ ()

barabarliklerinden, Teorem 3.9 va 3.10-dan alimir. <

RIYAZI ANALIZ -3
3.3. Cahgmalar

3.1

1). [stanilan [a,b] pargasinda

D( ) 1, x rasional olarsa,
X)=
0, x irrasional olarsa

Dirixle funksiyasinin élgiilon olmasini gbstarin.

2. E =[0,4l pargasinda Dirixle funksiyasi tigiin asagidaks goxlugla-
rin Slgiilarini tapin:

a) E(D>1), b) E(D<1), ¢ ED>-2), & ED=1),
e) E(0<D<1).

3). Gostarin ki, [D,g-] pargasinda Dirixle funksiyasimn cosx

funksiyasina hasili Slgiilan funksiyadir.

4). f(x)=sinx funksiyasi E=(0,7) goxlugunda dlgiilendirmi?

5). E=(0,%) intervalinda Sx)=sinx funksiyas: figin asagidaks
goxluglarin dlgiilarini tapin:

o E20. v f7>1) 9 gr<i) o 220,

e)E[%SfS ?]

6). [D,]] pargasiin har hanst bir Slgiilmeysn A alt goxlufunu
gotiirsk vo E =[0,1] aralignda

x+1,xe A olarsa,
—x, xe[0,1]\ 4 olarsa

f&)= {
kimi funksiya tayin edsk.
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i). Gostorin ki, istonilon a adadi tigin E(f = a) an goxu bir nqtali
goxlugdur.

ii).E[f>—;]:

iii). f(x) funksiyas: Slgiilondirmi?

7). Gostorin ki, [a,b] pargasinda monoton olan har bir funksiya
dlgiilandir.

8). [ﬂ,l] pargasinda kesilmoz olan els f{x) funksiyas: qurun ki,
2(¢)= mE(f > 1) funksiyas: kesilon olsun.

9. [0,1] pargasinda kasilmaz olan ela f{x) funksiyasi qurun ki,
gl)=mE(f > !) funksiyas: kesilmaz olsun.

10). R, fozasimn (0,1)x(0,1) kvadratinda olgiilon elo  f(x,»)
funksiyast qurun ki, har geyd ounmus x, €{0,1} va y, €(0,1) adedlari

tigiin f(x,,y) va f(x,y,) funksiyalari (0,]) intervalinda &lgitlon olsun,
lakin

olx)=sup 7(x.y) vo y(x)= inf f(x.5)

funksiyalar: (0,1) intervalinda lgiilan olmasin.

11). E=[-2,2] pargasinda f(x)=2 - x funksiyas: figin asagidaki
goxluglan tapin:

a) E(f>0),b) E(f>4),c) E(f=0),d) E(f=4),e) O<a<4
oldugda E{j > a).

12). E =[0,-3§-1 pargasinda f(x]=lgx funksiyas: Gglin agagidaki

goxluglan tapin:
a) E(f‘b‘ﬂ), c) EUZO)’ d) E(f"_l]'
e) E(-1<f<1).
13). f(x)=et! (burada [¥] il x ododinin tam hissasi isare
olunmugdur) funksiyas: [ﬂ,lﬂ] pargasinda 8lgiilandirmi?

b E(f>1),
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14). flx,y)=sinz(x~y) funksiyas: (-, m)x{= ) kvadratinda
Slgillandirmi?

15). f(x, ) = signsinz{x + y) funksiyast
dlgtilondirmi?

(0,)x(0,]) kvadratinda

32

n. flx)= Eﬂ funksiyast [——2 E—JﬁJ (burada J ils irrasional
adadler t;oxlugu isara olunmugdur) goxlugunda dlgiilendirmi?

2). Gistarin ki, agar f”(x) funksiyast E goxlugunda dlgiilandirss,
onda f(x) funksiyasi da £ goxlugunda slgilondir.

3). Gostarin ki, agar f #(x}{k e N} funksiyass E goxlugunda
slgiilandirss, onda f{x) funksiyas da £ goxlugunda Sliilandir.

4). Gastarin ki, agar [ (x] funksivast E ¢oxlufunda &lgiilondirsa,
onda ¢/* funksiyam da E goxlugunda dleiilandir.

5). f (x)- ) funksiyast (0,1) intervalinda dl¢iilondirmi?

6). Gt}staﬂn k1 Dirixle funksiyas: ilo istanilon funksiyanin hasili
istanilon mahdud  goxluqda lgiilendir.
7). Gostarin ki,

2 xei-iw olarsa,
f(x] { .,x,xE[O,‘l} olarsa

funksiyas: [-— 4,4], pargasinda flgiilondir.
8). Gstarin ki,

xX+3,xe [- 5,0] olarsa,
&)= 1nx, x(0,5] olarsa

funksiyas: [— 5,5] pargasinda blgiilandir.
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9). Géistarin ki,

f(x] _ | cosx,xe [— n’.x] olarsa,
A= T, XE (Jr,:r + 4] olarsa

funksiyast [— ER £ 4] pargasinda Slgiilondir.

10). Asagidaki funksiyalarin gdstorilan goxluglarda &lgiilan oldugunu
gostarin.

a) f(x)= - (E=(0.7),
b) fle)=" e (E=[og),
9 1= o [2{3]]

1+sinx 2

T r
10 it (B=(-53)
11). Tutaq ki,

2x3

t, 0=¢<l, 0 1
FO)={L 1<1<2, vp gag(x)={® O=¥=h
t-1,2<t<3 T+xl<x<2

funksiyalan verilmisdir. [0,2] pargasmda g(x)= flg(x)) mirakiab
funksiyasinin élgiilan oldugunu géstarin,

12). Tutaq ki, F,- Kantorun mikemmsal coxlugu, 4 isa [0,1]
pargasinin §lgiilmayan har hansi bir alt goxlugudur.

xeF N4, e,
a) f(x)= {f erGl]\(P-‘"-A) b &)= { s xE[[l,l]\j

funksiyalari £ =[0,1] pargasinda dlgiilondirmi?
76
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13). Tutaq ki,

SO=sint v 1=g)={3+ *<l2n0
x, xE[ﬂ.Z]nQ

funksiyalari verilmisdir. [0,2] parsasinda @(x)= flg(x)) miirakkeb
funksiyasinin Slgtlon oldugunu gésterin.
14). [0 :r] pargasinda f(x)=cosx funksiyasinn

g(r] m{xe[o,xl f{x:l:-r paylanrna funksiyasini qurun.

3.4, Cavablar va giistariglar

3L

2).2) 0,b) 4,0) 4,d) 0,¢) 0.5).2) 7, b) .23”.,0} 2.40,0

’; . 6). iii) Xeyr. 8). f(x)=0 funksiyasma baxm. 9). f(x)=x

funksiyasina baxm.
10). [0,1] intervalindan har hansi bir dlgiilmaysn A alt goxlugunu

gotiiriin va (0,1)x(0,1) kvadratinda
1, x=ye A olarsa,
Flxy)={-Lx=ye 4 olarsa,
0, galansoxlugda

kimi funksiyaya baxin.
rr ir 3@ i
m. ¢ [22-q). 12. & [—4,2})[4 ,-2}.14} Bali.
15). Boli.
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32.

1). Bali. 2). E(f > a)= E(f* > ') borabarliyindon istifada edin. 3).
E(f >a)=E(f*" >a"") borabarliyinden istifade edin. 4). a>0
oldugda Ele’ > a)= E(f > Ina) barabarliyindon istifada edin.

7).E(f >a)=E(f >a)VE(f >a) (burada E =E UE, E NE,=2)
borabarliyindan istifada edin. 11). @(x)=x oldugunu gdstarin. 12). a)
f(x)~* oldugunu gosterin. b) O<a<l oldugda E{g<a)
coxlufunun ya [0, fa }r‘\ A, ya da ki, [0,{5);"\11 oldugunu va har iki

goxlugun &lglilon  olmadifim  nezara alm. 13). qp[x)= i {g{x)]
funksiyasmnin Dirixle funksiyasi ila ist-lista digmasindon istifada edin.

0, 121,
14). glt)=1, t<-l,
arccosf,—l<t<l.
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4.1. Sanki her yerda va dlgiiya gora yifiima

Toarlr4.1. Tutag ki, R, fozasmm miiayyan bir E ¢oxlugunda tayin
olunmus  f,(x)(keN) vo f(x) funksiyalar: verilmisdir. Sgar E
goxlufiumun sanki biitiin nogtalarinds

lim ,(:)= /)

sarti ddanarsa, onda deyirlar ki, {,!‘;(.\:)} Sfunksiyalar ardiciligt (E
coxlugunda) sanki hor yerds (s.hy) f(x) funksiyasma yigilir.

Misal {f;(x)=x'] funksiyalar ardicilhg £ =[0,1] goxlugund
k—w sorti daxilinds, f(x)=0 funksiyasma sanki hor yerdo (daha

daqiq desak, x =1 ndqtesindon bagqa har yerda)yifhir.
Misal

1
£6)= :xe[[o"ﬁ k-12..)

funksiyalar ardicillig E=[0]] goxiugunda, k—>o sorti daxilinda,
F(x)=0 funksiyasina sanki hor yerdo (daha daqiq desok, x=0
ndqtosindan bagqa har yerda)yigilr.
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TeorEM4lL Tuwag ki E goxlugunda verilmis, olgiilan
ﬁ[x] (k e N) funksiyalar ardiciligt E goxlugunda sanki har yerds har
hanse bir f(x) finksivasma yigr. Onda  f(x) funksiyas: E

coxlugunda dlgilandir.
ismaT). Olgilsit sifir olan goxluqda har bir funksiya dlgiilan oldugu

igin, timumiliyi pozmadan, forz edsk ki, f,(x}{keN) funksiyalar
dicilligt E goxlugunda hor yerds f(x) funksiyasia yigilr. Onda
teoremin isbati istanilan @ adadi ligin dogru olan

EU<a]=DDﬁ 5 4&-}1;]

Fel 1= pat)

miinasibatindan alinir, <
N artico. Tutag ki, f,(x)(k=12..., [eN) funksiyalan E
goxlugunda &lgiilendir. Onda

o(e)= ol (3} vo vle)=nf 40}

funksiyalan da E goxlugunda slgiilandir. ¢(x) va u(x) funksiyalarinin
dlgiilanliyi

6(0x) = sup{/, (x)} = lim max(1,(x)

ole)=inf {£, ()} = limmin(/,(x))

barabarliklarindan, Teorem 3.11 va Teorem 4.1-dan alinir,
SersasT 5 Teorem 4.1-daki

E(f < a):QQQIE[f, <a- :‘] '

barabarliyini isbat edin,
20
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Toarir 42 Tuag ki, R, fozasmm miiayyan bir E coxlugunda
olgiilan f(x)(ke N) vo f(x) funksiyalar: veritmisdir. Dgor i
miishat o adadi iigin

!i_mmﬁ'ﬂf, [x]—f(xl 20}=0

sarti Gdonarsa, onda deyirlar ki, {f,(x)} funksivalar ardiciligi (E
goxlufunda) olgitya gora [ (x) Junksiyasma yigilir.
Misal. Istonilon milsbat & adadi ligtin dogru olan

mE(f,(x) > )= mB(f,(x) = k) = mE[[O, % D S

barabarliklarindan grar ki,

FANE ::[[OE‘H (k=12,..)

funksiyalar ardicilhig: E=[0.1] coxlugunda, k — oo sarti daxilinda,
f(x)=0 funksiyasina 8lsiiys gbro yigilir.

TEOREMA2 (Lebeg). Tutag ki, sonlu dlgiilii E goxlugunda
verilmis, olgilan va sanki har yerds sonlu olan f,(x)(keN)
Sunksiyalar ardicilliy E coxlufunda sanki har yerda hor hansi bir
sanki har yerds sonlu olan f(x) Sfunksiyasing yigilir. Onda {f,(x)}
funksiyalar ardicillig slsiiye géra da f(x) funksivasma yigalur.

i sBATL Teorem 4.1-don gixir ki, f(x) funksiyas: E goxlugunda
lgiilondir. Teoremin sartlarindan guar ki,

0= = e[ {Jal' )| £01 1
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oxlugu sifir dlgiilii goxlugdur. Onda teoremin isbati istenilon miisbet &
adadi iigiin dogru olan :

ﬁ[ClEﬂJ:—flaa)]cQ

[N

miinasibatindan ahmr. <
SoRrRBasTIS.

0=£(/] =+w}u(gsﬂﬁ=+w)]u-€(ﬁ +» f)

goxlugunun dlgiisiniin sifir oldugunu gostarin.
SarRBASTIS.

ﬁ[DEGﬂ -1 a)]c )

FERAN

miinasibatinin dogru oldufunu gbsterin.

Q E Y D. Lebeq teoreminds E goxlugunun sonlu dlgiilii olmas:
miihitmdiir!

Misal. E=[0,%) goxlugunda

mg{é:;‘:li:tﬂ’ (k=12..)

funksiyalar ardicilligma baxaq. Aydmdir ki, istanilon x€[0,0)
ndqtosinds lim 7.(x)=0 borabarliyi tdenir. Lakin istenilan miisbat o

adadi {igiin dogru olan

E{fi|z0)=E(f, =1)=[k-LE) (=12,...)
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borabarliklorindan ¢nar ki, lLl;ij(]ﬂ[x}éO’}=l#0, yoni {f,(x)}

funksiyalar ardicilligie 8lgiiya géro f{x) =0 funksiyasina yiilmr.

Novbati misal gistarir ki, dlgilys gbra yiilmadan sanki har yerda
yialma gixmir,
Misal. E=[0,) coxlugunda

i-1 i]
Lxe =k
f6)= kR k=12,5i=12,..0)

i—) i
o, xel o0 |
LR k]

funksiyalar sistemina baxaq. Bu funksiyalan

/() =716} 0.6) = 170 ()= £ 0= £, )= 70,
)= 1750 x)= 0 ale) = £°0Gh () = 7). .

saklinda ardicil ndmralasek, gérarik ki, alinan {o(x)} funksiyalar
dicilhg [0,[] goxlugunda blgilya gora sifra yigihr, lakin bu arahfin

heg bir ndqtasinda yigilmur,

SerBosT !§ Gostorin ki, {p(x)} funksiyalar ardicilligs [0,1)
goxlugunda dlgilys gora sifra yigihir.

SarBosT |5 Gostorin ki, {p(x)} funksiyatar ardicilligs [0,1)
goxlugunun heg bir ndqtasinda y1gilmir.

Bu misal gdstorir ki, Lebeq teoreminin tarsi dogru deyil. Lakin, buna
baxmayaraq, cox faydali olan asagidaki teorem dogrudur.

TEOREMA4.3 (Riss). Tutag ki, sonlu dlgiili E coxlugimda verilmis
slgaton {f,(x)} funksiyalar ardicilligs f (x) funksivasina slgiya gora
yigidir. Onda bu ardiciliqdan f(x)-2 sanki har yerds yigilan HAB)
alt ardicilligh ayirmag olar.

Issate limg,=0 vo S'm, <+o sortlorini Gdayan miisbat
inl

6,1, (k € N) adadlori gotiirak vo
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mEﬁj;r(.t%f(x):z o',}< n ({enN)
sartlorini dayen ciddi artan {k,}7, natural adadlor ardicilligi quraq.
Asanligla gostarmak olar ki, &l¢listi sifir olan

o=\ 0ta 1)
coxlugunun tamamlayic goxlugunda, yani E\Q ¢oxlugunda, b’, {x)}

ardieilligs f(x)-o sanki her yerdo yigilir, <
SaRrRBASTIS.

o=( el -i>a)

goxlugunun Slgiisiiniin sifir oldugunu gstorin.
SarBasT |5.Gosterin ki, E\Q coxlugunda if,n [x)} ardicilhi

£{x)-o sanki hor yerdo yagahr,

4.2, Olgiilan funksiyalarin strukturu

Bu bandde dlgiilon funksiyamin asas xassssini §ziinda oks etdiran
Luzin teoremini ve onun asaslandify bazi faydah teoremlori isbatsiz
veracayik.

TEOREM4.4 (D.F.Yegorov). Tutag ki, sonlu dlgillii E ¢oxlugunda
verilmis, dlgiilan va sanki har yerds sonlu olan f,{x} [ke N]
Sfumksiyalar ardicillifn E ¢oxlugumda har hansy bir sanki har yerds
sonlu olan f(x) funksivasina sanki har yerds yigilw. Onda istanilan
miiisbat & adadi dgin E goxlugumm slgilon v m(Eg)>m(E)-&
gartini ddayan ela E; alt coxlufunu tapmag olar ki, hamin ¢oxlugda

{1, funksiyalar ardicilligs f(x) funksiyasina miintazam ysjlar.
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TEOREM 4.5 (Borel). Tutag ki, [a,b] pargasinda slgiilan vo sanki
har yerds sonlu olan f(x) funksivast verilmigdir. Onda istanil. isbat
o va £ adadlari iigin ia,b] parcasinda kasilmaz olan ela w(x)
Sunksiyast tapmag olar ki,

mE(f-yizo)<e

barabarsizliyi ddanar. Sgar f (x] Sunksiyast | f| (x]SK gartini
ddayarsa, onda w‘[x] funksivasini ela secmak olar ki, |gy{xISX
barabarsizliyi ddanar.

TEOREM4.6 (Frege). [a.bl pargasinda dlgiilan va sanki har yerds
sonlu olan har bir f{x] Sunksiyasma har yerds yifilan kesilmaz

Sunksiyalar ardicillig: vardir.
TEOREMA.T (Luzin). Tutag ki, [a,b] pargasinda dlgiilan va sanki

har yerds sonlu olan f(x) funksiyast verilmisdir. Onda istanil ish
& adadi iigiin [a,b] pargasinda kasilmaz olan ela w(x) funksivasi
tapmag olar ki,

mE(f #yp)<é

barabarsizliyi ddenar. Ogor flx) fumksivasi |f(x) <K gartini
ddayarsa, onda w(x) funksiyasin elo segmak olar ki, ix)<K
barabarsizliyi édanar.

Q e v D. Teorem 4.5-4.7 n &lglili Evklid fozasimn qapaht P
parallelepipedinda da dogrudur.

4.3, Cahsmalar

4.1.

Asagidaki ardicalhiglarin biitiin oxda sanki har yerda hansi funksiyaya
yigildigmi milayyan edin va yifilmadigs noqtalar ¢oxlugunu tapm.
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. fi(x)=cos' x (ke N); 2). £,(x)=x'sin*x* [.t eN);

3. A= o X (ke N)i 4. 1= _s!r'_ x

sin' x

(ken);

5. £il)= °°51 '”" (keN);6). filx) =" (ken);
(keN);

8). £,(x)=

1+
7. ﬁ(x}-{ =”°
[

arc.’pr] +sin* x (ke N]

Asafidaki ard larn R, £ da sanki har yerds hansi

funksiyaya yiildigint miiayyan edin va yifilmadifi négtalor goxlugunu
tapin.

9). £i(x,y)= co;‘[iw _y’){k e N); 10). fi(xy)=et) (ke N);
1), £iby) =4 +i" (een);
12). j;(x,y)=kln[l + ﬂ;ﬁj (keN);

ey

13). f) =" (ke M); 14). filry)=e* =7 (ke N);

Asagidakr ardicilliglardan hansilan gostarilon goxlugda dlgtiya gora
yizihre? Olgliya géra yigalan ardicilliglarin limitini tapin.

19 A0)=Kg ([eeN) E={oil;
16). £, (x)= k2 s}k e V), E =[0,400);

17, fi{x)=2-ky, E" s .](x){keN], E =[0,4);
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19 £,6)= T2 2@ ke ), E=(-wo0);
19). f;(x)=sinxz,, wpsg) (ke N), E=(-we0);

20). f£,(x)= (sm—-] (keN), E=(-wq+o);
W 0= 14 A=U(hsy ) kem) E=Cnsa)

s A<,
). f6)=1, K (keN) E=(-w);
E» Exiaz
» W<
23). £,(x)= ko (ken), E=<[-11);
=
k
-2&1’ Mq.}.l_,
24). f(x)= Ko (ken) E=[-1]] (z()-M
“b W25

goxlufunun xarakteristik funksiyasidir).
42,

1).Gostarin ki, [a,b] pargasinda verilmis, olglilon va sanki hor yerda
sonlu olan istanilon f(x) funksiyaswa [a,b] pargasinda sanki her yerds
yifiilan goxhadliler ardicillig) tapmagq olar,

2).Gostarin ki, Yeqorov teoreminds E goxlug
olmasi miihiim gartdir.

3).Luzin teoremini giiclondirmok olarm? Yani, [a,b] pargasinda
&lgiilan funksiyanm sifir 8lghilii goxluqda giymatlerini dayismekla onu
hamin pargada kasilmaz etmak olarmi?

Slgiisiiniin sonlu
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Asafidaki  ardicilliglar  {igiin £;-Yeqorov  goxluglarim (yani
yigilmanin miintazam oldugu goxluglari) tapin,

4)_{,{1}_ (;ceN), E=[o1].

D A0)=10 k,,(keN], E=(-w,4a),
6). fi(x)= f # (keN), E=[o1).

M. Al =" (keN), E=[o2].
8). ()= = (keN), E=[o]].
4.4. Cavablar va géstarislar

4.1

0. flx)=0, Q{m*}; 2). flx)=0, 0{‘;’:;”}:

3. f)=0, @;4). fx)=0, Q{g W};

$). flx)=0, U{é};s;. fe)=0, -1}

lezifo)

. 1)=0, {o}u[g{ﬂgﬂj}}s;. gm0, )}

9). f(x)y)l 0, l:l{(x,y}: x’+y’ = -;!-}mf};
st
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12). f{x,y]:|.\1+!)1, @;13). flxy)=0, {[x,y): x:+y’=1};

14). flx,y)=1, UU{[ +xp,—+m‘)}.l

yasina yigihr.
E(o)= { if)-rix)zol= [ ] (0<o<1) berabarliyinden

istifads edin.
16). Yigilmir. E(c)=[k.k+1] borabarliyindon istifads edin.

1?)._f(x)s 2 funksiyasima  yigilr.  E(o)= |:.fc2, K+ %]

barabarliyindan istifada edin.

18). 11 (x) =0 funksiyasina yifilir. E,(cr] =2 barabarliyindan isti-
fade edin.

19). f{x}s 0 funksiyasina yigihr. E, (a)c
barsizliyindan istifada edin.

20). Yigilmir. f{x)=0 funksiyasina sanki har yerda yigilir, lakin

5). flx)=0 funksi-

[inkn(k+1)]  bora-

I
Efo)=lJ szarc_sin__q 20+1)- e :‘ miinasibatindon
a2 T

euar ki, ll_m m(E. (a]): +0
21). 4 =O[ i --‘,-] goxlugunun z,(x) xarakteristik funksiya-
=t

sma yigihr. £, (o)= U [ JoJ* e ) barabarliyindan istifads edin.
22). Yilmr, f1 (x)uo funksiyasina sankl har yerds yifilir, lakin
E(o)= [ 2 k]u{—- w,~ka)u (ko,+0) minasibatindsn  gnar ki,

fimm(E, (o)) = 4<0
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23). f(x) I funksiyasina yi@br. E, (o)= [ & ;:] barabarli-
yindan istifada edin.

24). f(x)=1~|x| funksiyasina  yagahr. E‘(a)=[-%,k%)
barabarliyindan istifads edin.

4.2,

1). Frese va Veyergtrass teoremlarindan istifads edin.
0, x<k,

2

. 20)={ 25k

istenilon natural & adedi vo sonlu 8lgtilii istanilen E; goxlugu iigiin

dogru olan éup U]{x) 0j=1 harabariiyindan istifada edin.

(keN), E=(-co+) ardicillifina baxin.

3). Umumlyya&a yox. a) f(x) olaraq [0,1] pargasinin heg yerde six
olmayan miisbat 6lgiilii har hansi bir 4 ¢oxlugunun L{J‘) xarakteristik
funksiyasim giitiiriin.

Lxe[01]no,

b) 1 D

) f(x) olaraq D(x)= {OxE[DI]ﬁJ

giitiiriin. Gistarin ki, a) miimkiin olmayan b) iss miimkiin olan haldr.

- Dirixle funksiyasim

4). E, [01---]. sup|f,(x]——[-- 6) baraberliyini gbsto-

8
'|_ 3
{ 2]
rin vo ondan istifads edin.
) 3
5. Ej=(-wq4a)\[-7,7 | k> =
). Ej=(-e, )[ S 3] >5 Vst sunlf ()
barabarliyini gdsterin vo ondan istifada edin,

6k
9+ k8
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6). E_,:[o,]-g], blnil— figtin s:ﬂ)ﬁ{x]:[l—g]i[l-[l——g]*}

ol
2

barabarliyini gdstarin va ondan istifads edin.
K
. E =[0.2— %] suplfi(x)=¢* barabarliyini gdsterin va
£y
ondan istifada edin.

8. E, = [m__], suplf, (x) = [ Hl—(hgu} baraborli-

yini giistarin va ondan istifads edin.
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5.1. Sada funksiyalar iigiin Lebeq inteqral

T arIF 5.1 Sonlu dlgiili A ¢oxlugunda verilmis, dlgiilan va an ¢oxu
hesabi sayda hagigi giymat alan f(x) funksiyasina sads fimksiya
deyilir,

Q E ¥ D. Sadolik iigiin hesab etmok olar ki, 4 n dlglili R, Evklid
fazasinin Lebeq &lgiisii senlu olan alt ¢oxlugudur. Lakin bu terif va
bundan sonraki tariflar va teoremlar o additiv Slgli verilmis sonlu
dlgillil istanilan tobiatli 4 coxlugunda da kegarlidir.

TeoREM 5.1. Sonlu dlgiilii A goxlugunda an ¢oxu hesabi sayda
miixtalif

BT TREETS /TR

qiymatlar alan f(x) funksiyasmn élgiilon olmasi digiin zaruri vo kaff
sart

4, ={xed: flx)=y}k=12..)

larmm élgiilan ol dir.
? $ B A T1. Zaruriliyin isbats Teorem 3.6-dan sonra galan Qeyd 1-da
verilmigdir. Kafiliyin isbati iss istonilon a adadi tigiin dogru olan

A(f>a)=J4

riva

barabarliyindsn alinir, <

T artF 5.2 Tutag ki, sonlu élgili A goxlugunda an ¢oxu hesabi

sayda mibxtalif
92
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pTB CTRTETS /SR
qiymatlar alan f(x) sads funksiyas: verilmisdir. Sgar

g
SIme(A.}d 420

ksl

sarti 0&3!:81‘38, onda deyxr!ar ki, flx) sads funksivas: A coxluginda
) va onun A goxlugu tizra Lebeq inteqral

'
quf (

x)dx = z y,m{A,

barabarliyi ila tayin olunur, burada 4, ={xe 4: fx)= wHE=12,..}.
TEOREM 5.2. Tutag ki, A goxlugu an goxu hesabi sayda ciit-ciit

kasismayon, olgulen B, (k=12,.) coxluglarmm birlasmasi, yani
Igem

A= U.BJi kimi gistarilmigdir. [ (x) isa har bir B, coxlugunda yalmz
ksl

bir ¢, qiymati alir (e, -larm mixtalifliyi talab olunmurl), yoni f(x) an

coxu hesabi sayda giymat alan hissa-hissa sabit funksiyadir. Ogar

,gkﬂm (B,)<+w

sorti ddanarsa, onda f(x) funksiyas1 A goxlugunda inteqrall
dir(comianandir) va omun A coxlufu iizra Lebeq inteqralt figtin

!-f {x)d)‘ = ‘2‘:‘:}”’{'3&)

barabarliyi dogrudur. )
i sBAaTI Asanligla gostarmak olar ki,

A,={xe,4:f(x]=y,}

93



VFas!L LEBEQ INTEQRAL!
goxlugu ¢, =y, sartini 8daysn B, goxluglanimin birlagmasidir, yani

A= |JB .Onda

pElsem PEisen Igvm
Z‘J’,m(»f_,)= z‘ y,[ Zm(B,,)]= Zc,m[ﬁ,)
J= = g5, =

barabarliyindan
pstsim t5em
Lyl )< 3 cm(B,) < 450
J=l -l

barabarsizliklarini, buradan da teoremin isbatim almig olarig. <
SADS FUNKSIYALARM LEBEQ INTEQRALININ BSZI XASSALARL

I X assa. Tutag ki, f(x) vo g(x) sonlu dlgiili 4 goxlugunda
verilmlg inteqrallanan sada funksiyalardir. Onda istanilan @ va £ hagi-
qi adadlori tigiin onlarin xatti kombinasiyasi olan A(x)= ef(x)+ fe(x)
funksiyasi da A4 ¢oxlugunda inteqrallanan sads funksiyadir va

flar )+ Peelle=a [ ()i +p elelex

barabarliyi dogrudur.
Ispati

A =lred: f(x)=fHi=12...} vo
B ={xed:glx)=g ji=12.)

goxluglarina baxaq. Aydindir ki,
A=Ja,=\UB,(4n4,=2,i=i; B,nB,=2,j+]).
7 7 ;
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Cy=A B, ¢oxluglart daxil edek. Aydindir ki, C, goxluglan ka-
sigmir va bu goxluglarda h(x)=af(x)+ gg(x) funksiyasinin qiymstlari
h, = af, + g, adadloring barabardir.

4, =L})c,. B,=|Jc,
barabarliklarindan va Slgiiniin o -additivlik xassasindon istifads edarak

W)= ZriC) e )=

barabarliklarini almis olariq. Belalikla, teoremin sartlarindan va miitlag
yifitlan siralarin xassalorindan istifade edorak agagidaki baraborliklari
yaza bilarik:

j[@'{x)"' ﬁg(x)}ix = %‘,(@r + J@f}”(cy): %W:m(cu)*
+§,{3ng C,})zaz':j[;m(c‘v)]+ﬂ; gf[za:m(cy))=
=afm(4)+ A3, m8))= [+ felela.

Buradan da xassanin isbatini almis olang. <

X asso. Tutag ki, f(x) vo glx) sonlu &lgilli A4 goxlugunda
verilmls inteqrallanan sado funksiyalardir. Sgar f(x)< glx) olarsa,
onda

[ tekde < o
A A
[s8ATLI xassodski f, 4,g,,B,,C, isarslamolorinden istifado
etsok f(x)<g(x) sortinden alang ki, C, goxlugunda f <g,
barabarsizliyi dogrudur. Bu barabarsizliklerdan
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[ =2 1mlc, )< g,m(c,)= fotekis

miinasibatlarini, buradan da II xassenin isbatim almig olang. <
I X assa fx) vo |[f(x) funksiyalari eyni zamanda
inteqrallanandir va sonlu 8lgiill 4 goxlugunda

f(x)dxis J]f{x}dx

barabarsizliyi dogrudur.
issBaTL f(x) va |f(xl funksiyalarimin eyni zamanda

Igem
inteqrallanmast Y y,m(4;) swasmn miitlq yigiimasindan guar.
k=l

Barabarsizliyin isbatt ise
1)< 1)< |1 (x)

barabarsizliklarindan va 1, II xassalarden alinir, <

IV X assa Bgar |[f(x)<glx) boraborsizliyini ddayan g(x)
funksiyast inteqrallanandirsa, onda f(x) funksiyas: da integrallanandur.

Xassanin isbati milsbat hadli siralarin miigayisssindan alimr.

V X asso. Sonlu slgili 4 goxlugunda mohdud olan f(x)
funksiyast 4 goxlugunda inteqrallanandir, bels ki, agar 4 coxlugunda
[/(x)] < M barabarsizliyi 5danarsa, onda

‘jf(x)%sm(,q),

Xassanin isbat bilavasito torifdan goar.
VI X assa. Sonlu 8lgillt 4 goxlugunda sanki her yerds sifir olan
sads f(x) funksiyast 4 goxlugunda inteqrallanandir va
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‘Ifﬂr]dr=0‘

isbats aydindir.

5.2. Sonlu blgiilii coxluglarda Lebeq inteqralimin fimumi tarifi va
onun xassalari

T @ R I F 5.3. Ogor sonlu oslgiilii A coxlugunda verilmis f(x)

Sfunksiyasma miintazam yigilan, m.'egraﬂanm sada {f, (x)} ﬁmkstya.’ar
ardicilligr olarsa, onda f(x) fi A goxlugund,

¢ g integr

(camlanan) funksiva deyilir. {“g =I}:[x)dx} ardiclligonin limitina
A

1) funksivasmin A goxlugu fizra Lebeq integralt deyilir va I F(x)dx
A

simvolu ila igara olunur. Belalikla, tarifs gora,
[£G)de = lim [7,(c)ae. W
A A

L EMMa 5.1 (integraln tarifinin korvekiliyi). 1. A-da f(x)-a
miintazam yiglan istanilan sads, integrall (L) funksivatar

ardheilhg digin {a*=.[f,[x]dt} ardicilligt yigilandir. 2. f(x)
A

Sfunksiyasimn (1) disturu ila tayin olunan inteqrah  f(x)-a mintazam
wgilan sads integrallanan  fimksiyalar ardicilliindan asih deyil. 3.
Sada fumksivalar idigin bu tarif 5.1 bandinds verilan Torif5.2 ila
ekvivalentdir.

158aT1 1-ci hokmiin dogrulufunu gostarmak figiin integrallanan
sads funksiyalarin [ va V xassalarindan gixan

lax —ail < m{)-supl,(x)- £}

barabarsizliyindan va Kosi meyarindan istifada etmak kifayatdir.
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Farz edak ki, {f,(x)} funksiyalar ardicilligi ila yanag {g, (x)} sado
integrallanan funksiyalar ardiciligs da f(x)-> miintazom ysgiihir. Onda
sada funksiyalarin [ va V xassalarindan istifada edarak

[k~ e b ) st 6)-£,6) =
< supl )~ 1)+ s )£,

barabarsizliklorini almis olariq. Buradan da

ez = fim [/, = lim [, (c)ae

A A A
barabarliklarini, yani 2-ci hdkmiin isbatim alarig. 3-cli htkmil isbat
etmok Gglin £, (x)= f(x) (ke N) sertini ddaysn ardicillhq gdtiirmak
kifayatdir. <

indi iss Lebeq integralinm, sads inteqrallanan funksiyalann
xassalorindan bilavasita limita kegmakle alinan, asas xassalorini geyd

1. Tutag ki, f{x) va g(x) sonlu &lgiili A goxlugunda verilmls
integrallanan funksiyalardir. Onda istonilon @ vo 8 haqigi adedlari
igin onlarin xatti kombinasiyasi olan h(x)= ef (x)+ fg(x) funksiyas
da A goxlugunda integrallanan funksiyadir va

‘f[q{m Pele)br=a [ £ (x)dx +8 [g(x)ax

barabarliyi dogrudur.
2. Tutaq ki, f(x) vo g(x) sonlu &lgiili 4 goxlugunda verilmls
inteqrallanan funksiyalardir. Sgar f(x)s g(x) olarsa, onda |

!ﬁx)dr sdfg(x)dx :
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B f(x) va Lf(x} funksiyalar eyni zamanda inteqrallanandir va
sonlu dlgiilii 4 goxlugunda

i ;f(xw{s i)

barabarsizliyi dogrudur.

4. gor [f(x)sglx) berabarsizliyini sdoyon g{x) funksiyas
inteqrallanandirsa, onda f' (x) funksiyas: da inteqrallanandr.

5. Sonlu 8lgiilii A goxlufunda mohdud olan f{(x) funksiyas: A
goxlufunda inteqrallanandir, bels ki, ogor 4 coxlugunda f(x)s M
barabarsizliyi 8danarss, onda

J’ f(x)tar{ < Mm{A).

6. Sontu blgili 4 coxlugunda sanki har yerds sifir olan f{x)
funksiyas1 4 goxlugunda integrailanandir va

[f)ax=o0.

Lebeq inteqrahinin bilavasita torifinden gixan va praktikada istifada
olunan iki xassani do qeyd edak.

7. Ekvivalent funksiyalardan biri inteqrallanandirsa, o biri do
inteqrallanandir va onlarin inteqrallan barabardir.

8. 9gar m{4)=0 olarsa, onda jf{x)dx=l].
A

Bu xassoye Lebeq integralmm mitloq ksilmazliyi haqqinda olan
asagidaki mithiim teoremin limit hah kimi baxmagq olar.

TEOREMS.3 (infegralm miltlag kasilmazlik xassasi). Sgar f(x) 4
coxlugunda integrallanan funksiyadirsa, onda istanilan miishat € adadi
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ligiin ela miishat & adadi tapmag olar ki, m(e)<8 sartini édayen
istanilan e < A alt goxlugu digin

Uf {x]dr! <&

barabarsizliyi ddanar.
Navbati xassani qeyd etmazdan avval agagidaks lemman: isbat edak.
L EMMA 5.2 (Cebigev barabarsizliyi), Tutag ki, integrallanan gc(x)
funksivas: A coxlugunda (x)20 sartini 6dayir. Onda istanilan ¢ >0
adadi dgiin

mAlpls)z ) folekis
A
barabarsizliyi dogrudur.
isB AT Integralin additivliyinden
folax=" [olx)dx+ Ie:[x}a‘x 2 j@’(x)ﬂ'x >emd(p(x)2c)
A Alplrlzc) Avalglse)

miinasibatlarini, buradan da Cebisev barabarsizliyini, almig olang. <
9. Dgor integrallanan f(x) funksiyasi 4 goxlugunda f(x)=0 va

[fle)ac=0

gartlarini Gdayirse onda o sanki her yerds sifra barabardir.
[ s8ATL Cebigev borabarsizliyine gors istanilon k natural adadi
iigiin

m[fai]sk!f(x}tt=0

miinasibatlari dogrudur, Bu milnasibatlori

MU#O]SZ f2 J

k=l
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borabarsizliyinda nazars alsaq xassenin isbatimi almug olang. <

Daha iki xassani (isbatsiz) teorem saklinda verak.

TEOREMS.4 (Lebeg integralimin o - additiviik xassasi). Tutag ki,
£(x) funksivas: an goxu hesabi sayda, ciit-ciit kasismayan va olgilan
A lk=12,...0< +0) coxluglarimn birlagmasi saklinda gdstarilmis A
coxlufunda inteqrallanandir. Onda o, har bir A, (k=1,2,,,.,-‘ < 4e0)
coxlugunda da inteqrall I va

(7= ‘:Ergf(x)uk

barabarliyi dogrudur, belo ki, sag tarafdaki sira (1=-+w oldugda)

miltlag yigilr.
N atTicoa A goxlugunda inteqrallanan funksiya onun istanilon

dlgiilan alt goxlugunda da inteqrallanir.
Isen
Teorem 5.5.9gar 4= |4 (4, A A, k2 k) va

I

Igee

Z j[f(xldx <+

= 4,
gartlari 8danarsa, onda f(x) funksiyasy A coxlugunda inteqrall dl
va
= ek
knl 4,
baraborliyi dogrudur.
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5.3. Lebeq integrah altmda limita kegma teoremlari

TEOREM 5.6 (Lebeg).Tutag ki, p(x) funksivast A coxlugunda
integrall dir va istanilan k natural adadi iigin

[fi () = olx)

sarti adanir. Sgar {f,(x)} ardiciligr A-da f(x) funksivasma yigiirsa,
onda f(x) da A-da integrallanandu: va

lim [£,(cMx= [£()ax @
A A
barabarliyi dogrudur.
isBatt ofx)-in integrall ol dan guar ki, istanilan miisbat

& adadi tiglin elo p adadi var ki,
Jr )< folelax <%, ®
8, 5,

burada BP={IEA:¢)(.'€)2 p}, Yeqorov teoremina gora B, goxlugunu
B,=CuD soklinda gostarmak olar, belo ki, C goxlugunda {7, (x)}
ardicillin  f{x)- o milntozom yialr, D goxlugunun Slgiisii isa

m(D}«% sortini &dayir. {f,(x)} ardiciligmin f(x)- a mintozam

yifilmasindan ¢rar ki, elo k, adedi vardir ki, & > k, soertini daysn k-
lar figiin .
£
sup, f;(x)- ==
)~ 1)< 5y @
barabarsizliyi ddanilir, Onda

102

RIYAZI ANALIZ-3
U G)- 1= [~ [/ e+
+ [k freptes [l G)- Gl

o c

barabarliklerindan, m(D} < ;’; va (3), (4) barabarsizliklarindan

[1£6)-sGhax<e

barabarsizliyini, buradan isa (2) barabarliyini alnug olang. <

S arBasT 15 (3) barabarsizliklorini isbat edin.

SorposT L. Gostarin ki, [/, ()< elx) sortinds @(x)-i istonilan
M sabiti ilo avaz etmak olar.

SorposT |5 Gostrin ki, teorem sanki har yerdo wifilan
ardicilliglar iiglin do dogrudur.

SarBasT |5 Gostarin ki, teorem Slgilya gora yialan ardicilliglar
figlin da dogrudur.

Asafadaki misal gdstarir ki, TANE o(x) (f,(x)] < M) gortini atmaq
olmaz!

Misal. 4=(0,1) ¢oxlufunda

kO0<x< I::,
A0=1 (k=12...)
IJ,}C- <x<l.

ardicilligina baxaq. Aydindir ki, A goxlugunda {7.G)} ardicithg
f(x)=0 funksiyasina yigahir, Lakin
[£ilex=1 (k=12,..)
o1}
barabarliklarindan guar ki,
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li_m(jj)\‘;(x)z&ﬂto:t_[ﬂdx: [

0.1) {o3)
Integral altinda limita kegmada asagidaki teorem va ondan gixan
natica gox faydahdir,
TEoREMS.7 (B.Levi). Tutag ki, A goxlugunda integrallanan va
FACI EF A LI EIE A £ E3n
sup _[ filx)dx =M
kaN 3

sartlarini 6dayon {f,(x)} ardicilligs verilmisdir. Onda
a) A goxlugunda sanki har yerda sonlu
lim £,(x) = 1(x)

limiti var;
b) f(x) funksiyas: A goxlugunda integrallanr;
<

fim [£: e = .

NaTtica. Ogar A goxlugunda

w ()20 (k=12..)

3 <o

= g

sortlori ddanirsa, onda
1) A goxlugunda sanki har yerda Y, (x) swras: yigih;
k=l

2 J(gw.w]m}‘; Jro
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TEOREM S8 (Fatw. Tutag ki, olgilan manfi olmayan {f,(x)}
Sfunksiyalar ardicilligi A goxlugunda sanki har yerda f1 (x)- 2 yigulir va
sup I}](x}dx =M
kaN a1

garti ddanir. Onda
al f(x] Sunksiyas: A goxlug
b) [flx)xsM.
A

IsBaTL

. 1
nreqr

o= i) (=12..)

funksiyalarim daxil edok. Asanhiqla yoxlamaq olar ki, {g,(x)} ardicilhig
A goxlugunda sanki har yerda f(x)- 2 yigilir va Levi teoreminin biitiin

sortlarini &dayir. Levi teoremini tatbiq edorak teoremin isbatiu almmig
olang. <

SarBasT |5 Gostarin ki, {g,(x)} ardicilin 4 goxlugunda sanki
har yerda f{x)- @ yrgitlir va Levi teoreminin biltiin sortlarini ddoyir.

5.4, Sonsuz dlgiilii ¢oxluglarda Lebeq inteqrahi

Tutaq ki, # 8lgiilii R, - Evklid fozasinin sonsuz &lgili (m(4)=+)
A goxlupunda Sigiilon ve monfi olmayan (/(x)20) f(x) funksiyas:
verilmigdir. Aydmndir ki, istanilan k natural odadi Ugiin fi {x)

4 =B A (burada B, =[- kK] =[-kk]x[-kk]x-x[- k] tili 2k
olan n lgiilii kubdur) goxlugunda &lgiilon funksiyadir va If(x)dx
4

integrali vardir (sonlu va ya sonsuz!). Demali

T {Jf{x)wc}
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azalmayan ardicilligdir. Qeyd edak ki, milayyan k, némrasi iiglin

[rlxs =0

olarsa, onda

Is

ardicillig: hedlori +<0 olan stasionar ardicillig olur.
TarlF54.

Uf{x}#}

ardicilligumn limitina (sonlu va ya sonsuzl) f(x) funksivasmmn A
coxlupu iizra Lebeq inteqral deyilir va

[ /()= fim mjf{x}cﬁ

kimi igara ohmur. Ogar bu limit sonlu olarsa, flx)-2 integrallanan
(camlanan) funksiya deyilir.
Ogor f(x) dayison isarali funksiya olarsa,

£.)=max{f(x)0} vo f_(x]l= max{— f(x)0}

funksiyalarindan istifado edarak onu
£x)=1.()- 1.0x)

soklinda gostara bilorik. Sgor
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Jf.(*)dx - [£x)ax

forginin monasi olarsa, bu forga f(x)-in A coxlugu fizro Lebeq
inteqrah deyilir va

[reax= [£,(x)ax - [ £ (x)ax

kimi igara olunur.

Asanligla gostormak olar ki, Lebeq integralimin sonlu Blgiilit
goxluglarda isbat olunan xassslori, o climladan Lebeq, Levi va Fatu
teoremloari sonsuz olgili goxluglarda da (asassn) dofrudur. Osas farg
ondan ibaratdir ki, sonsuz 6lgiilil goxluglarda Glgiilan va mahdud olan
funksiya comlanmaya bilor, Xiisusi halda, m(4)=+e olarsa, onda
sifirdan fargli olan istanilan sabit funksiya 4 goxlufunda camlanmir.

Qeyd edok ki, A goxlugu R, , (~o0,+m), (a,+0) va (~on,b) tipli
goxluglar olduqda, onlar iizra Lebeq inteqrallaring uygun olaraq

[k, Trlode, Jriehie vo [rGekae
, -= a %
kimi igara edirlar.
5.5. Lebegq inteqralimn Riman inteqral ila miiqayisasi

TEOREMSI. dgor f(x) funksivas: [a,b] parcasmnda Riman

..... dirsa, onda o, Lebeg manada da inteqrallanr va
har iki mteqra.’ bir-birina barabard:r

(z) [f ()=
]

1
(R £l)ax.
isBaTL [a,6] pargasmmn har hanst bir
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a=x<xn<x<.<x=b
bislgiisiinil va bu bolgilys uygun agagi va yuxar
, ="E_’m‘m, va (2, = rlemx‘
) ] k=0
Darbu camlarini gdtiirak, burada
m, = J'EF:.E.]f(I)’ M, =:El‘.‘3.‘if{")’ Ax, =x,—X,,.

Riman inteqralimin tarifine gira

we (8)

lim @,
s t=max Ar, =)

(R}}'f(x}dw lim Q=0=w=

bl lama 0]
Asagidaki kimi sado funksiyalara baxaq:
£@=M,, ) =mixefxx) k=12..n-1).

b ndqtasinin dlgiisil sifir oldugu Gigtin bu funksiyalan hamin néqtada
istanilan gakilda tayin etmak olar. Aydindir ki,
W)= )< 1),
.l.f"'- (x)d't o zm;mﬂx_r-:*xx ))= @, Iﬁ (x]ak =Q,,
[e4] 7 o]

bela ki, {]:,'(x)} ardicilhg monoton artan, {j:,'(x)} ardicilhn isa
monoton azalandir. Buradan alarig;

fG)=lim £ (x)s f(x)<lim £ (x)= f* (x). ©)

f(x) funksiyasmin mehdudiufundan vo Levi teoreminden guxir ki,
£*(x) va f(x) funksiyalari Lebeq manada inteqrallanandir va
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[r@ax=o, [f@dx=0. ™

fert] o8]

01 =w oldugu iigiin bu barabarliklardan guar ki,

Jlr ()1~ (e)ee=o.

la3]

Bu boraborlikden, Lebeq inteqralimn  9-cu xassasine  gdra,
i (x)—-f'(x) farginin sanki her yerds sifir oldugu alimr., Buradan ve
(6) barabarsizliklarindan

)~ ()~ 16) xelad)

miinasibatleri almir. Bu o demakdir ki, Riman menada inteqrallanan
f(x) funksiyas: olgitlondir, f(x) funksiyas: mohdud oldugu tigin o,
hom da, Lebeq monada inteqrallanandir. (5) va (7) barabarliklorindan isa
isbati talab olunan

@) = [ hiceo= [rno (@)l

barabarliyini almig olariq. <

Praktikada bir gox Lebeq integrallanmin hesablanmasi Riman
integrallarinin hesablanmasina gatirildiyi {igiin funksiyanin Riman
monada integrallanmasim milayyen etmokds asafidaki teorem gox
faydalidir.

TEOREM 5.10. Funksiyanin Riman manada integrallanmasi figiin
zoruri va kaff gort onun sanki har yerda kasilmoz olmasidir.

Qeyri-moxsusi Riman integrali ils Lebeq inteqralimn milqayisasina
goldikds is agagdakilari bilmak lazimdir.

1). Sarti yifilan qeyri-maxsusi integrala malik olan funksiya Lebeq
manada inteqrallanmir.

| e 1 -
Misallar. [“sintax; [*"%ds.
ux x X
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2). Mitlaq yialan qeyri-moxsusi inteqrala malik olan funksiya
Lebeq manada integrallanandir.

Samas. f(x) vo |f(x) funksiyalan eyni zamanda Lebeq menada
inteqrallanandr.

SorpBasT |5 Aydndir ki, menfi olmayan funksiyanin qeyri-
moxsusi inteqrali onun Lebeq inteqralna barabardir. Miitlaq yigilan
qeyri-maxsusi inteqrala malik olan dayisan isarali funksiyamn geyri-
maxsusi inteqralt onun Lebeq inteqralina barabardirmi?

5.6. Cahsmalar

5.1

1). Tutaq ki, f{x)} vo glx) sonlu slgiili A goxlufunda verilmls
sade funksiyalar, @ va S isa haqigi adsdlordir. Gosterin ki, a)

af(x}"" ﬁg(:c}, b) if[X),, c) f(X)'g(r) ,d) ';%3 (OE g(A)} funksiyalan

da A goxlufunda sado funksiyalardir.
2). Tutaq ki, f(x) va g(x) sonlu dlgli 4 goxiugunda verilmig
sado funksiyalardir. Gostarin ki, max{f(x),g(x)} funksiyas: da sadadir.
3). Gostorin ki, Dirixle funksiyas istanilon pargada integrallanan
sade funksiyadir.
1

4). Géstarin ki, E, {FLF{’E] (k=12,...) goxluglarmda f(x)=k

limi tayin olunan f(x) funksiyas E=(0,1)={JE goxlugunda
k=1

sadadir, lakin inteqrallanmur.

5). Gostarin ki, 4, :[k];"] ,-;—[-:;4.1 L]]) {k:l,z,...) goxluglarin-

da f(x)=—{k+1) kimi, 3,=['(1+ ! )l] (k=12,..) goxiugla-

20k k4
nnda iss f(x)=k+1 kimi toyin olunan f(x) funksiyasi her bir
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E,=4,JB, (k=12,...) goxlugunda inteqrallanan, E= (0,1} = DE,,
dwl
goxlugunda isa inteqrallanmayan sada funksiyadir.
6). Gostarin ki, £ =(0,1) ¢oxlugunda verilmis

fx)= l’xE[FLT;}IE} (k=12,..)

2
=X, %=
k

funksiyas: sads va inteqrallanandir. I F{x)}x inteqralini hesablaym.
o)

7). Gostarin ki, E =[I'1f|%] (k=12...) goxluglarmda

1 g 5 ¢ -
flx)= e kimi toyin olunan f(x) funksiyast E=(0,1]= p! E,
goxlugunda integrallanir va If (x}ix inteqralim hesablaym.
B

11
8). E, =(2... ,2';

tayin olunan j (.t] funksiyasimin jf (x}z‘x integralini hesablayin.
]

[LX}

] (k=0,1,2,...) goxluglarinda f' (x)=sin :;u:“ kimi

9). E, :[k_lﬁ’ﬂ (k=12,..) soxluglarmda f(x)=(-1)'k kimi
toyin olunan sads f(x) funksiyasi E:(O,l]:DE* goxlufunda
inteqrallanandirm? -

10). E,:[}-L—i,%] (k=12..) coxluglanmda f(x)=-/k kimi
tayin olunan sads f(x) funksiyast E =({Z"I]=L”JEi oxlugunda

k=l

inteqrallia.nandlrrhn?
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11). £,=[%,2l‘} (k=0,,2,...) goxluglarmda f(x)=(~1) kimi

tayin olunan f(x) funksiyasi E =(0.|}=UE, goxlugunda inteqralla-

k=1
nandirmi? Sgar inteqrallanirsa If {x}x integralim hesablayin.
: (el

12). E, "= [k+1) (k=12,...) goxluglarnda f(x):[—vl)'% kimi

toyin olunan sado f{x) funksiyass E =[1'+°°]=DE» goxlujunda
ksl

camlanandirmi?
13). st'gn{cosm)fx inteqralim hesablaymn.
23]
14). [lxkr (burada [x]- ilo x-in tam hissosi isaro edilmisdir)
fods]
integralim hesablaym.
15). Gastarin ki,

-2", (my)e 4, =B; , 2‘;1'_1']" [;. 2:1]-
fwy)= 2“',(x,y}es,=[ : ]]x[] : ]. (k=12..)

279k |7 gk 2 g

u,E=[0,l]x[0,l]\{{ga,]u[gs, ]}

E=[0]x[0,]] goxlugunda integrallanan sada funksiyadir.

I f(x, y)ixdy inteqrahini hesablaym,
E

112

RIVAZI ANALIZ -3
5.2.
xek,

1,
H.f (x):{ %, G, = m n rangly intervallarinda.

funksiyasimn (L) If (x)x integralint hesablaym.
fel

xelnL2}
2). fx)=1 25,xesn0)]
sinx,xe Qr\[ﬂ,ll

funksiyastin (L) I #(x}ix inteqralini hesablaym ( J -irrasional, Q isa
foal
rasional adadlar goxlugudur).

©xed -"\[0,21
3). flx)={sinm, xeCAnf01}
cosx, xeCAN [!,2]

funksiyasinm (L) If{x]dx inteqralimi hesablayin (A -cabri adadlor
foa)

goxluggu, CA iso onun tamamlayier goxlugudur).

1 x=0,

8. f()= si;-}'-t,xe[u,l]\[{;}ﬂu{o}}

{a
=1, X€E ’
| m waN
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funksiyasinn [O,I] pargasinda Lebeq integral varmi?

5). Tutaq ki, f(x) kasilmaz, g(x) isa Lebeq manada integrallanan
funksiyalardir. Demak olarmu ki, F(x)= f{g(x)) miirakkeb funksiyasi

Lebeq manada inteqrallanandir?

Asagidaki  funksiyalann  gbsterilon  goxluglar iizra  Lebeq

integrallarim hesablayin.
L xesn| Ly
Sty 16’
4 5 1 5
6). = 4 JnajL L E= 5 b
hSl)=] o xe [ 4} [16 4}
sin’x,xegﬁ[l 5}

16°4
(1
. f(x)=1 “_(x+1)=””“{°*'l E=[o].
7x,  xe0nlol}
J;l;]', xeJ l"\[ﬂ,41
8). f(x)= --fi_f.-., xeJnf4s) E=[0s].

=3
.:in(ﬂi;’i xe0nos]

X -x+1

()] >
9). flx)= %, xe Jn!‘ﬁ,il E=[03].
ln{]+x), stn[O,S]

xEJn[O,le

| xcos®x, xEJn[ﬂ,xl 5
% f(x)_{xsin’x, xe@nlo,x] B=o.e].
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T:I’gr xedno, 3]
). f(x)= -;—}r—z, xesnfizl E=[o2].
cos’ x, xe Qr\tl],'l].

—,—'11 ity erm{O,%],
12). f(x)=450% ¥il+iex E={0,E}.
8x* 4+ 4, xEQh[D,-’?].

sinx,{x E[O, T lcosxe Q}
2
13). f(x)= ., E
sin®x, {x E[U, ﬂ:cosxe J}

1l
[ e
=
(SR}
I_‘_-l

1), fx)={lnx, xesn %11 E=[ou).

5.3.

1). f,(x)=2nxe™ ardicilliga [0,)] pargasinda comlonsn majoranta
malikdirmi?

2). ﬁ,{x}: nxe™™ ardicilligi [0,+aa} araliginda camlanan majoranta
malikdirmi?

3). f,(x)=2nxe™" ardicillifn igiin
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im [/ (e)ix= Jlim s,
i [7.6)s = flim )

barabarliyi dogrudurmu?
4). f.(x)=2nxe™™" ardserlijy ligiin

tin [7.eXic= flim . O

barabarliyi dogrudurmu?
sin" x

s5). filx)= e ardicilhgs (- eo,4e0) araliginda camlanan majoran-
+Xx
ta malikdirmi?

6. £x)=1
nogtaler ¢ox].ugunun Slglisiingi tapin.

sin” x

ardn:lll[f;mm (~m,40) arabginda 0-a yigilmadigi

7. lim [ 3% d limitini tapin.
~-“°(¢M]I+x

8). £,(x)= ”[ J_i]

= ardicillif [0,4w) araliginda camlonan majo-
ranta mahkdmm‘?
n[e 4 -I]
9). Gostarin ki, ,{_[x]:—-]-_*--i ~ ardicilis [0,40) aralifanda
néqtavi olaraq f(x)= —_% funksiyasma 1.

10). Ilm _[ rr[ - ]——- limitini tapin.

11). f,(x,y}:e"{' "']'co{ff) ardiciligy R, fazasnda comlonon
N
majoranta malikdirmi?
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12). Jim Je‘{""']cos{%-]dxaﬁa limitini tapm.
R

1
nxel|0,—
13). £,()= [(i"%
0,xel -1
ardicilhif tiglin
tim fhekic= [ lim £,
(0,3) o) T

barabarliyi dogrudurmu?

14). Gostorin ki, integral altinda limits kegma hagqinda Lebeq
teoreminds majorant funksiyanin varlii zoruri sort deyil.

15). Fatu teoreminin biitiin gartlorinin Sdenmasindan

a) Ilm jf(x}ak jL:_.la p x}}ir

b) lim {17,(x)- (<)ex =0
E
barabarliklari grarmi?

54.

1). & haqiqi adadinin hans: giymatinda

0, xe0n[0+m)
1= xeJn[04)
‘ funksiyas: [0,+20) araliginda comlanandir?
| 2). Haqiqi oxun istanilen [a,5] pargasinda Lebeq inteqrali ofan, lakin
biitiin oxda comlanmayan funksiya qurun.

‘ 3). @ va B haqiqi adadlarinin hans qiymatinda
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flx)=x"sin(x")

funksiyasi [l,+e0) aralifinda camlonir?
4).

6=

xIn*x
funksiyast II2,+-=:) araliginda comlanandirmi?
5). _[I f{x)}dx<+o borabarsizliyindan I| () dx<+o0(p>0)
fes=} fersm)
barabarsizliyi grarmi?

6). Istanilon ¢=a figiin jf(x}cir =0 sartindon f(x) funksiyasmm
el
[2,+e0) araliginda sanki hor yerds sifir olmas: gxirm?

7. [— 0,+20) aralifinda dayison isarali ela £ (x) funksiya qurun ki,

_(f. (x)ix<+ao va !h’[:f]_(x)r,ix =4

(=)

(burada £, (x)=max{f(x)0} va f(x)=max{- f(x),0}) miinasibatlari
Bdansin.
8). (~ oo, +w0) araliginda dayisen isarali elo f(x) funksiya qurun ki,

[ﬂ_[{}.(x}ix=+co va If.(x}#ﬂm

(-, 4a)

(burada f,(x)=max{f(x)0} vo f_(x)=. max {— f(x),[)}) miinasi-

batlari Sdonsin.

n, n<!rj$n+l.
9. £{x)=40 n+i<hh (m=12,.)
0, |x=n
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ardicilligh dgiin lim Iﬂ,{x]dk limitini tapin.
(=m0, )

—-J-T,xe..i’r‘\(—m+uo},

10). f(x)=1'4%
ﬂ;‘;{,xegn(—m-}-m}

funksiyasinin {— o0+ e0) aralifn iizra Lebeq inteqralmi hesablaym.
5.5.

). [a, b] pargasinda Riman menada inteqrallanan funksiya, bog ol-
mayan agiq G < [a,b] soxlugunun biitin néqtolorinda kasiln ola
bilarmi? [ 1

2, xe 0|0l

Bkl {— xxenfl]

funksiyasi [(J,l] pargasinda a) Riman monada; b) Lebeq manada
inteqrallanirom?

3) Dirixle funksiyas1 [0,1] pargasmda a) Riman da; b) Lebeq
manada inteqrallanirmi?

4). [a,b] pargasiin &lglisti sifir olan alt goxlufunun xarakteristik
funksiyasi Riman manada integrallamrmi?

5). [a,b] pargasinm olgiistt sifir olan gapali alt goxlugunun xarakte-
ristik funksiyast Riman manada integrallamrmi?

0 f)={y et

2,xeG,
funksiyas1 [0,]] parcasinda a) Riman monada; b) Lebeq menada
integrallanirmi? |
x*,xe@nfol
B {-x’.xe.rn[n,ll
funksi)lfasl [04] pargasinda a) Riman menada; b) Lebeq monada
inteqrallanirmi?
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L, xe0nfoal
8. /)= {x’, xeJn[o]]

funksiyasi [0,1]
integrallanirmm?

pargasinda a) Riman menada; b) Lebeq manada

9) 2,3,6,7 va 8 lalarindski funksiyalarin Lebeq integrallarim
hesablaym. ( } ( ) ( );
x e (0= (01} xye0,
10
A= {o ) e Oed

funksiyasinm Lebeq inteqralini £ = (0,1)x (0,1) goxlugunda hesablayin.
Asafidakn funksiyalann géstarilan goxluglar dzre Lebeq inteqralim
hesablaym.

1. f(x):{i};__f‘ xe Jﬁ{l,l), E :(1,2).

sinx,xe Qr‘\(l,Z),

12). £(x)= {;], LxeJn(-18) E=(-18)

cos.\:,xEQr'\( 18),

13). !(x)—{’f x€Gnlll 5 o)
tgx, x€ R, r‘\[Dll

14). f{x] lr.xEJ{'\(ﬂ]), E= (U]}
ctgx,err‘\(Dl),

5.7. Cavablar va giistariglar
5.1.
5). Gostorin ki, j Flx)dx= ii 6). 1. If{x)ix ZkT+f)

barabarliyindan istifada edin. 7). ;— f:k(kﬁ- lik +'2j SIrasinin comini

[Tl
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- 1 1 1(1 1 ror
ligiin g =m————| — = | barabarliyindon
SN ke s2) k+12{k k+2] ¥

1
jf (x):’x 2m, z J%

I
istifade edin. 9). Xeyr. Z—— simast miitlag wiflmur. 10). Bali.

1
& JE
2 Kk +1

k=l

istifada edin. 8). % barabarliyindan

yigilan ol giistarin. 11). Bali. % 12). Xeyr.

Ms

——;—— sirast miltlag yiflrur. 13). 0. 14). 45. 15). 0,5.

5.2.
1). l A, ilo tlgiilari %-a barabar olan 2 sayda olan biitin n
.30 . 1 1
rangli intervallannin birlagmasini igara edib ;/(x)dx:-?-z"' = (n=12..)
A

va [ f(x)dx =0 boraborliklarindon istifado edin.
R

2). 1—3U-‘Gdistarin K,

fx)~glx)= {f ,xelh2]

2x, xe[0,1)

va _[g(x)a‘r inteqralimi hesablaym.
fo:2]

3). : . Giistarin ki,
s

76)- 0|

sin 7, xe[0,1),
cosms, xe 1,2}
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vo  [glx)ax integralin hesablaym.
fe.2]
4). Var. Funksiyamn mahdud ve 8lgiilon oldugunu gdsterin. 5).

Umumiyyatla yox. f(x)=x* (xe(-e+)) vo glx)= . (xe(00D
5 1 3
4ln§—i, n. i 8). 4-Iné. {

9). (3 +2}—§, 10). %= ). ’—l‘%—lm(z—-fi). 12). 242-2.

funksiyalarina  baxin.  6).

13). ?Gesstann ki, f{x)~sin’x. 14). %ma-g. {
5.3.

]
1). Xeyr. sup f.(x)=-/2ne? borabarliyinden istifads edin. 2).
(0L

P |
Xeyr. Shl.lp f.(x)= [2ne’* baraborliyindon istifada edin. 3). Xeyr.
vef0,+m)
limf,(x)=0 boraberliyinden istifada edin. 4). Xeyr. lim f.x)=0

berabarliyindan istifada edin. 5). Bali. @(x)= 1—+'x5-. 6). 0. 7). 0.8).

Bali. ¢x)= :x;. 10). —’-:-. integral altinda limits kegin. 11). Bali.

o(e,y)=e¥). 12). #. Inteqral altinda limito kegin. 13). Xeyr.
lim £,(x) =0 baraborliyindan istifads edin.

14). E = [0,1] pargasmda

LI . |
1= :,xE[UJ]\[n[f]ti]'n} i
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ardicillifina baxmn va E=[0,l] pargasinda L funksiyasinin Lebeqg
x

a

integrall digimi nazaras alm. 15). Heg biri gutmir. 13-¢i
misala baxm.

54.
1). Heg bir qiymatinda. 2). Mosolan, f(x)=1. 3). F=0 olarsa,
a<-1 olanda; F<0 olarsa, a+f<-1 olanda. 4). Bali. 5).

Umumiyyatla yox. [1,+0) aralignda f(x)= -x!; funksiyasima va p = %
adadina baxin. 6). Bali.

1, sl
. flx)= i >1 funksiyasina baximn.
i
1 ,
=, 0,
8). flx)= =1 ¥>1 funksiyasina baxin. 9). +o0. 10). .
A '

0, x=0
5.5.

1). Xeyr. 2). a) Xeyr. b) Bali. 3). 2) Xeyr. b) Bali. 4). Umumiyyatls
yox. Bax 3-ci misala. 5). Boli. Xarakteristik funksiyanin kesilma
nogtelori qapali goxlupa daxildir. 6). Hor iki monada inteqrallanr.
Kasilma noqtolor goxlugu P,-dir. 7) a) Xeyr. Gostorin ki, x=0
niiqtasindon basqa har yerda kasilir. b) Bali. 8) a) Xeyr. Gustarin ki,
x=1 ndqtasindon bagga har yerds kasilir. b) Bali. 9). UyBun olaraq:

1 A S |
=0 8=

3 o 10). 0. Gostorin ki, @ ={r, }7., rasional adadlor gox-

o Jamt
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lugundan olan istonilon r, adadi tglin 4, ={(x,y)e E:xy=r,} ayrisi-
nin dlgiisi sifir oldugu igiin f(x,y)~0. 11). 1,5. 12). 4,5. 13). 1,5.
14). 2.

11 HiSSO

KOMPLEKS DOYiSONLi FUNKSIYALAR
NOZORIYYOSI



VIFasiL .
GENISLONMIS KOMPLEKS MUSTOVI. RIMAN SFERASI

6.1. Kompleks adadlar va onlar iizarinda amallar

x vo y haqiqi adadlorinin nizamh z=(x,y) ciitlorindan diizolmis
goxlugu C ilo isara edok. C goxlugunda asagidakt kimi baraborlik
anlayst, toplama va vurma amallori tayin edak:

1. 2z =(x,5) v z =(x,7,) elementlori yalniz va yalniz 0 zaman

barabar hesab edilir ki, x, = y, Ve x, = y, olsun.

2. € coxlugunun (x +x,) +y,) elementina z = (x,3) va
z, = (x,,,) elementlarinin comi deyilir vo 2, + z, kimi isaro edilir.

3. € goxlugunun (x,x, - ¥y, %, + X,3,) elementina z, = (x,,,) vo
2, =(x,,,) elementlarinin hasili deyilir va z,z, kimi isara edilir.

Belalikla

("nl\}"'{rvy:)= (xl BT +J’a)!
(&J’;)(%hﬁ (xe, = yxys + xp)-

Barabarlik anlayi, toplama va vurma amollari 1-3 qaydasi ila tayin
edilmis € goxluguna kompleks adadlar goxlufu, bu goxlugun har bir
adodina iss kompleks adad deyilir. (0,0) elementina C kompleks
adadler goxlugunun sifrt, (1,0) elementina vahidi, (0,1) elementins iso
xayali vahidi deyilir va uygun olaraq

0=(0,0)1=01,0) va i=(01) m)
kimi igara olunur.
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z+z, =z borabarliyini ddoyan z adedina z, va z, adadlarinin
farqi deyilir va z=2z -z, kimi igara edilir. Xiisusi halda 0-z=—-z
kimi isara edilir.

zz, = z, barabarliyini 6doyen z adadina z, ve z, adadlerinin nisbati

deyilir vo z= 2" kimi isara edilir.
Zy

(1) isarolomalorindan wva komplel {adlarin  vurulmasindan
bilavasits alimir ki,

x=[(0)iy=(0,p) i =-lLz={x,y)=x+iy .

x=(x0) soklinde olan kompleks odada haqigi edad,
iy={0,y) {y#0) soklinds olan kompleks adada sirf (xalis) xayali
adad, z=(x,y} kompleks adadinin z=(x,y)=x+iy tasvirina iss
onun cabri gokli deyilir.

x hogigi odadine  z=(x,y)=x+iy kompleks adadinin hagiqi
hissasi deyilir vo x=Rez kimi isara olunur. y haqigi adadine
z=(x,y)=x+iy kompleks adadinin xayali hissasi deyilir va y=Imz
kimi igara olunur,

z=x-+iy va z=x—Iy adadlerina kompleks qogma adadlar deyilir.
Aydindir ki, zz=x" +»* va z kompleks adadinin haqigi olmas {igiin
zoruri vo kafi sort z =z olmasidir.

Misal ;;3; bélma amalini yerina yetirin.
1-3i _ (1-3i)f2-3) _2-3i-6i-9_-7-9i __7 .9
243 (2+3if2-3i 449 13 313

Misal. zz—z=6+2i tanliyini hall edin.

z machulunu z=x+iy soklinda axtaraq. Onda P4y —x—iy=6+2
baraberliyinden  alanig:
z,=2-2i,2z, =-1-2i.

y==2 va x+y -x=6. Cavab
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6.2. Kompleks adadin handasi tasviri, modulu vs arq ti

Tutaq ki, (&) milstavisinda diizbucaqli xOy koordinat sistemi daxil
edilmigdir. Aydindir ki, C kompleks adadlar goxlugu ils (&) milstovisi
arasinda  garsthqlt  birgiymotli uy§unlug yaratmag olar. (a)
miistovisinin z=x-+iy kompleks adedina uygun (x,y} ndqtasina Z
kompleks adadinin tesviri deyilir vo o da z harfi ila igara olunur. Ona
gors do cox zaman, “z kompleks adodi” vo 2 niqtasi” terminlari
sinonim kimi iglonir. Nogtalori kompleks adadlor tasvir edan miistaviya
kompleks mistavi deyilir. Belo ki, heqiqi adadlor Ox (haqgigi) oxunun,
sirf xayali adadlor isa Oy (xayali) oxunun niqtaleri ila tasvir olunur.

z=x+iy kompleks adadine koordinat oxlan iizerinda
proyeksiyalart xvay olan z vektoru kimi da baxmaq olar (Sakil 6.1).

2 vektorunun uzunluguna Z kompleks adodinin modulu deyilir vo-
kimi isara olunur. Aydindir ki, [z = Ja? +? .

i L

¢ x

E=x+iy p=urg T
Sakil 6.1.

Ox oxunun milsbat istiqamati il sifirdan farqli z vektoru arasindaki
@ bucagma z kompleks adadinin arqumenti deyilir vo @ =argz kimi
isara olunur (Sakil 6.1). Bu zaman hesablama saat aqrobi horakatinin oks
istigamatinde aparilarsa, bucagm qiymati milsbat, saat. oqgrobi
istigamatinds aparilarsa — menfi olur.

QEYD 1. z=0 adadi tigiin arqument anlayiginin manasi yoxdur.
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QEYD2. Sifirdan forgli adadin arqumenti birgiymatli tayin olunmur.
Bgar @ bucafl z-in har hansi arqumenti isa, ¢ + 27k (k € Z) bucaglan
da onun arqumentidir.

Q EY D3, Bir gox hallarda birgiymatliliyi tamin etmak tigin adadin

| ti olarag lugu 2 -ys beraber olan yarimgapal aralifa
dilgon bucaq gotiiriiliir (masalon, (— :r,:r] va ya [0,2:1')). Belo arahga
diigan bucafia arqumentin bas qiymati deyilir.

QEYD4. Bgar z adadinin arqumenti iizarina he¢ bir mahdudiyyat
qoyulmayibsa, onda arqumentin bag giymati

|+

cosp ==,

(=) @

R T

sing =

sistemindan tapilir vo Z-in arqumenti olaraq @+ 27k (k € Z) bucag
gotiriiliir.

M isal. a) Misbot ododlorin arqumenti 0 (va ya 27k (k & Z))-dir;
b) menfi adadlorin arqumenti x (vo ya x+2ak [k 5 Z)}—d]r; c)

ib (b > 0) sakilli adadlorin arqumenti ’; (vaya ’; + 277k (k € Z))-dor; d)

¢) ib{b<0) sakilli adadlarin arqumenti —g (vaya - ’; +27k (ke Z))-dir.

(2) diisturlarmt z=x+iy kompleks adadinin cobri formasinda
nazara alsaq,
z= r(cosq: +isin ;u) (r = .z,] 3)

borabarliyini almis olang. (3) diisturuna z kompleks odadinin
triqgonometrik sokli (formasi) deyilir.

Misal 'z=—;-+s 23 kompleks odedinin triqonometrik soklini

yazin.
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L ‘1'4 1:

2T 2w . 2m
=2— Belolikls z =cos— +isin—.
=3 ' 3 3

=1. cosp= —% va sing = —? barabarliklarindan ¢mxr ki,

Aydindir ki, z, va z, nogteleri arasindaki mosafo manfi olmayan
|z, — 2, .adadina barabardir.
Ugbiicaq barabarsizliyindan, modulun, arqumentin tariflorinden va

2,2, =rr,(cosg, + ising, cosg, +ising, )=
=rnlcosp cose, —singsing, )+ i{cosg,sin g, +sinp, cosg, )] =
=nr{cos(p, +,)+ isin(p, +9,))

2 = A cos(p, ~ ;) +isin(p, - 0,))

i | 2

barabarliklarindan asagidaki teoremlar alimir.
TEOREM 6.1. Istanilon 2, va z, kompleks adadlari tigiin
@) |5 +z| <z +]zl; b) ;z,|-lz=E:§|z, AR AR
barabarsiziikiari,
P’ i |&,
¢ |2zl =lzhz d) | =5,
)|121| |2zl @) ZEE Iz
Isfanifan z kompleks va n natural adadlari ligin
“|=igf'; 9 |27 =2z
barabsrhk-’an dogrudur.
a) berabarsizliyindan va riyazi induksiya prinsipindan agagidaks
natica alimir:
Nartica. Istanilen z,,z,,...,z, kompleks adadlori liglin

Z’»

=1

e

barabarsizliyi dogrudur.
TEOREM 6.2. Istanilan z, v z, kompleks adadlari tigiin
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i a.rg[z‘z,} argz, +argz, . i) mg{ -}-xa.rgz.1 argz,;
z!

istanilan z kompleks va n natural adadlari tigin

iii) argz" = nargz

barabarliklari dogrudur.

Q E ¥ D. i)- iii) borabarliklarinda sol va sag taraflar bir birindan 27 -
in misillari gadar farglona bilar.

Teorem 6.1-in ¢) va Teorem 6.2-in iii) bandlarinden asagidak natica
alinir.

N a7!co (Muavr disturu). Istonilan z = r{cos g +isin @) kompleks
va n natural adadlari tigin

Zh= r"(cos ne +isinng)
barabarliyi dogrudur.
Misal a=(-1+i/3]° adodini cabri sokildo gostorin.
z=—-1+i[3 adadini z= 2[003 ?;‘1 +isin 2;] triqonometrik sakildo

yazib Muavr diisturunu tatbiq etsak alariq:

a =[2{cos 2; +isin Z:HM =2%(cosd0x +sin 407) =2,

Misal, cos3@-ni cosg, sin3gniiss sing ilo ifado edin.
Muavr dilsturundan gixan (coswﬂ'sinq;]’ =cosl@+isindp bara-
barliyini

cos’ @ +i3cos® psin @ —3cos psin® @ —isin’ ¢ = cos 3p +isin3p

soklinda yazib, kompleks adadlarin barabarliyindan istifads edarak,
I cos3p = -3cosp +4cos’ @,
sindg =3sing - 4sin’ ¢

barabarliklarini almig olarig.
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cosg+ising kompleks adadi € ila isars olunur, yani &”
funksiyasi istanilan haqiqi ¢ adadi figtin
¥ =cosg+ising (4
Eyler diisturu ila tayin olunur. (4) va
e

e =cosg—ising

barabarliklarindan

E‘. + E-"

cosg = —
2

sing il i
= i
2i

Eyler diisturlart alinir.
(3) va (4) boraborliklarindan ¢nur ki, istanilen z#0 kompleks
adadini

z=re* {r =iz, p= Brgz) (6]

soklindo gostormak olar. Kompleks adedin (5) seklinda yazihgina
kompleks adadin ilstlii formasi deyilir.
Verilmis a kompleks va n natural adadlari liglin

=g (6)

tanliyina baxaq.

TarlF6.1. (6) tanliyini od: z adadina a kompleks adadinin n-
¢i doracadan kokii deyilir va *[a simvolu ila isara olunur.

Aydindir ki, a=0 odedinin n-ci doracaden biitiin koklari sifra
barabardir. a # 0 olduqda asagidaki teorem dogrudur.

TEOREM 6.3, Stfirdan forgli a kompleks adadinin n-ci daracadan
mibxtalif kiklarinin sayr n-a barabardir va hamin kiklar

132

RIYAZI ANALIZ -3

z, =4/p| [cos 2 +:’¢- i 2122 ]
n

k=012,.,n-1.

(@)
diisturu ila tapilr, burada p =|d, 0 =arga.
IsBATL z va a adadlarini trigonometrik sokilde yazaq:

z=rlcosp+ising), a=ploosd+ising) (r=iz, p=argz ).

Muavr diisturundan va kompleks adadlarin berabarliyinden istifada
edarak

r'=p, np=0+2ak; k=0%1%2,.
barabarliklorini va buradan »* va @ figlin

r=4[p (p milsbat sdadinin hesabi kokt) ¢ =552 ¢ 0.4142,...
n

ifadalarini almis olariq. Bu ifadalardan (6) tanliyinin kiklarinin

EA =‘-‘\,l',o'[cos OA2AE ?—tz”&} k=0,£1,£2,.. (8
n n
soklinda oldugunu alarig.
@ 6+2r 6 +4x 8+2x(n-1)
Po= Q=" iy = ey P T
n n n n

bucaglari miixtelif vo forglari 27 -dan kigik oldugu fi¢iin (8) dilsturu ila
tayin olunan z,, z,..., 2,., adadlari miixtalifdir. {0,1,...,n -1} goxluguna
daxil olmayan her hans bir m tam adadi gtirak va onu, galigh bdlma
teoremindan istifada edorak, m = ns +k (0 < k < n 1) soklinda yazaq.

G+2mm 6 +2mk _
n n

27
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oldugundan, =z, =z, barabsrliyi almir. Belalikle (8) diisturu ila tayin i
olunan sdadlardan yalmz z,, z,,+.., z,_, adadlari milxtalifdir. @ |

Q E v o L. (6) tenliyinin (7) diisturu ils verilan koklari markazi
koordinat baslangicinda, radiusu ‘{,-’; olan gevra daxilina ¢akilmisg
dilzgiin n bucaghmin taps niqtalaridir, bela ki, hor nivbati galon tapa

cwalkindan_—zﬁ bucag qader dnmadan alnir.
“on
QEYD2 Ogar p va g adadleri garsihigh sada adadlar olarsa,
4 —_—

2% {z 2 0)-min qiymatlor goxlugu %z -in giymatlar goxlugu il iist-iisto
diisiir. |

Misal. %1 -in biitin giymetlarini tapin.

1 adadini trigonometrik gakilda yazaq: 1=cos0+isin0.

0 =cos&+isin2k—x =m.s"r—"[+:‘sinE
4 4 2 2

ditsturunda k =0,1,2,3 yazaraq

M=, N =i N =1, 41 =~

qiymatlerini almig olang.
Misal. ¥/~8-in biitiin qiymatlarini tapin.
~8 adadini triqonometrik sakilds yazaq: — 8 = 8{cos  + isinz).

7w+ 2kn

x+2’w+fsin 5

3-8 =cos
dilsturunda & =0,1,2 yazaraq

Y-8 =1+if3,3~8=-2%-8=1-i-f3
qiymatlarini almig olarq.
2

Misal 17 -in biitin giymatlarini tapin.
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z
1* = cos[%nﬂr] +fsin[§2k:r]

vaya
LS
P=P=c¢ 2—+|'sin-2££
3
diisturunda k =0,1,2 yazaraq
2 2 A1 =Y
5 3 1 o33 |
[ERS T RIS LA I
2 2 2™

qiymatlarini alms olarig.

6.3. Genislonmis | 1ol

i. Riman sferas:

Bazi masalalorda kompleks adadler goxlufunu kompaktlasdirmag
alverigli olur, Bu maqgsadls C -kompleks adadlar goxluguna sonsuzlug
adlanan va « simvolu ila isars olunan ideal bir element (qeyri-maxsusi
kompleks adad) slava olunur vo qapali (tam) € =Cu {w} goxluguna
baxalir, o kompleks adad olmadigindan, onun figlin arqument, hagiqi
vo xoyali hisso anlayislarmn manasi yoxdur. Lakin |oo=-4c0

isaralomasi gabul olunur. = geyri-mexsusi kompleks adadi, kompleks
adad kimi, cabri llorda istirak da, gidaki sortlagmaler

qabul olunur: Istonilan a va & # 0 kompleks adadlori iigtin
a)

wig=gioo=m0 - = -0=00-0=00,

a o0 @
_..=ﬂ'_-=m‘ - =0,
o

o0 1]

| 0 «@
b) woteo, 0-e0, 0w
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amgallarinin manast yoxdur.

€ coxlugu ila (z) kompleks miistavisi arasinda olan birgiymatli
uygunlugu € goxluguna davam etdirmok mogsadi ile kompleks
miistaviys sonsu lasmis noqgta adl ideal bir ndqts alava olunur

RIYAZI ANALIZ -3

proyeksiya deyilir). Belolikla, stereografik proyeksiya vasitasi ilo
kompleks adadleri sf néqtalari ila tasvir etmak olar.
Stereoqrafik proyeksiyani analitik olaraq asagidaks kimi vermak olar:
x=x+fy!3{x,y] néqtesi  wverildikde .d(u.v,w} niqtasinin

I dinatlar

(iralids onu da e simvolu ila isaras edscayik) va geyri
kompleks odad olan < -a homin sonsuz uzaglasmis néqte qars
qoyularaq geniglanmis kompleks miistavi tayin edilir.

Bu deyilonlari ayani baga dilgmak ligiln kompleks adadlerin sferik
tosvrini versk. Bu mogsadla ligblgiili fozada u va v oxlan (z)
kompleks mistavisinin x va y oxlan ile ist-iiste diigon Oww
diizbucaqli koordinat sistemi segak va koordinat baglangicinda (z)
milstavising toxunan, diametri 1-a barabar olan

wWaviewi=w

§ -sferasina baxaq (Sakil 6.2).

Ay

Sakil 6.2. Stereografik proyeksiya(Riman sferasi).

(2) kompleks mistavisinin har bir z = x +iy = B(x,y) noqtesina S-
sferasimim, B(x,y) néqtosi ilo sferanin P(0,0,1) polyusundan kegan diiz
xattin sfera ilo kasigdiyi A(w,v,w) niiqtasini, sonsuz uzaglasmis noqtaya
isa §-sferasimn P(ﬂ,ﬂ,l) polyusunu gar;i goymagla geniglanmig
kompleks milstavi ilo §-sferasi (Riman sferasi) arasmda qarsiligh
birgiymatli uyBunluq yaratrus olariq (Bu uy@unluga stereografik
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disturlart ila, A(w,v,w) niqtesi verildikde isa z=x+iy=B(x,y)
niqtasinin koordinatlan

diisturlart ile tapalir,
Misal z=-i kompleks adedinin Riman sferast iizarindaki
tasvirini verin,
z=0, y=-1 adadlerini
x y £

e == w= T
AL PP A e

dilsturlarinda nozera alsaq, Riman sferasi iizarinda z=-i kompleks
adadins uygun ndqgtanin [l],- ;—,% ] nisqtasi oldugunu almis olang.

Qeyd edak ki, stereoqrafik proyeksiya zamam gevra gevraya (burada
diiz xatt da sonsuz radiuslu gevra hesab olunur) inkas olunur va bucaglar
saxlanihir. Aydindir ki, sferanm P(0,0,1) polyusundan kegan gevrasi (z)
kompleks milstavisinin dilz xattina inkas olunur.

Sonsuzlugla bagh olan anlayiglari yaxsi baga dilgmokde Riman
sferasi gox faydalidir. Masalon, P-polyus nogtesinin atrafi olarag
sferanin P ndqtasini dziindo saxlayan vo w oxuna perpendikulyar olan
milstavinin gevrosi ilo mohdudlagnug hissasini gétiirsek, onda e -in
atrafi olaraq sferanmn bu hissesinin stereografik obrazita, yani kompleks
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milstavinin Ux(no]:{z:izbﬂ} nbqtalor goxlugunu baga diismak
lazimdir.

6.4. Kompleks adadi ardiciliglar. Kompleks hadli adadi siralar

Tutaq ki, {z,} kompleks adadlor ardicillifi, @ kompleks adaddir.

TaRriF 6.2. Sgar istanilon s >0 adadi digin ela n, = n,(s) nomrasi
tapmag olarsa ki, n > n, sartini ddayan biitiin natural n adadlari tigin
|z, ~aj<& baraborsizliyi ddanarsa, onda a kompleks adadina {z.}
ardicilligmm limiti deyilir. {z,} ardicidligmm limitinin @ adadina
barabar olmasm !‘IE z, =a kimi isara edirlar.

T ar\F 6.3. Ogor istonilon & >0 adadi iigiin ela n, = n (e} nomrasi
tapmag olarsa ki, n > n, sartini ddayan biitin natural n adsdlari digiin
|2,|> & borabarsizliyi ddanarsa, yani ii_'rgiz_l =+w. olarsa, onda =

qgeyri kompleks adsdina {z,} ardiciligmm limiti deyilir. {z.}

*

ardicilhun limitinin « -a barabar olmasim limz, = kimi igars
s

edirlar.
Misal. z, =(4+3i) ardicilhinm limitini hesablayin.

timz | = Iirri!(‘l +3;‘]‘i = !l_::!(d; +3i)" = lim5" = +eo olduguna gbra
1@3(4 +3if =o0.
Bu tariflara handasi mana vermak iiglin néqtanin £ -atrafi anlayigim

verak.
TarIF6.4. Tutag ki, a kompleks adad, & isa miisbat adaddir.

U.(a)= {zeC:iz-—dE(E}
coxluguna, yani morkezi a nogiasinds radiusu & olan agiq dairaya,

a nogtasinin £ atrafi deyilir.
TarlF6.5. Tutag ki, & miisbat adaddir.

U, ()= {z eCijz> a‘}

138

RIYAZI ANALIZ - 3

coxluguna « néqtasinin & atrafi deyilir.
Tarif 6.2 va Tarif 6.3-i handasi terminlor ila belo ifads etmak olar,
BOgor a néqtesinin (maxsusi va ya qeyri-maxsusi) istanilan £ atrafi
tigiin elo n, =n,(¢) ndmrosi tapmaq olarsa ki, n >n, sortini Gdayan
biitiin natural n adadlori iigin z, U, (a) olarsa, onda a nbgtesine
{z.} ardicili@min limiti deyilir.
T 8 v | F 6.6, Limiti kompleks adad olan ardicilliga yiglan, limiti
olmayan va ya limiti w olan ardiciiliga iso dagilan ardicdlig deyilir.
Asafidaki teorem gostorir ki, kompleks adadlor ardicilligmin

yranilmasinda haqiqi adadlar ardicillig tigiin malum olan teoremlardan
istfada etmak olar.

TEOREM 64 {z,=x +iy,} ardicilligmm a=ec+iff kompleks
adadina yigilan olmasi idigin zarwri ve kafi gort {x} va {y}
ardicilliglarimin, uygun olarag, o va [ adadlarine yifilan olmasidir.

i sBATI Zoruriliyin isbat

ke, —a|<lz, -y, ~af<|z, -4

barabarsizliklorindan, kafiliyin isbati isa

izn _4 Sixa -ai"'.iya -QE

barabarsizliyindan alinir. <

Misal. z, o) ardseilliggnim limitini hesablayin.
Eyler dilsturundan istifada edarak bu ardicilhig

z, = e-{?"") = cos[-z + 21n] —isin[z + Zln] =

. 1 .
=—sin-— —icos—=x,+ 1y,
o 2 A

% gl i)
saklmda;yazaq, burada x, = s:nzn, = cosln.

i I g 1
i =- = i =-lim ==
limx, =-limsin 0, i!m ¥, =-limcos 4
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borabarliklarini nozers alsaq limz, = iir:le_ 2‘;} =—i barabarliyini
alariq.
TeoREM 6.5. limz, =a= limjz, =la].

isnaTI a=c0 halitorifdan, @ kompleks adad olan hal isa
fzl e <lz -4

barabarsizliyindan alimr. <
Qe v {z} ardicibgiun limitinin varhgndan, timumiyyatls,

farg(z, )} ardicilligmin limitinin varligt grxmir,

Misal {3‘=£} ardicillifn 0-a yifilir, lakin {arg[%]}
n

ardicilliinin xiisusi limitlor goxlugu {0,%.3. 3:} (argz e [0.27))

olduu iigiin onun limiti yoxdur.

Asagidaki kafi sart dogrudur.

TEOREM 6.6, Tutag ki, z,=re™ (r,, =z, @, =argz,)A Ogar
limr, = p va limg, =8 olarsa, onda limz, =pe.

isBATL sinx va cosx funksiyalarimin kesilmazliyini nezars alsaq,
z, =r,cos@, +ir,sing,

barabarliyina Teorem 6.4-i totbiq edib, Eyler diisturundan istifads etsek
teoremin isbatini almig olariq, <
SorBasT I5. Gostarin ki, ager limz, =a (a+0) olarsa, onda z,

Aadl

inin arq tlarini ele segmak olar ki, farg(z,)} ardicilliginin
limiti a -nin arqumentina barabar olar.

Haqiqi adadler ardieillif tigiin malum olan teoremlsrdon vo Teorem
6.4-dan agafidaki teoremlor alinir:

TEOREM 6.7, i_ir_:z,_ =a,£i_2¢,=b ] (a,b EC). Onda
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lim(z, £¢,)=axb, lim(z,¢,)=ab, lim 2- = % (b#0)
barabarlikiari dogrudur.
TEOREM 6.8 (Kogi meyary). {z_} ardcilifmm yiglan olmast figiin

zaruri va kafi gart

Ve>0,3n, e N, Ya>n, Ym>n, =iz, -z (<&

vaya
Ve>0,3n,eN,Vn>n,VpeN=z, —z[<€
gartinin ddanmasidir.
TEOREM 6.9 (Veyergirass). Istanil hdud ardiciiligdan yigilan
alt ardierlhg ayirmag olar.

Qeyd edek ki, IM>0,Yne N=|z<M sorti tdanarss, onda
{z,} ardicilligina mohdud ardicilliq deyilir.

TEOREM 6.9. Yigian ardicillig mahduddur va onun birdan artig
limiti ola bilmaz.

indi isa kompleks hadli siralar haqqinda bazi malumatlars verak.

Tutaq ki, {z,} kompleks adadlar ardicilligidir.

-
DI TR AT I )]
=l

ifadosina kompleks hodli sira, z, (n=12,...) adedlorina isa siramin
hadleri deyilir.

T awr!F 67 Oger (9 swasimn {s,, =ZZ§}-IﬂS‘HSJ' camlar
=t

ardicillig yiglirsa, onda (9) sirasina yigilan stra deyilir. Xiisusi camlar
ardiciligmm s =ims, limitina (9) sirasinin cami deyilir va
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o
Yz, szttt z, =S
n=l

kimi igara olunur.
Bilavasits tarifdan goar ki, .I.iﬂz“ =0. Bu sarta siralarin yiflmasi

igiin zoruri gart deyilir.
Bgor xiisusi comlar ardicilig dagilirsa, onda (9) sirasina dailan sira
deyilir.

Misal Zq"" sirast jg|21 oldugda dagl, giinki zaruri gart
=l

danmir,

Kompleks adadlar ardicilligs figiin isbat olunmus (Teorem 6.4,
6.7,6.8) teoremlardan agagidaks teoremlar alinir:

TEOREM 6.10. Kompleks hadli (9) swasuun yigilan olmast figtin
zoruri vo kafi sort omun z,=x, +iy, (1=12,...) hadlarinin hagigi v

xayal hissalorindan  diizaldilmiy Zx" va E y, swralarmmn eyni
wul

da yigilan ol dir. (%) swasmin cami tigiin

s=izﬂ =ix”+fix, =g+irt
=] =

mel
barabarliyi dogrudur, burada o = Zx,,, T= i Pz
o=l =l
TEOREM 6.11. Bgar iz" va Y.¢, siralart yygilandirsa, onda
] =l

1) istanilan a kompleks adadi figiin Y az, siras yigil va
w=l
Y az,= ai zir
L] w1
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2) Z{z_ + C,,) swralar yigiir va
=]
PICEIS RN
sl =l a=l

barabarliklari dogrudur.
TEOREM 6.12 (swralar dgiin Kogi meyary). Kompleks hadli 3z,
w=|

sirasinin yigdan olmasi figiin zaruri va kafi gart

| o
We>0,3n, =n,(e)e N, Vn>n, Vpe N:-"rr_,y—s,1=]iz‘,‘<z
kmare|

i
gartinin ddanmasidir,
ToRIF638. Ogar Y lz,| <+ sorti odonarsa )z, swasina miitloq
ar= wal

(Fartsiz) yrgrlan swra deyilir,
Aydindir ki, miitlaq yi5ilan sira yigihr.

Misal iq"" sirast [g| <1 olduqda miitlaq yigihr.

wel

Kompleks hadli swralarin miitlog yiiilmasint tadqiq edarkan igz,'-l

el
) -
sirasina (va ya Y ix|, >l (x, =Rez, y.= Imz,) swalarinm har
= =l

birine) miisbat hadli siralar figiin malum olan slamatlari, mesalan, Kosi
vo ya Dalamber alamotlerini totbiq etmak olar.
SoRrRBasST |5 Gostorin ki, asafidaki sortlardan har hansi biri

tdonarsa, onda kompleks hadli i"w sirast miitlaq yigilar:
=l
a) |z, < Mp" (n>n,), burada M <+e0,0<p<1.

o il

143



VI FO§IL GENISLANMIS KOMPLEKS MOSTaVL. RIMAN SFERASI

c) Ei_’n;u{ﬂ;,:g =p<l.

d) |z,| < MA™ (n>n,), burada M <+e0, e >1.

e) !'im’:u[] - z;‘ :H =fg=>1.

t);z,'|<M—1--——— (n>n,), burada M <+, >1.

n(inn)

TarlF 69 Ogar !iz"!cm va i|z,§=+cn sartlari ddanarsa
iwsi =

zz_ sirasma garti yigilan swa deyilir.
=]

Misal i:{—_-l—}: sorti yigilan siradir. Bu siranin yiilan olmasi
are]

dayigen igarali siralar haqqinda Leybnis teoremindan guxir. Bu siranin
hadlarinin modullanndan  diizaldilmis i::! sira dagilan harmonik
stradir. "
TeoREM 6.13. Tutag ki, iz, va ic,’,, swralart miitlag yigihr va
= =]

onlarm cami, uygun olarag, s va o adadloridir. Onda onlarm hasili
olan

(g:ﬂ]-[;g] - g{z,g’, v 2l 2l ¥t 2,8)

sirasy da miitlag yigaliy va onun cami s - o adadina barabardir.
Qeyd edak ki, bu teorem sorti yifilan siralar figiin (alavs gartler
qoyulmazsa!) dogru deyil.

1
Misal. 1- +]—1+‘.,+(_]-')-'-M +.. V8
3 4 n

1
2
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1
e
2

1.1 (.|]'
3+4 ...+—; =k JOW

gorti yigilan siralarin vurulmasindan alinan siranin 7 -ci haddi

| | 1 1 1 1.1
-1 o e e, ——— —
( y[n 2:1—]+3n-2+m+n—lﬁ+rz]
figiin zaruri gart Sdenmadiyindan hasil sira yigilan deyildir.
6.5. Cahsmalar

6.1.

Asafnidaki kompleks adadlarin hagigi va xayali hissalarini tapin.

1), == .. 2) z=(-]—_—j]3 3 e=fl-i3)
1= T Rl i S B

4). z=[2+f=]=.5) z—iH—lT

1) -

Lazim omsaliyyatlan yerina yetirarak, verilmis kompleks adadlari
cabri gokilda yazin.
6). P +i® Pt T PP 8) 2i-1) - (2i 1)

e o 1py, 2+3)6-1)
9). ™, 10). (1+i)°. 11). i

__8leosd0" +isind0’) (VT
" 16(—G05['—50'-)+ isin(—il]:]j' 2 (1_1-)14 —f(l+j]“ .
14y, @--3+20.18. 2+ (-1 19 250,

30
141
i (B+ifi+i :3]
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18). x va y-in hansi hogigi giymatlarinds z, = X +dy-iy v
2==4+y——2;—£t’ i
H
adadlari kompleks gogma olar?
19). Kvadrati gosmasmna barabar olan kompleks adadlari tapin.
20). z* +8z +41=0 tonliyini hall edin.
(_2-)-!'}): +{2-i)y=5

21). ;

(B+2)x+(3-2i)y=8
22). 22 +2 =0 tonliyini hall edin.
23). (1+i)x+(1 i)y =3~ tonliyinin haqiqi koklarini tapin.
24). x+y +ixy =1 tonliyinin haqiqi ktklarini tapin.
25). x vo y-in hansi hogigi qiymstlorinds z =x+ 2i wva

sisteminin haqiqi kiklarini tapin.

z, = 4+i-f3p
kompleks adadlari a) barabar olar? b) gosma olar?

Asagidakt sartlori 5dayan biitiin z ndqtalorini kompleks miistavida
tasvir edin.

26). —251&.;5%. 27). [Red £2,lImz|<1. 28). —/3<Imz<0.
29). Rez<Imz. 30). Imz*>2.

Asagidaki sartlori Gdayen biitiin Z ndgtelerini tapin va kompleks
milstavida tasvir edin.

s mi=" 32 2=1.33). m-Z =0.34). Re?=0.
z 2 z 1+i i

35). z=2(cost +isint), 0<r< 7.

6.2
Asagidaki kompleks adadlerin modulunu va (- #,#] araligina diigan
arqumentini tapin.

1. z2=-5.2). 2=23i.3). z=-1-i.4). z=3-1i.
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1+i 1-i !\,E+ J }:
5} z=——+-—.6) z= 2 = ;
hE= T e e [ o ?x?.T}.z—4+31,
Sin— +fcos-—
10 IOJ

8). z=-2-2-/37.9). z=~cos™ +isinZ .
5 5

10). 3 =142 11). 2=27012), 2= (14 P -1 B

Asagidaki kompleks adadlari trige trik va fistlii sakilds yazin,
13). z=242i.14). z=-1+i-f3.15). z=-5i.

16). z=_43[cos%—fsin%), 17). z=-2. 18). z=2i.
19). z=—[2 +i-/2.20). z=-1-i-3.

Asagidaki amallari yerina yetirin.

) ! E/- -
21). [ﬁe‘ ] .22). 3¢5 4e* . 23). [1+iB)".

1+i73) i 5o 1=}
24).[ - ] .25). 2-2iY .26). (.3 -3} .29). (-H;,].

Asagndaki kompleks adadlorin gostarilen daracadon biitiin kiklarini
tapin.

28). Y=, 29). 8—i8.3.30). ¥-16. 31). 4 +i. 32). ¥-1.
33). Ji. 34). %i. 35). 41.36). J2-i2.3.

Asagdaki tenliklari holl edin.

37). |4 -3z =~12i.38). |~ 22 =2i -1,

39). 2 =z (z20,neN). 40). 2=z .41).|d-z=1+2i.

Asagidak: sortlori Sdayan ndqtelori kompleks miistavida handasi
tasvir edin.
42). |4=2. 43). argz= "—; .44), |4>2.45). - : <argz<0.
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z + '|<| |:-‘Sl’
46). |z-5i=8. 4?){ e W B
3 =My

1<lz<4,
49), {{Rez|2 2,
Imz 50,7

6.3.
Asa@idaki kompleks adadlari Riman sferasi lizorinda tasvir edin.

1). z=1.2). 2=-1.3). z=i.4). z=—i.5). z=1+i.

6). argz = gilasiun Riman sferasi zarindaki proyeksiyasimi tapin.

7). z ve z noqtaloring uygun olan ndqtolerin sfera iizarinda
qargthigh yerlagmalori necodir?

8). Xoyali oxa nozaran simmetrik olan ndqtalers uygun olan
niqtalarin sfera fizarinda gargiigh yerlogmalari necadir?

9). z va —z noqgtalarino uy@un olan niigtelerin sfera iizarinda
qarsihigl yerlosmalori necadir?

10). Rez >0 oblastina Riman sferasinin hansi oblast uygundur?

11). Imz >0 oblastina Riman sferasinin hans) oblasts uygundur?

12). Rez = K xattina Riman sferasinin hansi ayrisi uygundur?

6.4.

Asafidaki ardicilliglarim limitlerini tapin.
= -
D. Z~=’5f'--l+f5~1-2). n=ltla s [“].
n n

RIYAZI ANALIZ -3

8). z,=

1+a™

a>1).9). z,=£28‘_]ft, 10), z, <1H2Hin*
]

B n+i

2 Y
1. z, (;'] 12). z, =" 13). z,=[%]‘14)‘ z,,:ar{—[d—%)

a kompleks parametrinin  hansi qiymutlorinde  asafidak:
ardicilliglanin (sonlu va ya sonsuz!) limiti vardir?

15). 2, ma”. 16). 5, @ L 17} 2 = et 18). 2y =T,
n va

19y, z =&
) 2=

A easidal
TES

1 siralarmn yigil aragdinn,

20). 2[ ] 21). Z Ir{'“ﬁ”") 22). Z

i

23). z (3 4}' g:“:_iﬁ“ .25). i;.,_l_.

+i2 Srnei

= l - = 5 2 2--
2 z Jn+3i 0. ,z..:i’_ o %) z,: :’ '+21§e" Z.:_;TE' ’

Gostarin ki, asagidaks siralar miitlaq yigilandir.

). z;)-g"fr .3 e (” 35). Z
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36). 2(2')'”. 1), Z .38) Z("’y 39). ZL—L

teny T Sl
40) z 41) z(ﬂ"ﬂimn)

Asagidaki siralarin comini tapin.

). Z 3 +;z ) 43)'2;1{3*-'{;5" 1 a8, Z[ ]

I 5" ! nal

A 2[ e <1) n(n1+ﬁ]'“‘s" z[a‘“?i}
» ) )

6.6, Cavablar va giistariglar
6.1.

1). Rez=%,lmz=%,2). Rez=0,Imz=1.3). Rez=-1,Imz=0.

4). Rez=-2,Imz= 2 .5). Rez=2,Imz=0.6). 0.7). -1.

8). 48i.9). —1.10). 32i. 11). ?-u!:- 12). r;- 13). ~2-2i.

RIVAZI ANALIZ -3

1
—145i. 15). ——i— - i ———13 1;1
14). —1+5i. 15). xw 16). +:w 17). ——i ). (1) vo
1.3
(-11).19). z,=0;2,=1; 2,, =—E:ti—2-- ;

20). z,=-4+5i;z,=-4-5i.21). x=%;y=§. 22). 2, =0;z,=-1;

—-lz-i:-{; 23). x=1;y=2.24). @.25).8) x =4 y—zr

4
b) x=4y=- —3 . 31). Morkazi (0 1) noqtesinds radiusu 1 olan

gevra. 32). Morkazi (G;U] dqtasinds radiusu 1 olan gevra.
33). x—yp=0.34). y=0.35). Markazi (0;0) ndqtesinda radiusu 2
olan gevranin yuxar yarim miistavid qalan hissasi.

6.2.

0.5 7.2).23% -’;-‘3), 2 ~-3f-.4), No, —arcrg%.ﬁ). 0

arqument tayin olunmayib. 6). 64, - -?sxr. D5 arc:g-i 5
8). 4 2: 9). z=—cos’§+fsin-’§.m). i Lok -Z.

1 - T .. =
oo, 2- ® risinZ|=2/2¢".
12). -; 0.13) Zq'rz[ccs4 isin ] e

2
14). 2{::03 gJ!'-Hsin:‘l-’q: 2e’
3 3
15). S[cos[— ;]H‘sin[- g-]]=5e45 16). J[cos 4 ;'-' +isin 5:-)= 3¢’

17). 2(cos 7 +isinm)=2¢" .18). 2[&:05'; +fsin’;}=2el".
19) z[om3”+s'sin3-.-] 2'%
{ 4 ] 4
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27Y, .. [ 2« 5 T
2| cos = +isin -5 =2¢ 3 .21) —--f'2.+m"§.22}‘ =12.

23, 2¢. 24). ~2°(1+i5). 29). 2°(+). 2. (B-3f . 20 1.

= 1 %1
28). i—?-—%i; i.29). 259 20123, 30). zg[“?']’,k =0123.

20).

=

- 1£i
92 cos T8 4 isi “m]h 123,4.32). £,
31). 9 (cos 5 isin=—=} 0,,2,3 ) B

33). i_—%{lﬂ'}. 34). %(i Bai)-i. 39). £n21.36). £(B-1).
2kx

37). z2=2+4i.38). z =%—i. 39). 7, =¢ " ,k=0n—1.

3.
40). z,=0.z,=l,z,=-—l,x4=f,z,=—f. 41). z:-2-—2r.

6.3,
1. [-;—012) 2). [-%;0,‘5]. 3). (0-.-'2-;'5), 4). [,—’—2;%].
2(333)

6). argz=a va Ow xatlorindan kegon miistavi ilo sferanin
kasigmosindon alinan yanm gevra. 7). uOw milstavisine nazaran
simmetrikdirlar. 8). vOw milstavisina nazaran simmetrikdirlar. 9). Ow
oxuna nozaran simmetrkdirlar. 10). u >0 yanm miistavisi. 11). v>0
yarim miistovisi. 12}, u + Kw — K =0 gevrasi.

6.4.

1. 1+1.2). -1.3). 0.4). %+s.5). »-;.6)

9). 0. 10). 2+1. 11). 0. 12). Limiti yoxdur. 13). 0. 14). Limiti yoxdur.
15). ld<1,jg>1 vo a=1 oldugda. 16). Biitin a -lar iigiin. 17). Biitiin

: “;‘fi—.?);o.sm 0.

a-lar iigiin. 18). |a/<1,)a>1 vo a=1 olduqda. 19). Rea# 0 oldugda.
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20). Dagilir. Géstarin ki, zoruri sert ddonmir. 21). Y iqi

x;syali I:ll&‘:snlarina Leybnis teoremini tatbiq edin. 2)2), Dgallgl'lrhrﬂéq;:::r\::
ki, hagiqi hlsso_ dagilir. 23). Miltlaq yigilir. 24). Miitlaq yiggihir. 25).
Dagilir. Géstarin ki, zoruri gart &donmir. 26). Dagilir. 27). Miitlsq
yigilir, 28). Dagihr. Gostarin ki, zoruri sort ddenmir. 29). Yaghr. 30).

Sorti yigilir. 31). Dagilw. 42). 4+2i. a3). 242, aay. 242
. o Ty %% §EEH

45). 14330.46). 2L 47). ex2i 48 3421
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7.1. Dyri va oblast

Tutaq ki, [a,b) parcasinda kesilmsz olan, haqiqi giymatli, {t) vo
) funksiyalan verilmisdir. ¢ parametri @ -dan baslayb b-ys dogru
artan istigamotda doyisdikda, (x(t)y()) citi 2(a) = (x(a). ¥{a))
noqtesindan baglayaraq z(p) = (x(6) »{b)) noqtosina dopru  horakot
edarok, kompleks miistavido miisyyan nizamh goxlu tosvir edir. Bu
nizamli goxluga miisbat oriyentasiyali (istiqamatli) (Lq)awisi (konturu)
deyilir.

2(6)= (=0}, y () = x()+ () a < <b

tanliyina ise () oyrisinin parametrik
tonliyi deyilir. (L) ayrisi ilo bu ayrinin
kegdiyi

M, ={zeCiz=x()+i()ast<b} M
coxlugunu qansdirmaq olmaz. Svvala z(a)
ona gore ki, (L) oyrisi nizamlanmi
ndqtalor goxlugudur. Ikincisi ona gore ki,
(L) ayrisinin mitalif ndqtolerine M,
goxlugunun eyni bir ndgtssi uygun ola
bilar (Sakil7.1).

()

2(b)
Sekil 7.1.
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Sokilden goritndiiyii kimi M nbqtasinds (L) ayrisi dz-6ziinil kasir,
{L} ayrisinin ¢ parametrinin iki milxtalif giymatine uygun iki mixtalif
nigtasina M, coxlufunun eyni bir M nigtesi uygundur, Sgar M,
coxlugu fizro 2(b) néqtasinden baslayib z{a) noqtesina dogru herakat
ctsak, onda yeni bir (L°) ayrisi almig olarq. M, coxlugu har iki ayri
iiglin eyni olsa da onlar sks oriyentasiyal milxtalif syrilardir.

TariF 7l Ogar (L) ayrisi dz-dziind kasmirsa, yani onun ela
z(t] = {x(r), y(.r]] = .t(.r)+ iy(.r), as<t<sh parametrik tanliyini  tapmag
olarsa ki, [a,b) araligindan olan, bir birindan forgli, istanilan t,,1,
adadlari iigtin z[.f, )= z(:,} sarti ddansin, onda ona sads ayri deyilir.

T ar | F 7.2. Baglangic: ila sonu iist-iista ditgan ayriya qapalt ayri
deyilir.

Tarir73. Ogar (L) ayrisinin ela z{!):{x{.'}, _y{f]) :x{f}u}(r},as: <b
parametrik tonliyini tapmag olarsa ki, =(t) funksiyasmin [a,b]
pargasmda  sifirdan forgli (Vrela,b) 2() =27 ()4 y2()>0)
kasilmez toramasi olsun, onda ona hamar ayri deyilir. Sgar (L) ayrisi
gapal: olarsa, alava olarag 2'(a)= 2'(b) sarti da talab olunur.

Tar1F 7.4. Ogor (L) ayrisini sonlu sayda hamar hissalara bolmak
olarsa, ona hissa-hissa hamar ayri deyilir.

Q E Y D. Byrinin parametrik tonliyinda [a,5] pargas: istenilon (agiq,
yarim gapali, mahdud, qeyri-mahdud) araligla avaz oluna bilar.

Q?:Ci" -1 1

Sokil 7.4. Sokil 7.3. Sakil 7.2.

Misal. z{t)=cost yr st 2x) oynsi, z=—1-ndqtasindan z =1
néqtasing yonalmis [-1,1] parcasidir (Sokil 7.2).
Misal z(f)=cost(-z<r<x) oyrisi, (-11) intervalinn har bir
noqtesinds dz-6ziinil kesan qapali ayridir ($okil 7.3). Bu oyri z=-1-
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noqtasindan baglayaraq [— l,l] pargasimn biitlin néqtalerindon kegarak
z=1 noqtesina atir vo yeniden z=1 négtasindon hamin parga {izra
z = -1 son niqtasina qayidir,

Misal z{)=cost+isinr(0<¢<27). Bu z=1 noqtasindon
baglayib, markazi z=0 nogtesinde radiusu r=1 olan gevranin
néqtolorini saat aqrabinin aks istigamatinda kegarak yeniden z=1
néqtosine qayidan sada qapah oyridir ($akil 7.4).

Misal z(:)=cosf+£sint{05:$-ln'] . Bu z=1 néqtasinden
baglayib, morkezi z=0 noqtesinde radiusu r=1 olan gevranin
néqtalorini saat agrabinin oks istiq inda iki dofs kegarsk yenidon
z =1 nbqtasing qayidan dz-6zilnii kasen qapal ayridir.

Tutaq ki, G kompleks adadlar goxlugudur.

TarlF TS5 r ela misbat & adadi tapmag olarsa ki, ae G
nogtasinin U, (a)={zeC:|z—a|< s} & atraft tamamila G goxluguna
daxil olsun, onda a G goxlug daxili nogtasi deyilir.

TarlF7.6.Ogar G goxlug biitin lari daxili négta olarsa,
onda ona agtg coxlug deyilir.

SarBasT I§ 1. Gostarin ki, asafidaki ¢oxluglarin har biri agiq
goxlugdur.

8) G={reCilz—d<R (R>0,aeC)}.b) G={zeC:Imz>0}.
) G=C.d) G={zeC:1z—a§<R (R)U,aEC}}\{a}. e) G=C\[—].]1.

f)G=feCir<|z-d<R (0<r<R,acC).

TarlF1.7.Oger G goxlug istanilan iki ndgtasini ila G
coxluguna daxil olan kasilmaz ayri ila (xiisusi halda siug xatla)
birlagdirmak olarsa, onda G goxluguna rabitali goxlug deyilir.

TarlF 7.8. Rabitali agig G goxluguna oblast deyilir.

" SarBBST 1§ 2. Gostarin ki, Sarbast ig.1-doki goxluglarin hamis:
oblastdir.

ToRrIF 79. Bgar G oblastina daxil olan istanilan gapah sade
ayrinin (Jordan ayrisinin)} daxili do G oblastma daxil olarsa, onda G
oblastina birrabitali oblast deyilir. Bu xassays malik olmayan oblasta
isa goxrabitali oblast deyilir.
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SarBasT i35 3. Gostarin ki, a) G={zEC:i.‘(‘—d <R {R>O,aeC)},
b) G={zeC:lmz>0}.¢) G=C.d) G={zr+:)»eC:u<x<ﬁ.y<y<5}
oblastlar: birrabitalidir, lakin ¢) G={zeC:jz-d <R (R>0,aeCl\{d}
B G=C\[-1]. &) G=feCir<lz—d<R (0<r<RacC)
oblastlan isa ¢oxrabitalidir.

TarIF 7.10. Ogar a nigtasinin istanilan U‘(a)={zec:1z—d<£}
& atrafinda ham G goxluguna daxil olan ham da G goxluguna daxil
olmayan niqts olarsa, onda a nigtasine G goxlug sarhad i
deyilir.

Aydindir ki, oblastin sarhed niigtasi ziina daxil deyil.

Toarlr 71l G goxlug sarhad nogtalari goxluguna onun
sarhaddi deyilir vo (3G) kimi isars edilir.

Aydindir ki, (3G) qapali coxlugdur.

Ogar G I, T, va I, ayrileri ila hildudlanmis goxluqdan a, v a,
noqtelerini atandan sonra alinan oblast olarsa ($akil 7.5), onda o
sorhaddi (8G)=T, T, uT, U{a,, a,} olan 5- rabitsli oblast olacagdir

TaRrlF 7.12. G oblast ila onun (3G) sarhaddinin birlagmasind:

alman G 8G goxluguna gapal: oblast deyilir va G kimi igara olunur.
SAaRTLO$MaLaR: 1) Biz serhaddi bir nega hissa-hissa hamar
ayridan  va  tacrid
olunmus ndqtalardan
ibaret oblastlara baxa-
cagiq. 2). Hesab edo-
cayik ki, G oblastinin
sarhad ayrilari (kon-
turlan) elo istigamat-
lanmigdir ki, bu isti-
gamatds onlar tizarin-
do herskat etdikda G Sakil 7.5.
oblasti  milsahidagiye
nazaran solda qalr (§akil 7.5). Bu istigamsts milsbat istigamat
deyacayik. {
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Sonda, dafalarls istifads edocayimiz, faydal bir lemmam qeyd edok.

L EMMA 7.1 (Borel). Qapali mshdud G oblastimn sonsuz
{v, ()} atraflarla ortiiyindan sontu v 4 (2) {1, ortiying ayrmag
olar.

Qeyd edok ki, A< | JB sortini 6doyan © goxluglar sistemina A

Beft

coxlugunun drtityli deyilir.
7.2. Kompleks doyisanli funksiya, onun limiti v kasilmazliyi

ToRr!|F 7.13. Ogor E kompleks adadlor coxlugumum har bir z
adadina, miiayysn qayda ila, bir va ya brr nega w komp!eks adad'r qarst
qoyularsa, onda deyirlar ki, E goxl ke
giymatli w= [(z) funksiyas: tayin nfwm:u;dur egar }:ar bir z-2 qar;t

yegana w kompleks adbdi garst qoyularsa, onda w = f(z) funksiyasina
birgiymatli fimksiya deyilir. Ogor har hans: bir z -3 qarg: birdan artiq
w kompleks adadi qarsi qoyularsa, onda w= f (z) funksiyasma
coxqiymatli funksiya deyilir.

Misala) w=z', w=Rez vo w=2" funksiyalan biitin z
miistavisinda tayin olunmug birgiymatli funksiyalardir.

by w=Argz, E=C\{0} goxlugunda, w="/z (n22) funksiyas:
biitiin z miistavisinde tayin ol 5 goxqiymatli funksiyalardir.

Biz, asas etibar ilo, birgiymatli funksiyalan dyranacayik.

Ogar z vo w adadlorinin z=x+iy va w=u+iv cabri sokillorin-
don istifads etsak, gorarik ki, kompleks dayisanli w= f(z) funksiyasina
bir ciit iki hoqiqi dayisenli haqigi qiymetli u(x,y)=Re f(.x+:)-) va

v{x, y)=1m f(x+iv) funksiyalan kimi baxmagq olar.

Bir gox masalalarde w= f {z] funksiyasina bir kompleks miistavinin
néqtalerini digar kompleks miistavinin ndqtalerina kegiran inkas kimi
baxmagq alverigli olur. D={w= f(z):z e E} goxlufuna E goxlugunun
obrazi deyilir vo D= f(E) kimi isara olunur. w= f(z) borabarliyini
Gdayan her bir z ndqtesine w néqtesinin proobrazi, w nbqtesing iso
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belo z-lorin obrazi deyilir. gar D= S(E) goxlugunun hor bir w
ndgtasina onun E dan olan proobrazim (proobrazlarini) qars1 goysaq,
D= f[E] GOX E coxluguna tasir edan funksiya almis olarg.
Bu funkmyaya w=f(z) Funkswas:mn tarsi deyilir va z= f"'(w) kimi
isara olunur, z = f "(w] funksiyas), imumiyyatla, goxqiymatli funksi-
yadir (hatta w=f{z] birgiymatli olsa bela! ). Masalan, w=|z funksi-
yasin torsi, har bir misbat w=r adading qarg1 |zi'-r gevrasinin
ndqtalarini qars qoyan, kontinuum qiymotli funksiyadur.

Sgar ham w= f(z}, ham da z=f" (w) birgiymatli funksiyalar
olarsa, onda E goxlugunun D= f(E) coxlufuna inkasi qarsiligh
birgiymatli olar.

) ]l‘ldl isa kompieks dayisanli kompleks qiymotli funksiyanin limiti vo
d lumatlar: sarh edak.

bazi asas

Farz edak kl, w=f(z) funksiyas, limit nisqtasi z, olan (z, =w-da
olabilar! ), E ¢oxlugunda tayin olunub.

T arIF 7.14. Bgar geniglanmis kompleks mistavinin el> A néqt
varsa ki, onun istanilan U, ,[ }(5:)0] atraft ligiin z, néqtasinin els
Ugz)(8>0) oarafm  tapmag olarsa ki, En(U,(z,)\z,])
coxlugunden olan bitin z-lar dgin f(z)e U,(A) sorti Gdonsin, onda
A-ya, z adadi z,-a yacmlasdigda (z -» z,), f(z) funksivasmm limiti
deyilir va lim f (z)= A4 kimi isara olunur.

QEYD 9 A kompleks adad (yani 4# ) olarsa, onda
deyacayik ki, f z) funksiyasi sonlu limita malikdir.

Asafidaki teoremda forz olunur ki, biltin funksivalar eyni bir
goxlugda tayin olunub va sonlu limitlars malikdir!

TEOREM 7.1. a) Sonlu sayda funksivalarm cabri caminin limiti
onlarmn limitlarinin cabri camina barabardir.

b) Sonlu sayda funksiyalarm hasilinin limiti onlarm limitlarinin
hasilina barabardir.

¢) fki fumksiyamm nisbatinin limiti (maxracin limiti sifirdan forqli
oldugdal) onlarin limitlari nisbatina barabardir.
Teoremin isbatt lim f{z)= 4 limitinin varhgmn iki adad ikiqat
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limu(x,y)=a va limv(x, y)=b
i T

limitlarin varligina ekvivalent olmasindan ¢ixir, burada
Z, =Xy iy, A= a+ib (4 %oo). f(z)= Ref+ilm f= u(x,y)+ .‘v{x,y}

TorliF 7IS. Tutag ki, w= f(z) fimksiyas: E goxlugunda tayin
olunmusdur va z,€E. Ogar !L“,} f(2)=flz,) borabarliyi sdanarss,

onda deyirlar ki, w= f [z] Junksiyast z, néqtasinda kasilmazdir.

T ar|F 7.16. Ogar w=f(2) funksiyasi E goxlug biitiin
nigtalarinds kasilmaz olarsa, onda deyirlar ki, w= f {z] Sunksiyas1 E
coxlugunda kasilmazdir.

Bilavasits Teorem 7.1-dan gixan agafidaki teoremds forz olunur ki,
biitiin funksiyalar eyni bir goxlugda teyin olunub va miirakkab
funksiyanin manasi var.

TeorEM 7.2. al Sonlu sayda kasilmaz funksivalarin cabri cami
kasilmazdir.

b) Sonlu sayda kasilmaz funksiyalarin hasili kasilmazdir. )

¢) Iki kasilmaz funksivamn nisbati (maxracdaki funksivammn sifirdan
Jorgli nagtalarinda!) kasilmazdir.

d) Iki kasilmoz funksivanin miirakkab funksivas: kasilmazdir.

e w=f(z) funksiyasmm kasilmozliyi iki hagigi dayisenli hagiqi
giymatli u(x,y)=Re f(x+iy) vo v(x,y)=1Im f(x+iy) funksivalarimn

7

ERVI .
Misal z doyigoninin arqumentinin (- x,:r] aralifina diigan bas
qiymati olan w=argz funksiyasina baxaq. Bu £ =C\{0} coxlugunda
tayin olunmusg birgiymatli funksiyadir. Tutaq ki, z, = x, <0.

limarg(x + iy): & va lim arg[x+ iy] =-r
£ 2
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barabarliklarindon ahnir ki, w=argz funksiyasi (-<0,0) araliginin hor
bir ndqtesinda kesilir. Asanligla géstarmek olar ki, w=argz funksiyas:
€ \(~0,0] goxlugunun har bir néqtasinda kasiimozdir.

Qeyd edok ki, z dayiseninin arqumentinin (- sr,x] aralifna dilgon
bag giymati olan w=argz funksiyasina yalmz £ =(~ w,l)) araliginda
baxsag, onda o, bu aralifin biitin ndqtalerinda kesilmoz olacaq (
E =(~0,0) arahiffindax sabitino barabar oldugu iigiint}).

Tawrlr 7.17. Ogar istanilan &> 0 adadi sigiin (valmz & -dan asilt
olan!) ela 6(£)> 0 adadi tapmag olarsa ki, E sartlorini 6dayan ista-
nilan E va z' adadlari iigiin | f(z)- f (') <& barabarsizliyi Gdonarsa,
onda f(z) funksipasma E ¢oxlugunda mintazam kesilmaz funksiya
deyilir.

E goxluunda miintozom kasilmoz olan funksivani E-nin sarhad-
d:nda elo toyin etmak olar ki, alinan funksiya £ ¢oxlugunda kasilmaz
olar.

Aydindir ki, miintazam kasilmazlikdan kesilmezlik ¢ixir. Bu faktin
tarsi,imumiyyatla, dogru deyil. Lakin asagidaki faydali teorem
dogrudur,

TeorEM 7.3 (Kantor). Qapali mahdud (kompakt} coxlugde
kasilmaz funksiya kasil fir.

IsBaTL Farz edak ki, f(z) qapal mohdud K goxlugunda kasilmoz

funksiyadir. Onda K goxlugunu ﬂ:{Uﬁ(z}} atraflar sistemi ilo
ax’f

ortmok olar, bels ki, U, (z) strafindan olan istonilon z va z' adadlori

tigin |f(z)- f(z{ <& borabarsizliyi ddonir. Onda Borel lemmasina
ghra K goxlugunu Q sisteminin sonlu

Q= {U& (ZJ)}
] kbl 3,
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i
sistemi ilo Srimok olar. & -1t 8'=min{%1-} Kimi segsok, gorarik ki,
il
zek, ek, |z-21<8 sortlorini Gdoysn istenilon z vo z' adadlori
iigiin [ /(z) - f(2') < & borabarsizliyi édonair. <

7.3, Kompleks dayisonli funksiyamn tgromasi. Kosi-Riman
sartlari

Tutaq ki, / (z} funksiyas1 G oblastinda tayin olunmus funksiyadir.
Bu oblastdan hor hansi bir z, néqtasi gétiirak va bu néiqtanin kifayst
godor kigik atrafinda (ola bilsin ki, z,-in &ziindan bagqa!) tayin olunmug

£)-/(er)
z-z,
funksiyasina baxaq.
TarlF 7.18. Ogar sonlu
tim £ 2)=1(22)
e gz,

limiti varsa, onda f(z)-2 z=z, néqtasinds diferensiall Sfumksiya,
hamin limita isa f(z) funksipasn z =z, nigtasinds tovamasi deyilir
va

m z) f(zo) f[)

=y

kimi igara olunur,
Aw = f(z)- f(z,) (funksiyanm artimi) vo Az =z -z, (sorbast dayi-
sonin artimi) igaralomalarinden istifado etsak, diferensiallanma sortini
Aw
g 1(z,)+elz,, A2) (&lz,,82) = 0,0z > 0)
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kimi yaza bilarik. Buradan da
dw=f"(z,)8z +£(z,,42)- 82 (e(z,,A2) — 0, Az — 0)

barabarliyini almig olariq. Tarsina: artimi
Aw=Adz +5(z,,82)- Az (e{z,,82)— 0, Az — 0) m

goklinde gosterila bilan (4 Az-dan  asih  deyil!) funksiva
diferensiallanandir va onun tramasi 4 -ya barabardir. Qeyd edsk ki, (1)
ditsturundan guar ki, £ = z, ndqtasinda diferensiall funksiya hamin
nqtads  kasilmazdir. (1) disturundaki dAz ifadasine w= f (z)
funksiyasinin diferensiali deyilir va dw kimi isara olunur, 4= f‘{zo)
oldufunu nozara alsaq va Az=d:z isarolomasindon istifado etsok
funksiyasinin diferensialim dw = f'(z, )dz soklinds yaza bilorik.

TeorEM 7.4, Tutag ki, f[z)=u(x,y}+:'v(x,y) Sunksiyas: G
oblastmin z, = x, +iy, da diferensiall fir. Onda u(x, y] va
vx,y) funksiyalar: (x,,y,) néqiasinds diferensiallanandir va onlarm
xilsusi toramalori (x,, y,) nogtasinds

o
)
-2

ax

Q’I%’a’!?

sartlarini ddayirlar.
issatL w= f(z) funksiyas: z, = x, +iy, noqtosinda diferensial-
landig Giglin onun artimin
= fz, Az + 6(z,,82)- Az (e(z,,02) > 0, 2 - 0) @
soklinda yaza bilarik, burada
Aw = Au +ibw, [(z,)=a+ib, Az = Ax +iby, £ = £ +ig, .
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{2) milnasibatinds haqigi va xayal hissalari ayirsaq

Au = alx = bAy + £,Ax = £,4y,
Av = bAx + aly + g, Ax + 5 Ay

barabarliklorini alang. Buradan limg, =lims, =0 oldugunu nazars
Ardpsl  ArAr-0

alsaq, u(x, ») va v[x, y) funksiyalarinin (.tn, yo} néqtesinda diferen-
siallanan va onlanin xilsusi t lorinin (x,, y,) néqtesind

du du av v

A oea, =, L =p, L=y,

& "y x

adadlarins barabar oldufunu gérarik. Bu milnasibstlordon do  (C.-R.)
sartlarini almig olang. <

Qe vD. (C.-R.) satlarina Kogi-Riman sartlari deyilir,

SarBOST | § Gosterin ki, teoremin sartlori daxilinds
b (z]:u(x, y)+!'v[x, y) funksiyasinin z, = x, + iy, néqtasinda téramasi
agagidaki diisturlarin istanilon biri ils hesablana bilar.

1. fz,)= au[;i'_y!h ,?”L%xﬂ'ﬂ_]

(o) V) Oul )
2. f'z,) Y e

3. f-(zn),b‘_ﬂ%_&l_,-?ﬂ(g%}

4. /()= -q"{-f;—y—'-} +i ?"—-m[’;‘;%)

SarpasT 15 Gostarin ki, r, ¢ polyar koordinat sisteminds Kosi-
Riman sartlari
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CoRRIE o
& rap
& __lou
ar r 8p

soklindadir.

Yuxarida isbat olunan Teorem 7.4-den giur ki, w= f(z) funksiya-
sinmn z, niqtesinds tiramasinin olmasi figiin zaruri sart hamin néqtada
Kosi-Riman sartlarinin 8dsnmasidir. Tabii olarag bela bir sual yaramr:
bu gartlar funksiyanin z, niqtesinda téramasinin olmasi figiin kafidir-
mi? Asafidaki misal giistarir ki, iimumiyyatla, Kosi-Riman sartlari kafi

deyil.
Misal
W= e',_‘ z#0,
0, z=0
ool
(e}
3!-'(0,0)4_,3!'{0,@ = lim & lim- - ! =0,
ax ar a0 Ay A=+ i e
ﬁxe(ﬂ!r

1
"t
.‘3.'_‘{0’0_)+ ;?“'(0’(1} = lim &= = lim _.'_I -0
ay ay -0 Ay i) e

miinasibatlarindan guxir ki, z =0 nigtesinds

o o & o
barabarliklori dogrudur. Bu berabarliklardon ¢nar ki, baxilan funksiya

figiin, z=0 nogtesinde  Kogi-Riman sartlori  &danir,
z=(1+i)x (x e R\ {0}) xotti tizro z=0 ndqtosina yaxmnlagsaq
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1 .
limw=lime * =lime "7 =jime™ =0
Er) = =0 =2

borabarliklorini almis olariq. Buradan aliir ki, baxilan funksiya
z=0 niqtesindo kosilir. Bu misal gstorir ki, Kogi-Riman sartlarinin
ddanmasindon nainki téramanin varlif, hatta kasilmazliyi guxmur,

D.Y Meiisev [933-ci ilda isbat etmisdir ki, agor u(x,y) vo v(x,)
funksiyalari kasilmoz olarsa, onda Kogi-Riman sortlarinin 6danme-
sindan f(z)= ulx, y)+ iv(x, y) funksiyasinin téromasinin varlig gixir,

Asafidaki teoremdo u(x,¥) va v(x,y) funksiyalarimin diferensial-
landi1 hal ligtin, Mensev teoremina istinad etmadan, téramanin varhg
figiin Kogi-Riman sartlarinin kafiliyi isbat olunur,

TeEOREM 7.5, Tutag ki, ulx,y) vo v(x,y) funksivalar (x,,y,)

igtasinda  diferensiall: va z,=x,+iy, ndgtasinda Kogi-Riman
;ar.r-’arf ddanir. Onda z, négtasinds f(z)=ulx,y)+iv(x,y) funksiva-
simin téramasi var va bu niigtadaki torama

" _aﬂ( ] n) ; xu; 0
Fla)= )., .‘?‘ié;_?_)

diistury ila hesablanr.
[seaTL ulsy) va v(x,y) funksiyalan (x,,y,) néqtasinde
diferensiallandiglan Ggiin onlarin artimlarim

aulx,, v, Bulx,, ¥,
M__'_—ax &x+—(-;yz-)Ay+alm+a3ay,
Av ——‘1—(';: }4-3:\r+&”(x‘1 )ay+,qm+ﬁ,ay

soklinda gdstara bilarik, burada a,,a,, 8,8, Ax vo Ay-dan asili olan,
Ar va Ay sifra yaxinlagdiqda, sifra yaxinlasan funksiyalardir. Kogi-
Riman sartlarindan alinan
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Bulx,, y,) L axy)__dulx, ) av_Lxm Yol o

=4,

ax oy > dy ax
boraborliklari u(x,y) vo v(x,y) funksiyalarimn artimlarmda nozara
alsaq,
Au = alx - bAy + o, Ax + e, Ay,
Av = bAx + aly + B Ax + B,Ay

barabarliklarini, buradan da
Aw=Au+ iy = alAx + idp)+ ib{Ax + isy) + (e, +i6 )ox + (o, +iB. )y =

={a+ib).oz+{[rx, +sg]% (e, +iﬂ2}i‘—:}&=m+aﬁz
(3)

milpasibatlarini alarnq.
E&‘| =ka| +jﬁ)'a'£ * [ﬂ‘, + 'ﬁ:)%ﬁl sle, “'fﬁnﬂlzﬁ"'
|a +;ﬁ;}t +]a!| Iﬁll Iﬁl

barabarsizliklarindan alimr ki, Az=Ax+idy sifra yaxinlagdiqda
a,,0,, B, 5, -lorlo barabor 5 -da sifra yaxmlagir. Buradan va (3) miina-
sibatindon gixir ki, f(z) funksiyasi z =z, noqtesinda diferensiallanic
vaonun z =z, ndqtasinda téromasi

f'(z,):.4=a+fb=a-“(-’;§£-]+fa"( 89.%0)

diisturu ilo hesablanir, < )
Tor!F7.19. G oblastmn har bir inda sonlu wromasi olan

w= f(z) funksiyasima G oblastinda analitik finksiya deyilir.
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SoRrTLO§MD. Bgar w=f(z) funksiyasi z, néqtosinin mioyyon
otrafinda analitik olarsa, onda deyscoyik ki, w= f(z) funksiyas: z,
nﬁqtssmdo analitikdir.

M isal Gostarin ki, w=az+b (a va b- kompleks adadlardir)
funksiyast biitin kompleks milstavida analitik funksiyadir va w' = a.

Kompleks adadin cabri goklindan istifada edib

w=(a,+ ia, Yx +iy)+ b, +ib, = ax—a,y+ b +

+ila,y + ayx+ b)) =ulx, y)+ iv(x, »)
barabarliyini yazsaq va

du Bu av av

= il Thett .
& &
xiisusi tbromslari hesablasaq, gérarik ki, kompleks miistavinin her bir
néqtesinds  Kosi-Riman sertleri @donir. u(x,y)=ax-a,y+b va
v(x,y)=ay+ax+b, funksiyalannin kesilmozliyini nozaro alsaq

w=az+b funksiyasiun biitin kompleks miistavido analitik funksiya
oldugunu gorarik.

du .ov
R
& o
diisturundan istifads etsak
w’:gz-ng=al+ia,=a

barabarliyini almis olang.

M i s a L Hoqiqi hissesi u(x,y)=e"cosy, xoyali hissesi iso
v(x, y)=e' siny olan e'cosy+ie"siny funksiyasina baxaq. Bu
funksiya y =0 olduqda e ila iist-listo diigdiiylinden yeni funksiyan e
ila igara edok. Belalikla yeni bir
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w=¢' =e" cosy-+ie"siny

funksiya almis oldug. Géstorak ki, bu funksiya bitin kompleks

milstavida analitik funksiyadir vo w' = (e’j =e".

Bu & . av
—=g'cosy= =—e'siny=——

ax oy’ oy ax

barabarliklorindan, gdriirik ki, kompleks inin har bir néqtasind

Kosi-Riman sortleri ddanir va bu barabarliklardeki xiisusi toramalor
xOy miistavisinin biitin ndqtalarinda  kasilmozdir. Demali w=e¢
funksiyas: biitiin kompleks miistavide analitik funksiyadir.

ou v
W
o

diisturundan istifada etsak

(e"]' =w,:%2 +i%=e’(cosy+fsiny).—.e‘

barabarliyini almig olariq.

SerBasT |§. Téramanin tarifindon va limitin xassolerindan
istifada edorak gdstorin ki, asafidaki gaydalar dogrudur.

1. 9gar f(z)= ¢ (sabit) olarsa, onda f7(z)=0.

["-‘f (2)}’ =¢f"(z) (c -sabit adaddir).

[er @)+ e fG)] =afe)+ e file) (cpnc,-sabit edadlordir).
G = )+ FE)E ).

N - ).

. [f(az+)] = af"(az +b) (a,b -sabit adodlordir).

(z"}' =nz"".

-.ao\v-hwu

169



VIFa5|L KOMPLEKS DSYISSNLI FUNKSIYANIM LIMITI, X8slLMazLIYl va
TORSMESL. KOSI-RIMAN SSRTLBR!

1) . e)s)- s )
* [@] ) g '
9. [g(7 () =g.f! (w=f(z)) (miirokkob funksiyanm tSramosi).

10. [f"(w]]. = ﬁz) (f__‘(z}# 0} (tars funksiyanin toramasi).

Indi isa to hendasi aydinlagdiraq.

Tutaq ki, giymatlari wv kompleks mistavisinin néqtaleri ile tasvir
olunan, w= f(z)=u+iv funksiyas: xy kompleks miistavisinin G ob-
lastinda analitikdir. Tamamila G oblastina daxil olan, z, € G néqtasin-
dan kegan va bu nigtads toxunana malik olan ¥, ayrisina baxaq (Sokil
7.6). uv kompleks miistavisinda 7, -in obraz w, = f(z,) néqtasindan
kegon T, ayrisi olacaqdir (Sokil 7.6). Sarta gbra w= f(z} funksiyasinin
2, néqtosindo toramasi var. Farz edsk ki, f(z,)# 0 v onun

o AW »
f(zo}—‘!“l_’rgg—r(cosaﬂsma}

trigonometrik saklindan alinan

.| Awl
=il @
Ve
i Aw
a= .Eﬂ argzz— (&)

baraborliklorini yazag, burada r=|f(z,), @=argf'(z,) (27-nin
misillori dagigliyi ilo).
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Sakil 7.6.

Aydindir ki, z=z,+Az noqasi y, oyrisi iizro z, ndigtesing
yaxnlagdigda, ona uygun w=yw,+Aw nbqtesi I, oyrisi fizro W,
néqtasine yaxinlagir. Bu zaman 7, va I, ayrilorinin Az va Aw kesan
vektorlan z, va w, ndqtolarinda, uyBun syrilara toxunan vektorlara
kegacakdir. (5)-dan gixan

0:=argfr(za)=H!‘noargaw—ﬂﬂargaz=d)!_Q)} (6)

barabarliyi gdstarir ki, T, ayrisina w, ndqtasinda toxunanmn u oxu ila
amoala gatirdiyi @, bucag ila ($akil 7.6), z, ndqtasinds , syrisina
toxunanin x oxu ila emals gatirdiyi (hesab olunur ki, » va x oxlarimin
miisbot istiqamatlori eynidir) @, bucagimin ($okil 7.6) farqi, w= f {z)
funksiyasinin z, négtasindaki & inin arq tina barabardir. (6)
barabarliyi w= f (z] inkas) zamam z, ndqtesinda ¥, ayrisina ¢akilmis
toxunanin ¢ bucag qadar dondilyiind gdsterir.  f'(z,) toromasi z-in
z,-2 yaxmlagma yolundan asii olmadifi ligin @, -@ forgi z,
noqtesindan kegan biitlin ayrilar iiglin eyni olacagdir (@, va ¢,-in
dayismosina baxmayaraq!). Buradan alnir ki, f'(z,}# 0 sortini &dayan
analitik f(z) funksiyass ila inkas zamani z, niiqtesinden kegen 7, vo
7, ayrileri arasindaki @=g@,—@ bucaf, hom qiymatcs, hem do
istigamatea, onlarin' w, ndgtesinden kegan I, ve I,  obrazlan
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arasindaki @ =®, —®, bucagina barabar olacaqdir ($akil 7.6). Bu 13). z I<I. 14). l_] +1i)2‘ 15), ]m{z’]d. 16). |z|+!mzsl,
xassaya bucaglarin saxlaniimas: xassasi deyilir. z+ 11 z | 1

(4) beraborliyindon guar ki, r=[f(z,)] adedine (w=f(z)
funksiyas: vasitasi ilo inkas zamant ) z, ndgtasinds miqyasin kamiyysti
kimi baxmaq olar. »>1 oldugda miqyas boyilyiir (z, néqtasinda 20).
dartilma bag'verir), » <1 oldugda miqyas kigilir ( z, niiqtasinda sixilma
bag verir) va r =1 oldugda miqyas dayismaz galir. r = 1'}"(2,] adedi z-

i

D P52 18, fz-U>3z-3. 19). [e-d+jz+i24.

LI 22.20). 1<lz+i<2, T <argz< 2.
z - 4 2

7.2.
in z,-a yaxinlasma yolundan asihi olmadi@ figlin, f’(z,)ae 0 sartini
8doyan w= f(z) inkasi zamani, z, néqtasinde biltiin istiqamatlerd Asagidaki limitleri hesablayimn.
dartilma (sixilma) eyni olacaqdir. Bu ya dartil (snalmanin) i s .z . 2 +3iz=2
saxlamilmas) xassasi deyilir. Hondssi olaraq bu o demekdir ki, D. IITE_;’ 2). ]’E;— 3. 1"_3_3: 4. lim T+
£'(z,)# 0 sortini ddsyan w= f(z) inkasi zamam z,-in kifayat qader Mg . e 1
kigik strafindaki fiqurlar (oxsarliq amsah r=|)"‘{z,] olan) oxgar 3)- .ll,_mi & +i 6). ]l.n;l z 7 11_12 z

2

fiqurlara inkas olunur.
Asagdak limitlar varmi?

7.4. Cahgmalar
2
7.1 8). lim> . 9). imX%%. 10). lim>. 11). lim % . 12). [imlﬂg’—l
. =z =0z 20 M 20 131 240 H
Asagidaki tanliklarlo hansi ayrilar verilmigdir? 13). lim zlmz | &), lim (Rez) ’
=40 |;| =+ Imz

1. z=11+fi;,fe{0,+uo). 2). z=acost+ibsint,a>0, b>0, ¢ [0,27]

Asagidaki funksiyalar {z:|z <1j oblastinda miint kasilmazdir-
.3). |g—il+|z+i=3.4). [z—i—[z+i]=1.5). Rez+Im3z=1. i {z Mq} TR RO

larmi?
6). z=te,t>0,p-haqigi sabit adeddir. 7). z=1+if*,re(- uo,-{m).
8). z=¢"sin2t,t e [(l,’Z:r]. N z=i+2e",1e [3:1,5;:1. 1 1 - '|'1'E| Tpllﬁ T.T-
e 16), . 17). & 5, 18), . 19). .20). e ¥
10). z=it+2,1 & (—o0,4). . 2 1-z 16) 1+2 17). & . 18). ¢ ot A
1 4 . s 1

). z=it+-,te(-mtx). 12). z= : I . 21). sinz.22). sin-—-- .23). chz

)z " e(-mw40).12). z (“_e_),re[ 7,7 ) ) T

Kompleks miistovinin asafidaki barabarsizliklorla. verilan néqtalar Asagdak: funksiyalar {z:ﬂ<!_2‘j<l} oblastinda miintazom kasilmoz-
goxlugunu tapm, dirlarmi?

172 o | 173




VIIF&5]L KOMPLEKS DSYISONLI FUNKSIYANT LIMITI, KBSILMBZLIYI vo
TOREMSSI, KOSI-RIMAN $BRTLOR|

1 o
2. 2. 25). nz 26, ReZIMZ, 7). -—l- 28). ——l(Rl";lz ;

1
29). (’""} _30). 2Rez gy ZImZ 49y . '.33). 7.
E ERR"

7.3,

Asagidaki funksiyalanin tromasi oldugu négtaleri v bu néqtalorda
téramalarini tapin.

0. fle)=iz.2). f)=2+2i.3). fl2)=i® —3z+1.
4). flz)=zRez.5). f{z)=2+2i.6). f{z)=-l 7). £z)=n(z).

8). flz)= ( )9) flz)=chz. 10). f[z)-smz
1). f(z)= sin(z + 2i). 12). f(z] cosfiz).

Asagidak: funksiyalar hans ndgtolordas analitikdir?

13). fz)=22.14). f(z)=z¢".15). f(z)=lzz.16). flz)=¢"
17). f(z)=iziRez. 18). f(z)=sin3z-i.19). f(z)=zRez.
20). f(z)=21mz. 21). f(z)=|zlsinz.22). f(z)=chz.

23). f(z)=22.24). f(z)=

u(x, y)-haqiqi (va ya v(x, y)-xayali ) hissasi va £ (z)=c, -qiymati
molum olan analitik f{z) funksiyan: tapm.
Gostoris. Bu verilonlors gora f(z) funksiyas: asafidaki tisullardan

istonilen biri ilo tapila bilar:
a) Kogi-Riman gartlarinden istifade etmoklo;

ztz, _z_ 2,

] &, diisturu ila;
25

b 76)=2
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o 7(z) 2»{”" 4 ]+a° diisturu ila,

25). u(x,y)=2¢" cos y, f{n)— z 26). vl{x,»)=3x+2x, f-i)=2.
2. ulxy)= - gl /)=~

28). v{x, y) = aretg f (x>0) f(l]= 0.

29).u(x, y)=x* - y* + 23, f()=2i-1

30).u(x, y)=x +6x"y -3x* - 2)7, f(0)=

31). u(x, y) = 2sin xchy - x, £(0)=0.

32). ulx, y)= e’{xoosy—ysin »), flo)=0.

33). v(x, ») = —2sin 2xsh2y + y, 1(0)=2.

34). wx,y)=2cosxchy —2* + *, f{0)=2.

Verilmis w= f(z) inkaslarn iigiin, verilmis noqtalerdo, dartiima
(srulma) amsah r -i va ddnma bucag @ -ni tapin.

35). w=2z%,z,= 2402, 36). w=¢', z, =1n2+i:
. LT .

N w=e',z,=-1-i 2.33). w=sinz, z, =0.

39). w=2’,z,=2~i.

Asagidaki inkaslar zamani mistavinin dartildifn va  sualdigh
hissalarini tapm.

40), w=¢". 41). w=1Inz.42). w= -]-.43). w=2z".
z
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7.5. Cavablar va géstariglar

7.1

2 1
1). y="1(x>0)- hiperbolamin I ribdski qolu. 2). -;—,+;'—,=1 5
Tox
milsbat istigamatli ellips. 3). 36x* +20)" =3 ellipsi. 4). 4x* -12)* =3
hiperbolasi. 5). x+3y =1 diiz xatti, 6). x-i cos¢ ila eyni izarali olan

stia. 7). y=x*, x e (~m,4e0) -

parabola. 8). Verilan ayrinin tanliyini ¥
=costsin 2f,
# c?s s‘m te [0,27:]
y=sintsin24,

soklinda yazsaq, gorerik ki, ayri
fizarindaki niigtalar

¥ +y =sin 2t tonliyini  &dayir. Sokil 7.7.
x=rcost, y=rsint gevirmalarindan
istifado etssk oyrinin polyar koordinat sisteminda tanliyinin
r=sin2t (0<r<2x) soklinds oldufiunu gorarik. Sonuncu tanlikden
goriiniir ki, bu ayri koordinat baslanficinda z-dziinil ti¢ defs (uclan
nazare almadan) kason qapah oyridir. Bu ayriya dord lagakli quailgiil

deyilir (Sokil 7.7). 9). x* +{y—1) =4 gevrasi. 10). x=2 diiz xatti.
11). Hiperbola. 12). Parabola. 13). Rezb—; yanmmilstavisi. 14).

2
[x-—;-] + y=<§ dairasi. 15). y=2ix hiperbolasin ki budag:

-t
arasindaki  oblast.  16). y=_1_;_:_ parabolasinin  “daxili”.

2 2 2
17). (x+ ;J +[y— ;J < g dairssi. 18). [x~-;j] +y < i% dairosi.

19). Fokuslar: i va —i ndqtalarinds, yarmoxlan 2 v /3 olan ellipsin
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xaricl. 20). |z +4<+/2 va |z-d<-/2 dairalarinin kasismesi va onlarin
birlogmesinin xarici (dairalorin sorhadlari do daxil olmagla). 21).
Morkazi z =i néqtasinda, radiuslan r=1 va »=2 olan gevralar ila
mahdudlagmis halganin arg = =§ va argz =§ siialan arasinda qalan
hissasi.

7.2

1). 0.2). @.3). 1.4). i, 5). -2i.6). 1. 7). 1. 8).Yox. 9).Yox.
1
w
ardictlbglarina baxin. 15).Yox. 16).Yox. 17).Yox. 18).Bali. Gostarin ki,
funksiyam {z:!z?ﬁ]} gapali oblastina kasilmoz davam etdirmak olar.
19).Bali. Gostorin ki, funksiyani {z:iz{<1} qapali oblastina kesilmez
davam etdirmok olar.20).Yox. 21).Bali. Géstorin ki, funksiyan
{z 4= l} qapah oblastina kasilmaz davam etdirmak olar. 22).Yox. 23).
Bali. Gostarin ki, funksiyam {z:!zjsl} qapalt oblastina kasilmaz
davam etdirmsk olar. 24). Yox. 25). Yox. 26).Bali. Gostarin ki,
funksiyam {z:]zé < 1} qapali oblastina kesilmez davam etdirmak olar.
27). Yox. 28). Bali. Géstarin ki, funksiyan {z:|zis 1} qapali oblastina
kasilmoz davam etdirmek olar. 29). Bali. Gostorin ki, funksiyant
{z:Msl} qapah oblastina kesilmez davam etdirmak olar. 30). Bali.
Gdstarin ki, funksiyam {z:lzisl} qapali oblastina kasilmaz davam
etdirmok olar.31). Boli. Gostorin ki, funksiyam {z:!xisl} qapal
oblastina kosilmoz davam etdirmak olar.32). Bali. Gostarin ki,
funksiyam {z:|zj < I} qapal oblastina kasilmez davam etdirmak olar.
33).Yox.

10).Yox. 11).Yox. 12).Yox. 13).Yox. 14).Yox. z, = £ va z, = 2 +i
n n
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73.

1). VzeC, f(2) yoxdur. 2). VzeC, f'(z)=1.
3). VzeC, f1(z)=2iz-3.
4. f ’(f-l) =0; vzeC\{o}, £(z) yoxdur. 5). Vze C, /() =62".
6). vzec\{o}, f'(z)= -%A 7). vzeC\{o}, 7(z)= § :
8). vzeC\ {0}, f(2) = % . 9.VzeC, f(z)=shz.

10). f'[’—; +xk] =0,keN;VzeC\ {% +ak ke N}, £(z) yoxdur.

). VzeC, f(z)=cos(z+2i). 12). VzeC, f'(z)=~isin(iz).

13). Heg bir niqtada. 14). Kompleks miistavinin biitiin néqtslarinda.
15). Heg bir ndqteda. 16). Kompleks miistavinin biitiin ndqgtalarinda.
17). Heg bir ndqtada. 18). Kompleks miistavinin biitiin ndqtalarinda.

19). Heg bir ndqtada. 20). Heg bir ndqtada. 21). Heg bir néqtada.
22). Kompleks milstavinin biitiin néqtalerinda. 23). Heg bir néqtada.

24). Heg bir néqteda. 25). f(z)=2¢". f(z)= 2u[“2’" ’----ﬁ]-c.,

diisturunda ¢, =2, z, =0, u(x, y) = 2¢* cos y oldugunu nozara alsaq,
f(z): 2‘23; cus;—‘-z =4e? co;[- ;EJ-J:

= 1
=deich-2= 4*"" e 2=
2 2
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oldugunu almis  olang. 26). f(z)=3iz+z*. 27). f(z)= =y
z

28). fE)=tmz.  29).7()=z42:. 30 Sflz)=(1-2i).
31). fle)=2sinz-z. 32). flz)=ze". 33). f(z)=2cos2z+2.

34). flz)=2ilcosz~1)-iz* +2. 35), r=4_¢,=.§ L36). r Ez,!,,:%_

1
37). P‘=;,¢=-§ L38). r=1,p0=0.39). r=ls.p=—arc:g%,

40). Rez>0 yanmmiistavisi dartilir, Rez <0 yarimmiistavisi isa
sixilir. 41), |z{=1 gevrasinin daxili hissasi (z=0 néqtasindan basqa!)

dartilir, xarici hissasi isa sixilir. 42).41-ci misaldaki kimi . 43), |2/ =

gevrasinin daxili hissasi sixalir, xarici hissasi iso dartilir .

179



VIIIFasiL
KOMPLEKS DOYISONLI FUNKSIYANIN INTEQRALL
KOSININ INTEQRAL TEOREMI

8.1. Kompleks dayisanli funksiyanmn inteqrali

Tutaq ki, L-baslangici a, sonu isa b ndqtalarinds olan, kompleks
miistavide yerlagan, sada, hamar vo qapali olmayan ayridir. Farz edak
ki, L oyrisinin parametrik tanliyi z=z(r)=x()+ iv(t) ( e [er, Sl @ < B)
soklindadir, bela ki, a=z{a),b=2(8) vo L ayrisinin istiqamati ¢-nin
monoton artmasina uygun secilmisdir. [, £] pargasinin har hanst bir

r=ftfra=t,<h <<, <<t =f

blglisiinii  goitirak.  Onda
T={z =20} o noqtalar
¢ox lugu L ayrisinin (L oyri-
sini 3, =(z,2,,) k=0,...,n-1
qdvslarina  blon) bolgiisi
olacagdir (Sakil 8.1).

Tutaq ki, L
ayrisi lizerinda

w= f(z) = w{x,y)+ !'v(x,y)
funksiyas: tayin
olunmugdur. Har
bir

$okil 8.1.
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V= (z,z“,}, k=0,,...,n~1 gdvsiindon, r, & [f,,.rh,] adading uygun,
¢y ndqtesi gbtiirib (§okil 8.1) f(¢,) adadini tapib, onu z,, -z,
fargina vurub alinan hasillari toplayaraq

el
o= f(¢ Nz, —=) inteqral comi diizoldak.

=
Torlr8.1l. Ogar A= a.ﬁ".“’E-J"" ~z,| sifra yaxmlasdigda (4 —0),

L ayrisinin T={z, =2(1,)} . bolgisindon va &, nogtalarinin
segiligindan asili olmayarag, o integral caminin sonlu limiti olarsa,
onda bu limita f(z) funksivasmm L ayrisi fizra integral: deyilir va

[ (e ()
kimi igara olunur. Belalikla, torifs gora

Jf(z)ar - ol {Zf(g)(z... - z,}}‘

B

L ayrisina inteqrallama yolu va ya integrallama konturu deyilir,

(1) integralinmn varlig losi, f(z) funksiyasimn haqiqi va xayali
hissalori olan ufx,y) vo (xy) funksiyalarndan diizaldilmis
(e, y)~v(x,)) vo ((x,y) ulx,y)) cutlorino uygun

[P, yx+Q(x, y)ay

i

sokilli Il ndv Gimumilesmis ayrixatli integrallarin varlig masalasine
gatirilir. Dogrudan da,

7, =x, iy, Az, =2, -2, = Ax, +iby,, ¢, =&, +im,

f(glj . ”{fh ’?t)+ ‘."[‘gn ’?r) =, +iv,
is'a.ralamalarindsn_ istifada etsak, o inteqral camini
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&= :Z;f{;i leal =% ) = [“({1 » T ]+ "‘v(én"?l )K.ﬁx, + i&}’l)=

= :Z;[u,m, —iv, Ay, ]+ ;{g[v.mq +u,Ay, ]}

@)

Y g

ssklindé yaza bilarik. (2) borabarliyinin sagindaki comlar, uygun olarag,
Julor. =Vl )y vo [ole, y)ie+ulx, y)y ®)
L L

1T ndv iimumilagmis syrixatli integrallarin integral comlaridir. (2) va (3)
barabarliklarindan alinir ki, ager (2) va (3) integrallani varsa, (1)
inteqrali da var va tarsina. Riyazi analiz-2-don mealumdur ki, sgar
u(x,y) va v(x,y) hisso-hissa kesilmoz funksiyalar, L isa hamar ayri
olarsa, onda (3) inteqrallari vardir. Demali bu halda (1) inteqrali da var
va

lj:f(z)dz= Jlut Ko i) = fdw b= Yl [ Yoo pldy (4)

barabarliyi dogrudur,

Bgor parametrik tonliyi z=2(t)=x{t)+iy{t)(re[a, B} a < B) olan
L oyrisi hamar, f(z)=u(x,y)+iv(x, ) funksiyasi kasilmoz olarsa,
onda (1) integralinin hesablanmas) masalasi

Ty

adi Riman inteqralinin hesablanmasina gotirilir. Dogrudan da eyrixatli
inteqrallann Riman inteqrali vasitasi ila hesablanmas: gaydasindan va
(4) dissturundan istifada etsak
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;f(z)dz=jﬁu(z(:mx-to—[v(zm)lv-(o}m

; Y ®
RO MO O = [

diisturunu almig olang.

QEvoD L Bger L oyrisi L,L,...,L, hamar ayrilarinden ibarat
hissa-hissa hamar oyri olarsa, onda L oyrisi tizerinda tayin olunmus
kompleks dayisanli f(z) funksiyasin L ayrisi boyunca inteqrali

Lmzwi [/ (ke

[=)s

kimi tayin olunur.

Q EYD 2 Dgor L ayrisi qapall va ya dz-ziinii kasan hissa-hissa
hamar oyri olarsa, onu sonlu sayda Sz-bziinii kesmoyan va gapal
olmayan hissa-hisso hamar T, T,..., T, ayrilarinin birlagmesi goklinda
gostorib, onun {zarinde tayin olunmus kompleks dayisonli f| [z)
funksiyasimin L ayrisi boyunca inteqraliny

(£ =; [£ez

kimi tayin etmak lazimdir.

Q e Y D 3. l-ci va 2-ci qeydlards olan hallar iiglin da (4) va (5)
dilsturlan dogrudur.

M is al Tutaq ki, L-baslangic1 a sonu isa b nbqtalarinda olan,
kompleks miistavids yerlagan hisss-hissa hamar ayridir, Farz edak ki, L
oyrisinin  parametrik tonliyi  z=z(t)=x()+ () ela, Bl a < B)
soklindadir, bela ki, a=z{a),b=2(8) va L ayrisinin istigamati f-nin

1,

monoton art uygun segilmigdir. Gisterin ki, geyd olunmus z,
kompleks adadi iigiin
|
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4l h
O A
"
Lj(z—szz I ©)

In——2, n=-1
a-z,

barabarliyi dogrudur. Forz olunur ki, meonfi tam adadler Giglin L ayrisi
z =z, ndqtasindan kegmir.
Halli. Forz edak ki, n#-1.(5) diisturundan istifads etsak

fls e Jo0-=] = o0l det)-=1-
sl AR kA _-r)lams)”

n+l n+l

If.a

borabarliklarini yaza bilarik. Indi n = -1 halina baxaq. (5) diisturundan
istifada etsak

[l = =] =Tl els)-]-
()52 ~nle(p)-}-lia)-z]=n 2

miinasibstlorini alariq. Belolikla (6) barabarliyinin dogru oldugunu
gostardik.
Xilsusi hallar. a).
0, neZ\{-1},
ri(z — 2, dz =427, n =1, 7, L—in daxili oblastnda oldugda,
0, n=-1, 2, L—in xarici oblastinda oldugda,
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burada f_[ simvolu onu gdstorir ki, integrallama yolu saat aqrobinin
aksina ytinalmis qapah konturdur,

! 0, neZ\{-1},
b). ;[z dz =427, n = ~1,0 L — in daxili oblasti nda oldugda,
: 0, n=~1,0 L-in xarici oblastinda oldugda.

I(z zo).dz {GHEZ\{ }

| zgfult n=-=|.

Indi isa (4) dilsturundan va
P )i+ Ol )y

sakilli Il ndv imumilagmis ayrixatli integrallarin malum xassalarindan
istifada edarak j' f(z)dz inteqralinin bazi xassalatini geyd edok.

If (e)dz= Jf (z)dz, burada L ils L-dan yalniz istigamati ila
farqlouan kontur igare edilmigdir.
ﬂc, F@)+eglz)bz=c If (z)dz ¢, Ig(z}dz, burada ¢,,c, -
L
sabitlardir. ‘ '
I 1)z = jf (z)dz+ ff{z)a‘z, burada, hissa-hissa hamar L,
Loy 4 L
konturunun sonu hisso-hisse hamar L, konturunun baglangic: ilo dst-
{ista distir,
4", Tutaq ki, sonlu [ uzunlufuna malik hisso-hisss hamar L kon-
turu boyunca | f(z) € M barabarsizliyi Sdanir. Onda {[f[z)azi <M.
| 5 W
|
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8.2, Koginln Inteqral teorem|

Ovvolea,  amalitik  Funksiyalor nazoriyyesinde  fundamental
shomiyyots malik olan Koginin inteqral teoreminin isbatinda lnzim
olaeng, ngagdakn lemman isbat edok.

L MM A 8.1, Twag ki, f(z) fanksiyass, diizlona bitan (yor, sontu
uzunluger malik olan) L aprisini dziineds saxlayan, G oblastinde
kasilmoz fumksiyadie. Onda istonilan 6>0 adodi dgtin L, ayrising
cokilmis ela P, smtg xattl tapmag olar ki,

’ !f(z)dx -ﬂjf(z)#[“ @)

barabarsizliyi ddonar,

Ispari L konturuny dziinda saxlayan, tamamile G -yo daxil olan
qapalt D oblastma baxaq (Sokil 8.2), Kantor teoremina ghro 1(z)
funksiyas) £ oblastinda

Sekil 8.2,
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mintozom kesilmoz olncaqdir. L ayrisini bir birinin ardinca golan
Zor 2y ey 2, 10Qtolori lo L = (3,2, ) kw1, hissolorine bislok, £,
oyrisinin uzunluunu /, ils, L oyrisinin uzunlugunu ¢ ilo igara edok,
Verilmly &>0 adodi Ogln, Kuntor teoremindsn istifudo  edarak,
h(k=12..,n) ododlorini o godor kigik  gdtlirok ki
Uy (z)=fefz =2, <, Hk =1,2,...,n) duirolori tamamile D oblastun
daxil olsun va bu dairalarde

|f(z]—f(z,_,)<; (k=12,...n) (8)

borabarsizliklori 8dansin, Topolari z,,z,...,z, nisqtalorinda (nizamn
saxlamaq gorti ilo) olan, L ayrisine gokilmis smiq xatti P, (Sokil 8.2) ila,
onun z,, vo z, tapolorini birloydiron qolunu iss 7, ila isare edok,

ke = [rle M= £le Yo =2

borabarliyini (misaldaki (6) du;lunmn bax ) nazara alsaq
-y i [

=3 ![f(ﬂl—f(a-. k<3, (1760~ e

®

baraborliklorini yaza bilerik.  (8), (9) barabarliklorindsn va 4°
xassosindon

JCCICE M e
| 4

barabersizliyi alinr, <
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T EoRrEMS.] (Birrabitsli oblastlarda Kogi teoremi). Tutag ki, f(z),
sonlu  kompleks mistavinin  birvabitali G oblastinda  amalitik
Junksiyad. Onda onun, tamamila G oblastmda yerlagan, istanilan
diizlana bilan gqapalt L konturu iizra integral: syfra bavabardir.

I 5B A 71 I marhala. Gostarsk ki, f z] funksiyasinin, tamamile G
c {a yerlogon, ist miistavi Gighucagin konturu iizra integralt
sifra barabardir. Oksini farz edak. Tutaq ki, elo A miistavi ligbucag: var
ki, onun A konturu (A - milsbat oriyentasiyali adi iigbucagdir, yoni
onun iizari ila haroket edan miigahidagi A -m 8ziiniin solunda goriir )
iizra f(z) funksiyasinin integrah sifir deyil, yoni

{f(z)dz’=M>o. (10)

A iigbucafinmn  ortalanm  clit-clit
birlogdirib A miistavi tigbucagint désrd dans
A D AW v A mistovi tighucaglarna
bilek ($akil 8.3) va onlann miisbat
oriyentasiyali konturlarim AW, A% AD) s
A ila isaro edok. Qeyd edak ki,

5 Jree= [reke an

A1

barabarliyi dogrudur. Dogrudan da, (11) beraberliyinin sol torafi A
iigbucag iizra inteqral ilo A*) fighucaginin har bir tarefi lizra iki dafs
gotiiriilmiis integrallarin comina berabordir. A®) Ggbucagiin tarsfleri
lizra ghtiirilmiis inteqrallar oks istigamatli parcalar iizro gbtiiriildilyt
ligtin onlarin cami sifir olacaqdir.(10) va (11) barabarliklerindon gnar ki,
(11) borabarliyinin solundaki inteqrallardan heg olmasa biri {igiin (uygun

iigbucag A, ila isars edak)
M
f{z)b{z &
iI 4
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borabarsizliyi doggrudur. ks halda miimkiin olmayan

M:‘!f(z]dzisgdif{z]dzicéig.:ﬂ{,

yani M <M barabarsizliyi alinard:.
Yuxandaki qayda ila A, iigbucagmi dord Gighucaga bélorsk va
avvalki mithakimoni tekrarlayaraq ela A, ligbucag tapaq ki,

ez M
b |4
barabarsizliyi ddansin.
Bu prosesi davam etdirarok, bir-birina daxil olan {A,}7, (&, =4)

miistavi  Gigbucaglar ardicilifn  almis olang, bela ki, onlarin
A, (n=0,12,...) konturlar lizra

H f(z)dz{ > E"';{ (n=012,.) (12)

barabarsizliklari danir.
A igbucagimin perimetrini P il isars etsak A, (n=0,1,2,.,_)

ligbucaginin perimetri P, =§ olar, demali E‘l_.rgﬁ =0. Bir-birina daxil

olan gapalh mshdud goxluglar haggnda olan prinsips gbrs
&, (n=0)2,...)-lorin hor birino daxil olan z,, ndqtesi vardir. & = G

oldugiu iigiin z,eG. f (z) funksiyasimn 2, néqtasinde sonlu f ’{zn]
toramasi oldugu Ggln istsnilan £>0 odadi figlin eloa §>0 adadi
tapmagq olar ki, |z~ z,| < barabarsizliyini 6doysn z € G néqtalori igiin

Ve rG)-G-2)r ) < ez a3
barabarsizliyi d.o.]grl.'l olar.
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z, noqtesinin tayinine gora elo n,e N nomresi var ki, n>n,
sortini ddayan istonilon M natural adadi iigiin

A, <&, cU,{z)={z:|z-2,<4}. (14)

Ia‘z = _I'zu*z =0 barabarliklarini (misaldak: (6) diisturuna bax ) nezara
P

alsag, (14) gartini ddayan ¥ -lar liglin yazilmig

{ 1Mz = Jlf(e)- 1 (zo)- (e~ 2 )1 )b

barabarliya (13) berabarsizliyini totbig etsak

lgf(z)dz

< Lj‘£|z A
i

borabarsizliyini, buradan da  |z—z,< ; berabersizliyini nezars
almagla

Hf(z)dzics—'z:- (15)
i

barabarsizliyini almis olariq. (12) ve (15) barabarsizliklorini miiqayisa
etsak

M _ P

e E—— M <eP?

yr <g - voya
borabarsizliyini almig olarig. Buradan da, £-nu ixtiyari oldufunu
nazars alsag, M =0 oldugu almr. Bu iso M >0 sertina ziddir. Demoli
aks farziyamiz sohvdir. Belalikla teorem iigbucaglar Gigiin dogrudur.

Il morhola, Tutaq ki, L tamamilo G oblastinda yerlogan ixtiyarn

qapali goxbucaqhdir, Dger L goxbucaghsi qabanqg olarsa, onu bir
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padon gixan diaqonallar ila iigbucaglara bolib (Sokil 8.d.
marhaladan istifada etsok Gl LR

fff[z)dz =0 barabarliyini alang.
L
L=( A A Ay A As A Ay) L={Aq A s A As A Ar A

Lefubul,

B b}
Sakil 8.4. e

Ogor L ixtiyar qapah goxbucaqh olarsa, onu sonlu sayda qabanq
goxbucaglara bolitb ($ekil 8.4. b)), bundan avvalki mihakimani tatbig

etmakla, yena da ;J' f(z)dz =0 borabarliyini alang.

L
IIT moarhala. Tutaq ki, L, tamamils G oblastinda yerlagan, ixtiyar
diizlona bilen gapali konturdur. Onda Lemma 8.1-a gbira istanilon £ >0
adadi liglin L ayrisina gokilmis ela gapal P, siiq xatti tapmagq olar ki,

| i
il{f(z)dz—-jf(z)dzi«
H e |
borabarsizliyi édanar. Il morhalalays géra ~f S(2)dz=0 oldugu iigiin
1

sonuncu barabarsizlik 1-'jf(z)dz1<s ghrkamini alir. Buradan £-nu
It |

ixtiyari oldugiunu nazara alsaq j f(z)dz barabarliyini almis olarg. <
- L

QEYD 1. Isbat Qursaya mexsusdur.
|
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Q E ¥ 0 2. Oblastin birrabitali olmasi mithiim sortdir. M 15 4 L.
ikirabitali G={z:0<#/<2} oblastinda analitik olan f{z):;

funksiyasinin qapah [z{=1 gevrasi iizra integrah sifir deyil (bax, misal
(6)-min c) variantima).

QEevYD3, Ogarqapall L ayrisi goxrabitali G oblastinin her hansi bir
birrabitali I3 oblastindan olarsa, yena teorem 6z qiivvesinds qahr.

Q E ¥ D 4. Birrabitoli oblastda analitik olan f(z) funksiyasiin
inteqrali inteqrallama yolundan asih deyil. Daha daqiq dessk, baglangic
va son niiqtalori Ust-iists diigan vo f(z) funksiyasinin analitik oldugu
birrabitali G oblastindan olan L, wva L, ayrilari boyunca
I flz)dz = I f(z)dz barabarliyi dogrudur.

&

L
QEYD 5. Tutaq ki, birrabitsli G oblastmin G sarhoddi hissa-hissa
hamar oyridir. f(z) funksiyasi G oblastinda analitik, qapali G

oblastinda isa kasilmazdir. Onda ‘:[ R (z]dz:ﬂ barabarliyi dogrudur.
&G

L EMM A 82 Tutag ki, L dizlana bilan gapal: ayridir. f(z)
Sfunksiyast L ayrisinin har bir ndqtesinds va L ayrisinin daxili hissasi
olan G oblastmda analitikdir. Onda { fz)dz=0.

L

IseaTi Qapal' G=GUL oblastinm istonilon z néqtasi tigiin elo
miisbat p, odadi var ki, f(z) funksiyas Uk[z]:{fxf\f—zkp,}
dairasinda analitikdir. Q:{U"(z)}nc atraflar sistemi gapali G oblasti
iigiin drtilk togkil edir. Borel lemmasina géira bu sistemdon G oblast:
figin sonlu Q, = {U i (z )}:‘ Ortiiyil ayrmaq olar, D=QU s (z,) isare

edok. Aydindir ki, f(z) funksiyasi G oblastimi 6z daxilino alan D
oblastinda analitikdir. L oyrisi tamamils D oblastina daxil oldugundan

Kosi teoremina gore {f(z}dz=0. <.
L
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X ATIRLAM A. Bir daha yada salaq ki, L vo L' simvollan eyni
mona kasb edir vo onu gostarir ki, L ayrisi lizorinde miisbat istigamat
sew}:t L simvoli onu géstarir ki, L ayrisi iizarinda manfi istiqamat
segilib,

T EorEM8.2 (Coxrabitali oblastiarda Kogyi teoremi). Tutag ki, har
biri  galanlarmmn  xaricinds yeriagan, dizlona  bilan  gapal
L, (i=12,...,n) ayrilori, dizlons bilon qapah L, ayrisinin dexili
oblastinda yerlagiriar. f(z) funksiyas: L, (i =0,1,2,...,n) ayrilarinin har

bir nogtasinda va  bu ayrilar ils hidudlammgs n+\-rabitali G
oblastinda analitikdir. Onda

tj'f(z)a%=0,

burada 8G ila G oblastinin sarhaddi isars olunmugdur. O, misbat
istigamatli Iy va monfi istigamotli I (f=1,2\...,n) ayrilarinin
birlagmasindan alinan mirakkab konturdur.

IssaTI. Mithakimalori, sadalik tiglin, n =2 hah tigiin aparaq. Tutaq
ki, ilgrabitoli G oblasti, miisbot oriyentasiali diizlona bilan qapal
Ly, L, L, ayrileri ilo hiidudlamib (Sakil 8.5, a)). L, ayrisi lizarinda a va
[ L, oyrisi Gzerinda b va ¢ vo L, ayrisi iizarinds d vo e niiqtalori
gotiirok. L, L, L, ayrilorini kémekgi ab, cd vo ef xstlori ilo
birlagdirarak G oblastini iki birrabitsli G, va G, oblastlarina balok. G,
va G, oblastlarmin, milsbat oriyentasiali diizlona bilen qapali
konturlardan ibarat, sarhadlorini, uygun olaraq, y'=al; feLidcLlba va
7" =abLedLleflja ilo igars edak (Sokil 8.5, b)). /1 [z] funksiyas1 G,,
G, oblastlarinda va p', " ayrilori iizerinda analitik oldugu iigiin
Lemma 8.2-ya gbira
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Sokil 8.5.

j’f(z)ak:n, :‘jf(f-')ah“
barabarliklari dogrudur,
0= G = [1(ek+ e+ Jf(zk% +
+ J FleMz+ Jf(z)dz + Jf(x]ﬂ’z
0= ;j ez = Jf(z)dz +Jf (2= +Jf (e)dz +
+ Jf(z)dz + qu(z)dn!f&)dz

barabarliklarini taraf-torefa toplasaq alariq:

[ !f‘{z]du Jf(:):z:]ﬂﬂ:}m Jf(z]dz]+[ Jf{z)dx+ Jf(z]dz]+

+[ [ ;[f(z}ab}[ [ Jﬁ;)@}«[ Jf(zp,; J!f(z)dz]:&

Buradan da, integralin xassasindan ¢ixan, .
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[7G)z+ [r(edaz=0, [£(Ydz+ [1leha=0, [f()dz+ [fle)tz=0
ab b of & o Jo

barabarliklori nazara alsaq

[&[j(z)dz +£!' f[z}dz] + [{Mx}a’zi—}f[z}dz]-r[}f(z}dz +f;[ f(z]dz}z 0. (16)
barabarliyini alang.
L=LuL, L =Luly =L VL,
Jf(zldz +1.[f (ehiz = [/(ea,

[7e)z+ [l [

i

(7N + [ £l2)e= [ £(e)az
5 g g
barabarliklerindan istifada etsak (16) barabarliyini

[Fle)dz+ [1(eez+ Jf(z)dnﬂ (7

soklinda yaza bilorik. Miisbat istiqamatli L, manfi istigamatli L} va
L, oyrilorinin birlagmosindan alinan LW L« L, miirakkab konturun
G oblastinin 8G sarhaddi oldugunu nazara alsaq, (17) barabarliyini

{f(edz=0

kimi yazzmq, n=2 hah iigiin, teoremi isbat etmis olurug. Umumi hal

eyni qayda ile isbat olunur. < )
QE YD 1. Teoremdoki * f(z) funksiyasi L, (=0,1,2,...,n) syrils-

rinin her bir néqtesinds analitikdir” sartini * f (z) funksiyasi, qapal G
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oblastinda kasilmazdir” sarti ilo avez etsak, yena do teoremin hikmii &z

qiivvasinda qalir.
QEYD2.

;]:f(Zk% =0

barabarliyi imumi hal Gi¢iin
_[f(x)a'z+ _[f(z}dz+ If(z]dz+,.,+ jf(z}dz:i)
5 5 5 g

gbrkomini alir. Buradan da, xatirlamamzi nozars alsag,
{7 = £(eXz + { £ )tz +..+ J f(2)ae (18)
L 5 L L

barabarliyi alinir. Xiisusi halda, n =1 olarsa,

gf(z)dz =L§f(s)dz- (19)

(19) diisturundan istifads edib inteqrllama konturunu lazim olan sakilds
deformasiya etmok olar. Masalen, (z—z,)" (meZ) funksiyasmm
z=2z, ndqtasini 6z daxilinde saxlayan istanilan diizlens bilen qapal
{sade) L konturu boyunca olan integraliny, onun istonilan
|z=2,|=# (> 0} gevrasi iizra integrals il avez etmok olar, yoni

Je-z)dz= (Z-zﬂ}“dz:{ 0,m=-1,
¢ e

I 27, m=-1.
Sgor z=z, ndqtesini 5z daxilinds saxlayan diizlona bilon qapah L

konturu saat aqrabinin aksine z = z, ndqtesinin basina k dafa flrl_ahlbga
(Bz-bziin kosan hal!), onda . . :
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g(z—zo)"a'zak- {(z—zo}'db:

L |=tafur
L)
=k_{o,m=—1, _ »

270, m=~],

Sokil 8.6-da L konturu a nbgte-
sindon ¢ixib saat aqrobinin oksina z=2z,
niiqtasinin bagina 3 defs firlandigdan
sonra yenidan a niigtasine qayidib. Sakil 8.6,

8.3. Kompleks dayisonli funksiyamn ibtidai funksiyasi. Qeyri-
miiayyan inteqral

Torir8.2. Tutag ki, f(z) ve F(z) funksiyalar1 G oblastinda tayin
olunmus funksiyalardw, bela ki, Flz) funksivasi G oblastnda
analitikdir. Ogar G obl biitin 2 larinda  F'(z)= f(z)
barabarliyi danarsa, onda F(z)-a f(z)-in ibtidai funksiyast deyilir.

TEOREM 8.3. Tutag ki, f(z) funksivast G oblastinda kesilmazdir
va onun G oblastindan olan istonilan ditziana bilan gapall kontur fizra
inteqral sifra barabardir. Onda onmun G oblastinda (G oblastinin
birrabitali va ya goxrabitali dan asilt ol aq!) ibtidai
funksivasi vardir.

ispaTL Tutag ki, z, G oblastmin qeyd olunmus, z isa ixtiyari

nidgtasidir. Onda If(g)d‘f inteqrah z, va z nigtelorini birlogdiran

yollardan asili olmadig iigiin F(z]: ]'f[g}d{ , G oblastinda tayin

olunmus birgiymotli funksiyadir. Gastorok ki, F(z) funksiyasmn G
oblastmin Hor bir z néqtasinds, f(z)-o boraber, toromesi var. z
niqtasinin Kifayat qodor yaxin strafindan z-+Az ndqtesi gtiirak, F(z)

funksiyasin ltayih_ edon inteqralin yoldan asili olmadigindan va

inteqralin xassasindan istifads edarak
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F{5+_F(2} {jf{a)df jf(¢Jd¢}-~ [rieue

borabarliyini yazaq. Sonuncu integralda z vo z+Az niigtalorini
bilagdiran yol olaraq diiz xatt pargas: gétiirak. Id._f Az va yuxaridak:
barabarliklardan istifads edarak

Flz +Az)- Flz
A ‘fj-@—f(-)

i @) s

forgini giymatlandirak:

(z+a2)-F(z) 1R
RO f L T e
g B )16t g 70)- 7).

f(€) funksiyasinin = noqtosinds kasilmozliyine gérs istanilan &> 0
adedi figin elo §>0 adodi tapmaq olar ki, |[Az|<S olduqda,
Jpax, ?l (€)-f(z) < olar. Beloliklo, istonilan £>0 adadi iigiin elo
>0 adadi tapmagq olar ki, |Az| <& oldugda,

f:‘_{i’:&) F(z) f(q

barabarsizliyi ddonir. Bu o demekdir ki,
. Flz+Az)-Fi ; :
tim PEAFR) b
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Belalikla F(z)= }f{.f)dg disturu ilo toyin olunan analitik F(z)

funksiyas) G oblastinda f(z)-in ibtidai funksiyasidir. <I

SerBasT |5 Gostorin ki, f(z) funksiyasiun G oblastindak
ibtidai funksiyalar goxlugu F(z)+C disturu ils tayin olunur, burada
F(z) f(z)-in har hans: bir ibtidai funksiyasi, C iss ixtiyar) kompleks
adaddir.

ToriF 8.3. .’bm’a! Sunksiyann dimumi sakilds olan F(z)+C ifada-
sina  f (z) Sunksiyasiun qeyri-miayyen integral deyiliv, burada F| (=)
flz)-in hor hanst bir ibtidai funksiyasi, C isa ixtiyar: kompleks
adaddir.

Teorem 8.3-don gixan bozi naticalori qeyd edak.

N aTlca 8.1. Sonlu kompleks miistavinin birrabitali G oblastinda
analitik olan f{z) funksiyanmn bu oblastda ibtidai funksiys: var,

Birrabitali oblastlarda Kosi teoremindan (Teorem 8.1) guar ki,
Teorem 8.3-iin biitiin sartlari ddanir.

NoTice8.2 Tutaqki, f{z) funksiyasi iki diizlana bilan qapali I,
va L, oyrilari arasida qalan ikirabitali G oblastinda analitik, qapali &

oblastinda isa kasilmazdir. Sgar ! f(z)dz, -If{z}n‘z integrallarinin
L Iy

ikisinden biri sifir olarsa, onda f(z) funksiyanm bu oblastda ibtidai
funksiys: var.
Coxrabitali oblastlar figiin olan Kosi teoremindan (Teorem 8.2) va

ondan sonra galen Qeyd l-don ¢mar ki, agar -?If(zkz H <If[z)dz
fa >
inteqrallariun ikisinden biri sifir olarsa, onda digari da sifir olacaq va

belslikla, Teorem 8.3-iin biitiin gortlori tdenacak.
N aTlca 83. Tutag ki, Teorem 8.2-nin va ya ondan sonra galan

Qeyd 1-in biitin  sortlori &donir. Dger il‘f(z)dz (i=12,..,n)
L

inteqrallarinin hamsi sifir olarsa,-onda f(z) funksiyanm n+1 rabitali
G oblastinda ibtidai funksiys var.
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Coxrabitali oblastlar {igiin olan Kogi teoremindan (Teorem 8.2) guxir
ki, agar ;f[:)a‘: (i=12.....,n) inteqrallarinin hamis: sifir olarsa,onda
F i

‘{ (=)= inteqrali da sifir olar va belalikla, Teorem 8.3-{in bilttin sartlari
i

ddanilar. )

N aTica 8.4. Dger Teorem 8.3-lin vo ya Natics 8.k -larin (k=122
J har hans: birinin sartlari danarss, onda (z)-in istonilan ®(z) ibtidai
funksiyasi

®(z)= _]f(:)df +C (20)

diisturu ila ifads olunur, burada C - kompleks adaddir.
N aTica 8.5, Ogar Teorem 8.3-iin va ya Natica 8k-lann(k=123)
har hansi birinin sartleri 8danarsa, onda

}f(§h§=¢(z)—0(zn}, @n

Nyuton-Leybnis, diisturu dogrudur. Yani, milayysn inteqral qeyri-
miiayyan inteqralla ifada olunur. -
(20) dilsturunda z-in yerino z, yazaraq, C =®(z,) barabarliyini,
buradan da (21) diisturunu alang.
Natica 8.6 dgor f(z) va glz) funksiyalar Teorem 8.3-Uin va ya
Natice 8k -larnn (k=1,2,3) hor hansi birinin gartlorini tdayarlarsa,
onda

]f{é)s'(é)dé=lf(§)s(§)]:-:If‘(-fls(s‘)dc, @)
hissa-hissa inteqrallama, diisturu dogrudur. . :

=)o
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eyniliyini integrallasaq va

zjug)’ag=f{b)g(a)—f(a}g<a1=if(g)g{:)]:

diisturundan istifada etsak, (22) barabarliyini alang.
M i s a |. Logarifmik funksiya. f(z):i funksiyasina baxaq.

Aydmdir ki, bu funksiya ikirabitali D={::D-c :f<+<n} oblastinda
analitikdir. Lakin

Iidszm‘zD

olduu figlin onun D oblastnda ibtidai funksiyas: yoxdur. D
oblastimin ixtiyan bimabitali Q< D oblastinda isa ibtidai funksiyas:

var. Xisusi halda bimabitoli G=C\(-,0] oblastinda f{z)="

funksi ibtidai funksiyasi var. Masal ; funksiyasim 1 va 2
nbqtalerini birlagdiren, tamamila G oblastina daxil olan, istanilan
diizlana bilen ayri bounca gétiiritlmiis inteqral: ila tayin olunan

F(z)= j‘f (23)

funksiyas: f(z):-;- \in G oblastinda ibtidai funksiyasidir.
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] B

Gakil 8.7.

Ogar z=x>0, 1 vo x niqtolorini birlogdiran yol olaraq [1, x]
pargasin segsak, onda (23) disturu ila toyin olunan F(z) funksiyas:
haqiqi analizds dyranilan Inx funksiyasi ils ist-iisto dilgiir. Ona gra da
G oblastinda (23) diisturu il tayin olunan F(z) funksiyasim Inz ils
isara edirlor. Belaliklo, gartlosmaya gira

!nz=]d—§-,zeG=C\(—w,U]. (24)

i funksiyasimn 1 ve =z ndqolarini Dbirlogdiren, tamamila
D={z:0<|z|~:+m} oblastina daxil olan va 0 ndgtosindan kegmayan,
istanilon diizlana bilon ayri boyunca gotiirilmis inteqrah ila tayin
olunan

q}[z]=]‘-%§,zeD={z:D<|z|{+ﬂo} @5

]

funksiyasina baxaq. Bu funksiya goxgiymetli funksiyadir. 1 va z
ndiqtalarini birlasdiren konturlar olaraq, Ly, L,L,, L, ayrilerini gtiirak
(Sokil 8.7). (25) disturu ilo toyin olunan ®(z) funksiyasinm
L, (k=0,,2,3) ayrilori iizra hesablanmig giymatlarini @ L'(z) ils igara
edok. [; L qapall konturunun, saat ogrobi istigamatinda ($okil 8.7
a)), 0-in bagina iki dofo firlandigimi va 8.2-ci banddski (*) diisturunu
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nozoro alsaq, @, (z)=®, (z)- 47 boraberliyini alang. L UL, qapah
konturu, saat agrabinin aks istigamatinda (Sakil 8.7 b)), 0 -in basina bir
dofo firlandig tigtin @, ()=, (z)+ 2. Saat aqrebi istigamatinda
dévr edan gapal L\ L, konturu (Sokil 8.7. ¢)) O-in bagina
firlanmadig: tigiin d),,_(z):t!!&(z).

1 va z noqtalerini birlogdiran, tamamila D={z:0 <|21<+¢0}
oblastina daxil clan va 0 ndqtasindan kegmayan, istanilon diizlena bilsn
ayri bounca (25) diisturu ila tayin olunan ®(z) funksiyasim ((24)-2

analoq olaraq) Lnz ila isars etsok, G :C\(— 0, 0] oblastinda, sonsuz
sayda birqiymatli

Lnz=Inz+i2ak, keZ, zeG=C\(-e,0] (26)

funksiyalarim alang (bunlara D:{z:l]{!z|<+ao} oblastinda tayin

olunmug goxgiymatli Lnz funksiyasinin G=C\(-ce, 0] oblastindaki
birgiymatli budaqlari deyilir).

Gistarak ki, har bir ke Z odadi ligiin (26) diisturu ils tayin olunan
w=Lnz funksiyasi ¢” funksiyasinin tarsidir. &” funksiyas: 2m dowvrlid

oldugu iigiin isbati yalmz k=0 hali iigiin aparmaq kifayatdir. Belalikla,
ghistarak ki,

e =" =2,2eG=C\(~,0]. @n

(27) tonliyindo, w adadini w=u+iv, G oblastmdan olan z adadini
isa z=pe’ (p=|zj >0,-wr<p< n] saklindo yazsag,

e'=p
v=@+2ak,kelZ
barabarliklarini  alarig. (27) tenliyini &doyan w funksiyasinin

birqiymatliliyini tomin etmok iigiin k=0 gdtirok. Hoqiqi analizden
molumdur ki, e"=p tonliyini &doyan yegans u=Inp funksiyas:
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vardir. Belolikla, G oblasunda (27) tenliyini 8dayen birgiymatli
w=lnz]+iargz funksiyas: vardir. e” =z eyniliyini diferensiallasaq,

e” f!_w =1 barabarliyini, buradan da % 0 diisturunu alarig. Demali
z

(27) tonliyini 8doyan W funksiyasi, G oblastinda, 1 funksiyasmin
2t z

z=1 niqtasind sifra gevrilon ibtidai funksiyasidir. Diger tarafdan, (24)

diisturu il tayin olunan Inz= I? funksiyas, % funksiyasimn z =1

1
néqtasinda sifra cevrilan ibtidai funksiyasidir, Natica olaraq aling ki, G
oblastinda ’

berabarliyi dogrudur. w=In|z+iargz (-7 <argz <) borabarliyindon
valnz= _[ d; isaralamasindon istifada etsok (28)-den
; .

Inz=Injz|+iargz (-7 <argz<7) 29
diisturunu almys olarg. Lnz funksiyasinin digar budaqlan iigiin

Inz=Inlz+iargz+ilak, ke Z
diisturu dogrudur.
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8.4. Cahgmalar
8.1.

1). f{ldvfnk)ﬂ’z inteqralini hesablaym, burada L, z=0 vs
L
2z =1+i niqtalerini birlagdiren a) pargadi; b) y=x* parabolasinin
qbvsiidiir; ©) z,z,z, [z, =1) siiq xattidir.

2). j(z°+zz)1’z inteqralim hesablayi, burada L- |4=1{0<argz <7)

L
yarimgevrasidir,

3). |f=2 cevrosinin agafi yarmmiistavide qalan, z,=-2
niiqtasindan z, =2 ndqtasine dogru yonalmis, L yarimgevrasi iizro
asaffidaky integratlar hesablayn.

) 1
a) szz, b) !;dz; c) _[|sz; d) jz]z{dz; 9 flx-3ipke;
i H i
f) If (z)iz, burada () ilo 4z (fmz<0) goxqiymotli funksiyasmin
L

%/l =i gortini 5doyan kasilmez buda igara olunmusdur,
4). Baslangic1 z, =-2 vo sonu z, =i niqtalarinds olan L pargasi
iizra asafrdaki funksiyalarm inteqrallanni hesablayin,

a) z;b) Imz;c) £ "
I
5). Bagla _ _1. .43 :
aglanfict z, =0 va sonu z1~2+:~-2— niiqtelerinda olan L

pargas iizrs asagidaki funksiyalarin inteqrallarini hesablayin,
a) e';b) é¥ Rez;c) e Rez; d) - 4 -
1+
6).|2| =1 gevrasinin yuxar: yarimmiistovido qalan, z, =1 ndqtasindan
z,=-1 nbqtesino dogru yénelmis, L yarimgevrasi ilzra j' f(z)z
£
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integrahmi hesablayin, burada f (z) ils —,l-v(ImzZ()} coxgiymatli
z

funksiyasmm  f(1)=-1 sortini odoysn kasilmez budafi igaro

olunmugdur.
7). Asagrdak: inteqrallar: hesablaym.

a) Jzzdz; b) ‘Iz].m 2dz ; €) {Rem

fefea =

8). J{Rez-o-lmz}z‘z Inteqrailm hesablaym, burada L, z, =0 va
L

z, =1+2i ndqtalerini birlagdiron a) pargadir; b) z,z,z2, (z,=1) smig
xattidir.

8.2,

1). Baglanficn z,=0 va somu 2z =% néigtalerinda  olan

L=(22,2,) (z,=n+iz) smq xotti izra asafidaki funksiyalarn
inteqrallarini hesablayimn.

a) sinz; b) cosz;c) z°;d) zsinz; e) zcosz ;) zsinzeosz.

2). Kosi teoreminin komayi ils a.sagldakl inteqrallary hesablaym
(Qapali konturlar miisbat oriyentasiyalidir).

£ dz | _dz | dz .
o {oFw §59 {iw 9 dee

F;j_-. (z -l)(z —.3) i D ii (z + :')(z— f)z : [.--ihs [z + in - I‘]z 2
D ey

3). z=-i va z,=i niqtalorini birlogdiran ixtiyari L eyrisi dzro
jz\s'i'”dz inteqralini hesablayin.
L
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x
4). Baslangier z,=——2- Vo  sonu z,z% noqtalorinda  olan

{ zfs== Imz>0} varimgevrasi {lzra Icosze"“dz inteqralim
hesablayin.

5). Tutaq ki, f(z) funksiyasi qapal {z:ls|zjs?.} oblastinda
analitikdir va II:[ ;f(z}dz=2£, f!. f(z)dz integralmin qiymoti nays

barabardir?
6). Tutaq ki, f(z) funksiyas: birrabiteli G oblastinda analitikdir vo
L G oblastina daxil olan qapali konturdur. ,I fzHz  integralinin
L

qiymati noya barabordir?

. )
[oboiri=t 54 2iz

8). Tutaq ki, f(z) funksiyasi -a<Imz<a (a>0) zolaginda
analitikdir va

f(z]—)O (zow,-a<Imz <a)

sarti Sdonir. Gstarin ki, agar
[

yigihrsa, onda Ve e (—u,a) giin
i T,

9). je"’dx =/ oldugunu bilarak
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o
je"’ cos e, — 0 < @ <+

inteqralini hesablaym.
10). Tutaq ki, f(z) funksiyass -a<argz<a (a>0) bucaginda
analltlder vo
zf(z]-+0 (z -0, |a:gz‘ca}, #f(z)—>0 {z — 0, |argzi<a)

sartlori Sdanir. Gostarin ki, sgar
Jrianx
L]

yiilirsa, onda Ve e(-a,a) dgiin

[#(e)z= If(x)m

agr=a

). [e”'de= ;’;r oldugunu bilsrak
]

Rl o
Jy= Jeosdx, g, = [sin¥"dx
é i
Frenel integrallarim hesablaym.

8.3.

1). Asafidaks funksiyalarin gosterilon oblastlarda ibtidai funksiyas:
varmi?

PY
208 '
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b) f(z)=§+zL ={z:0<7<1});
9 /6= 55 G-l
& f(z)=--'—-—--, (G={:id>1);
e)f() +— (G=f:)1<));

f)f(z]—~— (G c\{o);
3] f{z)=z, (G=0);

2). Asagidaki funksiyalarm ibtidai funksiyasimm tapin (a=0,b
kompleks adadlardir).

a) %} b) chaz; ¢) shaz; d) cosaz; e) sinaz; f) e cosbz; g) ze”;
h) zcosaz.

3). Baglangicr z =0 vo sonu z,=m+ir ndqtelorinda olan L
pargasi lizra .[Si“ zdz inteqralim hesablaymn.
L

4). Baslangic1 z =0 va sonu z, =i ndqtalerinda olan L
I{z’ - z)dz integralini hesablaymn.
L

pargasi fizra

5). Baglangic1 z, =0 va sonu z, =1+i ndqtelerinda olan L pargas
lizra I{Zf—-z}a’z inteqralim hesablayn.
L

6). Baslangici z, =1 va sonu z, =/ ndqtalarinda olan L pargas: iizra
J(z' ~3fz]9& inteqralim hesablaymn,
L

2
. ’é+2; =1 ellipsin, baglanficr z =2i va sonu z,=-3

ndqtalerinda olan, L qévsil lizra [z’dz inteqralmi hesablayin.
L
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8). p*=l+x parabolasimin, baglanfict z =-i va sonu z,=i
niigtalarinds olan, L qévsil lizra I% inteqralini hesablayn.

9). jzl=1 gevrasinin , baglangllci z, =—i, sonu z, =i ndqtelorinds va
Rez=0 yanmmilstavisinda olan, L qovsii iizrs J-%- inteqralimi
hesablayin. ¢

8.5. Cavablar va gistariglor

8.1.

1).a) 2(i-1); b) -2+;i; ¢) -2.2). ~§. 3).a) 4xi; b) #i;c) 8;

& 05 o 10m; %‘Ji[ﬁﬂ{ﬁu}], H o 11 i

. £ a2
Yz =“‘|1ﬂe *
k=0 oldugda, argl

o L A ifn  px 0 g
£(z)=4)e* . Belalikia, [£(e)z =12 [ 2e"ict = 5-5’-5-[.?’7 —e ]=
L =

Lk=0123 (:r <t=argz< 211'] dilsturundan alir ki,

=27 olduguna gors, ‘=i olur. Demoli

- :-*!'2'[-!2 +il/2+2)]. 4).0) i3 1) I? ;0) ‘V:,i’ in(3-2/2). Hallli.

L pargasmin  z{t)=x()+p()=0+ (-1}, €[LO)  parametrik
tanliyindan istifads edorok asagidaki hesablamalar: aparaq:

| 2'(e)ar (l i)t .
fia- A I i j NEO=Z0N \f‘:(l 7y
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|
I

1
R el
a
W L
P
5
i
]
I.—'H b
=

B

L
5). a) e *-1; b)

m[_

i) o %(J-iv'i{e';"’%a];

@ < H+3).
6).2(1-i) Gostoris. L ayrisinin  z=e” (0<@<x) parametrik
Y
tanliyindan va \I"—--u'reiﬂ.-{‘ ] miinasibotindan istifads  edib

S e iede
!f(z}fz = ! -_Jllzdz q 59-[‘5«) Riman inteq)

0;b) ~167:c) 7i.8).a) %+3f;

gatirin. 7). a)
b) %+4f,

8.2,
1).a)yl;b)1; cJ

-mi;e)0;60;
g) mi; h) mi. Halli. Coxrabitoli oblastlar iigiin olan Kosi teoremina

Sd) 1 e) -1;9 §.2). a) 03 b) 0; ) 0; d)
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; dz - dz . dz -
J=::.‘I'£I’(z+r')(z—i‘)z I;“{:_(:;H}(z—i)z |.-|-I.£(z+i‘xz"‘)3 g+

1

iz+ii:~?}; -

ayriligindan istifada etsak

1 dz 1
J=-x § Z_= o
2!“.4.;“'! tj:z i |n{1 z
1 pdz 1 J' dz dz
2 ,z-H 2| z- ! -;;=.' z
barabarliklarini yaza bﬂarlk. Buradan da J = ai baraberliyi ahnir.
3. 0.G8staris. f(z):ze"‘” funksiyas: analitik oldufuna géra
inteqrallama yolu olarag, tonliyi z(r):ir,re[—l,l] diisturu ila verilen
[— i, i] pargasini giitiiriin va integralalti funksiyamn takliyindon istifada

Jy== =2m

s
edin. 4). 25h1.5). 2i.6). 0.7). 0.9). fme ¥ .Géstaris.
e cosady = _[e“H cos o — i je"’ sin aodx =
3 2

Ie""a&.

a
-i»la

= Te"’e"“"dx = e%" Te{mg]’dx =g ¢

miinasibetlarindan va 8-ci masaladan istifads edin. 11). J, =J, =-;.1'

Giéstarisg. 10-cu masaladan istifada edin.
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83.

1). a)yoxdur; b)yoxdur; c)var, d)var; e)var; f) var; g) yoxdur.
1
2). a) ;e*+c; b) -.s.':az+C c) -—chaz+C d) Is.maz:

o= acosbz +bsin bz

1
e) —Ecosaz+C, f) & 7

+C; g) (z——]e" +C:
) —z—s{naz+v!-cosaz+c
s 3

3). cha+1.4). —= S) =2+i.6). —= + r ‘?) — 8) —ir.Hal

1 i, y=l+x psraboiasmm baslanglcl z,=—i va sonu z, =i

néqmlarindo olan, L qovsi G=C\[[),+m) oblastinda yerlagir. Bu
oblastda —; funksiyasimin ibtidai funksiyas: olaraq Lnz funksiyasinin
in(~1)=ir  sortini  Gdoyan  Inz  budagmi  gbtirsok,
j-‘f-:lnf-ln(-f):f%-fiz’iz-w oldugunu gorerik, Aydmdir ki,

L

cavab Lnz funksiyasinim budaginin segiligindan asih deyil! 9). ix .
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%.1. Koginin inteqra) diistura

TEOREMI.] (Birrabitali oblastlarda Kosi distur). Tutag ki, f(z)-
sonlu kompleks miistavinin birvabitali G oblastinda va onun diizlona
bilan miisbat oriyentasiyall gapali L sorhaddi iizarinds analitik
Junksiyadir. Onda G oblastindan olan istanilan z négqtasi tigiin

Q=547 ©) 4 W

L

diisturu dogrudur.
I's 8 a1 Kémakgi

W(é’ ) = ;E‘:g funksiyasma

baxaq. Milsbat p adadini ela
segak ki, morkozi z
ndqtasinda, radiusu  p-ya
barabar olan y, cevrasi 6z
daxili ila birlikda G oblastina
daxil olsun. @(£) funksiyas:
G oblastimin L va Yo konturlan arasmdaki G, ($akil 9.1) oblastinda

analitik oldugu tgiin, Kosinin miirakksb konturlar haqqindak teoremina
gbira

Sakil 9.1.

214
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{1 4z - 476
;-g_zdg-’.j:g_zd.g @

barabarliyi dogrudur. (2) barabarliyinin so! tarafi p-dan asih deyil.
Demoli saf terafdaki inteqralin qiymati p-dan asih deyil. Bu qiymati
tapmaq Ugln (2) borabarliyinin safindaki inteqralda & =z + pe™
svazlomasi aparsaq

.:[é—(i{)dgﬂ:jf(ﬂ-ww)“’

barabarliyini alariq. Bu barabarlikdan v
zjf (e+ o Yo = J[/(e+ pe)- 1o o + [1(ehap=
= [lrle+ pe)- g 2n 1(c
milnasibatlorindan istifade etsak (2) barabarliyini
[{€de-i e )= o216

soklinds yaza bilerik. Bu borabarlikda p— 0 sarti daxilinds limita
kegsak alang:

:,J.gffg’:} dé = Em{ljb"(z + ,pE"‘)... f{z}}iw} +2m f{z) . 3)
S (3) funksiyasinin kesilmazliyinden grxir ki,

| 215
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Li[g{ ![/’[ﬁpe"}— f(z)]dw}=0- @

(3va () barabarliklarindan (1) dilsturu almir. <
QEeyp L %m_ :j-% dé ifadesine Kosi inteqrali, (1) dilsturuna iss

Kosi dilsturu deyilir.

Q E v D 2. Kosi dilsturu gostarir ki, analitik funksiyamin qiymatlori
bir-biri ilo six baghdir. Onun I konturu iizarindoki giymatlari G
oblastmin nogtalarindaki qiymatlari tamamils birgiymatli olaraq tayin
edir.

Qe v D3 f(z) funksiyass G oblastinda analitik, qapali G
oblastinda isa kesilmoz oldugda da teoremin hiskmil 8z qiivvesinda galir.

T eorEMY.2 (Coxrabitali oblasilarda Kogi diisturu). Tutag ki, har
biri  qalanlarmm  xaricinds yerlagan, ~ diizlona  biln qapalt
L =1,2,....n) ayrilari, diizlona bilon gapali L, ayrisinin daxili
oblastmda yerlagiriar. f () funksiyast L, (E=O,L2,..‘.n) ayrilarinin har
bir négtasinds va  bu ayrilar ila hiidudlanms n+1-rabitali G
oblastinda analitikdir. Onda G obl dan olan istanilan Z noqtasi
digiin

1= fg%d‘f ©

diisturu dogrudur, burada L ila
G oblastmin serhaddi isara
olunmugdur. O, milsbat istiga-
matli L, va manfi istigamatli
L (i =12,...,n) ayrilarinin bir-
lagmasindon  alman miirakkab
konturdur (Sakil 9.2).

fsBaTi Misbat p adadini

ela segok ki, markszi z nog-

Sakil 9.2.
tasinda, radiusu p-ya borabor olan ¥, gevrasi 6z daxili ilo birlikde G
216
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oblastima daxil ol i i ;
- axil olsun (Sakil 9.2). @f¢)= 5%2) funksiyast G oblastinin
=LuLu. WL va y, konturlan arasindaki G, (Sokil 9.1)

oblastinda analitik oldugu ( inin mi
teoremino goro Bu tiglin, Kosinin miirokkab konturlar haqqindaki

SE) e 1€
JESTLE = g A3l
 raed ;!g-zd‘f ©
barabarliyi dogrudur. Teorem 9.1-3 gbra dogru olan
7€) ;
E'Edéﬂmf[ﬂ
barabarliyi, (6) di
isbatim almig olang. <
9 EYo l.. Teoremdoki “ f(z) funksiyasi L (i=012,...,n)
oyrilerinin hor bir nogtasinda analitikdir” sartini “ f(z) funksiyas

qapall G oblastinda kasilmazdir™ sorti i
garti ilo avaz etsak, i
hiskmil 8z qilvvasinda galir. ‘ o mor

saf tarafinda nozara alsag, (5) diisturunun

QEYD2 Bgar zeC\G olarsa, g funksiyasi G oblastinda
analitik oldufuna gtra, Koginin miirakkab
vasisked st 3 miirakkab konturlar haqqindak:

1 f€) g
85 ng lag=0.
Belalikla

1oefE) . flz)zeG,
Zﬂij.‘ﬁ—zd;—{ﬂ. zeG.
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9.2. Kosi tipli inteqral

TorF %) Tutag ki. L diizals bilan ayri (qapalt almast falah
olunmuri), {p(c,‘} isa L ayrisi tizavinda tayin olunmug kasilmaz (analitik
olmast talab olunmur!) finksivadur.

i ff

ifadasina Kogi tipli integral deyilir.
T eorem9.3. Kogi tipli integral ils tavin olunan

Fz)= E]m I [_;) a&

Sunksiyasimin, L konturuna daxil olmayan, hav bir z noqtasinds
istanilan tartibean tiramasi var va hamin toramalar

nl J-_(;’('f;"l & (neN) )

diisturu ila hesablanr.,

5B AT Teoremi, sadalik tiglin, n=1 va n=2 hallan ligiin isbat
edsk. Istonilan 72-liglin tam riyazi induksiya prinsipi ils isbat olunur,
Tutaq ki, z& L. z niqtesinin kifayat qadar yaxin strafindan olan va L
konturuna daxil olmayan z+h (|h|- kifayat qader kigikdir ) noqtasi
figlin

Flz+h)-F(z)
h

nisbatini

Flz+h)-F(z)
( 2 ®)
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soklinda yazaq. (8) barabarliyinda, formal olarag, h—0 serti daxilinds

limita kegsak
()=l FCHI-FE) _ 1 rol)de
Fl)=Ty * B 2m I(gn)f)’

®

diisturunu alarig. Bu formal limite kegmoni asaslandirmaq Gigiin

1 ole)ds w(: hol(£)de
e e L feeoey W
dsturundan istifada edok. 2d (d>0) ila z ndqtesindan L konturuna
gadar olan fani, ! ila L ko lug va M ils L
konturu tizarinda |p(£) < M barabarsizliyini 6doyan adadi (belo adadin
varlig qp({) funksiyasmmn kasilmazliyindan ¢uar) isars etsak, (10)
barabarliyindan

‘ 7 hol(ghde I’WI__ g M
27 J(E-z-h)g - z}’| 2 JlE—zlE—o " 2md’

qiymotlondirmasini  alanq. Bu  giymatlondirmadon  va  (10)
barabarliyindsn gnar ki,

o] 2 (o

Alman berabarlik gsterir ki, (8) borabarliyinde h—0 sorti
daxilinda limita kegmak olar. Belalikls (7) dilsturunun #=1 ligiin dogru
oldugunu gistardik.

F(z) funksiyasmm ikinci tartib toromesini hesablamaq iigiin (9)
diisturundan istifads edib

F(m: Flz)_ 2 J'F(élﬂ')f
&-z
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ifadasini

F'z+h)- F(z) 2- j’?’(f

h

B
_=5Iﬁj¢[§{ [(ﬁ : PIRG _1,)2 '(g_zz),]dé an

soklinda yazaq.

'[ 1 .___,__.f__]_ 2y -z)-2m
CE-z-nf €-2F) -2 "E-2-mfG-2F
barabarliyini nazars alsaq (11) diisturunu
Fe+h)-F() 2* Itv(é)dtf
1€-F

- jso T8 3(5 :)Z[;" y a2)

kimi yaza bilarik.
£-z)-2h
I ; A
(ng)= [ h]@ 5 (er)
funksiyast #=0 ndqtasinds
3
supfe(0,¢) <

barabarsizliyini ddadiyi @igin |h{-in kifayat gader kigik giymstlarinda
(kasilmoaz funksiyanin xassasina géra)

suF{r(h,g} =K <+ (13)
{1
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gartini Sdayacakdir. (13) barat izliyindan va (12) barabarliyindan

! (m) )-F() 2 I@L:Eﬁ I‘“’Mx (14)

qiymatlandirmasi almir. (14) qiymatlandirmasinden alnan

(z h) F'z) !
N T

barabarlik, teoremin n=2 th;;un da dofru olduunu gbstarir. Qeyd etdi-
yimiz kimi, imumi hal tam riyazi induksiya prinsipi ila isbat olunur, <
Sernastis. Isbatt istanilon » natural adadi iiglin yerina yetirin,

9.3. Kosinin inteqral dilsturundan gixan bazi naticalar

9.3.1.0blastda analitik olan funksiyamn istanilan tartibdan
téramasinin varhg

TeoreM 9.4. Oblastda analitik olan funksiyammn istanilan tartibdan
tivamasi vardir.

Is8aTIL Tutaq ki, f(z) funksiyasnm G oblastinin hor bir
ndqtasinds birinci tartib toramasi vardir. Géstarok ki, G oblastinin
istonilon z noqtesinda onun istanilan tartibden téramasi vardir. z
nbqtasini 6z daxilina alan va daxili hissssi tamamils G oblastinda
yerlogon, diizlana bilen qapali L ayrisi gétiirok. Kosi diisturundan
istifada edarak

)= - gf(f)dﬁ as)

barabarliyini yazaq. Aydindir ki, har bir Kosi inteqrali Kosi tipli
inteqraldir. (15) diisturuna Teorem 9.3-i tatbiq etsok teoremin isbatini
alariq. <.
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Q v |. G oblasunda analitik olan f(z) funksiyasinin istanilan
z € G noglasinda » -ci tartib téramasi

)= n! I(f{(f])“ dz (neN) (16)

diisturu ila hesablamr.
Q £ v p 2. (16) disturundan kontur boyunca olan integrallan
hesablayanda istifada olunur.

Misal I,,.{I—..}'

PRk

(16) diislurundan istifada etsak

integralim hesablayin.

fz[,_ g -ZMI[i)i =_,e’(z’-z,2z+;)i =

tpal
sl

olar.
9.3.2. Morera teoremi

T EOREM9.5. Ogar birrabitali G oblastinda kasilmaz olan f(z)

funksiy bu oblasidan olan, istanilan diizlana bilan gapah kontur
boyunca inteqrgali sifra barabar olarsa, onda o, bu oblastda analitikdir.

| 5B AT Teoremin sartlerindan guxir ki, If (¢)Me integralk G

oblastinin z, va z ndqalerini birlagdiren v G oblastindan olan
yollarin  formasmdan asih  deyil. Onda Teorem 83-0 gbrs

F(z)=]f(§)d§ funksiyass  f(z)-in, G oblashnda, ibtidai

LY
funksiyasidir, yani F(z)=f(z) (z€G). Teorem 9.4-0 gbre F(z)-in
istonilon tortibden t8ramasi olduu OgOn f(z)-in do G oblastnin her

222

RIYAZI ANALIZ - 3

bir niqtasinda té i (hatta i
fnnkslyasi G oblastinda analitikdir. <

QE Y D. “istanilan diizlsna bilan qapah kontur” ifadasini “istanilan
ligbucaq” ifadasi ila avaz etdikda da teorem &z qiivvasinda qalir.

tartibdan!) var. Demali f(z)

93.3. Modulun maksimum prinsipi

TEeoREM.10. Tutag ki, f(=) funksivast G oblasnnda analitikdir.

Ogar [ (z} Sfunksiyasi G oblastinda sabit deyilsa, onda G oblastimn
istanilan z ndgtasi figim

1) <sup £() 7
borabarsizliyi dogrudur. )

IssaTe S{I:pf{{) =+ hali aydin oldugu iigiin M = s‘:;‘pf(:,') <+
halini nazardan kegirak va oksini farz etma iisulundan .istifada edoak.
Tutaq ki, ela z, € G néigtasi var ki, M = f(=,). Gostarak ki, bela olan
halda, morkazi =z, niqtasinds radius p-ya bamabar olan va G

I 1, s

olan, i 7= {‘_:‘:._:‘-:,, = p} gevrasinin  har  bir
niiqtasinda M= f() {§ € _?,_) barabarliyi Bdanacak.
Y= {4,’:'{ -z, =p} gevrasina Kosi dilsturunu tatbiq etsak,

76)= P s e (8

disturunu alariq. Sgar 7, cevrasinin har hansi bir £ (p=g,)
ndqtesindo /() <M baraborsizliyi 8danars, f(£) funksiyasinin
kesilmezliyina gbre, bu barabaersizlik y, gevrssinin milayyan bir
7Y (pelp,-8.p,+8),6>0) qovsil dzarinda da dogru olar. Bunlan
(18) diisturunda nazare alsaq
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1%y 1 i
Gl =Ms [fla+pd-Mors— [fla+re®)dps
2w s xw ‘P,‘]

17 Vi (2~ Lo+t 2r—28)M=
Saiu'(zﬁm ]d¢+5{23 25)M<2”2&W+2x(2:1 28)M =M

Alinan M <M borabarsizliyi onu gostorir ki, y, ={£:¢—z,=p o}
gevrasinin har bir ndqtasinda M =/ :,’} (fe _r,) barabarliyi &danir.
Buradan va

K =fele-zisr}= U,

Oz psr

baraborliyinden guar ki, markezi z, nigtesinda radiusu r-s barabar
olan va G oblastundan olan, istanilon qapali K, dairssinin har bir
ntigtasinda M=|f(z)
barabarliyi ddanacak.
Gustorsk ki, M =|f(z)
barabarliyi G oblastindan
olan biltiin niqtelerda do
tdanir. Bu magsadls, G
oblastindan, z, niqtssin-
don forgli, ixtiyari Z.
niqtasi gbtilrak. =, va =z,
noqtalerini G oblastinin T §ekil 9.3,

daxilindo yerlagen, diizlona bilon, L ayrisi ilo birlagdirek. L ayrisi ile
G oblastinm 8G sorhaddi arasindaki mesafoni 2d ilo igaro edek
(dist(L,6G)= inf |s~f|=2d (d>0)). Yuxanda gdstordiyimiz kimi,

morkozi z, ndqtesinda radiusu d -ya barabar olan qapal K dairesinin
hor bir ndqtesinda M =|f(z] berabarliyi odenir. K dairesi ils L
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ayrisinin kasigmasina daxil olan ndqtalerdon z, néqtasine yaxin olanimi
z ilo isara edok (§okil 9.3). Yuxanda apardigimiz mithakimalari
morkezi z, ndqtesinds radiusu o -ys borabar olan qapali K dairasi
lilin aparsaq, K dairasinin hor bir ndqtesinda M =|f(z) barabarliyini
alarig. K dairasi ila L ayrisinin kesismasina daxil olan néqtalordan 2.
niqtesina yaxm olammi z, il isars edsk. Yuxarida apardigimiz
mithakimalori markazi z, ndqtasinda radiusu d -ya barabar olan gapali
K dairasi figiin aparsaq, K dairasinin hor bir noqtesinds M =|f(z)
barabarliyini alarniq va s. Bu prosesi davam etdirsak, sonlu (#) sayda
addwndan sonra, z-u bz daxilino alan K ($akil 9.3) dairesinda

=|f(z) berabarliyinin &dandiyini gérarik. Buradan da, xtsusi halda,
M =|f(z,)=|/(z.] borabarliklorini alarq. Belalikla, z,-un ixtiyari
olmasindan alanq ki, G oblastinmn har bir z noqtasinds M =7(z)

barabarliyi 8danir. Aydindir ki, f(z) funksiyas: sabit olmadig figiin,
M>0.

F@)=|f ()" a r(x, y)e™e = Me'ote)

va Kogi-Riman sartlarindan ¢ixan

0= a’% ) =r(x,y) delx, )
e ar(x\,. ) il y)f?'w(ax; ¥)

b@rﬂber]iklardal:l aliir ki, modulu sabit olan analitik f (z) funksiyanin

arqumenti da sabitdir, yani ozii do sabitdir. Bu iss teoremin gartina
ziddir. Demoli, aks forziys sshv oldufiv fgiin, (17) barabarsizliyi
dogrudur. <
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N aTice 91 Tuag ki G oblastmda analitik olan f(z)

Sfunksivasimn bu  oblastda sifrt yoxdur. Bgar fz) funksiyasi G
oblastmda sabit deyilsa, onda G obl, i z ndqlasi iigim

\£()>infir(e) 9

barabar;*-'izﬁjif dogrudur.
(19) borabersizliyini isbat etmak - Ggiin g(z]=Rlz—} analitik

funksiyasina modulun maksimum prinsipini tatbig etmak kifayatdir.
Q E v » 1. Natica 9.1-da fl:z) funksiyasinin G oblastinda sifr1
olmamasi mithiim gartdir.

RIYAZI ANALIZ - 3

2, 2,
8 "(J«;.y} LPulxy) o
ax PE

Laplas tonliyini ddayon, 8G sarhaddinds iso verilmis kasilmaz
wlg.n) funksiyasina borabor olan, C™G)AC(G) sinfindon olan
ulx, y) funksivas: yeganadir.

QE YD 3. Laplas tanliyini 8dayan funksiyaya harmonik funksiya,

—{-x’y =0,(x,y)eG

"Iw =pl§.n) (En)eaG

uxy

ina isa Dirixle masalasi deyilir.

Misal f{z)=z funksiyasimn modulu &z
U (0)={z:7 <1} d in z=0 ndqtasi

NaTlce 92 Ogar f (z) fimksiyas: mahdud G oblastinda analitik,
gapalt G oblastinda isa kasilmaz olarsa, onda ]f{zl Junksiyas1 dz

ki G obl: 8G sarhaddinda alir.

Iseati f(z) funksiyas: sabit olsa hdkiim aydindir. Sabit olmasa
lf(zI funksiyasi 6z maksimumunu G oblastimin daxilinda ala bilmaz.

da alir!

Veyerstrass teoremina géra |f(z) funksiyasi qapali vo mohdud G
oblastinda 6z maksimumunu alir. Belalikla

max,f(z} =|f(&) (& <dG).

Nortlca 9.3. Tutag ki, mahdud G oblastinda analitik, gapal G
oblastinda isz kasilmaz olan f (z Junksi; bu oblastda sifr1
yoxdur. Onda |f(z) fimksiyas: oz mini G oblast G
sarhaddinda alir.

QEvYD 2. Natico 9.2 va 9.3-iin sartlari daxilinde 8G serhaddinds
sifirolan f(z) funksiyas1 G oblastinda eynilik kimi sifir olacaqdir.

NaTtlce 9.4. Mohdud G oblastinda
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9.4. Calismalar

9.1,

Asafndaki integrallar1 hesablaymn (integrallama konturlan miisbat
oriyentasiyahdir).

2’ -5z+8 1
. —iio—dz, 2). d——dz, burada C- ir:
) b s ) jzl-i-l urada gevradir:
a) C: |zi=-;; b) C: |z-i=1; ¢) C: jz+i=1; d) C: |g=
i
3). sinz 4). % dz, burada: @) C- lz+i=1
'-“:1{‘[; ] j( Xe+i)
3
gevrasidir; b) C— |z-3=2 cevrasidir.

S) i cdr, bumda C- topolori 1, 143, ~1+3i, -1
sz +4
nigtalarinds olan diizbucaghdir.
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j’r—};dz 7. sj T 9. j""” dz, burada C-
fee
tapalari 4 —4+i, —4-i niigtslarinds  olan  igbucagdir.
9). :jz *52 4& burada  C- Ladoot ellipsdin
10). 4 ——dz, 11). LIT]-dz, burada: a) C, 3i niqtasi
I_'zlz(z—-l)x gz +9
el
daxilinds, —3/ noqtesi ise xaricinda olan, qapah konturdur; b) C,
—3i nbqtasi daxilinds, 3/ niqtasi iss xaricinds olan, qapal konturdur;
¢) C, +3i nogtalerini bz daxilinds saxlayan, qapali konturdur;
12). cosz

R
9.2,

1). |sf<1 oblastinda <I —————— d¢ inteqralimin tayin etdiyi

&- 2)4(5 z)

funksiyani tapin.

1 z
2). 1 oblastinda < <dE  inteqral
) |2|> N ,ci(f_z)‘:(f_z] (E k

tayin etdiyi
funksiyani tapm.

2| 1 1 .
+5 <-3- oblastinda i@,—Jr-s;Jr-Z}-:@_zjd{ integralimin

1
i
)

toyin etdiyi funksiyan: tapin, burada 3G, G: {|z]<1, |z+§
|

oblastinin sarhaddidir.
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4). |2,|>] ahl 3

T 1 i " .
20F e )% earshimn toyin

21
-
3
oblastimin sarhaddidir,

z 4 =]
I T | 1
5). 1, lz+=|>=}ol I
: {|z;< 3l 3} ,g{zg’+s¢+2}:(§—z}d‘f

etdiyi funksiyani tapin, burada 8G, G- {|xi~:l,
3
integralinin~ tayin etdiyi  funksiyani  tapm,  burada G,

o 210
G: {]z; <l, |z+ Ei > —} oblastinin sarhaddidir,

1 i

z-1
<moblastinda — [——— i | . v g
o a[«f inteqrabiin tayin etdiyi

0. fre ™
funksiyam tapln,

1 v dg .
. —— |-—=— int 1 tavi ivi i
)] o= _'!‘5—: inteqralinin tayin etdiyi funksiyani tapim.

8). 4<$ oblastinda | -(;;f@)?a:§=2msz va f{x)=1 sortlorini
|eRe e — 2

ddayan [ (z} funksiyan tapin.
9). J:fzdg =zsinz {zeL) oldugunu bilorak !{;.ﬁ))’ dé (zel)

funksiyasim1 tapm, burada f(é}, hamar L ayrisi tizarinds, kesilmoz
funksiyadir.

9.3,

1). Tutaq ki, eynilik kimi sabit olmayan, f(z) funksiyasi mohdud
G oblastinda analitik, G oblastinda is2 kasilmezdir. Gostarin ki, sgar
|f(z) funksiyas1 G oblastmin @G sarhoddinda sabitdirsa, onda f(z)
funksiyasinin G oblastinda an azi bir sifr1 var.
2). Gostarin ki, istanilon a,b,c adadlari Ggiin u(x.y): ax+by+e
funksiyas: harmonikdir.
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3). Géstorin ki, istanilon d,e, f adadlori va a-++c=0 sartini dsyan
ac adadlari  tglin u(x,y)=ax’ +bxy+cy’ +dx+ey+ S funksiyasi
harmenikdir.
6:” \',y) BZM xy eG= {{x,y):l)cx<;r;0<y-<x}

4}, a:z
—L (em)edc

Dirixle masalasinin, G= {{x.y) Wexamlay< Jr} kvadratinda

sifr olmayan hallini tapm.
5). Tutag ki, G oblastinda analitik olan f(z) funksiyas: figiin

iplnsf}f(z} = p >0 berabarsizliyi Gdanir. Gostarin ki, ya VzeG liglin
|f(z)>p borabarsizliyi odenir, yada ki, f{z) funksiyas
fz)=pe" (o e(-ew,+m)) soklindadir.

6). Tutaq ki, flz)=7"+az" +az" " +...+a, z+a, (geChk=12..2).
Gostarin ki, |4=1 gevrasi tizarinda |f(z)>1 borabarsizliyini ddayan
négta yoxdursa, onda f(z) =

9.5. Cavablar va giistariglar

9.1.

1). 4m.2).2) 0;b) w;¢) —=x; d) 0. Halli. Koginin miirakkab
konturlar haqqindaki teoreming gbra

T S 4_.1_‘;”. Tj_,& *

- ; 4
1 Z +1 it £ +1 ettt 2 +1

barabarliyi dogrudur. Saf tersfdaki inteqrallara Kosi dilsturunu tatbig
etsak
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1

§de= [ 2idm2m | =x
frapes 2 1 z4i

fzedisl tamad

barabarliklarini alarig. Bunlan (*) diisturunda nazars alsaq

1
q dz=10
i;|'!.s '+l :
horabarliyini almig olariq.
3). = .Halli. Buintegral hesablamagq iigiin analitik funksiyanm

!br:lmalarl tighn olan Kosinin inteqral diisturunu  f{(z)=sinz
funksiyasina tatbiq etsak alariq:

sinz 2a i
— Cydz="" - sin" 2 p==v

j - TR
U=

4). a) -z”i{-:"');b) _M%"i}‘ 5). ’;6)_ 2.7 2”"&:")‘
8). 0.9). —62i.10). 0. 11).2) —:;b)—-;;c) 0. 12). — michl.

92.
1 1 1 | 2245
e S o S e M e B e SERD

P 2(2—2] 2 2z 3 2z ) 2z ) 2{22'+Sz+2)
6). 2:“ Ln-‘z-1 .. -?i-fni—:: 8). 2sinz+1.9). cosz—]izsinz.
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93.

4). ulx,y)=1.6). Tutaq ki, —4 eC (k=12,..,n) adodlori f(z)
coxhadlisinin  kekloridir, yani onu  f(z)=(z+ AN e+4)...z+2)
soklinda gdstarmak olar. Farz edok ki, [z=1 ¢evrasi lizarindaki biitiin
négtalords  (f(z) <1 borabarsizliyi ddonir. Onda els ke {1,2,..,n}
nomrasi var ki, [z/=1 gevrasi tizarindoki biitiin néqtolorda |2+ 4,/ <1
barabarsizliyi Gdonir. Onda maksimal modul prinsipine gira |2/ <1
dairasinde do |z +4<1 barabarsizliyi 6z qilvvasinds qalmalidir.
#(z)=z+4, funksiyas: sabit olmadigina goro iz|<1 dairasinds onun
kokil olmahdir. — 4, adadi ¢,(z)=z+ 4, -in kokil oldugu tigiin |2,|<1
olmalidir. Onda ¢,(4,)=24, barabarliyindan gnir ki, g (%) =24 <1.

Demsli, ,umgs;. Eyni qayda ilo |§,(24,) =34, <1 minasibotindon

gvar ki, |4, < ; - Bu prosesdan gixir ki, istonilan me N iiglin |4,] < ] .
m

Beloliklo, 4, =0. Bu barabarliyi f(z)=(z+ Az +4,)...(z+ 4,) aynh-
sinda nezoro alsag, f(z)=(z+A)z+4).. (244 )z + 4, ) -{z+4) diis-
wruny alarg. |f (2] =|(z+ ANz + 4) (2 + 4 ez + 4, ) (24 2. <1
barabarsizliyindan goar ki, jz/=1 gevrasi iizarindaki biitiin ndqtalards
) =lz+ AN+ ).+ A Mo+ A4, ) (244} <1 berabarsizliyi
dogrudur. Demali, elo I & {1,2,..,n}\ {k} némrasi var ki, /=1 gevrosi
tizorindaki  biitiin noqtalords  |z+ 4]<1  borabarsizliyi  danir.
Yuxaridaki miihakimeni tokrarlasaq, 4 =0 baraberliyini alarig. Bu
prosesi davam etdirsok A, (k: 1,2,..,.n)-larm hamisimin ~ sifir
oldugunu almis olariq. Belolikla f(z)=2" boraborliyini aling.
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XFasiL
MUNTOZOM YIGILAN FUNKSIONAL SIRALAR.
TEYLOR SIRASL REQULYAR FUNKSIYA

10.1. Kompleks hadli mii yiglan funksional siralar

Tutaq ki, har bir hoddi kompleks miistovinin G oblastinda tayin
olunmug fun(z)} funksional ardicillit verilmisdir,

S )=u () i) s+ m

ifadasina kompleks hadli funksional sira deyilir.

Farz edak ki, G oblastimin har bir qeyd olunmus z ndqtasinds (n
swast yigihr. G oblastinin her bir qeyd olunmus z ndqtesina qars,
hamin néqtada (1) sirasimin camini qarsi qoyaraq, G oblastinda yeni
bir f(z) funksiyast tayin edok. f(z) funksiyasima (1) sirasiin comi
deyilir va

Slz)= gun(z]z ulz)+w(z)+ v f2)+...

kimi igaro olunur,
Tarlir10.1. Ogar

n |
IM{su4f(z)— Z"}("’%} =0 2)
| =] !
Farti ddanarss, onda deyirlar ki, (1) funksional sirast G oblastinda

Fi (z) Sunksiyasina miintazam yrilr.
(2) sartini, ona ekvivalent formada, asagidaki kimi vermak olar:
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vs>0,3n,(e)e N, vn>n(e) va VzeG=
-2 ulz)<e.
[T}

TE 0 R E M 101 (Kosi meyary). (1) funksional swasmin G
bl gl digiin zaruri va kafi gart

We>0,3n,(e)e N, vn>nle), YmeN va VzeG=

fu.(zﬁlca

fyi]

Py ST ) g

Meyarin isbati haqiqi analizda oldugu kimidir.
TEOREM 102 (Veyerstrass i). Tutag ki, asagidaky garilar
delanir:

a) YzeG,¥neN=u(z)<lal, b ilaﬂl‘cm.
e

Onda (1) strast G oblastinda miintazam yigulr.
[sBATI b) sartina gora

Ve >0,3n(s)e N, Vn>n,(e), vme N = E‘Eu, (21 < (3

miinasibati dogrudur. a) sartindan va (3) milnasibatindan guar ki, (1)
sirasi figiin G oblastinda Kogi meyarinin biitiin gartlari tdanir. <

T EorEM 10.3. Ogar milntazam yiglan (1) swasmin har bir
u,(z) (n:l,Z,...} haddi G oblastinda kasilmaz olarsa, onda onun
comi olan f(z) funksiyasida G oblastinda kasilmaz olar.

isBaTL Tutaqki, z voa z+h G oblastimin ixtiyari nbqtaloridir. (1)
sirast G oblastinda mintazem yifaldifn iigiin, istanilan £>0 odadi
ligiin,

Irﬁ{z] < g va [r,\{z + FII < ; 4)
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barabarsizliklorini dayan, yalniz & -dan asili olan, m, natural adadi
tapmaq olar, burada r, ()= f{r}-in,{r)s f{r)—S&(:)- (1) sirasinin
k=)

qaliq swasidir. Sonlu sayda kosilmaz funksiyanin comi olan S, ()
funksiyasi G blastinda kosil duguna gora elo §>0 adadi
tapmaq olar ki, |A| <& sortini 5dayon istanilon & kompleks sdadi Ggiin

i €
IS,‘(z+h)—S~(z}< 3 (5)
barabarsizliyi danar. (4) va (5) barabarsizliklarini

|f(z+ )~ £(2) S|S,‘(z+ .fr]—Sﬁ(z):+lr‘(z+h1+|rw(zl
beraborsizliyinda nazars alsaq f(z) funksiyasinin G oblastinin har bir
Z ndqtasinds kasilmaz oldugunu gorarik. <

TEeoREM 104, Tutag ki, hadlori G oblastinda kasilmaz olan (1)
swrast, G oblastinda  f| {z) Sfumksiyasing mintazam ygilr. Onda G
oblastindan olan, istanilan hissa-hissa hamar L ayrisi iizra

f 7(eME =Y, fu, )

wal |,

hadbahad integrallama diisturu dogrudur.
isBaTL (1) swast L ayrisi lizarinde do miintazam yigldig tigiin,
istanilon & >0 adadi figiin, yalmiz & -dan asih olan, ela n, natural adadi

tapmag olar ki, n=n, sortini ddayan istenilan natural » adadi va
istanilon £ € L noqtasi ligiin

in() <§

boraborsizliyi ddonilir, burada [ ila L oyrisinin uzunlugu isara
edilmigdir. Bu borabarsizlikdan istifada etsak
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| [ripe-3: j«.(f)dés et <e

barabarsizliyini, buradan da teoremin isbatini almis olang. <
T eorEM 10.5. (Miintazam wigilan siralar haggmda Veyerstrassin I

teoremi). Tutag ki, hadlari G oblastinda analitik olan z:.r_, (z) sirasi,
=l
. f{z ‘: 2o

G oblastimin har bir qapalt T3 alt

miintazam yigthir. Onda agagidakilar dogrudur:
o (z] Siumksivas: G oblastinda analitikdir.

2 )= )“:"f:>(z} (ke N,z<G).
3) Eu“] z keN sirasy, G oblasamn har bir qapali 02 alt

ob!asrmda, miintazam yigilir.

isBaTL

1) Ixtiyari z, € G nbqtssi gotiirok vo onu bz daxiline alan har hansi
bir birrabitali Q< G alt oblastimi segak. € alt oblastina daxil olan
ixtiyari, diizlona bilan gapal, L konturuna baxaq. Teorem 10.3-a giira
f(z) funksiyass G oblastinda kasilmazdir. Demali, L konturu iizarinda
f{z) funksiyast sonlu inteqrala malikdir. Teorem 10.4-0 gira bu
integrali

j' () =3 fule)e

wel f

dilsturu ils hesablamaq olar. Kosi teoremina gora jw{g)dg:l) (neN).
L

Bu borabarliklari yuxanidaki barabarlikde nozors alsaq, f(z}

funksiyasinin £ alt oblastina daxil olan ixtiyari, dilzlona bilon gapal),
L kontury iizrs inteqralinin sifra baraber oldufunu gororik. Onda
Morera teoremindan guar ki, f{z) funksiyasi z,-in Q otrafinda
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analitikdir. z,-m ixtiyariliyinden aling ki, f1 (z) funksiyasi G
oblastinda analitikdir.

2) Ixtiyari zeG niqtesi va ixtiyari & natural ododi gdtirok. z
ndqtasini 6z daxiline alan ixtiyari ditzlona bilan qapali L= G kontury
segok, m.|:||.§ z|=d >0 olduguna va teoremin sartina géro

=3 "(-f)- (ken)

sirast L konturu iizarinds miintazam yigihr. Bu siram hadbohad
inteqrallasaq

- I—;

barabarliyini almis olang. f(z) vo u,(z) (neN) funksiyalarinin
analitikliyini vo Kosi dilsturunu nazars alsaq, sonuncu barabarlikdan

196)=3u) (keN,ze6)

=]

hadbahad diferensiallama diisturunu almig olarig.

3) Gostorok ki, >u(z) (keN)
sirasinim qah:;' k sirasi
)= 79() Zuw(z ) (kM) G ob-

lastimin har bir qapah €} alt oblastinda
miintozam olaraq sifra yifilr. Ixtiyari
z,e0) niqtesi gotiirok va miisbat &
adodini elo segok ki, L, ={£:/¢ -z =2d}
gevrasi, bz daxili ila birlikds, tamamils G )
oblastina daxil olsun (Sekil 10.1). U,(z,) $akil 10.1.
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ilo z;-in d atrafini isara edok. r*z) G oblastinda analitik funksiya
oldugiu iigiin, Kogi dilsturuna giira

W)=t g G oy ) ®

2m' ~zpf=2d (g }N
diisturu dogrudur. lim{sup;b;{:,‘}}=0 oidufiuna géra istanilon £3>0
-2 | gety,

adadi iigiin, yalmiz £ -dan asih olan, elo 1, natural adadi tapmagq olar ki,
nzn, gortini 6dayan istanilon natural madadi vo istenilen {el,,
nigtasi tiglin

)<

2%
barabarsizliyi 6danar. Bu barabarsizliyi (6) —da nazara alsaq

e’
S’i“ 'd“' 4md & 55 e (zeu,(z)

baraborsizliyini almis olarig. Beloliklo ixtiyari z,{} ndqtasinin

U,(z,) strafinda Zum[z (keN) swasi mintozam yigihr. Borel

sl

lemmasina gora O oblastiny, har birinda Y ul)(z) (ke N) sirasinin
—

miintazom yigildigs, sonlu sayda U, (z,) (f=12,..,m) otraflari ilo

rtmak olar. Bununla da iuﬁ“(z) (keN) swrasmn €3 oblastinda

mintezam yifildigim gostordik. {2-in ixtiyanlifindan teoremin 3-cii
bandinin isbati alimr, <

QEvD iu”(z} sirasimin G oblastinda miintazom yigilmasindan
arsl

Zuf,”(z} swralarinin G oblastinda miintazam yigilmasi gxmar,
L
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Misal Z—- sirast Veyerstrass alamatine gora |z <1 oblastinda

arap 1

miintazam yigihir, Lakin Z z—n-- sirast |2 <r <1 oblastinda mintazom
el

yigilmasina baxmayaraq |z <1 oblastinda miintazam yiiilmir.

Modulun maksimumu prinsipindon gox shamiyyatli olan agafidaki
teorem gIxir.

TEoREM 10.6. (Mintzzam yigilan siralar hagqinda Veyerstrassin II
teoremi). Tutag ki, hadlari G oblastinda analitik, gapah G oblastinda

kasilmaz olan Zu,_ (:) siwasi, G oblastinn 8G  serhaddinds miintazam

wl

yigahr. Onda Zu, (2) swas: gapal G oblastinda miintazam wigilir.
aml

10.2, Qiivvat siralar

Toarlr10.2.
Zr:_{z-a]" =c,+elz-a)+efe—af +..4c(z-a) +... (@
=)

gaklinda olan funksional swaya giivvat sirast deyilir, burada ¢y, c,, c,,...
llarr kompleks adadlar, a qeyd olunmus kompleks adad, z ise
kompleks dayigandir.
Aydindir ki, giivvat siras1 z=a négtasinds yiilir, Ela qilvvat siras
var ki, yalmiz z =a niqtasinda yrigalir.

Misal in!(z—a}".
wel

-Ela glivvat sirasi var ki, kompleks miistavinin biitiin ndgtalerinda
yigihr.

Misal. 3 (z-a)

oonl

Ela quwai sirast var ki, kompleks miistavinin bezi ndqtalarinda

wiglir, bazi néqtalarinda isa dagilir,
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Misal z{-—]}'z“, Bu sira |zj<] dairosinds yigilir, |221

I

goxlugunda iso dagihr.

T arir 10.3. Qivvat strasmm wgddig néqialar coxluuna gitvvat
sirasnn yigilma oblast deyilir.

Qiivvat yilma obl qurulusunu milayyan etmak tigiin

agafiidaki teorem xiisusi shomiyyato malikdir.
T EoREM 107 (dbel). Ogar givvat swrast har hanst z,+a

négtasinds yigilirsa, onda o, |z—a|<|z,~a| sortini odayon bitin z
nigtalarinds miitlag yiglr.

fssaTL ZC"[Z. —a}" srast yifldig dglin, zaruri sarta gors
el

lime,(z, —af =0. Yigilan ardicilliq mohdud olduguna géra ela M >0

adadi var ki, i}z, = a|'g =M (1=0,,2,.). Bu borabarsizlikdon istifads
etsak

"

S ele-af|s3e-of sMy 28

=l =] wt |3 —a
= elzoal”
giymatlandirmasini alarig. ’-z—-—g-‘ =g <1 sartindan ¢uxr ki, 2 £ g-]
1z,-a =z -a

sirast yialir. Miisbat hadli siralarin miigayiss teoremindan aling ki,
ZC,{z—aYmrHI |z-a|<|z,~a| sortini 6dayan biltiin z ndqtalerinda
=l

miitlaq yigithr. <
N artlco 10.1. Ogor giveat srast hor hansi z=z, nogtasinds

dagilirsa, onda o, |z—d>\z,—d sartini ddayan, bitiin z néqtalarinds
dagilir.

ToerlF 104 R=sup{|z—ai: |ic,(z-a}'i<+m} diisturu ila
=l

tapilan R adadina qiivvat sirastmn yigilma radiusu deyilir.
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Aydindir ki, 0SR<+0. R=0 oldugda qiivvat sirasinin yigilma
oblast bir nqtali {a} goxluguna cirlagir. R=+w olduqda qiivvat sira-
simin yifilma oblasti biitin kompleks odadlor goxlugudur. 0< R <+
oldugda gfivvet sirasinin yifiilma oblasti Uk(a]z{z: |z—d/ <R}
dairssidir.

Yigima radiusunun giivvat sirasinin amsallan ilo ifadasi 6z sksini

Bidale A 3

TEorREM 108 (K:Jsf-‘:!a’umar). Oivvat sirasmm yigilma radiusu

}, 0 </ < +e0 olarsa,
0, I =+ olarsa, 8
+00, I=0olarsa

R=

diisturu il hesablamr, burada | = HI‘;:I“‘::'.‘; 7
Teoremin isbat1 hagiqi analizda oldugu kimidir.
QEeYD 1. (8) diisturuna Kosi-Adamar diisturu deyilir.
|

e ;

L’-1- } ardicitlifainin limiti (sonlu va ya sonsuz!)

m-l|

QEvYD2 Ogar {

(sonlu va ya sonsuz!) olarsa, onda }li = |ir|;1"-‘_-:- ks

TeorREM109. Tutag ki, R>0 adadi (7)
givvat sirasimn yigidma radiusudur, Onda (7)

qiivvat sirasi istanilan gapalt
U.(a)= {z tlz-d =< r} (r<R) dairasinda Sokil 10.2.
miintazam wigtlir.

[sBATL |§-d=r sortini Gdoyan ixtiyari & néqtosi gotiirak (Sakil
10.2). Abel teoremina gbra
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Sl =S le g - <0

ol

minasiboti  dogrudur. e Jz—af <l € -a" =[c "  miinasibotlori

gostorir ki, U,(a) dairasinda ic_,[z—a)'slmm yigilan majorant
=i

e adadi siraya malikdir. Veyerstrassin alamatini totbiq edarok
"=

teoremin isbatini tamamlamis olurug. <
Teorem 10.10. 1) Misbat yigidma radiusuna malik (7) giivvat
swrastmn comi olan f(z) funksiyas: yigil blastindk litikdir. 2)

¥ (z) Sfunksiyaswmn istanilan k tartibli toramasi

19603k <Senti-dl-ksde-ar  ®

diisturu ilz hesablamir. 3). Y1igima radiusu térama alma amaliyyating
nazaran invarianidir.

isBATI 1-ci va 2-ci hokmlar Teorem 10.9-dan va miintazam yigilan
siralar hagqinda olan Veyergtrassin I teoremindan (Teorem 10.5) alimir.

3-cii hissani isbat edok. R ila iq,{z—a)‘ sirasimin, R’ ila isa
i]c,n(z ~a)” siasmin yigilma radiusunu isars edok. Aydindir ki,
Senle-al" v (e-a) Teple—a) =3 cnle-a)
w = P
siralarnin yiEilma radiuslan eynidir.
-|Im\[;l‘lc | _llm‘{fn lims J}c [_Ilm,ﬂ;]
baraborliklorini vo Kogsi- Adamar disturunu nazers alsaq R'=R

oldufunu almig olaniq. <
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N aTlca 102 (9) disturunda z=a yazsaq f“Na)=klc,
diisturunu alang. Bu diisturdan praktikada genis istifads olunur,

Misal f(z)= Z[st f} 2 funksiyasinm z =0 noqtasindaki
nsl n

2
ikinei tartib téramasini tapin. Halli, £*(0)=2l¢, = ‘2[1 +cos j—;} =2.

NaTtice 10.3. Tutag ki, R>0 adadi (7) qiivvat sirasinin yifilma
radiusudur. Onda milsbat oriventasivali L = {x dz—d= r} (r<R)
gevrasing Kosi diisturunu tatbiq etsak

S )-M(I(é o dé (k=0,2,.)
barabarliyini alarq. Buradan
7€) 4
&= [( olde (k=012,.) (10)

diisturunu almig olang.
T eor€ewm 1011 (Qivwar swrasimn amsallary digiin Kogi
barabarsizliyi). Tutag ki, isbat R yifilma radi malik

ic,[z—a)‘ giivvat  sirasmin comi olan  f(z)  fumksiyasi
w0

Uyla)={z:jz-a < R} yigilma oblastinda sup ;If(z]_ =M <+w gartini
zallyla
ddayir. Onda
[c]s—--- (n=012,.) (1)
barabarsizliklari dogrudur.

fsBaTI ixtiyari 0<r<R adadi Giglin dogru olan  (10)
diisturundan alinan
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}cls;”% \-jlzld—"':msg (k=012,.)

diisturunda » — R sarti daxilinda limite kegsak (11) barabarsizliklarini
alms olang. <

Q e 0. (11) barabarsizliklaring qiivvat sirasimin amsallan dgiin Kogi
barabarsizliyi deyilir.

10.3. Requlyar funksiya. Teylor sirast. Liuvill teoremi

TarlF 105 Ogar fl [z) Sunksiyast z=a ndgtasinin miayyan
atrafi nda (z - a)-ya nazaran gitvvat swasina ayrilirsa, onda ona z=a
il £ lyar (holomorf) funksiya deyilir.
TEIIUF lO.ﬁ. G obl har bir nogtasinds requiyar olan f(z)
Sfunksiyasima bu oblastda requlyar funksiya deyilir.
ToriIF 107 Tuag ki, f(z) funksivasiun z=a niqtasinds

f”“} (n=012,.)

istanilan tartibden tdramasi var. Omsallart ¢, ==

saklinda tayin olunmug

Zf"‘}(a){z a)" = fla)+* (l A+ W(z—af +.. +——(—](z -a)' +...

"(a)
2

g}

Teylor swast

givvat sirasma  f(z) funksiy z=a nog
deyilir.

Qevo. f{z) funksiyasinin z=0 ndqtasindaki Teylor sirasina, yani
(0) f*(o) : f""(O)

2+

£70r-s0.L

sirasina Makloren sirasi deyilir.
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10.2 punktunda gdstordik ki, Zq,(z -a)' qlivvat sirasimn cami olan
a=0

f(z) funksiyasi yigilma oblastinda analitik funksiyadir. Natico 10.2-da
alman f(‘}(a}=k‘!c, diisturu gstarir ki, her bir qiivvat sirast 6z cami
olan f (z) funksiyasiin  z=a noqtesinds Teylor sirasidir. Bu
deyilenlordan bela naticays galirik ki, oblastda requlyar olan funksiya
homin oblastda analitikdir. Asagidaki teorem bu htkmiin tarsinin da
dogru oldugunu gstarir.

TeOREM 10.12. G oblastnda analitik olem f(z) funksiyast hamin
oblastda requlyardr.

fssate Tutaq ki, z=a G oblastmin ixtiyari noqtasidir.

L= {z |z—dal=r} sarhaddi ils birlikda tamamils G oblastina daxil
olan U,[a}-{z-|z—a‘| <r} dairasini  gbtiirsk.  Kosinin  inteqral
diisturendan istfads edarak U,(a) dairasinin istanilan z niqtesi ligiin

(12}

(13)

ayrilis1 dogrudur.

k-d=r;-

5= a‘"}"

miinasibatlorindan va Veyerstrass alamatindan alir ki, (13) sirasi I,
cevrasi iizarindo milntazam yigihr, f(z) funksiyas: kesilmoz oldugu
liglin o, L, gevrasi lizarinds mahduddur, Ona gora do
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AR L SC) g, .
27 £z ;m(g-a}""( y 9

sirast da L gevrasi iizorinda miintazam wifabir. (14) dilsturunu L,
gevrasi lizra integrallasaq va (12) diisturunu nazars alsag

f(z]rgc”(z—a}' (zeU,(a)) (15)
ayriligint almig olarg, burada
L Q) g (e
=5 J’ " -a—;"] dz (n=02..). (16)

(15) diisturu gdstorir ki, f(z) funksiyasi z=a néqtasinda requlyardir,
a-nin oblastin ixtiyari néqtasi oldufunu nazars alsaq teoremin dogru
oldugunu alang. < -

Nartlca 104. f(z) funksiyasimin G oblastinda requlyar olmas
{igiin zoruri va kafi sart onun hamin oblastda analitik olmasidir.

T eorEM 1013 (Liuvill). Biitiin kompleks miistavids analitik va
mahdud olan f(z) funksiyast eynilik kimi sabitdir.

isBatl f(2) funksiyasi mohdud oldugu tigiin elo M >0 adadi var
ki, ixtiyari zeC néqtasi iigiin |f{zI$Mbarabarsizliyi danir, f(z)
funksiyas: biititn kompleks miistavida analitik oldugu iigiin onun

fle)=c,+ez+e,2 +.te, 2" +... (17

qilvvat sirast kompleks milstovinin bitiin ndqtalerinds yigthr. (16)
diisturundan alinan

1 cf()
= 22l g, =

c, Im'E{ =i (n=012,.)
dilsturdan vo qfivwst sirasiuin  omsallann  figiin  olan Kosi
barabarsizliyindan ¢uar ki,
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M

e = = (n=012,..) (18)

izliklari istanil iisbot 7 odedi igiin dogrudur. (18)-do
r—> o0 gorti daxilinda limita kegsok ¢, =0 (n=1,2,...) borabarliklarini
alanig.  Bu  borabarlikleri  (17) aynilisinda  nazara  alsaq
f2)=¢, (¥zeC) eyniliyini almis olang. 4

Q E v 0. Biitiin kompleks mistavida analitik olan funksiyaya tam
funksiya deyilir.

NoTical0s. Tuag ki, f(z) tam funksivadir. Forz edsk ki, elo
R,>0,M >0 adadlari va elo k, natwral adadi var ki, |2|> R, sartini
odayan biitiin z -lav figiin

!f(zl B M!zfj'
barabarsizliyi odomir. Onda f(z) doracasi k,-dan boyik olmayan
goxhadlidir.

S arBasT IS Bu naticani isbat edin.
N aT1ica 10.6.(Cabrin asas teoremi).

Plz)=c,+cz 4.tz (¢, #0,neN)

saklinds olan har bir goxhadlinin he¢ olmasa bir sifv1 var.
{sBATI. Oksini forz etsak, alarig ki, f(z)= Pl( ) tam funksiyadir.
(2

lim f{z]:a oldugu iglin f(z} hem da bitin kompleks miistavida

mohduddur. Onda Liuvill teoremindan alanq ki, f' (z] biitiin kompleks
miistovida eynilik kimi sabitdir. Bu iss o demakdir ki, P,(z) butin
kompleks milstavide eynilik kimi sabitdir. n=1 oldugu icHi bf
miimkiin deyil. Demali, oks farziys sohv oldugu iigiin natics+1n hékmii
dogrudur. <
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10.4 . Cahgmalar
10.1.
Sl -
1). Z — sirasmm a) yigilma oblastim tapin; b) caminin
o+

analitikliyini tadgiq edin.
2). Asapgdaki swralarin, motorizolords gisterilon oblastlarda,
milntazam yiEildigim gdstarin.

2) i"—llz"" (G:[1).b) 3 Ve (G:Rezz8>0).

P 1 o
P [G.|z|sp¢2].d)§n (G:Rez=8>1).
€) i(-l)""* (G:Rezz25>0).

=l

f) iz"‘cosnz (G:Imz|<8 <mn2).

3). Sonlu sayda hadlerinin sonsuzluga gevrilmasino baxmayaraq,
Asagidaki siralarm, métarizolorde gostarilon oblastlarda, milntazom
yiildigim gostarin.

& 1 (. & 2 ion.
a) ;{n‘pz?- (G‘|ZIS.R€+¢0). b) ;e‘ = (GISIS R -I-w).
Al ' LA P ~
c) Z.n'(z-n'} (G:Rez<0).d) ;n” (G:Rez<é<-1).
4).__2 —i; sirasinin milntazam yigilma oblastim tapin,
5).. Z(-—--] sirasiin yiilma oblastini tapin.

6). sirast zj<1 dairasinda miintazom y1gila bilormi?
) Z‘ (1+z,)u & yig
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10.2.
1). Asagadaka qiivvst siralarinin yigilma radiusunu tapin.
a) Z(lﬂ')’x b) Ze z— J‘ c) Z[ ](z-:-itr

9 Z[Jnm] -€) ;wsiﬂ(ﬂf)' - ; i:; (z+34)".
g ; Eﬁ}(z-lf' -h) gnie“"z" (2>1).

2) Asagudaki qlivvat siralarinin métarizalorda gostorilan ndqtalarda
yigilmasin aragdirin,

5[y (bt )
blg{z;}

cJZ( iy @-1y [ =1+ 35 z,=-r]
d) Zn“(z—z: [z,:
e)Ze (2 +3) ( =34 hg z,=-4-4;}

=2i; z,=4-3i).

-11,—+2.!'; 2 =2+2;‘],

2

3) Qiivvat swralast ilo tayin olunmus asafidaki  funksiyalarin
métarizalords g@starilen toramalarini tapmn.

2 f{z}=Z[;+m)(zﬂ+f)‘ (F1-)=% fo-1-i)=2).
b) f(z)=§E:3: (FE)=% r11)=2).
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o) f{z):in(zﬂ—r’}' (Fe14)=2 fro140)=1).
d) f(z)= Z( =1).
9 f{Z)=E[i+°°5;] 2y (D=7 £2)=2).

4) Gostarin ki, {c,} ardicillgn monotondursa, onda Ye,lz-af
w=h

qilvvat sirasiin yifilma radiusu 1-dir.
5) Asagadaki givvet siralannin yigiima gevrasi lizorinda yifilmasim
aragdirin.

=t o
- zu - zu = zu - E? ; - ) Y
0350 Yo Yo N E e 2
10.3.

1). Asagidaki funksiyalann motarizolarda gostarilon ndqtalerda
Teylor sirasin1 yazin va yigilma radiusunu tapin.

£

a) f(z)=sin(2z+1) (a=-1).b) f(z)=cosz (a:—-z],
o) flz)=¢ [ ] d) f [S]' (" 0).
o) f(zl= , (e=-2).9 f(z)=- {a 0).

E)f(z)=cD5“;- (a=0).h) f(z}:ln(2+z—z] (a=0).
DSE= 5, @=0)m =t (@=3).
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2). Asagidaki funksiyalarin Makloren sirastnt yazm,

O SOy Y Oy 9 SOy
2z-5

4 f(z)‘(_j_ Vg re® f[’):'(u_zf???)‘
2) f{z] (_ z'xz ]) h) f tq. Y! ]]’ - f(z z +Z_+_|
m) f(z) 23+I R =tli-_l+.z2 l.:?)'

3). Qeyri-miloyyan amsallar fisulundan istifade edorsk, asagidaki
funksiyalarin Makloren sirasim sifirdan fargli ilk {ig haddini tapin.

a)  flz)= L ) fE)=1gz. < f(z]=.._..z__

I“(' +1) arctgz’

2 x Seots
1) aresinz 9 /)= (i'f:ﬂ?i?{; -0 fle)=e

4). z=0 ndqtssinda requlyar olan va gostarilon sartlari ddayan
funksiyalarin Makloren sirasimi yazin.

a}{ 1@=1€) .,){ (+2)r@)=1

f0)=1. s(0)=0.
[ ez jf (z)=0, [ F ‘[z)+ zf {z)=0,
<) 7{0)=0 =1,
F0)=2 f (0) 0.
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10.5, Cavablar va giistariglar

10.1.

1). a) €. Géstorin ki, sira har bir mehdud goxluqdé miintazom
yigahir. |

b) f(zj=z;z—|j{7|,- funksiyasi biitiin  kompleks mistovida
sl ‘

kasilmazdir, lakin heg bir ndqteds analitik deyil. Sabab: lrnf(z) =0.
e +e e +e

3 3 g (z =x+ 1)'} diisturundan

2). ) cosnz =

va Z%e""’ sirasimn M <In2 sorti daxilinds yifildigindan istifada
el

edin. 3). sonsuzluga gevrilon sonlu sayda hadleri atandan sonra alinan

siralan tadgiq edin.

4). Rez<0. 5). Imz> ;— |z—2i| <|z+1 barabarsizliyini hall edin.
6). Xeyr. Gistarin ki, sranmn cami z =0 néiqtasinds kasilir,

10.2.

D 2wty ligl.glyeen
2 e e 4

Gostarilan niqtalarin yiiima oblastina daxil olub olmamasim yoxlaymn.
a) z ndqtasinds yiilr, z, ndqtesinds iss dagilir. b) z ndqtesinda
yigilir, z, noqtesinda isa dagilir. ¢) z, néqtasinda yigilir, z, ndqtasinda
isa dagilir. d) z, nbqtasinda yialir, z, nbqgtosindo iso dagilir. e) z
niqtasinds  yifalir, z, ndqtesinds iss dafilr. 3) f“’[a)=k!c,
dUsturundan istifads edin. a) f(~1-i)=1+i; f"(~1-i)==7,5+4i.

B 0= )= o et )=
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1 i 1
d) f'(2)=—4v; £ [2)=a . &) fi{-2)=0; f(-2)=2.5). ) biitin
négtalorinde yigilr. b) z=1 noqtesindan basqa, biltlin niqtalarinds
wigthr. ¢) biitin néqtalarinds yighr, d) z=1,i,—7 niiqtalarindan bagqga,
biitiin néqtalarinda yigilir.
e) z=1,i,~i niqtalorindon bagqa, biitiin néqtalerinda yigihr.

10.3.

i x :
1). 2) -—sin1+2(z+1)00$1+E;—(z-#l):sini—%{zﬂ)’cosl—.... R=+m

2 AN ol axY
b) -2—[1+{z+z]——2~r[z+%] -:-&[24-—4-.) +} R=+m.

c) J’e[l+;-{2z—-l)+ : (22—1]’+-3—}2-,‘(23—1)’+..,], R=+e.

m
19, 4. 3
d) 5 252 I252 e R=10
2 3
e)~§|i]+;(:+2}+§5(z+2)’+%(z+2}’+_,.], R:%,
f) —iz+ 2 +iz* -2 -, R=1.
g)]+;[é!z’+;z‘+,..], R=4+w.
e o1 a1 }
T [ T B i b R=2.
h) n2 2[22+2.42 +3‘sz +
N _.;.,.;z’_;;‘q._,_, R=1.Ha i Verilon funksiyam sada
kasrlamayuaq:
T B [N VW) *
PO P TP N 2
3
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L= s 1_.3 Halli 1 2ok
Loiosesoru, alli, S sy e kasrinin surat vo maxracini (1-z)-»
: . [z]a ["]‘ vursaq
— =14+ 4+ +iep
N 303 3 =(1 )
3 ('+211+2E ) I~z 7
diisturlarini (*)-da nazara alsaq masalani hall etmis olariq. —
rabarliyini alariq. Bu barabarlik
m) —--+3-,[z 3)——(z 37+ (z-3)’-‘.,, R=%. Holli S
Verilan funksiyam o BT T L P, L
1 :_l___]___ (**) i
. 2
3-22 3, 5(2_3) ayrilisim nozara alsaq f{z)=zn(z"“ "‘"] diisturunu almis olariq.
: 3).a I+ 27 16 2 4
iy : 1 ). a) ]2+ .b) z+ ol F.nC) I+E__E+ .....
] 2 2 2 ’ 172*
=1-26-9:26-3)] - 36-9)] +- VIR AL ST VI, 1 '
+§(z_3] s 3 3 6 360 p 3602 we H a1 1 i
z .
f(z)- {I—z’)sinz funksiyasmin Makloren sirasim  asagidaki kimi
diisturunu (**)-da nazaro alsaq masaleni hall etmis olarig. yazag:

- 2
=g, +62+6,2 +...

2). a) Z(-z}"{nn)z" b) Z(rul]z"'. <) E( 1) ({_zf)sm

d) Z[{-l}"" 2_,,1}‘ e) ZL”_‘ 2p_1]{ Z{( ) ..__],w Buradan

(I ._"’?) =sinzlg, + ¢,z + 0,2 +)

g —i{z‘" +2*1).h) ---Z[{ 1y yERE s]z“ ) 3 -2). borabarliyini alariq.
m) Z{-IT(T"‘" i 2"2"“) n) Z(z "'") ) |"123-=1+z=+z'+."
sins=|—z,+ 7 -
6 120
dusturlanindan istifado etsak
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Z’

3
z4z 42 =[I —56— ¥ —...](c. +CzHCys +.)

barabarliyini alang. Sonuncu  berabarlikda F o (k=0,1,2,.,.)—lann
amsallarini borabarlogdirsak

z: ¢y =1
; o 0=¢,
1

2 ]=¢:E—Ef_‘u

2 0‘-—:.‘,—%(:,

7 l=g,->g+ 1.':

T e 0

tanliklor ~ sistemini  alarig. Buradan da ¢, =l¢ =0,¢,=
427

g =0¢ = 360 baraberliklori alinir. Belslikls
427 4
(1 z_}smz & 6I] T
dilsturunu alm:s oldug.
f)l+z+ 22+ .
DEDEIDI N Fo TP o )

&
! z

1-
D 23 2:3:5:6 2.3.

256

XI FasiL

YEGANOLIK TEOREMI. ANALITIK FUNKSIYANIN
SIFTRLARI

11.1. Yeganalik teoremi

TeoRrREM 11.1. Tutag ki, G oblastnda requiyer olan f(z] va g 2]
Junksiyalar: G oblastimm hor hanst bir sonsuz E goxlugunda barabar
giymatlor alir. Ogar E coxlugunun G oblastna daxil olan he¢ olmasa
bir limit noqtasi varsa, onda f(z) va g(z) funksiyalan G oblastinda
bir-birina barabardir.

IsBATI Tutag ki, a E goxlugunun G oblastina daxil olan limit
noqtasidir. Gostarak ki, f(a)=gla). a adadi E coxlupunun limit
ntqtesi  olduu  Ggiin, E-don olan v a-ya yigilan
&) G k2k82ak= 12,.) ardiclh@ var. Sorts gora
f&)=gl6) (k=12..) oldugundan bu borabarlikds k -0 sorti
daxilinds limita kegsok, (f(z) va glz) funksiyalan a ndqtasinda
kesilmozdir!) onda f{a)=g(a) berabarliyini alariq. Gostorsk ki, G
oblastinin  a-dan forgli istenilan & ndqesinda da  f(b)=g{b)
baraborliyi 6denir. Bu magsadls, a vo & nogtolorini G oblastinin
daxilinda yerlagan, diizlona bilen L ayrisi ilo birlagdirak (Sakil 11.1). L
oyrisi il G oblastnin G sarheddi arasindaki masafoni 24 ila isare
edok

(dist(1,8G)= inf s-f=2d (d>0)).

f(z}__va glz) funksiyalan & noqtasinda requlyar olduguna giira
onlar yigilma oblastlar, uygun olaraq, U, {a) vo Uy, (a) olan
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-
f2)= Za (z— a)' v g Zb zZ— a:r
)

qilvvat siralarma aywrmaq olar.

Aydindir ki,
KicU, (a)r‘\UR. (a), burada
K¢ il morkezi  z,=a

nigtasinde  radiusu  d-ys
barabar olan agiq daira isare
olunmugdur  (Sokil 1.1).
f [a] =gla) barabarliyindan
guar ki, @, =5,. Buo barabarliyi
E goxlugunun biitin ndqtalorinde dogru olan f(z)=g(z) (zeE)
barabarliyinda nazara alsaq
afz-a)+a(z-af +...=b(z-a)+b,(z-af +...

Sokil [1.1.

barabarliyini. alarig. Bu borabarlikdsn E  coxlufunun  biitiin
nisqtalarinds dogru olan .

a+az-a)rafz-af +..=b +b(z-a)+b(z-af +... (1)

barabarliyi almir, (1)-do z-in yerina &, yazib k—co sorti daxilinda
limito kegsak @, =&, borabarliyini alariq. Prosesi bu qayda ila davam
etdirsak, istanilon 1 e {0,,2,..} iigiin a, =b, oldugunu gorarik. Bu iso o
demokdir ki, K dairasinds f(z) va g(z) funksiyalar: eynilik kimi bir-
birina barabardir.

L oyrisi izorinde O<|z—z|<d (i#j) sortlorini Sdoyon
Z,=0,2,%,...,2,=b ndqtalori gbtiirsk vo onu (Borel lemmasina
asaslanarag) {K? };_n dairalari il Srtok (Sokil 11.1). Géstarsk ki, bu
dairolarin har birindo f(z) vo g(z) funksiyalari eynilik kimi bir-birino
borabardir. Tutaq ki, K7 dairasinda £(z) vo g(z) funksiyalan eynilik
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kimi bir-birina barabardir. Aydmdir ki, z,,, EK néqtasi  f{z) va

glz)  funksiyalarinm eynilik  kimi blr-l:urmo barabar  oldugu
E,=K; K coxlugunun limit noquesidir. z,=a noqgtesi iiglin
yuxandaki mihakimani z,, néqtesi figlin aparsaq, K?_ dairasinda do
f(2) va glz) funksiyalarinmn eynilik kimi bir-birina barabar oldugunu
gorarik. Natica etibari ils aling ki, K? dairasinin hor bir z. néqtosinda
f{z) va g(z) funksiyalari barabor qiymatler alir, Xiisusi halda z. =
potiirsak f[b}:g{b) barabarliyini alows olang. Belslikla, & -nin
ixtiyariliyindon alang ki, G oblastmin hor bir z néqtesinda
/()= g(z) borabarliyi dogrudur. «

Narticall.l. E goxlugu olarag

a) G oblastinin milxtalif ndqtalarinden diizeldilmis va limiti G -dan
olan istanilan {z,} ardwcillign;

b) G oblastimn istanilan L oyrlsml,

¢} G oblastinin istanilon ndq tanilen atrafin;

d) G oblastinin istanilan a]t oblastini gtlirmak olar.

Q E v D. Biittin hallarda deyirlor ki, f(z) funksiyasi E goxlugundan
G oblastina analitik davam olunmusdur.

Belalikls, deyilonlordan ¢ixir ki, analitik funksiyant G oblastmda
tayin etmak figiin onun E goxlugundak: qiymatlari kifayatdir.

Digear! Analitik funksiyanin E goxlugundak: qiymatlarini neca
vermak lazimdir ki, bu giymatler G oblastinda analitik olan funksiyanm
qiymatlari olsun? Bu, holalik cavabsiz qalan suallardan biridir!

Misal flz)=cos’z+sin’z vo glz)=1 funksiyalan G=C
kompleks miistavisindo analitikdirlar. Har bir ndqtasi limit ndqtasi olan

E=[D,;)CC coxlugunda bu funksiyalar st-lista diigirlor (Pifagor

teoreming goiral). Demoli, yeganalik teoremina gora, istanilon zeC
ligin cos® z +sin”z =1 eyniliyi dogrudur.

SarpasT |5 Gostarin ki,

a) ham dairavi, ham da hiperbolik trigonometrik funksiyalar iigiin
toplama teoremlari kompleks miistavida da dogrudur;
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b} ham dairavi, ham do hiperbolik trigonometrik funksiyalar igiin
ikigat wo figgat arqumentin trigonometrik diisturlan  kompleks
miistavide da dogrudur;

¢) dairavi trigonometrik funksiyalar iigiin
kompleks milstavida do dogrudur;

d) sinz va cosz 2x dovrlii funksiyalardir;

e) tgz va ctgz & dovrlii funksiyalardir.

Misal.a) xe {0,+m) aralifainda tayin olunmug (Eylerin “Qamma™
funksiyasi)

gevirma diisturlari

I{x)= TI"'e"dr
o

ve = {z: Rez> l]} oblastinda tayin olunmug
Flz)= fr:“e"d'l
Q

funksiyalarina baxaq. F(z) funksiyasi Q={z:Rez>0} oblastinda
analitikdir va (0,+0) araliginda I'(x) funksiyas ilo Gst-ists digiir.
Demali F(z) T(x)-in (0,40) araligindan Q={3:Rez> l]} oblastina
analitik davamidir.

b) G =C\{-n}%, oblastinda tayin olunmus

F(z): Tr"’e"a‘.'

funksiyasina baxaq. ‘¥(z) funksiyasi G=C\{-n}7 oblastinda
analitikdir. O, (0,+e0) araginda T'(x) funksiyasi ils, Q={z:Rez >0}
oblestinda isa F(z) il dst-iisto disiir. Demali ¥(z) I'(x)-in (0,+w0)
araligindan, F(z)-m iss  Q={7:Rez>0} oblastindan analitik
davamidir. Ona gdrads ham F(z)-i, hom do ¥(z)-i T(z) ilo isaro
edirlar. Belalikla,
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I'(z) = i(:t.]: + I,'"'e"d'.' (S eG=C\ {H}:)

wg M+ 2

Q E ¥ D. Davam formalart miixtalif olsa da, analitik davam yeganadir.
Misal U,(0)={z:1z <1} oblastinda analitik olan vo

A2 e

sotlorini ddayan funksiya varms?

Aydindir ki, z=0 E= {i} i < U,(0) goxlugunun limit néquasidic
va h{z}=z analitik funksiyas: i{—:;): :1 sartini Gdayir. Dgar misalin
gartini ddayan g{z) funksiyasi olsa idi o, h(z):z funksiyas: ilo iist-
lista diisardi. Lakin k[— iJ # ;II olmadigs iigiin bels funksiya yoxdur.

MisaL. U,(0)={z t|2 <1} oblastinda analitik olan va

1) _n+l _
f{n]_ In =23

gatlorini Gdaysn funksiya varm? f(z)=1+z misaln sartlorini
Sdayir, Cavab: Bali.

11.2. Analitik funksiyanin sifirlar

ToRrIF L1 Tutag ki, f(z) funksiyast kompleks mistavinin G
oblastinda tayin ol sdur. G obl, S (a] =0 barabarliyini
ddayan z = a nigiasina f(z) funksivasmm sifit deyilir.,
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T o riF 112 Twag ki, G oblastwun z=a ndqtasi f(z}
Junksiyaspnn sifrid. Ogar z=a ndglasi G obl dan olan
miiayyan atrafinda f(z) funksivasim f(z] (z-afelz) (2>0 gla)=0)
saklinda gostarmak milmkin olarsa, onda z=a ndgtasina f{z)
ﬁmks.‘ymmm a tartibli sifr1 deyilir. Ogar a natural sdad olarsa, onda

z=a nig flz) fimbksi tam tartibli sifrr deyilir. Xiisusi
halda, agaF @ =1 olarsa, onda z=a nogtasing f(z) funksi)
sada sifr1 deyilir.

TeorEM 11.2. Goblastmda eynilik kimi sifir olmayan analitik
f [z] Sunksivasin har bir sif tam rariblidir.

[sBaTL Tutaq ki, G oblastinin z=a ndqtasi f(z) funksiyasin
sifridir. Analitik funksiya requlyar oldugu igin z=ga ndqtasinin
miisyyan strafinda f{(z) funksiyasim

fE)=c,+c(z-a)+e,(z-af +... @

qiivvat sirasi goklinda gostora bilorik. f{a)=0 oldugu dglin ¢, =0.
¥i {z} funksiyasi eynilik kimi sifir olmadiffy ligiin ¢, amsallarimn hamis

stfir ola bilmez. Demali, ela natural m adadi var ki,
¢ =¢=..=¢,, =0c,#0 mipasibatlari &danir. Bu miinasibatlori
(2)-da nozara alsaq

fE)=clz-a) +c,,(z-a)" +...=(z-aY glz)
barabarliyini alariq, burada
(z - ar +....

glz)=c, +e.,(z-a)+...+c,,

Aydindrr ki, g(z) funksiyasi z=a ndqtssinin miiayyan atrafinda
analitikdir va gla)=c, #0. «
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fz) funksiyasimin z=ga naqtesinda qilvvat srasima aynliginda
o]
istirak edan  Teylor smsallarinn ¢, = £ (a-) (n=012,.) soklinda

oldugunu nazars alsag, bu teoremdon asa,g)daki natica alinr,
NaTlca ll.2. z=ga niqtasinin f(z) funksiyasinn m tartibli sifii
olrnasn liglin zeruri va kafi gort fla)=7la)=..~/"a)=0, f"(g)=0
ibatlarinin &d idir.
Misal flz)=
tartiblarini tapin,
HoLLL z*sinz =0 tonliyini Gdaysn adadlar

z'sinz funksiyasmin sifirlarimi va onlarin

Z=0vasinz=0
tenliklorini &dayan adadlardir.

O=sinz=-

tonliyinden alman &* =1 tonliyinda &* funksivasiin 27 dovrlii
oldugunu nazars alsaq sinz=0 tanliyinin kéklorinin z, =nz, ne Z
oldugunu grarik. sinz-in

. z? 7
sinz=z-" +° -
kI 1}

Makloren sirasindan istifads etsak

1 4

;  z
Psinz=21-" +° ~ .

38

ayrihgindan gérorik ki, z=0 ndqtesi f(z)=z'sinz funksiyasiun 3
tartibli sifrdur.

f(z,)=22,sinz, + 2 cos z, = (m)’ cos m = (M) (1)
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barabarliklorindsn ve Natico 11.2-don almq ki. z, =na,neZ\ {0}
niqtalari f(z)= 2 sinz funksiyasmm sada sifirlaridir.

T ariF 113 Tutag ki, G oblasumn z=a ndgtasi 1)
funksiyasmmn sifvidiv va bu négtanin ela bir atrafi var k.' hamin atrafda
flz) funksiyasi, z=a nogtasindon basga, heg bir noqiado sira
cevrilmir. Onda z=a nogtasine f(z) funksi tacrid olunmug

iz il ilir.
r’uql{a;gr;ngﬂe;agf?;m kimi sifir ol litik funksiyanm har
bir sifvi tacrid olunmuyg sifirdur. )
isBaTL Tutag ki, G oblastimin z=a ndqtasi [{z) funksiyasimn
m tartibli  sifndi. Onda z=a nogtesinin - G oblastindan olan
miloyysn atrafinda f(z) funksiyasm f(z)=(z - ayg(z) (zla)=0)
soklindo gostermok olar. g(z] funksivas1 hemin strafda kesilmaz
olduguna gre g(@)# 0 borabarsizliyi z=a nogtasinin kifayat gadar
kigik U(a) (6> 0) strafinda da 6z qiivvasinds qalacaqdir. Bu isa o
demeakdir ki, f(z) funksiyas U,(a) strafinda z = a noqtssindon basqa
heg bir négtoda sifra gevrilmir. @

Misal f(,)={f(2)=zzsin£, z#0,
0,z=0

funksiyasina baxaq. z=0 bu funksiyanm tacrid olunmamig sifrudir.
1 e
Ciinki o, bu funksiyamn z, = - (uEZ\{O}) sifirlaninin  limit

ndqtesidir. Burada teorems zidd bir sey yoxdur. Ciinki, baxilan f (=)
funksiyast z=0 niqtesinde analitik deyil. Dogrudan da z=0
niqtasing xayali ox boyunca yaxinlagsaq .
y N e 2 g 12_;'_—_e" s
i, )= i e o

oldugunu gorarik.
Yeganalik teoreminden agagiidaki teorem ahimir.,
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Teorewm 114, G oblastinda eynilik kimi sifir olmayan analitik
funksiya

a) G obl . heg ol
bir sonsuz E goxlufunda;

b) G oblasttnin miixialif noqialarindan diizaldilmis v limiti G -dan
olan heg bir {zk} ardicillygmda;

¢} G oblastinm heg bir L ayrisi fizarinda;

d) G obl heg bir ndg in heg bir atrafinda;

e) G oblastinmn heg bir o alt oblastimnda

stfir ola bilmaz.

NarTlcall3 G oblastnda eynilik kimi sifir olmayan analitik

funksiyanin sifirlarinin limit néqtaleri G oblastin 8G sarhaddinds ola
bilar.

bir limit nig

i G-ya daxil olan, heg

Misal G= {z < z< +ao} oblastinda analitik olan j'(z)= sin 1
-4

funksiyamn z, =- X (& Z\ {0}) sifirlariom limit néqtasi G oblastinin
m

6G sarhaddina daxil olan z =0 ndgtasidir.
TEeEOREM 1.5, G oblastinda eynilik kimi sifir olmayan analitik
Sunksiyamin sifirlar: an goxu hesabidir.
IsBaTL Tutag ki, f(z) G oblastinda eynilik kimi sifir ofmayan

analitik funksiyadir. Bir-birina ciddi daxil olan va G:UK. sartini
el

Bdoyan qapali mohdud {K,,} goxluglar ardicilhg segok. 4 ila f(z)
funksiyasmin G oblastina, 4, ils iss E =K\K, , [Eir-K,}

goxluguna diison sifirlar goxlugunu isara edok. Aydmdir ki, 4=|_J4, .
=t

Teorem 11.4-a géira hor bir n {igin A4, sonlu goxluqdur (bozi A, -lar
bos da ola bilar!). Hesabi sayda sonlu goxluglarm birlasmasi an goxu
hesabi goxlugdur teoretning istinad etsok teoremi isbat etmis olarig. <

SarBasT t5. Gostorin i, teeremin isbatinda istifado olunan {K, }
ardicillifa vardur,
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Bu vaxta gadar olan mihakimalorde forz olunurdu ki, f{z)
funksiyasinmn sifri olan z =a néqtasi kompleks adaddir. indi forz edok
ki, a sonsuz uzaqlasmig ndqtadir, yani a =0,

Tarirlid f(m)=]_§_rﬂf(z]n0 olarsa, onda a=co nogtasina
F(z) funksiyasinm sifi1 deyilir.

T ariF 1.5 Oger har hansi bir misbat R adadi digiin , a=w
négtasinin U, ()= {z iz > R} strafinda, f(z) funksiyasim

F (O BT S S 3
z z Z

gaklinds olan qiivvat sirasma aywrmaq miimkiin olarsa, onda deyirlar ki,
[(2) fnksivas: a = nogasinds analitikdiv (requiyardi).

T ar!Fil6 Bgar (3) ayriliginda ¢,=¢ =...=c, =0, ¢, #0
miinasibatlari ddanarsa, onda a == nigtasing f(z) funksi m
tartibli sifr1 deyilir.

Bilavasits tarifdan guar ki, agar a =« nigtasina f{z) funksiyasmin
m tartibli sifridirsa, onda onu a=o ndgtasinin U, (eo)= {z N> R}
atrafinda

70)= S ater s )80

goklinds yazmagq olar, burada g{z} funksiyasi a=e niqtasinin
[IACYE {z :iz'> R} strafinda analitikdir va gle)=c, 20.

TEOREM 11.6. Tutag ki, a=w ndgtasi, omin U,(w)={z:1z > R}
atrafinda eynilik kimi sifir olmayan, andlitik f(z) funksiyasimn syfrihr.
Onda a = négtasi f(z)-in tacrid olunmug sifridir.

ispaTL pfz)= f[%) funksiyas: daxil edok. Teoremin sortinden

guar ki, p(z) funksiyasi z =0 ndqtesinds analitikdir, eynilik kimi sifir
deyil va z=0 ndqtesi onun sifridir. Onda Teorem 11.3-3 gira z=0
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néqtasi onun tacrid olunmus néqgtasidir. Buradan aling ki, a=w
niqtasi f(z]—in tocrid olunmus sifridir. <
2
Misal I(XJ=2—:-2 funksiyasimin sifirlarint tapin va onlarmn
z

tartiblarini milayyan edin.
Aydindir ki, z,=-3i,z,=3i,z,= noquoleri bu funksiyanin

stfirlandir.

3

16=32 = e 4306) (gl-3)=-Zi%0).
3 27
L2
F)=E32 e 3() [;,(35}= Zis o],

z

fz)= i—f-—g = z]—, o(2) (el=)=120)

miinasibatlorindon aliniq ki, z =-3/,2, =3/ noqtolori bu funksiyann
sada sifirlari, z, =0 niqtasi isa 2 tartibli sifndir.

11.3. Cahsmalar
11.1.

z=0 niqgtasinin strafinda requlyar vo asagidala ssrtlordan birini
Bdayan funksiya varm?

1
1. f[l]%,,?’”EN\{I}’ 2).1{!)=sin*’-'”,ns~,
" 0, n=1. " 2
N1 .m 1 r ne N\l
3). f[]: S cos’ ,nEN,fl),f[ ]= n’ *
n) w2 n)ole, =L

5)./(‘)= " ,neN.ﬁ).]{]]= ' eV
n) n+l n "+m12
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7. /ﬁ):lmm,neﬁ. 8). /{l]zé{-!-, neN.
» )5 '

2 neN.10) f( ) f[—-A]-:—Iz—,neN,
n n
11). Hanst hallarda |z1<i dairasinda f[i):u,,nr_—‘N sartini

tdayan requlyar funksiya var?

-y, _n+l

a)a, =(-1f;b) g, =

d) ay =ay, = k=12,..

L
2k’

Asagidaki hallarin har birinds iz—-l{<2 dairasinda analitik olan
f(z) funksiyasini tapin.

12). f(nHJ f[n_lj=£'"EN-
13). f["-;]]=~/(%:_?.]= _(_n:l-"ﬁ““”‘
& f[njl]=f[§:'f]='tgllr'”EN-
UH{EZJ &;E'"EN

16) Gostorin ki, z =0 ndq milayysn strafinda requlyar olan va

(z} f{Zz) sartini ddayan (z} funksiyasi hamin otrafda eynilik kimi
sabitdir.
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edi:sa,gmakn funksiyalann sifirlanni tapim ve onlarin tertiblorini tayin
1). f(z}=1—.i-cosz.2), S&)=1-¢.3). f(z)=(z* +1) shz.
4). f(z]=4z’+z‘..5). f(z]=£:—i,6). flz)=rcosz.
7). f{z):(z’+x’Il+e“), 8). flz)=zcos'z.
9). _,r{z)=(z’+2z+|X| e). 10). f(z )=( + 2z +1)1 - e‘).
. 16)= 1), ()= ¢ ~v—)s 13). /()=

= cosz'

Asapidaki funksiyalar iigiin a =0 néqtasi neqa tartibli sifirdir?
14), f&)=e" ~1-22.15). f(2)=- -2 —.

16). f(z)=e™"—e=.17). f[) ff:"—?
18). 1(2)={" - Jnfi-2). 19). 7)== -1].

20). f(z)=6sinz’ + 2(z* -6).21). f(z)= =

zZ- SITI Z '
11.4. Cavablar va géstoriglar

11.1.
I). Yox. Halli.f (z) vo g(z)=2" funksiyalarini miiqayisa etsak,

gororik ki, bu funksiyalar limit niqtesi z=0 olan E={l}
nl,.

goxlugunda tist-ista diistirlor. Sgar f(z) z=0 nbqtasinin atrafinda
requlyar olsa idi, yeganslik teoremina giira, onlar bu astrafda tst-iista

269



XIFBS5IL YEGANSLIK TEOREMIL ANALITIK FUNKSIYANIN SIFIRLARI

digardilar. f(1)=0 vo g(1)=1 barabarliklori gostarir ki, bu miimkiin
deyil. Demali z =0 niqtasinin atrafinda misalin sartlarini ddayan f(z]
funksiyas: yoxdur.

2). Yox. 3). Yox. 4). Yox. 5). Var. f(z)= 'z'i?"i‘ 6). Yox. f(2)
funksiyasmi g[z)= z funksiyasi ila miigayisa edin. 7). Yox. 8). Var. 9).
Var, 10). Var. 11). a) Yoxdur. b) Yoxdur. ¢) Vardir. d) Yoxdur. 12).
Yoxdur. 13). f(z)=(z-1). 14). f(z)=(z=1)". 15). Yoxdur. 16).

Gistarin ki, f[z] flihnenN.

11.2.

). z,=Q2n+)r,nez. fz,)=0,/"(z,)#0 minasibatlori
gostarir ki, har bir sifir 2 tartiblidir. 2). z, =2m,ne Z. Hamisi 1
tartiblidir. 3). 2" =4, z" ==i;z, =nm,neZ. £ =i,z" =~ har biri 3
tortibli  sifirdir.  z, =nm,neZ-lor iss  sado  sififlardir,  4).

=2i,2z,=-2i,z,=0. z,=2j,z,=-2i hor biri sado sifirdir. z, =0
isa 2 tortibli sifirdir. 5). z, =m, neZ\ {I]} Hamisi sads sifirdir. 6).
fi_'_} x 1-i3

2

e
zi"::}(znﬂ]-z,nsz;z?]=1, 2n+1 5 neZ

ol 1!(2 n+ l} L l—;—g ,neZ . Hams: sada sifirdir.

7. 2=m,2" =-mz, =n+)mi,n=1,1233,.. =7, =
har biri 2 tortibli sifirdir. z, = (2n+ 1), n=1,42,43,... sado sifirlardir.
8). z=0z= izﬁ_‘zf_‘_)i’,,s z.

z, = {—22;—!-}-’? yneZ: harbiri 2 tartibli sifirdir.

9). Z=-liz,=2mineZ. Z=-1 2 tortibli sifirdir.

z,=2mi, ne Z: har biri sada sifirdir.
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10). Z'=iz"=~i;z,=nm,neZ. =i z"=—i hor biri 3 tartibli
stfirdir. 2, =nm, neZ: sads sifirlardir. 11). z=c0 2 tartibli sifirdir.
12). z=c0 4 tartibli sifirdir. 13). z, =0 v z, =0. Her ikisi sads
sifirdir. 14). 4. Ha l1i. f(z)=¢" ~1-2 funksiyasimun

: 4 ] In
fE)=e—1-22=Z 4 fp Iy
( ) 23 nl
Makloren sirasindan alinan

ICEE FREaat ]-z‘g(z] (50)-1 +0)

diisturdan aliriq ki, a=0 néqtesi e’ ~1-z* finksiyasinin 4 tartibli
sifridir.
15). 2.16). 3.17). 1. 18). 2.19). 4.20). 15.21). 5. Halli. sinz
funksiyasinin
; a E
sinz=z-"-4 -

Makloren sirasindan alinan

A s
diisturdan aling ki, a=0 ndqtasi s funksiyasinm 5 tartibli
z-sinz

sifridir.
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12.1. Loran siras:

Bvvales giivvat sirasinin imumilagmasi olan
2cle-a) m

sokilli siralari nazardan kegirak.
z: - R} 0sr<Rs+o
TorIF12.1. U {a)= L g
da={Firsaas ko
coxluguna markazi z=a nigtasinds, sarhaddi C, = {z fz—al= r} va
Cy= {z tz-dl= R} cevralari olan dairavi halga deyilir.

T 8 R 1 F 122 8gar z=2z; noglosinds ic,,(z—a}' va
sl

13
2c.lz—a)' swalarmun hor ikisi yigilarsa, onda deyiriar ki, (1) sirast
= :

z =z, nigtasinds yigilir.

TEOREMIZL (1) srasmm ygima oblasti merkezi z=a
ndqtasinda olan dairavi halgadir. Ogar bu halga bog goxlug deyilsa,
onda

a) hamin halg har bir néqtasindsa (1) sirast miitlag yigh;

b) hamin halgamn har bir gapalt mahdud alt oblastinda (1) swras:
miintazam yigilr;
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<) (1) swrasinin cami olan f(z) funksiyast homin halgada analitikdir;
d) ¢, amsallar

1 g /@)
o= g (04142, ). 2
2 r;[ (g - ay { ]
diisturu ila hesablamr, burada y, = {z Hz—al= p} (r<p<R) U, {a)
halgasinda yeriagen, markazi z=a nigtesinda, radiusu p olan miisbat
istigamatli gevradir.
I'sB a7 Malumdur ki, ic,{z-n)" qiivvat sirasimin yifilma

=
oblastt U, (a)={z:iz—a < R} (0< R < +) dairasidir. Abel teoremina
gora bu giivvat siras1 U, (a) dairasinin har bir nbqtasinds miitlag yigtlir.
Veyerstrass teoremine géra bu swa U,(a) dairssinin hor bir qapal
mahdud alt oblasinda miintazom yigilir va bu siramin cami olan £(z)
funksiyasi U, (a) dairasinda analitikdir. 3’c_(z—a)” sirasimmn

n=l

yigilma oblastini tapmaq ligiin &' =- ] avazlamasi apararaq onu
z-a

el +e ot 3)

seklinds  vazaq. (3) qiivwst swasimn yifilma  oblastim
U, (a} (Osrsm] ila isars edsk. Aydindir ki, (3) siras U,_(a)

dairesinda &z comi olan @{¢) analitik funksiyasina mitlaq yigihr.
U, (a)dairasinin har bir gapalt mahdud alt oblastinda mii wigihr.

r

Demoli, Z.:c_"(z»-a)‘" smast C,={z:z~a=r} gevrasinin xarici

=l
hissasi olan U, (a; )= {z z-af >r} oblastinda miitlaq, onun har bir
qapali mahdud alt oblastinda miintezam yiglir. Bu siranin cami olan
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f,{:):g{——[--} funksiyasi U, (@) ={z:lz—ai>r} oblastinda
z-a

analitikdir. Belalikla, (1) swrasimin yifilma oblasti morkezi z=a
niiqtasinda olan

zir<lz—a<RLOSr<R<4om,
U”’(“}z{{ @ } FeR

dairavi halgadir. Aydindir ki, » = R oldugda

(1) sirasi heg bir nigtads yi@lmir. Sgar
r<R olarsa, (1) swrasimn cami olan

f(z]= f,(z]i—f,[z] funksiyast
U, la)= {z: r<lz—d <R} halgasinda
analitikdir. Belalikla, teoremin ilk hiikmiiniin
va a)c) bendlerinin  dofru  oldugunu
alirg.Indi isa teoremin d) bandini isbat edak.
Bu magsadla U,_,,(a) halgasinda yerlagan,
markezi z=a noqtesinde radiusu o olan milsbat istigamatli

y‘,z{z:|z—a{=p} (r<p<R) gevrosini gotirak (Sokil 12.1). 7o

Sokil 12.1.

gevrasi fizorinde miintozam  yigilan f{z)=ic"[z—a)' sirasiny

1 i
(z-a)*™ (k=0,1,£2,..) ifadasina vursaq va ahnan siram homin

2ni
gevra {izars inteqrallasaq
1 g [

- I k-1 i
ﬁ,’[_gég)l‘“‘g B E'c_ = 2’(; —af™dE (k=04122.) (&)

barabarliyini alanq.
I it Ln=k,
LI dE=17". =
M::[(g ay™de {M:k (k=041,22,.)
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barabarliklerini (4) diisturunda nozars alsaq (2) barabarliklerini almig
olang. <

Q e v D. (1) swasmin cami f{z) z=a noqtesinds tayin
olunmadifina gére (2) disturu ils tapilan ¢, -leri (Teylor sirasindan

),
fargli olarag!) ¢, = i—r(a) soklinda gistarmak olmaz!
m
T @ r | F 123. Omsallart (2) diistwrn ila tayin  olunan

U,(a) halgasind

flz)= ...Z'::.,C"(z —aYf swasina flz) funksi

Laran siras: deyilir.

Gastarak ki, Teorem 12.1-in tarsi do
dogrudur.

TeoREM 12.2 (Loran).

U,J,[a)={z:05 r<iz—a <Rs+eo}
halgasinda analitik olan f(z) funksi-
yasim bu halgada yegana sakilds
Loran sirasmna aywrmag olar,

i s8 AT Tuag ki, U,la)
halqasindan ixtiyar Z niqtasi gotiirak.
Z niqtasini Sziinds saxlayan va 8z
sorhoddi ilo birlikda tamamila U, ,(a)-

2 daxil olan U,(a) (r<x<z-d<R <R) Sakil 12.2
halqasina (Sakil 12.2) Kogi diisturunu tatbiq etsak
SO e, 1 ) e
f(‘?)_mc[graﬁ*wc!g—ad""’r' 7 )

barabarliyini alariq, burada C, ={§ J-d =R} v C =l ~d=r}
morkozi z=a noqtesinda olan konsentrik gevralardir. Belo ki, C,
miisbat, C, iss menfi oriyentasiyahdur.

J, integralini hesablamaq {igiin gl funksiyasint
-T
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1

! ©®

|
E-z f-a,_

o B

z-
g -
soklinda yazaq. C,, -den olan £ -lar iigiin

i’z—u ]2

l£-a” R

-cl

barabarsizliyi 6dandiyindsn, sonsuz azalan handssi silsilanin cami igiin
olan dilsturdan istifada edib, (6) barabarliyini

1 1 z—a = 1 v '
i) Ty b)) o

o0
joklinds yazaq. C gevrasi fizorinds miintozem yuilan (7) strasini

1 i
5 €) () Cy gevrosi
lizarinde  kosilmozdir!) funksiyasma wvurub C, g¢evrasi boyunca
integrallasaq

hamin gevra {zarinde mohdud olan

J,=§:Er_ﬁ é'_(ﬁ) r[ .j'(gf[f 4§](:-a}'=§a.(z-aT

diisturunu alarg, burada
1 g f¢
a,=—— —dé, n=012,.. ®
2 c,‘(; -af
J, integralim hesablamaq iigiin bu dofa —é—l funksiyasim
-2 '
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L1 -
E-z—al_rg_-_a (9)

z2—-a

seklinda yazaq. C, -don olan £ -lor ligiin

|
- al___rL,_ 1
z-a| |z-d

barabarsizliyi Gdondiyindan, sonsuz azalan hendasi silsilonin cami figiin
olan diisturdan istifads edib, (9) barabarliyini

S lEaeey b o

soklinds yazaq. J, iigiin apardigimiz mithakimoalori tokrarlasaq J,
inteqralin hesablamagq figiin

o= Zﬁ Jf(g} = Zm"f(gf(g o gjl(za)“ Z ""(z a)"
(i

diisturunu alarig, burada

/) .
% ?.m j(‘; )—wu“f‘:': n=12... a2

Qeyd edok ki, (12) dusturunda C, konturu {zorinde miisbot

istigamat segilmisdir. Géistarak ki, (8) va (12) diisturlar ils hesablanan
a, adadlerini vahid bir diistur ilo hesablamaq olar. Bu magsadle

U (a) halqasn]'tda yerlagan, markazi z =a niqtesinda radiusu p olan
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miisbat istigamatli 7, = {z Jz—a= p} (r<p<R) cevrosi gotiirsk
(Sokil 12.2) va
) &, n=0142,.. (13)

N
’ w!{g—a}””

kimi adadi';m baxag. Koginin miirskkab konturlar iigiin  olan
teoremindsn gixir ki,

(‘f} _ 1 s . B
2 j‘(‘; ay = ﬁ {g '}.‘rdf- a, n=012,..

€ fJ-( a} el =— f_ll )_ml n=12,.

c,=—

barabarliklari dogrudur.

Belalikla gstordik ki, teoremin sartlori daxilinda f(z) funksiyasim
U, n(a)=1{z:0<r < z-al < R<+x0] halqasinda omsallari (13) diisturu
ila hesablanan Loran sirasina aywrmaq olar. (13) diisturundan ¢oar ki,
f(z) funksiyasim U, (a)= {z 0sr<z-aq<R= +w} halgasindaki
Loran ayrilist yeganadir. Dogrudan da agar f(z) funksiyasinin

)= Soele-a) v fle)= Sesle-a)
kimi iki ayrihs: olsa idi (13) dilsturundan alardiq ki,
¢, =d = 2m g “ar—ldf n=0£142,...

QEevp 1. flz)= (_;-_Ir—ﬂ funksiyasi igiin U,,_,(D]=.{z 10<lg<1},

U,,(0)= {z d<ld<2} v U,.(0)= {z:2€|21<-t<s} halgalarmda
yazilmig

278

RIYAZI ANALIZ -3

(_li_ﬂg[xzi}- (rcv,,0).

_(z_—]iz_-i) = Z( - 1}! {Z el ‘{D ]

Loran siralarimin rﬁuxtaliﬂiyi teorema zidd deyil. Ciinki, funksiya
eyni olsa da halgalar miixtalifdir!

-
QEvYDp 2 Zc,,{z—a}" sirasma Loran swrasimin  diizgiin,
w=0

e (z-a)" sirasina iso onun bas hissasi deyilir.
=)

Q E vy p 3 Loran simasuun amsallan iigiin olan (13) diisturu
praktikada nadir hallarda istifada olunur. Praktikada funksiyami Loran
sirasina aywrmaq ligiin elementar funksiyalarm Teylor (Makloren)
siralarindan genig istifads olunur,

Misal f(z)=z’cos% funksiyasini U, (0)= {z:0 <|z| < +e0}

halgasinda Loran sirasina aywin.
cosé  funksiyasinin  Makloren  siralanndan  istifads  etsok

f(z} =z"cos ) funksiyas: figiin Ua.‘((}] = {z: D<'zie 4-0(1} halqasinda
z

7)=eos - "{‘ g = )*
=—-+z'+ X -
2 #2786l

Loran sirasimi almig olariq.

Misal flz)= -z_i};z_;_}i funksiyasim U, ,(0)={z:1<|7 <2}
halgasinda Loran sirasina aywn.
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fz)= -k +_Ii funksiyasim

e
2z+1 11 11
r( }— —— A e
F4z-2 2,7 z;_|
z
saklinda yazaq. I—-]—!- funksiyasmm
1 1
—=l+t+ +.
1=t
Makloren siralasindan alinan
1 z 28 2
Rt et LTt
1+ 2
2
-
=l+-+ 4+
1- z z
z
siralarindan  istifads etsok f(z}=-f::'2 funksiyas: {igin
z o

U,,(0)={z:1<|z/ <2} halqasmda

Loran sirasini almis olarig.
12.2. Tacrid olunmus (izola edilmis) maxsusi néqtalor

TariF 124 Sgar f(z) ﬁ}nksi}mx z=a ndgtasinin markozsiz
U, R{a}n{z:ﬂ <fz-a< R} cirlagmig halgasinda analitik olarsa, onda
280 '
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z=a ”- i f{z) .;C ks
maxsusi ndgtasi deyilir,

Qeyd edak ki, z=a néqtasinda f(z) funksiyas: tayin olunmaya da
bilar.

Loran (Teorem 12.2) teoremindon qixir ki, f(z) funksiyasim
Unl,,{a) halgasinda yegana gokilde Loran sirasina ayirmagq olar. (z—va)
ifadasinin Loran swrasinda igtirak edan monfi qiivvatlorinin sayindan
asili olaraq tacrid olunmus maxsusi néqtalar tig tips bsliiniir: 1) aradan
qaldinla bilon mexsusi ntiqta; 2) polyus; 3) mithiim moxsusi négta.

TorIF 125 gor f(z) funksivasmm U, ,(a) halgasmdak:

Ailmaiel

tacrid § (izola 5)

flz)= ic_,{z ~a)" Loran sirasmda (z - a) ifadssinin monfi giivvatlori

1) istirak etmirsa, onda z=a négtasina f{z) funksivasimmn aradan
qaldirila bilan maxsusi nigtasi;

2) m (meN) saydadwsa, onda z=a
Sunksiyasmmn m tartibli polyusu;

3) sonsuz saydadirsa, onda z=a néqasine f(z) funksiyasmm
mithiim maxsusi néqiasi deyilir,

Asafndaki tig teoremda [ (z) funksiyasinin - maxsusi néiqtanin
strafinda 6zlinii neca aparmas: Syranilir.

TEOREMI23. z=a ndgtasinin f(z) funksi aradan
qaldirda bilan maxsusi noqtasi olmast dicin zoruri va kafi sart f(z)

igtasinda sonlu limitinin olmasidir,

I's 8 AT Zorurilik. Tutaq ki, z=a niqtesi f(z) funksiyasinn
aradan qaldinla bilon moxsusi noqtssidir. Onda, torifs gérs, f(z)
funksiyasinin U”(a) halqasindaki Loran sirasi

16)=Fe(e-a)
seklinda olacagdir. Bu ayriligdan ';|::|r ki, h.T f(2)=¢c,.
Kafilik. Tutaq ki, lim f(z) limiti sonludur. Onda elo 0 < R <R va
M >0 adadlori var ki, VzeU,,(a)=|/(z)<M . Bu borabarsizliyi

négtasing  f(z)

Sfunksi z=a
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Loran srasmn ¢, omsallarmin (13) dilsturunda nozars alsaq,
0<p < R, sortini ddayan istanilen o adadi figiin

let= Mp™

barabarsizliyini alarq. ¢, adadlarinin p-dan asilt olmadifim nozara
alsaq, manfi tam 1 -lor figiin ¢, =0 oldugunu gérorik. Demali, 1(z)
funksiyasinin Loran swrasinda (z - a) ifadasinin monfi qitvvatlari istirak
etmadiyindan z=a noqtesi f(z) funksiyasiin aradan qaldinla bilan

maxsusi ndqtasidir. <
z+2

M i s al Gostorin ki, z=-2 noqtesi f(z)= [y ey

funksiyasimin aradan qaldirila bilon maxsusi niqtasidir.

z+2

. g e e
!L'l’,f(z)—,‘i‘ll(,:_4)(,_g]= T

milnasibatlorindon  va  teoremdsn g¢mur ki, z=-2 nbqtesi

z+2
fe)= F-a)e-2F
niiqtasidir.
TEOREM 12.4. z=a nogtasinin f(z) funksiyasmmn polyusu olmast
iigiin zaruri va kaft savt f(z) funksi z=a néqtasind:
limito malik almasidir, yani Yim| f (z) =+ sartinin ddonmasidir.

funksiyasimin aradan galdinla bilon maxsusi

Jonsuz

{58 AT Zorurilik. Tutaq ki, z=a néqtesi f(z) funksiyasmmn m
tortibli polyusudur. Onda, torifs gora, f(z) funksiyasinin U, 4(a)
halqasindaki Loran sirasi

saklinda olacagdir. Buradan f(z) funksiyas: igiin U, ,{a) halqasinda
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;{z}=G._1;.)._.[cﬂMw(z_a)t.,”_,(z_arl+§c,{z_a)*~]=gf_3,

gostariliini alang, burada y(z), U, ,(a) halqasinda mahdud v analitik
funksiyadir. Aydindir ki, 15_11}{,;!(:]::__ #0. y(z) funksiyasim z=a

nigtesinde w(a)=c_ kimi tayin etssk U,(a) dairasinde mahdud vo
analitik w(z) funksiyasi almig olanq. Onda f£(z)-in

1(z)= (zi_{i)y, Jwla)#0

tosvirindan h.‘I' ¥ (z}= o barabarliyini alarig.
Kafilik. Tutaq ki, lim f(z)= 0. Onda istonilon 4>0 adadi iigin elo
£>0 adadi var ki, VzeU, (a)=|f(z)]> 4 boraborsizliyi dogrudur.

2lz)= F‘EZ) funksiyas: daxil edok. g{z), U‘,:(a) halgasinda mahdud va

analitik funksiyadir. Demali, Teorem 12.3-3 géra, z=a néqtesi g(z)
funksiyasinin aradan qaldinla bilan maxsusi ndqtesidir. Digar tarafdan,
]xi_ll)f(z)———w olddugu tigiin, l_i_l"l;lg{z):ﬂ olacaqdir. g(z) funksiyasim

z=a néqtesinds gla)=0 [f%a) =O|° = 0] kimi tayin etsok, onda onu
U,(a] dairasinda g(z}:(z—a}'{o{z), me N kimi gistara bilarik, burada
U,(a) dairosinds mohdud ve analitik olan ofz) funksiyast z=a
noqtesinds @(a)=0 sortini Gdayir. Onda f(z} funksiyasim Uu{a)
halgasinda

e 1o 1 wle)
O ) Gar ) GaF

cme N;y(a)#0 (14)
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kimi yaza bilarik. w(z) funksiyasinn z=a niqtasinda wla)#0 sortini
Gdaysn mahdud va analitik funksiya oldufunu nozara alsaq, (14)
diisturundan f(z)-in z=a néqtasinds Loran sirasinin

(a) % (a) .
e e e A
c. :‘r ...+-z—‘i'—a+§c,,(z-a)",c__ =yla)=0

za)"(

saklinds oldugunu gérarik. Buradan da z =a nogtasinin f(z)-in m
tortibli polyusu oldugu alimir. <

Q e v 0. Teoremin isbatinin gedigatindan agagidak: hokmlar alimr:

a) Ogar z=a néqtesi f(z) funksiyasmin m tortibli sifirdirsa, onda

o A funksiyasini m tartibli polyusudur;
1)
b) ogor z=a néqtesi f(z)} funksiyasmmn m tartibli polyusudursa,
i A gize i
onda o - funksiyasmin m tartibli ( = 0 gartlagmasi daxilinda!)
16 1la)

sifridir;
c) agar f{z} funksiyas1 z=a niqtasinin markazsiz UM(a) atrafin-

da sifra gevrilmirse, onda z=a f{z) vo f%} funksiyalannin eyni
z

zamanda mithiim maxsusi ndiqtasidir.

A £ 3 2
M i s al Gostrin ki, z=2 noqt f(2}=(_= L
) 4 —4Xz—2)’

funksiyasinin polyusudur.

lim £(z)=1im T
-l 1 |

z+2 ~lim o &
*oafz-2f i(z-2)
miinasibatlerindan  va  teoremdan g ki, z=2 niqtasi
z+2 5 T
I (z]- (21 -’4}1&’—5)7 funksiyasinin ti¢ tartibli polyusudur.
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TEOREMI2ZS z=a ndgiasinin f(z) funksivasmun miihiim

maxsusi ndgtasi olmast tigiin zorwri va kafi ;arr 7z fmksiyasmm
z=a nigtasinda (sonlu va ya 1) limitini

I 5B AT Kafiliyin isbati Teorem 12.3 va 12.4-dan xusuSI hal kimi
ahnur. Zaruriliyin isbat isa daha fimumi va darin manaya malik olan
agafidaki teoremdon xiisusi hal kimi alimir. <

TeorREM 12.6 (Kazorati- Soxufsipyewr\s.'rass) ogar z=a noq:‘asi
f{ ) funksiyasimn miibi g sa, onda genislanmis
kompleks miisiavinin ixtivari A négrasi diciin a-ya wilan els
2.} (z#a z,#2, n#n) ardcillig tapmag olar ki, in:r; 7 (z}z.d

bar_abarf:)ri ddanar.
I'seaTi [ marhala. A=, z=a nigtesi f(z} funksiyasimin
miihiim maxsusi ndqtesi oldugu lgin, onun U, _,(a} halgasindaki

JO= 3 e+ Tee-a =00+ 7()

Loran sirasinda (z-a) ifadesinin monfi qiivvatlori sonsuz saydadr.
Aydindir ki, z-in a-ya istenilen yaxinlagmas: iizra Loran sirasinin
P(z)-duzglin hissasinin limiti ¢,-a barabardir, yani lim P(z)=c, . Loran

o i 1 :
sirasimin O(z)-bas hissssinda z " avazlomasi aparsaq, sonlu
kompleks milstavinin ixtiyan z' nigtesinda yiilan

06)=3 c.2"

sirasini alariq. Liuvill teoremino gdro 0(z') mohdud olmadigindan
istonilon # natural adodi figlin els z, adedi tapmaq olar ki, |Q(z])}>n
barabarsizliyi 6denar. Belalikla
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limQ(z] )= sortini Gdaysn va eo-ya yifilan {z'} arducilligr var.
Aydindir ki, z,‘,=L barabarliyindan alman z, =a+% ardicilhgy
z,-a

a-ya yigihr. Belalikla, yﬂp(z,}u,, !img(z,,)= _yln_g(z;)m va
flz,)=0(z,)+ P(z), miinasibatiarindan !iﬂf{zﬂ]vew barabarliyi
alumr, .
Il marhala. A istanilan kompleks adaddir. 9gar a ndqtesinin
istanilon atrafinda f{z)= 4 tonliyini 6deyan z adadi olarsa, onda
teoremin isbati aydindir. Ona gbra da forz edak ki, @ néqtosinin ela
atrafi var ki, hamin atrafda f (z)=4 tonliyini 6doyan z adadi yoxdur.

Bela olan halda ¢(z)=——— [ ) 7

markazsiz otrafinda analitik funksiya olacaq, z=a nibqtesi iss onun
miihitm moxsusi noqtasi olacag (Teorem 12.4-dan sonra galan geydin c)
bandine bax). 1 morhalays gbre a-ya yigilan va {imqp(z,kw

borabarliyini &dayen {z,} ardiciligs vardir. Buradan da ]i_rgf(z,,]= A

barabarliyini alimig olariq. <

Q E Y D. Kazorati-Soxotski-Veyerstrass inin hond
Ogar z=a noqtesi f(z) funksiyasimm mithitm mexsusi ndqtosidirsa,
onda onun istanilan markazsiz U, ,,(a) strafinin obrazi olan (U‘, _,(a])
goxlugu g 1 le} ida har yerdo sixdir.

lsbatsm ola.raq, Kazoran Soxotski-Veyerstrass teoreminden daha
iimumi va daha darin olan, Pikarin teoremini qeyd edak.

TEeEoREM 12.7 (Pikarin bijyik teoremi). Miihiim maxsusi nigtanin
istanilan markazsiz atrafinda f (z) funksiyas: sonlu kompleks miistavinin

istanilan (ola bilsin ki, birindan ba,eqa-') niiqtasini sonsuz sayda noqtada
alw.

funksiyasi z=a ndqtesinin miayyasn

M isal Gostorin ki, z=0 ndqtasi f[z)=e”:‘ funksiyasimn
miihiim maxsusi néqtasidir.
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z=0 ndqtasine yigilan z,t,"=l va (:)__]_ ardicilliglan iizra
n n

Flz)=e"= funksiyasinin

fim /)= fim, s
I 6= e = o

miixtalif limitlars yig@ilmasi onu gdstarir ki, z=0 nogtasi f (z]
funksiyasinin mithiim maxsusi ndqtasidir.

12.3. Sonsuz uzaglagmis niqtanin atrafinda Loran ayriliss

Tar)F 126. Ogor f(z) funksi z=em ndgtasinin markazsiz
U,.(a)= {z R(|z|<+no} cirlagmig halgasinda analitik olarsa, onda
z=0w nig S ( } Sfunksi tacrid ol 5 fizola edilmig)
maxsusi ndgtasi deyilir.

Bilavasits tarifdon gnur ki, agar f(z) funksiyas: sonsuz uzaglagmis
ndqtanin U, (a)= {z: R<|] <+uu} atrafinda  analitikdirss, onda

w(z']:/(—l-,—]=f () funksiyasi z'=0 noqtesinin markazsiz cirlagmis
4

U, l(r;):{z';n <iz] <-;-E } halqasinda analitikdir. Buradan, tabii olarag,
20

bels sartlagma qobul olunur ki, z' =0 néqtesinin p{z") funksiyas lgiin
aradan galdirila bilon, m tertibli polyus va ya mithiim maxsusi néqta
olmasindan astli olarag, z=oco ndqtesi f(z) funksiyasi tigiin, uyun

olaraq, aradan qaldinla bilan, m tertibli polyus va ya mithiim moxsusi
niigta adlandinlsin.

i (z) funksiyas: figiin sonsuz uzaqlagmig néqtenin Uy, [a) atrafinda
Loran ayrilis1 almaq ligiin @(2") funksiyast iigtin sifrin U (0) atrafinda
7
uygun |
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?"(3')"' ZC;Z“'
aynlii yazilir vo burada z' =£ svazlamosi apanib f(z) dglin
fz)= icuz" (c" =¢l ,nE Z} (15)

soklinda Loran sirasi almir. f(z) funks:yaslmn z=00 moxsusi nﬁqtasa

ila @(z')-in 2’ =0 moxsusi néq
nazora alaraq asagidaki torifi verak.

Torir 127 Ogar f(z) funksivasimn U, (a) halgasmdak: (15)
ayriliginda z - in milsbat gitwatlari

1) istirak etmirsa, onda z=w négtasina f (z} Sunksiyasinin aradan
qgaldirila bilan maxsusi néqeasi;

2 m (meN) sapdadirsa, onda z =0 négtesine f(z) funksiya-
simn m fartibli polyusu;

3) sonsuz saydadirsa, onda z=w nogtasing f(z) funksiyasmmn
misihiim maxsusi noqtasi deyilir.

Misallar.

I f{z}=i£_é =_?:|;I (24>1) ayrbgmdan alrig ki, z=co

ndqtasi f(z) funksiyasinn araden qaldinla bilon moxsusi ndqtosidir
(hatta bir tartibli sifridir).

2. f(z)=z" funksiyas: iigiin z=c0 m tortibli polyusdur.

3. ¢,sinz,cosz funksiyalarinin malum Makloren siralarindan gixir
ki, z=eo bu funksiyalarin har birinin mithim moxsusi néqtasidir.

Funksiyanin sonsuz uzaqlagmis ndqtonin otrafinda &ziind neco

aparmasi, isbati sonlu ndqte halinda oldugu kimi aparilan, asagidaki
teoremda 6z oksini tapmusdir.

TeorEMI28 @ z=wonoglasinin f(z) funksivasmmn aradan
qaldirila bilan maxsusi néqgtasi olmasi figin zaruri va kafi gart f(z)
Sunksiyasinn z =0 négtasinds sonly bmlﬂmn olmasidir,
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b) z=eondgtasinin f(z) fi Junksiyasinin polyusu olmast digiin zoruri
va kafi yart f (z) Sunksi) z=w ndglasinds sonsuz limita malik
olmasidir, yani lim|f(z) =+ gortinin sdonmasidir.

s-pm

¢) z=wndgtasinin f {z) Sunksiyasinin mithiim moxsusi néiqtosi
olmast digin zoruri va kafi .sar.f /(=) ﬁmks.rymmm z=o0 ndglaginds
{sonlu va ya ) limitini

Q E v p. Kazorati- Soxotskl-\-"eyerslrnss tearemi va Pikarin boyitk
teoremi z = oo ndqtasinds do dogrudur.

12.4 .. Cahsmalar

12.1.

Agagidaki Loran swralarimin yigidigi néquolar goxlugunu tapin,

D Z (- 3‘,)‘ Zzs_.;::)"ﬁ i(z+2 aiy” Z z+2-4i)

el

D TS x4 2

n?ﬁ*i%ﬁng?ﬁv;&gg
8). Zz*“‘z" 9). 23,, . 10). Zz (z+1).11). Z

12). Zz"z".

Asafidaki funksiyalarin, mbterizado gostorilon z, ndqtelorinin
strafinda, Loran sirasinin bag hissasini tapin.

z e e+l _ : ;
13). (2y (z,=-2). 149). s (7, =0, £ 27, £ 47i,..).
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19). 25, w=0)-16) 555 (B=ib,6>0).
1?).%%2 (z, =) 18).33-;"_—2} (z,=0)

19).%:0;2 (z,=0).20). o (z, =-1). 21).i (z, =-1).

22)'{2_—7%275 (2, =1).23). _ﬁ (i),

Asagidaki funksiyalan 1<[z{<2 halqasinda z-in givvatlerine
nazaran Loran sirasina ayirn.

2 +1
wak ¢ 2)(1+z

e +2) w13 +]Kz+2]
M ey P e ey
Asagidak funksiyalari D halqasinda (z —a)-in qitvvatlorine nazaren

Loran sirasina ayirm (D halgast vo a niqtasi métorizalorde giistari-
lib).

30). 2(2-1_3-], (a=1, D: 1<e-1<2).
1 |
)—;(z—,;_g—) (a=1, b: 1<jz-1<2).

32). (z_ﬁzﬂz_-zj a=-1, D: 0<[z+1/<3).
1

33). (;"—1:;1135“—;) (a:[), D: [zf>2).

34). z’:ﬁzl (a-—:(}, D: {]<[z|<+m).

35)‘z’sin:zz+l
F4

12.2.
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Géstarin ki, z=a ndqtesi asafidaki funksiyalarm aradan qaldinla
bilen maxsusi nidqtasidir.

1y 223 (a=2i). Bgdes (a=0).3). e"zf'l (a=0).
a. If—*_x_)ﬁls'“{z*z? (a=—5].5). Z (o)
6). crgz—l (a=0).7). é-‘l;l_si:lé (a=0).

1 1 n
8), —5—— =y ==,
) cos’ z [ x]‘ (ﬂ 2)
i)
2
Gosterin ki, z=a noqtosi asafidaki funksiyalarin polyusudur.

COSZ

9). ==~ (a=0). 10). -

(a 0} ). ‘-ﬂ (a=0).

12). ' T (o o) 12

): (a—:

14). é’:’.j (a=m).

Gostarin ki, z=a nbqtesi asaidaki funksiyalarin mithiim moxsusi
nigtasidir.
5 1 -t 2t +1
15). Zerg. - (a=~1]‘ 16).e ¢ (a=0).17). cos—— (a=2).

(z + ﬁ)sm(z + 5) e
B G 2Ye -25)

20). e'1T 0).21). o (a=1).22). sin +-— (a=0).

(a=
). e~ ( ]

(a=3).19). ¢* oos {a=0).
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Asafidak funksiyalarm maxsusi niqtalarini tapin va onlarin tipini
miiayyan edin.

24). 282 29, 75726, —

(z+ﬁsm{z+5 o
z-7 2?}r 25) i

28). c— .29). - 'W"(z +3).30). zc.rg—l—i.

31) oos— 32). sm[e ]
z+1

12.3,

2 =o0-un agafidaki funksiyalarin hansi tip maxsusi niiqtasi oldugunu
mitayyanlagdirin.

z42 4

;02 AT o B,
D P Y iy
1-cosz( , S L 2 +1

5). 5 (z +3),6}.chgz+].?}e ‘8),casz—_2—.

2

z , 2 .
9). =5— . 10). eg ). e 12). [z__*_" mz-
z'+1 z z

13). (z+2if(z—i).
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12.5. Cavablar va gistarislar

12.1.

1. 2<j'z-3.1$5 -Ha 11 r=limsfic] =lim%2" =2 hesablamas:

gostarir ki, z( _f sirasi 2<;z—3i, oblastinda miitlaq yigilr.
z-3i

liﬂ_ETl=l=u miinasibati gdstarir ki, 2=|z—3i ¢evrasi {izorinda

" _(2—3:}',

zoruri sort Gdonmadiyindan hamin sira 2=|z-3i cevrasi iizerinde

daghr. Indi isa Z—[Esj-gil sirasiin yifima oblastimi tapag. Bu
= "

magsadle Dalamber diisturu ilo onun yigima radiusunu tapaq.

=lim ks | =lim~ S(f—tli =5 barabarliyindan aling ki, i(zsz 3:)
n & 5'n

P | Py
wil

sirast |z—34 <5 dairasindo miitlag yigilir. Z{ }rl 25“ = Z”“”

miinasiboti gosterir ki, 5=|z-3i ¢evrosi tzorinda z-[-s ’:f)“ siras
[
yigihr.
Belalikla, Z {-_3‘]_ 2(5”3:}' sirasinin yigildig néqtalar

oxlugu 2<|z-3i<5 oblastidir.
2). &.3). 2<|z|<3.4). 2<!z+2§-<+oo.5], 0<|z—2f=$l.

6). [z+34=1. 7). |z=2-i>1.8). :—24}4(2.9). 1<} <3.

. 2 l
Zal<teo. 1) f=1.  12.@.13). -+ * o+ - .
m).n-:,lz+1|<+=o 1. 7 =1 ) ) (;+2)’ z+2
5 e 1 2
= 3. ._ _16). - I ) -
M), i o = 2Em)- 1) %5 e T
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21 . 2 ..
S, I.—(-—--»- kas
18). g Halli 23_2) rini
2 A B
=4 W
z]—zi z 3=z ®

sokilds sads kasrlara ayiraq. (*) ifadesini z-s vurub alinan ifadads

z=0 qu A= ; , (*¥) ifadasini 3-z-9 vurub alnan ifadada z=3

yarsaq B= ; oldugunu giirarik. Bunlan (*)-da nazars alsaq

2] 2 1
—— LL]
_(3 <7 33 334 ™
barabrliyini alanq. |z <3 dairasinds dogru olan
2 1 2 1 = 2

EE Rt oy

el

ayrilis1 (**)-da nazara alsaq,
2 20,52,

z2(3-z) 3z A
barabarliyini alarq. Aydindir ki, alinan Loran sirasinin bag hissasi % l
ifad-asidir
19) S 20) Z —————— 21) 0, agar = }

, agar 2<.|I+2Ec+no olarsa. 22). ;——I—I .23). 0, agar |I+zf<] olarsa;
o

Z(—T' 1)" ogor 1<l+2/<2 olarsa; ii'[“('lrlnrjlrziff'

agar2¢i1+z|<+m olarsa. 24), Z( l}w +Z—Fz‘

25). Z-z + +- z+-—-— +Zl?{—-1-)ﬂ

3.2
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26). z(-lr' ”"'Z _L 2t z(‘

27). 2'3’; s +Z-—~Lz 28). Z( iT P Z “L o

=~ 9. 2

=1

29). 2‘5” 6 2 Z__(_—izxn

1 IR A |
2z+z +z +§{n+3) +35), —m'-rz( (2 +])

= 100-4"
0. 55 iy 43,205
. 3D, iy 3,
32)’% 27
34). 4+
12.2.

24). z,=0,z,=1,z,=—1 sado polyuslardir. 25). z =-

2 . 22
2= =i , I =— +i

2 2 2 2
polyuslardir.

5.4™

_l =2 i),

27. 22»")

(e +;)rl__+“"(Hg_z._é(zﬂr.as). z"_*ﬂ‘_‘)ﬂw

" imi

2

42
o Bg=— =i B sada

2

26). z, =2kni (k =0,4£1,42,.. ] sada polyuslardir. G&staris.
z-2kni  (z-2ka)

e -1=(z— 2km{1+

_____ +
2

2] } L

=(z-2kmiplz), @(2kn)=0
ayrihsindan isifads edin. 27). z =0 3 tortibli polyus, z,=1,z,=5
sada polyuslar, z, =—5 aradan qaldinla bilan maxsusi néqta, z, =3 iso

mihiim moxsusi néqtadir. 28).

Z

o ’; vhkr (k=04£1£2,.) sado
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polyuslardir. z=e tacrid olunmamis moxsusi ndqtadir. 29). z, =0 ¢
tartibli polyus, z =co isa mithiim mexsusi niqtadir. 30). z=-1 mithiim
maxsusi ndqta, z, = ;':E -1 (k=04142,.) sado polyuslar, z=e
dard tertibli polyusdur. 31). z=e va z=1 aradan qaldinla bilan

moxsusi nigtolar, z=—1 isa mithiim moxsusi néqta. 32). z=0 miihiim
maxsusi néqtadir.

123

1). Aradan qaldmla bilon maxsusi néqte. 2). Aradan galdirila bilen
maxsusi néqta.

3). Sado polyus. 4). Aradan qaldirila bilon maxsusi néqte. 5). Mithlim
maxsusi néqta. Gostaris. {zi”zlﬁr.}:_' va {2l = w424k}, ardicilligla-
rna baxm, 6). Dérd tartibli polyus. 7). Miihiim moxsusi néqte.
8). Mithiim maxsusi ndqts. 9). Aradan galdirila bilon maxsusi noqgta.
10) Polyus. 11). Miihilm mexsusi néqta. 12). Mithiim maxsusi niqta.
13). Ug tartibli polyus.
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XIIF astL
FUNKSIYANIN CIXIGI VO ONUN HESABLANMASI
QAYDALARI

13.1. Tacrid olunmus sonlu maxsusi néqtaya nazaren funksiyanin
gra . Craglar nazariyyasinin asas teoremi

TarlFf 13l f(z) Sunksivasmm tacrid olummuy sonly  z=u
maxsusi nogiasinin U,,I,,(a} = {z 0<iz-g< R} cirlagmis halgasmdan
olan va z = a négtasini 6z daxilinds saxlayan misbat istigamatli qapali

L konturu (Sakil 13.1.) dizra gotiiriilmiis Elu; <J F(EME integralina § (=)
L

Sfunksipasimin  z=a maxsusi ndgtasinia nazaran ¢iagi deyilir va
res F4 {z) kimi igara olunur. Belalikla, torifs gira,

r;fff{z)=”2%§f(§)d¢

i $okil 13.1. Sakil 13.2.
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Gostarak ki, f(z) funksiyasimn z=a i nisq
goag L konturunun segilisindan asili deyil. Tutaq ki, .{., va L, torifin
sortlarini Gdayon iki konturdur. Misbat p ododini elo segok ki,
¥, = {z oz —al=p} ¢evrasi ham L -in hom do L.-in daxilinds yerlagsin
(§akil 13.2). Onda Koginin miirakkab konturlar haqqindaki teoremina
goro

ﬁ{f[é)ds‘- ----- {f(;)df
|
«[f(éld 2— {rie)as
barabarliklori idenacokdir. Buradan alinan
2 1M =5 richs

berabarliyi gdstarir ki, dogrudan da f(z) funksiyasmm z=a moxsusi
ndqtasina nazaran ¢Ixif, z =a niqtasini 6z daxilinde saxlayan miisbat
istigamatli gapah L konturunun segilisindan asih deyil.

TeoREMI3L. Twag ki, z=a f(z) funksiyastnn rscndo.‘mm
sonlu  maxsusi ndgtasidir. Onda 1 {z) Sunlkesi z=a nig

nazaran gragi f(z) funksi indaki Loran sirasmdak

z=4a n}i-‘u

L . g .
- ifadasinin amsalina barabardir.
z-a

i sB AT Dogrudan da, f{z) funksiyas: z=a maxsusi nogtasinin
U, +(a)={z:0<jz - d < R} morkozsiz otrafinda, omsalla

f("‘j S8, n=0%142,.;0<p<R

= omi ‘J‘{g

diisturu ila hesablanan,
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Sel-ar

Loran sirasina ayrilir. Bu aynilhisda
1
c, = —
L ’:[f(ﬂdé

oldugunu va gngm torifini nozore alsaq, res f(z)=c, barabarliyini
almig olang. « -

NaTice 13.1. f(z) funksiyasmm diizgiin vo aradan qaldinila bilon
maxsusi naqtalaring nazaran ¢ixig 0-a barabardir.

. . 1 .
Misal. s:n; funksiyasmin z =0 néqtesindoki grxignt hesblayin.

o] A
sin-— funksiyasinin Uq..(a)={z:0 <}z - d < 4o} halqasndaki Loran

sirast

sin! = Eéﬁ‘i’ -

oldugundan
.1
ressin--=c_, =1,
ra) z
Misal, °:f5 funksiy 2= 0 néqtosindski gixigmt hesblayn.
cosz . )
, funksiyasinm U, (a)={z:0 <[z ~ g < +«0} halgasmdaki Loran
sirast
cosz_ 1 1 1z
7 27 Az
oldugundan
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T eorEM 132 (Coxiglar hagqinda asas teorem). Tutaq ki, f(z)
Sfunksiyas: G oblastinm,  sonlu  sapda  z,,z,,..,z, maxsusi
noqtalovindsn basga, har yerinds va onun miisbat oriyentasiyalt T
sarhaddindg.analitikdir. Onda

i f(z):&:E;ﬁgf_ef 76) @

diisturu dogrudur.

[sBaTI Misbat p adadini
ela segak ki, markazi
z, (k= I,2,.,.,m} niqtalarinda olan
| ={z:[2vz,| =p}(k=1,2,..,,m) \
gevralari ham bir-birinin \ AN
xaricinds qalsin, ham do G i \ \\\‘\
oblastina daxil olsunlar. Aydindir \\M
ki, f(z) funksiyas: G s
oblastindan Sakil 13.3.

U= {z‘.iz -z,|< p} (k=12,..,m) dairolsrini atandan sonra alinan

G, oblastinda ($Sakil 13.3-da gtrixlanan hissa) va onun T}, = FU[U ¥r ]
k=]

sarthoddinds  analitik  olacaqdir, burada  yj (k=12,..,m) - ilo
% (k = l,?.,,,,,m) gevralarinin manfi istigamatds gedisi isars olunmusdur.
Onda Koginin miirskkab konturlar hagqindaki teoremina géira

[1(e¥e= [riekie+ 3 [rtebe=0
L r =y
barabarliyi dogrudur. Bu barabarlikdan alinan
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[1GHz =Y {£()ae
r =ty
barabarlikds z, (k =1,2,...,m) néqtolarinda gixiglarin
tIf(z}a.’z =2aires f(z) (k=12,..m)
r_ 3
disturlart il tayin olundugunu nozasra alsaq (1) diisturunun isbati
almis olarig. <
. 2 3 : 7
Misal -‘I ——+——_—Te |dz inteqralins hesablayin.

anz=l z-2

; 2 .

Aydindir ki, f(z)= i 3 2-—?e' funksiyas1 U, (0) = {z:|z| £3}
it

dairesinda z, =1 va z, =2 néqtelorindon basqa har yerda analitikdir,

Onda teorema géira

(I( 2. + _3_2 - ?e‘sz = Em‘(rfisf(z)a- ree'ff{z)] (3]

pmrE=1 z-

S@)=-" + 7 -7 funksiyasinin  z=1 ndqtesindoki Loran

ifadosini |

2, z=2 nbqtesindaki Loran

i ifadasinin omsalimin 3 oldugunu va Teorem 13.1-i
nazara alsaq (2) diisturundan

j‘[ L d -?e’)dz:]ﬂ?ri
wahZ—1 z-2

barabarliyini alariq.
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13.2. Funksiyamin polyusa nazaran grag
TeoREM 133 (Sads polyus haly). Tutag ki, z=a(a# ) noglasi

f(z) funksivasmmn sads polyusudur. Onda f () funksiyasmn z=a
niqlasing nazaran graging

res f(2)=lim(z - a)/(z) (]

diisturu ila hesablamagq olar.
isBaTI z=a ndgtesi f| {z) funksiyasinn sade polyusu olduu
ilgiin onun bu ndqtays nazaran Loran sirasi

a3 - "
el B . 4
1) z_a+§c.(z a) )
saklinda olacaqdir, burada ¢, = 0. (4)-i (z -a ]-ya vursaq alarig;

(z-a)f(e)=c, +elz-a)+elz—af +... 5

Bu barabarliyin sag torofi qiivvat sirast oldufuna gira onun comi

z=a noqtesinds kosilmazdir. (S) berabarliyinde z-i  a-ya
yaxinlasdirmagq sorti ilo limita kegsak (3) dilsturunu alarig, <

Narices 13.2. Tutag K, olz) (ola)#0) ve plz) (pla)=0.p(a)0)

funksiyalart z=a ndqtasinds analitikdir. Onda f(z)= 3% funksiya-
z
simm z=a ndgtasina nazavan grxigm

res f(2)= ;”% ©

ditsturu ila hesablamag olar.
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isBATL 1»(2] va {af(z} funksiyalart lizarina qoyulan sartlerdan grxir

ki, z=a ndqtasi f(z) funksiyasiin sade polyusudur. Onda teorema
gbra

olz) __ ola)

res £(6)=tim(z—a) ) _jim

y(e) " vle)-vla) " (o)
Z=—a
miinasibatlari dogrudur. Belalikls,
res 22) _ 0la) |

w'ia)

s (z)

: T
: funksiyasinin B ndqtasina nazaran

3
Z -z
4
grxigimi hesablayin.
Halli
5 g ;
hmf(z): lim—f = lim—t o
i BrE ARy HE:’[Z——
4
o : 7 . sinz’
|  berabarliklorindan guar ki, z= 7 noqtasi In: funksiyasinin sada
zl At 2
4
polyusudur. Onda (3) dilsturuna giira
PR =2 P
o 7 —tinf -5 Y g E
S L JERI AR z* 16
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Misal {z}:% funksiyasmm z,=[2k+1}£ (kez)

1 T
mni yin.

Ha I I i plz)= 1va w(z) cosz gﬁtiiramk (6) diisturundan istifada
edorak

T e —— = =) (keZ)
aeletl; OS2 —sfn{zkn)E

borabarliklorini almig olanig. Cavab: (1) (ke Z).

TEOREM 134 (k tartibli polyus haly). Tutag ki, z=a(a#wm)
nigtasi  f(z) funksiyasmmn &  tortibli polyusudur. Onda f(z)
Sunksiyasimin z=a ndqtasina nazaran ¢oagon

res /)= Ly timll o) 1) )

diisturu il hesablamag olar.
IsBATL z=a ndqtesi f(z) funksiyasinin k tartibli polyusu

oldugu iigiin onun misyyan U,,(a)={z:0<lz-d< R} moarkazsiz
strafinda f(z)-in Loran siras:

1) _(____)‘.+_'_+z—;'—a-+§c"(z—a)" . ()]

soklinds olacaqdir, burada ¢, #0. (8)-i (z-a ) -ya vursag, U, ,(a)
ablastinda

(z-a) f)=c, +e (s -a)+mte (e—a)l +

tefz-a) +.4c, (z-a) +..

()]

barabarliyini alariq.
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Bu baraberliyin sag tarofi qlivvat sirasi olduguna géra onun comi
olan F(z) UR( )= { HES a1<R} dairasindo analitik funksiyadir.

euteiylz—a)+.ve,(z-af " +o(z—a) +.. te, (z-a) +..
qiivvat sirast F(z)-in Teylor surasi oldugu iigiin onun ¢, smsallart F(z)

i F{J’)
funksiyasinin —j@) Teylor amsallarina boraberdir. Xiisusi halda

F¢){(g)
ey = Y (10)

baraborliyi dogrudur. F(z) funksiyasiin vo onun téramalarinin =g
Sqtosind kasilmaz oldugunu nezaro alsaq

Fa)=lim () an

barabarliyini alariq. (9) borabarliyina gora U,_,(a):{z:()c',z—a{cR}
oblastinda F(z) funksiyasi ilo (z-a)’ f(z) funksiyas: tist-Giste dugiir.
Onda (10) va (11) diisturlarindan alinan

_Fa)_

(5: ]} (-1}I1mF (z) (-u—llmkz .f.l)"',l'(z}i K

barabarlik (7) diisturunun dogru oldugunu géistarir. <
Misal f(z)="¢""

gragm hesablayim. '
Halli. z=0 néqtssi _00_5(5:_3) funksiyasinin 3 tartibli polyusu

oldugu iigiin (7) diisturuna géir

* funksiyasimin z=0 ndqtesina nazaran
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T T

cosl
b: - —.
Cava S

13.3. Funksiyamn négtaya cixify

TartF 132 f(z) funksivasmun tacrid ohmmuy z=oco maxsusi
ndgiasinin UR_,,(co] = {z ‘R<|z-d< m} cirlagmig halgasimdan olan va
z=w ndgtasini oz dexilinds saxlayan manfi istigamatli gapah I

kontfury dzra gitiirilmig -z-i—; f b (r,")drf integralina f(z) funksiyasimn
i 2

z =0 maxsusi ndqiasiniz nazaran gag deyilir va resf (z) kimi isara
olunur. Belalikla, tarifo gira,

res £(e)= 5 - { )z

em

TeoreM13.S Tutag ki, z=o f(z} Sunksiyasoun tacrid olunmug
maxsusi nigtasidir. Onda f(z) funksi z=ww ndgtasing nazaran

E

cagr f(z) fimksiyasmin z=co négtasi atrafinda Lovan swrasindaki L
4
ifadasinin aks isara ila gotiirilmils, smsalina barabardir.,
IsBATIL Dofrudan da, f(z) funksiyasi z=co moxsusi ndqtesinin
Uy ()= {z R<|z-d< +oo} markazsiz atrafinda, amsallan

1 1)
g, = M;[—-;;_dg, n=0,£142,.;0< p<R
diisturu ilo hesablanan,
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76)=3e,

Py

goklinda Loran sirasina ayrihr. Bu ayrilisda

1
=
= jf(clf:
oldugunu va z=w noqtasine nazaran ¢na@n tarifini nozers alsaq,
res flz)=—c, barabarliyini almis olariq. <
NaTca13.3.8gor f(z) ciit funksiya olarsa,onda

res f(z)=res f(z)=0.

NaTico13.4.9gar z=w ndgtasi f(z)-in k22 tartibli sifridirsa,
onda

res(e)=0.

QE YD 9gor z=c0 niqtasi f(z) funksiyasmin aradan qaldirila
bilon mexsusi ndqtesi olarsa, onda onun z = néqtasina nazaran grag

0-a borabor olmaya bilor. Masolon, z=o noqtasi f (z]=—1
funksiyasimn  aradan qaldinla bilan mexsusi niqtasi oimas::a
baxmayaraq res : =—1-dir.

Misal fi (z):e:- funksiyasinin z=co noqtasing nozaran gxigm
hesablayin,

Halli, el" funksiyasinin

1 1 i

1

¢ VS +

Iz 2z nlz"
1

aynhginda ¢, =1 oldugu tigiin res i=-].Cavab: —1.
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TEOREM I3.6. Tutag ki, z=e0 nogtasi f(z) funksiy aradan
qaldirda bilan maxsusi négtasidir. Onda f(z) fu?rkmyasmm Z=w
ndgtasing nazaran gixigim

res f(z)=limz(/(e0)- /(2)) (12)

diistury ila hesablamag olar.
isBATL z=w ndqtasi f(z) funksiyasmin aradan qaldirila bilan

moxsusi ndqtosi oldugu igin onun U, (w)={z:R <|z-d< +oo}
oblastindaki Loran sirast

f(z c+— Z £l

goklinds olacaqdir. Buradan alinan

2(f(z)-e)=c, + ie_nz'“”'

arsd
diisturda z sonsuzlufa yaxinlasmaq sorti ilo limita kegsok wvo
Gy = Iim f () oldugunu nazoro alsaq (12) diisturunu almig olarg. <

TEOREMI3.T (k tortibli polyus haly). Tutag ki, z=w nogtasi
1(z) funksiyasimn k tortibli polyusudur. Onda f (z) fimksiyasiun

£ =00 ndgiasing nazaran guagm

resf(z)( 1=mLz' () oy

diisturu ila hesablamag olar.

IsBATI z=0 noqtosi f{z] funksiyasinin & tartibli polyusu
oldufu digiin onun milayysn Uh(no}={z:R<|z—a‘| <+w} morkozsiz
strafinda f(z)-in Loran sirasi

fl2)=..+ "+ -+ "+c‘,+cz+ Azt
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soklinda olacaqdir, burada ¢, #0. Bu barabarliyin hor tarafindan k+1
tartibli téroma alsag onda U ,I_{cn) oblastinda

Fe)= £_l_]mm(’” +1)-:(m + k).._._- I (—l]h:'gf -H)c,,

kel

z

borabarliyini alarig. Bu barabarliyi z'-ys vurub z sonsuzluga
yaxmlagmagq sarti ila limita kegsok

limz*2 40 z) = (1) e + e,

barabarliyini alariq. Buradan da, res f{z)=-c_, oldugunu nozora alsag,
(13) ditsturunun dogru oldugunu gérarik. 2
T e o rE M 13.8. Geniglommis kompleks miistovids yalmz tacric
I 5 | ndgtalari olan litik funksiy biitiin ¢oaglarinm
cami sifra barabardir.
I's e aTe Aydindir ki, teoremin gartini ddayen analitik f(z)
funksiyasinin genisloanmis kompleks miistavida yalniz sonlu sayda tacrid
olunmus moxsusi noqtaleri ola bilar. ks halda f(z) funksiyasimin

tacrid ol 5 maxsusi ndqtosi olardi. Miisbat p adadini ela segak
ki, f(z)-in sonlu z,z,,.,2, mexsusi ndquleri 7, ={z:|z=p}
gevrasinin daxili oblastna, z=o moxsusi néqtasi iss onun xarici
oblastina dilgsiin. Onda ¢ixuqlar haqqindak: osas teorems giirs

z:&fjf(‘)‘” = Z:gff(z] (14
dilsturu dogrudur. Sonsuz uzaglagmis ndqtaya nozaran ¢iaigin tarifine
glira isa

resf(e)=, {1 as)

baraborliyi dogrudur. (14) va (15) berabarliklarini tarsf-tarafo toplasaq
va
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L frlehe+ - drlede=0
27 ) 2 )
barabarliyini nazara alsaq
z.:esf{z) +res f(z)=0
el -

barabarliyini almis olarg. <

dz ,

Misal integralim hesablayin.

.,,i,Iz‘ v v

: 1
Halli =

1) ' -1)z+2)

daxilinda dérd, z, =-2,z,=-l,2z,=— va z =i, xaricinda iso iki,
z,=1 vo z, =< moaxsusi ndqtosi var. Teorema giira

funksiysinin |z+1|=15 gevrasinin

, .:L 3 -fxz+ )" zm{msf &)+ ress (z)].
7 1 . i

z,=m ndqtesi f(z)= FiGY) funksiysiin  § tartibli sifis
olduguna gire r:_!_aff(z]*—-ﬂ, z,=1 nbgtasi isa onun sada polyusu
olduguna gdra

res £(z)=lim M ook

=i = (z+1)z +1fz+2) 12

Belalikla,
{ pos

B I L )
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13.4 . Calismalar

13.1.
Hesablayin:
1
= 1 Sinz &
1). resze®™ . 2). reszcos——. 3). re. A )
) iy ) -] 41 ) res o )re.s_(z“])2
). reg S22 6). reg o 7). reg P22,
=tz-Z 8, (1-00@2)
8). res e 9 ressinzsinl
13.2,

Asafidaki  funksiyalann bitiin - sonlu mexsusi négtalarindaki
gixiglannt tapin.

1 z* 1 )

j .2).

i P g {1+z)’ (l+zIz-l
i cosz

6. e, m=12,.. 7). —— ;
) (z_]]" n=L2,..7). — <in -8). crgrmz . 9). ( Y

sinmz

B b T T e R e B
) 1+ef s (z-1) » nz' ) (1+:)(z-2)

Cuxaglarin kiimayi ils asagidaks inteqrallan hesablaymn.

|

14). rfe, dz.15). {igzdz . 16). {
Jefea Z

elm2 s ﬁ‘

3n
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e dz. 19 ----—d'z
17). ”J;z_ e o e h{z{gz A Ism zcosz
¥
. dz, 3 —+—=1.
20). -[ 2 +22 +] ) 4
22). j—-——dz, L:x* ) =2x=0.23). f -—ﬁ L:xX +)7 =16,
zsmz ¥y =
4 Li=—+=—=].25 - -—dz, Lix*+y* =2x.
24). ol ): f
i
26). =+ .
) {[sm p e cosz]ak
I3
13.3.

Asapdak: funksiyalann sonsuz uzaglagnis ndqtodaki ¢nagini tapin.

1 2 T (1+2°) 1

'+l z+2 sm- cos z " ms—z
D EARS o 3] z+1 ) &-rz’lz‘—ﬂ
1 s
z+1 2V sz ) =y

T
6). zcos® s 7. = 8). '{;: +-2),(31—+3). 9. e 10). i

Sonsuz uzaqlasmis noqtaya nozeran guxiqdan istifada edarek
agagidaki inteqrallan hesablaymn.

. Izz+1dk 12). .j] dz.13). j-moo;‘f_z_d
Jef=t 2pe2 tejsz
14). j dzlS) [ 2*sin dz 16). j'z,fa_ldz‘

[s= |zi=3

312

RIVAZI AMALIZ -3

1
dz g
e § iy i

13.5. Cavablar va gdstarislor.

13.1.

1) .Halli f(z)=ze 5 funksiyasmi z =1 ndqtasinin strafinda

Loran sarasma aytrag.

coont+2 1

MDY ey Ty B

I
ze' =z ~=0.

i
Bu ayrihgdan ¢, = 2 nldu;u guar. Demali, res ze+ = %

2). - _.Hoalli, zcos Li-funksiyasml z =-1 niqtesinin atrafinda

Loran sqrasma ayiraq.
1 1
2005 - = [z+1)- l{l— 2(2-”)-2--}.‘.].

Bu ayriligdan c_, =; oldugu ¢ixir, Demali, :_‘eszcos-—l-—

- z+1
J2 1
3).1.4). e.5). 3 . 6). ;].?). —-3 L8).1.9). 0.
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13.2.

1 i 1
= tasinds 1 z=i noqtasinda ——; 2z =i ndqtasinde —.
1). z=0 niig! 2 1; z=i nilq 3 qtasi >

2=

. +i
nﬂqm:nda]—.i—; z=e*
42

o =
3 ]

” 1-i
2). z= iqtasind ; z=e
). z=e* ndqtasinda m
& tasinda-ul—fi'
nog 2’
L] "
r=e * nﬁqtasinda—‘t—%. 3). z=-1 ndqtasinda 1; 4). z=i
3i

' 5). z=1 nbqtasinda —%;

— 3 g
ndqtasinds "T(;; z=-i noqtesinda

z =i nigtasinda ;L-;z =—i ndqtasinda i 6). z=1 naqtasinda CJ*. 7).

z=n ndqtasinda C (nez).

T
8). z=n niqgtasinda L [}rE Z). 9). z=1 nigtasinda —sinl. 10).
b g
z=(2n+1)5 nbqesinds -1 (1€ Z). 11). z=1 niqtasinds 0. 12).
z=0 néqtasinde 0. 13). z=~1 niqtesinda _Sl:e; z=2 ndqtasinds

ez

o Halli z=-1 ndqtasi f(z . funksiyasimn 3

Y

(1+2)(z-2)
tartibli polyusu oldufu iigiin, bu néqtadoki gnug (7) disturu ils
hesablamagq olar:

¢ 1 [ o ] 1. (e 624108 _ 17
e = —fim| —-= | = limAe =
-'--1{1-1-3)’(3—2} A=t z -2 2t (2-2} 54e
z=2 nqtesi f(z)= (l+z;-{z—-2) funksiyasinin sada polyusu oldugu
tigiin, bu ndqtadaki gna@ (3) diisturu ila hesablamag olar:
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91
—

o o
res ——— Iim————=—.
“ (1+2)(z-2) (1) 27

14). 2m(l—e" )-Halli. 1zj< 4 dairosinda f(z)= %-:! funksiyas:
'tz
z=0ve z=-1

niiqtalorindan bagqa har yerds analitikdir. Craglar haggindak: osas
trorema gira

rj ?_ i 1—dz=2m’ rliff{z}-l- :".e‘sl_f(z)]

a2 2

z=0 nodqtesi aradan qaldinla bilon mexsusi néqta oldufn figiin
resf[z):(). z=-1 niqtesi f(z)= E; e,
e Z+z
oldugu figiin, bu ndqtadaki grag (3) dilsturu ils hesablamagq olar:

funksiyasinin sada polyusu

e SR ’
res —=lim—-—=1-¢",
=lgipz =l gz

Belalikla,

f :: ;Ldz =27 r_e-ra?f[z)-f {'esf(z)]= 211‘5{1 —e").
Ief=4 : =

15). —d4m. 16). 17). 0. 18). 0. 19). 2m. 20)

=
2
-’;-[m1+sin1+f(sin|~cosl]]. 21). 0. 22). zm%_. 23). 2. 24).

sinl ~dcos]

M
m.25). - - .26).0.
12 =g
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133.

1). 0.2). 7.3).0.4). =1.5). =1.6). 7. 7). =1.8). ~1.9). —1.
10). 0.

11). 2ai. 12). 0. 13). 0. 14). 27ie . 15). —;-3- 16). 27 . 17). 0. 18).

2. Ha 11 . Sonsuz agmis niqtays guagin tarifine gira

asimptotik diisturlardan gixir ki, z = ndqtasi 2 funksiyasinin sada

7
sifridir va

re. —e:———l Belalikla,
- z=2

1

I_] 2 . e;"l 2 .
—-ds ==2xives-= . =27,
i -2 sz -2

316

XIVFasiL

CIXIQLARIN KOMoYI IL® BOZi INTEQRALLARIN
HESABLANMASI

ix
14.1. J'R(coss. sin8)d6 sokilli inteqrallann gixiglarin kimayi ils
L]
hesablanmasi
Tutaq ki, Rlu, v]=w iki dayisanli rasional
GultV tot Gy
funksiyadir. Onda
2
J= [Rlcost,sin6)d6 (03]

integralim z=¢" svozlomasi ilo analitik funksiyanin gapali kontur
boyunca integralinin hesablanmasina gatirmak olar. Dogrudan da @ 0-
dan 27 -ys kimi dayisdikda, z miisbat istigamatda |z|=| gevrasi
iizarinda bir dafs tam dévra vurur, Bu fakti va

efe™ 1 1., 1 1
dé = -,cos9 ---—i-------=-i[z+-z],sm€-2-;{: ;]

barabarliklari (1) inteqralinda nazara alsag,

J= {R()z @
|a=1
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barabarliyini alariq, burada

az+
() bz+ +b

z-o nazaran rasional funksiyadir. Sgor R{z)-in mexsusi noqtalori
2! =1gevrasi iizerine digmiirss, onda (2) integralim

J= .-j.k(z)dz = im':i,l: res R(z)

diisturu ilo hesablamaq olar, burada z,z;,...%, (kn sk] R{z)
funksiyasinin |z| =1 gevrosi daxilina diigan polyuslanidir. Belaliklo,

J= I Rlcos8, sin8)d6 = »j? (z)z = th resR{z} 3)

=t

Misal I }9 29‘9 inteqralim hesablayn,

Halli. z=¢" avazlomasi aparsaq,

=
1

e d@==2id . T

Icosi‘? ng ‘|=;{| 2’ -4z +1

1‘

z -4z

polyusundan yalmz biri, yani z, =2- -_-3 niqtasi |z! = | gevrasinin
daxilina diigiir. Onda (3) diisturundan istifads etsak alarg:

barabarliyini alang. R'(z) =2i- funksiyasinm ki sadas

2%

i . dz 2 1 27
I S T T2 WAL WS LR
Jmsﬂ—l r]__;j_-lzi-fiza-l Zm‘. g%‘Jx’--*iz-tl N

318

. gevrasinin daxilina yalmz iki tertibli z, =

RIYAZI ANALIZ -3

" 2z dx
Misal, |————— . . .
o0l sy (2420 il bsablayn

Halli. z=¢" avazlomasi aparsaq, sada gevirmalardan sonra

-[(a+ beosx} 1 H:I:.{bz +2az +b)l

F4

barabarliyini alarig. R(z):i e funksiyasinmn  |zj=1
I(bz

i oaz _+_b_}i
—a+la - b
B e polyusu

diigiir. Onda (3) diisturundan istifada etsak alang:

J' . _=ftcj'___.___"__. _ gz =Rxres 2 —
Jla+bcosx) i!,l,.[bz’+2az+g)l =4 (b2® +2az + b

etel 5 z,y] U

14.2. j ¥ (x)a‘x sokilli inteqrallann ¢naglarin kimayi ila

hesablanmas:

TEoREM 141, Tuwag K, f[z) Sunksiyast Imz >0 yuxar:
yarmmiistavinin sonlu sayda  z,,2y,..,2, facrid olunmus maxsusi
nogtalarindsn  basqa, har yerinds andlitikdir va Imz20 yuxar
yarimmiistavisinds kasilmazdir, yani f(x) Sfunksiyasmm hagigi oxda
maxsusiyyati yoxdur. Ogar f(z) funksiyas: miiayyan R,M va &
miisbat adadlari tigiin
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:-f{z}c%, |i> R, (Imz >0) (4)
%
sartini ddayersa, onda I f(x)dx integral vardir ve hamin integralt

/b =235 res 1) ®

diisturu ila hesablamag olar.

[sBaTL R -dan boyilk olan R adadini ela segak ki, 2,232,
noqtolori U, (0)={z:14 <R}
dairasinin  daxilinda  qalsin.
Hagigi oxun [- R, R] pargasin-
dan va |zgl=R gevrasinin
yuxart yanmmiistovide galan
C;={z:|4=R Imz>0}
yarimgevrasinden ibarat olan
miisbat  istigamatli  qapali -R z=0 Rx
L=[~R,R]uC; konturuna Sekil 14.1.
baxaq. Cruglar nazariyasini asas teoremina géira

Jf{z)dz: Zﬁgfgf(z}.

Bu barabarlikds

jftz)dz:_'{fmm frteke
miinasibatini nazara alsaq '

Ef(x)m [f{z}mwggggf(z] C®

320

RIYAZI ANALIZ -3

barabarliyini alariq. Gostarak ki,
lim j flzkz=0. ]
&

Dogrudan da, (4) sartindan ¢ixan

o M2aR _ M2
E.!f(z)dziisr{!f(zlm‘—‘,aw‘-‘—ﬁ—x—’ﬂw 0

miinasibstlor (7) barabarliyinin dogru oldugunu gostarir. (7) vo
= K
[ /() =1im [ f(e)e
- -8

barabarliklarini nazora alarag (6) barabarliyinds R — e garti daxilinda
limita kegsak (5) diisturunu almig olang. <

QEYD I Ogar z=co nigtasi, Imz >0 yuxart yanmmiistavinin,
sonlu sayda ndqtalarindan basqa, har yerinda analitik va Imz 20 yuxan
yarimmilstavisinda kesilmez olan, f| (z) funksiyasinin an azi 2 tertibli

sifridirsa, onda If (x)alx inteqrali var va hamin inteqrali (5) diisturu ils

hesablamagq olar.
Dogrudan da, bu halda f| (z) funksiyasimn  z=co0 ndqtasinin
U,.(a)= {z: R<|d< M} atrafindaki Loran sirast

16)- =)

z

[+

c
_-.1?+ -3
4

+
Z]
soklinds olacaq. Belo ki, U,,(a)={z:R<;z<+w} strafinda wi(z)
funksiyasi mehduddur. Demali, elo milsbot M adadi var ki,
Lf(z}lci;, > R(imz>0)
i
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barabarsizliyi tidanir. Buradan (4) sartinin 8dandiyi alimr.
QEvD 2. Tutaq ki, f(x) funksiyas:

f()_P(x) a,z" bk dy

0.(x) " Bz tb,
soklinds rasional funksiyadir. 9gar Q,(.t) ¢oxhadlisinin hagiqi oxda
sifti yoxdursa vo m<n+2 sorti ddanirss, onda Jf(x)dx integrali

vardir va hamin inteqrali (5) diisturu ila hesablamag olar.
Q e v . Farz edak ki, asafidak sartlor ddanir:

1) f{z} funksiyas) Imz >0 yuxan yanmmiistavinin, sonsuz sayda
z,,2;,... tocrid ol $ dqtalerindon  basqa, hsr yerlnda

analitikdir vo Imz=z=0 yuxan yanmmistevisinda L yani
¥l {x} funksiyasinin haqiqi oxda maxsusiyyati yoxdur.

2) ]}‘ (x)ex inteqrali vardir,

3) +o-a yigglan el {R} (R >0) ardicilligs var ki, |z/=R,
cevralarinin yuxar: yarimmiistovida qalan C§ = {::;:‘z R, 1mz>0}

yarimgevralari fizarinda (4) barabarsizliyi denir va C;  yanimgevralari
iizorinda f(z) funksiyasinin moxsusi négtoleri yoxdur, Onda

763213 1) ®

dilsturu dogrudur,
Dogrudan da, 2) sartindan guxir ki,

If(x)mgﬂf{x)a&-
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L=FRr,.RJu C;. konturlarina gmxiqlar nezoriyasinin  esas
teoremini tatbiq etsak alariq:

r6cr (16K =215 1 160, ©

burada m, ilo f(z) funksiyasinin  gapal L~=[--R*,RM]UC,L

konturunun daxilinda galan maxsusi néqtalarinin say isara olunmusgdur.
(9) barabarliyinda n — e sorti daxilindo limita kegsok (8) dilsturunu
alarg.

QEevYD4 Dgar f[x] ciit funksiyadirsa va Teorem 14.1-in gartlarini
Bdayirss, onda

[ ek = i3 res 1) (10)
diisturu dogrudur. (10) diisturu (5) —dan va
[ (e =2 e

barabarliyindan guoar.

- 2
Misal. J= I X _dx (a>0) inteqralint hesablayin.
s+ a’)l

2
Halli. f{x}={x= ia’)’ ciit funksiya oldugu tiglin
15 X
L .
ety
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2
z :
Hegigi oxda flx) ilo dist-lists dilson flz)= funksiyas:
oqiqi oxda f(x) 16 e
daxil edak. £ {z} funksiyasinin yuxari yarimmiistavida 2 tartibli z =ia
polyus néqtasi var. Hamin niiqtadaki ¢ixiq asafidaki kimi hesablamir:

1.

e +;F"‘"’[(_F(’ “‘}’J -

(10) diisturundan istifada edarak

J=}t;f?7dx

barabarliyini aling. Cavab: J= % ;

Misal = B, integralint hesablayin.
x4l

ila iist-iista diigan {z) = Ml:l

ﬁmks|yas: daxil edok. f(z) funksiyasiin yuxan yarmmiistovida
Jl‘

-e‘ va z, =¢'" Kimi iki sads polyusu var. Homin néqtadoki
leiqlar agagidak: kimi hesablanir:

Ha 1. Hoqiqi oxda f(x)= - -';-1-
x

Lo_| 1 L=l
._{_i_']'ﬂf’

rES e meesl = =
=4, 42| 2 ix
2+l 42 46 ~ Jr'Z_“
2 2

R N | 1 _ =i
I sl e Ty

241 a2 o JB,, 8 T

2 2

Bu hesablamalardan va (5) diisturundan istifada edarak
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- i g Jf_
re & =zm-[J__*+.L; w2
A a2 "af2) 2
a2
barabarliyini aling. Cavab: [ = —i-— y

14.3. _[e“' f(x)dx sokilli inteqrallarn ¢ixaglarin kémayi ila

hesablanmas:

Je‘” Fx)ax sokilli integrallarm gxiglarin kémayi ilo hesablanma-

sinda agagidaki lemma miihiim rol oynayr,
JorpAN LEMMASI Tutaq ki, asafidak sartler ddanir:

1) glz) funksiyasi Q={z:ld2R >0,Imz> 0} oblastinda kosil-
mazdir;
2) lim {max g(z)f=0

Onda milsbat A adadi figiin

Jim r[e“‘g(fld&o. (1

burada Cj={z:ld=RImz>0} ilo jZ=R gevrosinin yuxar
yarimmiistovida yerlagen yarimgevrasi isars olunmusdur.

IspaTr 2) sertinden guar ki, R> R, sortini tidayen her bir R adadi
ligin C}; yarimgevrosi lizarida

|a(z) < Mm(R) (2)

baraborsizliyi ddenir, burada M(R) ilo R sonsuzluga yaxinlasanda
limiti 0 olan, R-dan asili funksiya isara olunmugdur.
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jg“*’g(g]dg‘ inteqralinda & =Re ovazlomosi aparsag, sing

LF]

s 2
funksiyasinin [0,;—} pargasinda ¢tkiikliylindan ¢ixan sing = ;{0

barabarsizliyinden ~ va  (12)-den  istifads  etsok,  agafidaki
giymatlandirmani alanqg:
| x x .
[ g(£)at| < M(R): R [le“ldg =M (R)- R [e****dp =
N~ ] o ]
. 3 e
=2M(R)- R e ™ dp <2M(R)-R [e "~ dp =
] oA
= : M(R)1 - ™). a3

lim ’; M(R)1—¢)=0 limitini (13)-da nazaro alsaq (11) barabarliyini
almig olarig. <

TEOREM 142, Tuag ki f(z) Sunksiyast lmz>0 ywcart
yarmumistavinin, sonlu sayda  z,,z,,..,2, ftocrid olunmug maxsusi
an:‘az‘arma'an bagqa, biitiin nﬁq-‘a-’aﬂ‘nda analitikdir vo 1mz 20 ywcar:

yar visinda kasil -, yani f [x] Sfunksiyasmmn hagigi oxda
maxsusiyyati yoxdur. Sger f(z) yyan R, b
dadindon boyik olan i R adsdi tigiin C,:={z:H=R,lmz>0}
yarimgevrasi iizorinda

(=)< m(R) (14)
sartini odayarsa va lim M(R)=0 olarsa, onda istonilan misbat A

adadi tigiin fe"" S(x)dx integralt vardwr va homin integralt
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Ie"" fldetx = Zﬁif:v:_s[e“‘ 7)) ]
-y dw) 77

dilsturs tla hesablamag olar.

IsBATL Ry-dan bdyilk olan R odadini elo segok ki, z,,2,,...,2,,
niigtalari U"[0)= {z el < R} dairasinin daxilinda galsin. Hagigi oxun
I— R, RI pargasindan vo .z = R pe\rrasinin' yuxart yarimmistavida
galan Cy = {z dJel=R Imz> 0} yanm gevrasindan ibarat olan miisbat

istigamatli qapalh L= {- R,RJUC; konturuna baxaq (Sokil 14.1).
Gixiglar nazariyasinin asas teoremina gora

e 1 =2 sl ).

Bu barabarlikda

n

-Je‘”f (ehdz = Jf“’f () + fe (e
miinasibatini nazara alsaq
Je ra + [e‘*‘f(z]dz=mgggfie*f[z)] @16)

barabarliyini alarig. [ (z] funksiyasi Jordan lemmasinin biitiin gartlarini
ddadiyi iigiin
lim [e® f(z}z=0. an
G
barabarliyi dogrudur. (17) va
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- L3
[ flx)aix = lim [e f(x)ax
- &

barabarliklarini nazara alaraq (16) barabarliyinda R — o serti daxilinda
limita kegsak (15) diisturunu almis olarig. <
Q€ v D 1. Ogor teoremdski gortlora Vxe (~e0,0) = T(x)= flx)

sartini da olava etsok agagidaks diisturlart alang:

'j’ £ (x)cos Avdx =27 1m[§ resle™ f{z)l] ,

-=

z f(x)sin Axdx =27 Re[g: ::_e;'s[g“‘ b (z}]} ]

Xiisusi halda f(x) hoqiqi oxda haqigi qiymatler alan ciit funksiya
olarsa,

]f(x)msw =-x lm[f: :g[e*f(z)ﬂ

=]

diisturu, tek funksiya olarsa,
] S x)sin Axdx=x Re[i ff,f[eu: f (z}]]

diisturu dogrudur,
QEvD2. Tutag ki, f{x) funksiyast

f{)gaf[.%z'

x) bz"+..th

soklinds olan rasional funksiyadir. Ogar 0,(x) coxhodlisinin hoqiqi
oxda sifit yoxdursa va m<n gorti Sdenirsa, onda (15) diisturu
dogrudur. Sgor Qeyd 1-doki sortlor da Odensa, onda Qeyd 1-doki
dilsturlar da dofrudur.
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QEYD 3. Forz edak ki, asagidaki sartlar ddanir:

1 fl [z) funksiyas: Imz >0 yuxan yanmmiistavinin, sonsuz sayda
252, tacrid olunmus moxsusi néqtalorinden basqa, har yerinda
analitikdir va Imz>0 yuxan yar visinds kesilmazdir, yani
Vi (x) funksiyasinin haqiqi oxda maxsusiyyati yoxdur.

2) A > 0 adadi iigiin je“’f(,!)dx inteqrali vardir.

3) +w-a yigilan el R} (R,>0) ardicillips var ki, |z=R,
gevralarinin yuxari yanmmiistavida qalan C; = {: 2 =R, Imz> 0}
yanmgevralari fizarinds f(z) funksiyasinin mexsusi ndqtalari yoxdur,
Cp yarnimgevralari {izarinda

(e} < M(R,)
sarti &danir, belo ki, lim M(R,)=0.Onda

[k =22% res £6)

- i Bk
diisturu dogrudur,

Q E v D 4. Oger teoremin sortlori agaf yanmmiistovida ddonarsa,
onda istanilan 4 <0 adadi ligiin

_Ie"'f[x)ﬂh =2 3 re e 1(2)]

dilsturu dogrudur.
QEYDS.

_:[e’* ), ] f(x)cos Axdx va ;j’ f(x)sin Axdx

inteqrallarina, uygun olaraq, Furye, kosinus va sinus gevirma deyilir.
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Misal. [ :ew _dx (a>0,4>0) inteqralim hesablaym.
xsd

Halli flx)=—"— dizgin rasional funksiya oldugu tglin
*+a
Teorem 14.2-ni tatbiq edarak
- i
j xe”‘ 5 dy=2mires- 18-
I +a

A
. . ze ;
borabarliyini yazmaq olar. z=ia niqtesi —- funksiyasinn sada

e - .
polyusu oldugu Uigiin res ﬁ-— -i agagidaki kimi hesablaya bilarik:

e
= z“_+_a- - 1m1 (_ —ia z: i::r o
Belalikla, .
idr =
j 2 = oS = g™
Ixtrd 2
Misal J‘Ifll] = dx {a>0,4> 0) inteqralm hesab]aym,

Holli f(x)= ,” , tok funksiya oldugu figiin
x+a

:jf(x)sinm”n{g;f,f[ev(z)l]

[F53
diisturundan istifads edok. res -fj—_-a, = 82 oldugu iigiin
.z
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1 . T
jf[x}sm)xdxm e
: 2
Qeyd edak ki, integralalti funksiyanin xassasindan istifada edarak,
verilan integraly daha sado yolla hesablamag olar,

Misal J— —dx ((l <d< ]] integralim hesablaym.

Halli f(z}:l—i? funksiyasina baxaq. Bu funksiyanin
polyuslarim tapmagq liglin

e +i=0

tanliyini hall edok. & =¢* :
borabarliyinds e l
funksiyasmin =~ 2m dbvrlii (o 7
oldugunu nazara alsaq bu
tanliyin kiiklarinin L
z, =2k +1)m, keZ xoyali
oxda )rarlagdlymlk ghirarik. P g 2 —
Belolikle f(z)= €. funk- Sokil 14.2,

e

siyasinin xayali oxda yerlagan sonsuz sayda sada polyusu vardir. Sgar
gapah L ? R,R]UA.BU BCuCD konturunu Sakil 14.2-doki kimi

segsak, onda onun daxilinda £ (z) = . funksiyasinin yalniz bir dens
z, =i polyusu olacaqdir. Cixiglar namlyasmm asas teoremina gira
dx

e &
j- dz= 2mres N
1+¢° | +&”

Bu baraborlikda
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[76Ma = [rlekis+ [reie [ [

miinasibstini va
An
e i

e* e*

T fee)

-
[
rasf

barabarliyini nazara alsaq

T [reki+ [+ [1(eNs =-2me™
* “ ( lnst) °

barabarliyini alariq. AB pargasi Uizarinds &danan

: i) A
o ¢ U

< Nt
[i+e? |l+e""'i e -1

barabarsizlikdan va A e (0,1) sortindon gnr ki,
lim [#e)z=o0. (19)
AR

-
(R | @

e tsica®
barabarsizliyindan
lim tif[z)dz =0 (20)
barabarliyi alinir,
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BC pargas: {izorinda

ek -2 e.{tnn] '} G'k
——tr= | dr =gt [LE__
JH—B’ ;!I+e"” ¢ _{Hs'dx @n

hsmbarliyi dogirudur. (19) «(21) barabarliklorini nozers almagla (18)
baraberliyinds R — +o0 sarti daxilinda limite kegsak alang:

. g = i
[ dsete [:5 -, de=-2mie*.
1+ ¢ al+e

K
-

Buradan da
[
dl+e” e 21 sinax
barabarliyini almis olariq. <
isbat olunan teoremlarda {va baxdigpmiz misallarda) talab olunurdu
ki, inteqgralalti funksiyanin haqiqi oxda moxsusiyyati olmasm. Lakin,
milayysn manevrler etmokla yuxarida isbat olunan teoremlari haqgigi
oxda bir va ya bir nego maxsusiyyati olan qeyri-maxsusi inteqrallarinin
hesablanmasina tatbiq etmak olar.

Misal. I'-'SI-“ i dx (4> 0) integralini hesablayin,
A -

Holli flz)=5- funksi- y
z
yasina baxaq. Sgar qapah
L=I—R,-r]uy,u[r,ﬂ]u€, %
konturunu $akil 14.3-doki kimi
segsok, onda onun daxilinde

e* ;
z)=- funksiy Iniz 5 3
f{ ) G L ya _ﬂ =r \’l_;//y e F
z=0 sada polyusu olacaqdir. .
Cixiglar nozariyasinin  asas Sokil 143,
teoremina gira
333
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" o Jordan lemmasmdan ¢ ki,
& .
& dz =2mires=—.
;_[ z Lol ; lim jf(z)dz =0 24
Aumc N @
Bu barabarlikds '
i * i -
-jf[z)dz=-jf(x)dx+ [/ +'.'[ Feer [£(Xe indi f(z)= gz-- funksiyasinm y, gevrasi tizra inteqralinin r sifra
i 3 P v O

yaxinlagdigda limitini hesablayagq.
milnasibatini va

el {coswsdsing)
res—= :,I =1 lim .[d dz= llm e ird%dp=i lim fe g hinedo =iz,  (25)

barabarliyini nozare alsaq (24) va (25) borabarliklorini nazors almaqla (23) barabarliyinds R-i

; \ +ee-a, r isa 0-ayaxmnlasmaq sortiilo limits kegsok alarig:
(M= [rGhars [CHs+ [fGhier [1leds =2 @2

2i IM dy+ i =27,
x

barabarliyini alang.

L g ’]g"“ Buradan da

Tsindx , o«
Cdx= A=0). 26
barabarliyindan gixan J % 2 (a>0) (26)

jf':-dx»r j%m 2:?5“-‘3'-“

-8

barabarliyini almis olang. <
Qeyd edak ki, (26) dilsturunda 4 -mi - A il avaz etsak A <0 oldugda
barabarliyi (22) diisturunda nazars alsaq

Rk o ol [ a2 (a<0) @
20 [ X des [“de+ j--; dz =27 23) o ¥
r x " A . .
d i barabarliyini alarig. (26) va (27) berabarliklorinden
diisturunu alang. !
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1, A0,
—dx =signd=410, A=0,
-1, d<0

2 “Tsin Ax
=i

diisturu alinr. )

SerbBosT Isl Tuaq ki, z,2,.,2, Imz>0 yuxan
yarimmilstavinin, a,,a;,...4, haqigi oxun ndgtaleridir. Forz edak ki,
asagidaki sartler ddanir:

1)Elo § >0 adadi var ki, /() funksiyas:

Q, ={z:Imz> -6\ (fz, 2y, 2. U {1 20000, )

oblastinda analitikdir;
2) a,,a,,...,a, nqtalari f{z} funksiyasinin sada polyuslardir;

3 Jim ma&f{zﬂ:ﬂ.
Gaosterin ki, bu sortlor daxilinda istanilon misbat A4 adedi lgiin
_[e“‘ f(x)dx inteqrali vardir va homin integralt
J-e"" £ (x)de = Migs[e“" @)+ zii:_'es[e"" £(2)] (28)
= k=l T Jal

diisturu ila hesablamagq olar.

SarBasST I§2. js—ul-—jfdx (2 >0) inteqratim (28) diisturundan
L]
istifada edarak hesablayin.
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14.4 . Cahismalar

14.1.
Asafidak integrallar: hesablayim.

1. " J- % cos’ 40

S+3cos9 > J13412sin8 77 J13+12c0s8
cos &1’9

4).

) l+s:n’9

Sk Ic:g{ﬂ —iad@, a>0.

6). _[e""crg{& —ial6, a>0.
L]

T sin*&dg X i
7. —{1 smesg i D>k By-l<a<l; e)a=1.
i= da
T - S 1.
B J1-2pc039+p’ ©0<p<)
T cos'3Gd0
2 (o<p<).
L ;l 2pcos28+p* 0<p<)
= cos26H6 costHg
. 1. 11 —— (D p<l).
10) -[l 2pcos?€+p a0k J.l Zpsms-y-p’ 0<p<1)
2=
12). ]’ 49 (a>1).13). jcrg{e—a)de (Ima>0).
a+cosé
14). [“" wa& (0<b<a).15). j‘H o (0<a<1).
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14.2.
Asafidak: integrallar hesablaym.

T —x+2 T dx
D. J[_’+IX\"+§) 2 Ix +10x* +9 30 _-[x’:h'x—zl

.r+1

|

e J—s“z“‘
e I{x +I)’ J(x +4dix— ST Jr MT a>0)
10). j(-‘—‘Y {a>0).11). .:[EFW
12) ‘i' ‘}' o
G ..,f+4x+|3]’ A raaaf

14). j j j,,ns). Ix?{‘:i,

14.3.

Asagidaki integrallan hesablayin.

(-1 Tl YO
1). I x- )e" dx_z). .,I,ki-;m_z‘ﬁ'”' J'( T ]

= x’+4r‘x-—5)’

a). J' LV 3)"’1 _dx. 5). ]l’{‘"ge-m_drs) .]'..___e-“

~6x+109 DX +8 +16
¥ XCo5x xsinx
I(x + 2ix ~ 2? e '[ -9 x +4x+20
oosam!x
10). J(x’+1)(x’+4]'m ix,+g . 12), °j 2 (a>0).
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13). jws-dx (a>0). 14). °—°s—’+’"‘-"—’ (a>0,m>0).

‘l'l

cos Axdx

¥ xsmx
15). JI 16). j{—m 3] (2>0).

7). jx smamlx (@>0). 18). Ix ? cos xdx

()

Asagidaks inteqrallan bag giymat manada hesablayin.

T xcosx T dx
19). oo d . 20), J:;é teC).

21)!}6}-_-&)—(;:;j (Im&>0,Imz>0,z¢).

22), u]'-['--'-""]dt (o:esa].zn.uj'--;----“"“F ) (020, —c0<Z <4ar),

Sll'l ax

i "'“s"“m: (z>0).25). j‘I

24), _|' ]d: (a>0, Res>0).

x—sinx

26). jx—(x +a)¢: (Rea>0).

14.5. Cavablar va giistariglar

14.1.

T 1
1. - li. i i ! i
) 2 Halli P funksiyasinin  dovrii 2z oldugu iiglin
onun uzunlugu 27 -ya barabor olan pargalar iizra inteqrallart barabordir.
Bu fakti nozara alib z=e" avazlomssi aparsaq va
=t 2
d&:—fdz,cu'.s‘?:e{s—'}e e [z+ 1]= E
z 2 2 z 2
barabarliklarindan istifade etsak
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]»__ dg  F de =~2f’-f- dz
J5+3cos8 J5+3cosd 2,327 +10z+3
1

barabarliyini alarig. R’(z)=—2i33,+1 o753 kst iki sado

polyusundan yalniz biri, yani z, = —% nbqtasi 'zl =1 gevrasinin daxilina
dilsiir. Onda (3) diisturundan istifada etsok alanig:

T de __2“:" dz

] = =-2ilxires
25+ 3cosd

1
32 +10z+3 i ‘Sz +10z+3

B
1 T
:4;-—-——-] =4 ==
62+IU::_; -2+10 2

2), 2".3), ”.4). 2::[ _*'z'—i]. 5). 7. 6). 2xe™. 7). 3) ”, ibym;
97.8). - )L‘ p”’ﬁ . 10). _{p L 11). 0.

12). ;rL .. 13). . 14). —{a Jat b’) 15). .rm

J1-a*

14.2.

x -m,fz ar
3T .3).0.4 .5). 5
e ). 0.4). )3
T 3x,‘2 x P 72
B [ 1) NEreent | § N Sums ‘__, . 1% 14), =12 3

162" ™ g ]ab(a-t-b) 27 }z g 4 -

T 16 2 Ho i Hagigi oxda (2)=
3 x

”.7)‘ -3—”-.3). 0.9).

: ila fist-iista diigan
+1

f(’]='zfs!+“] funksiyasi daxil edok. f(z) funksiyasmin yuxan
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[ = 2=
yanmmiistavide z,=e®, z,=e? va z,=e¢ ® kimi ii¢ sado polyusu
var. Hamin nqtadaki ¢ixiqlar asagidaks kimi hesablanr:

1
= (k=
mFEa 62 (=123).

Bu hesablamalardan va (5) diisturundan istifads edarak

T odx 1 1 1 E z, z
=2 — + = =20 = | =
_{x‘ +1 {63" 6z, 6z, ] {6:,‘ 6z; 62y ]

27 2
2%[‘%‘31'3:}:%

barabarliyini aling.

14.3.

1), me™. 2). --"’—Esinl‘ 3). 0. 4). mie™. 5). #ll-i)e*™.

I’ T, B cof o ag T . :
6). L 7. 29[su-J.l—r:.osﬂ}. 8). =4 (cod~3sinl). 9). 3¢ (2cos2+sin2)

=’ m” Epl o e
10). i2 (2¢-1). 11). R 12). 2"1;'2"" [cos w3 +sin \h].

- e A

" me P T a_1gn
13). il 14). S 15). ﬁe sm . 16) [ 3e ]
) “‘: (2-a).18). 0. 19). x{2sin2—2$in3]. 20). misgn(Im£).
27 (e _ g _x £ ol
21). g_z(e ). 22). rasgna.  23). .5 g W T

zb!
l.l;;ﬂn axtarilan integrali

25). T fl-e*)Halli flx)= [ b,} ciit funksiya oldugu
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SN v sin ax

,(1 m]d r(x S e [ o m)‘*’]

kimi piisiara bilarik. I (‘1

T ’ P
_Ltmr’”"’"fff-zu e uﬂ

b ZMILT z(' :J')X' fb){x _‘Ib)+ m'qun; :[z’_:si)z =

e 1 e? 1 T
=2ai +0 = - N=f = 1-e
™ iw2ib " b7 ’"{ 7t =yt
Belalikla,

sinax

x{x )2 [I,(,f: b’)d"] = =)

T a’
26). - -e™ |,
) Ia'[l a+ S8 ]
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XVFasiL
ARQUMENT PRINSIPi. RUSE TEOREMI

15.1. Loqarifmik ¢ixig. Arqument prinsipi

Teartr 15l. g w{z)-—:{r—((f}) Sfunksivasma  f(z) funksivasim
logarifmik téramasi deyilir:

b w(z) fumksiyasiun z=a nogasindaki cragma  f(2)
_ﬁmkmmmm foqarf:ﬁuik cuag deyilir;

o I 16 )dz integrahna, f(z)-in miisbat istigamotli qapah L

konturuna nazaran logarifmik cuag deyilir.

Lemma 151, f(2) funksivasmn n toriibli sifrt onun logarifiik
téramasinin, quxigi n -a barabar olan, sads polyusudur.

| ss At Tutaq ki, z=a ndqtasi, bu négtanin miiayyan strafinda

analitik olan f(z) funksiyasinin n tontibli sifndir. Onda f(z)-i @
niqtasinin strafinda

£(5)=(z-a) g(z) (sla)=0)

soklinda g8stormok olar, burada g(z) @ néqtasinin atrafinda analitik
funksiyadur.

S@)=nlz-a)"gle)+(z-a) g'(2)
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gz

barabarliyini va T} funksiyasinin @ néqtesinin atrafinda analitik
me

olduunu nazars alsag, onda flz)-in  logarifmik téromasinin a
néqtasinin atrafindaki Loran sirasinin

f(_ nlz—a)"glz)+(z— a)"g z

7 s Lorha-d

zag(z zam

saklinda oldugunu gororik. Bu ayrihgdan ¢uur ki, z =a niqtasi i([z])
z

funksiyasimm sada polyusudur va res f_(zg =n.<
2=a f(z

Lemma15.2. 11 (z) funksivasimin m tartibli polyusu onun logarifmik
taramasinin, goag (- m)-a barabar olan, sads polyusudur.

I ssarti Tutaq ki, z=b ndqtesi, bu néiqtonin’ milsyyan
Uulx(b]z{z 10<|z-4 4R} markozsiz otrafinda analitik olan f(z)

funksiyasinin m tortibli polyusudur. Onda f(z)-i & noqtasinin bu
atrafinda

f(z)-[—il]; (1t} )

soklinds gdstormak olar, burada h{z) U,,(b) halqasinda analitik

funksiyadir, bela ki, z=5 niqtasi onun aradan galdinila bilon maxsusi
niiqtasidir.

7o) -‘—'""—((l{—zﬂﬁ D (ce0,,0)

p—_— A -
barabarliyini vo k((:-j) funksiyasimn b négtssinin otrafinda analitik

oldugunu nozore alsag, onda f(z)-in logarifmik tSramasinin b
ndqtasinin strafindaks Loran sirasinin
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! — mh(z)+(z—b)K" I = —-m Z"
J ( b'k(z} ( z— b fl = 2_—3+ ] h*(z'b)‘
L)

saklinda oldugunu gorarik. Bu ayniligdan gror ki, z==56 nbqtasi -}-Ez)

funksiyasinin sada poiylusudur vo res —J;—g)] ==m.a

Teowrewm 151, Tuag ki, f(z), serhaddi diizlona bilan qapal L
konturu olan, mehdud G oblastmn  a,(j=12,..,1) néqtalorinds
n, {j=1,2,,..,.’) tartibli sifirlart olan, L konmtwru fdizavinds va G
oblastrmn p, (k=1,2,..,m) tortibli b, (k=1,2,..,m) polyusiarindan
basga hor yerinds analitik funksivad. Slavo forz edok ki, f(z)
Sfunksiyas: L konturu tizarinda sifra cevrilmir. Onda

1 fz]a‘z wlffcip 1

: »
ditsturu dogrudur, burada N = Zn_J va P= Zp, ila, uyium olarag,
a =

flz) funksiyasimun G oblastindake sifirlarmin ve polyuslarmm say:
isara olunmugdur, bels ki, har bir sifir va har bir polyus oz tartibi qadar
saydir.

Issari Lemma 151 va 152-don guar ki, f(z) funksiyasmin

logarifmik toromasi L konturu fdizorinde va G  oblastinin
a, (j=12...0) vo b, (k=12.... m) néqtalarindan bagqa har yerinda
analitik funksiyadir. Bu néqtaler isa onun sade polyuslandir. Cixiglar

nazariyyasinin asas teoremini '; {z} funksiyasina tatbiq etsak
-4

wliebeifiinly @
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1)

barabarliyini almis olariq. res-{—} =n, (j=12,..0) (Lemma15.1-2

gbra ) va res i( ] (ic = I,2,..,,m} (Lemma 15.2-2 g&ra) barabar-
“ @)

liklarini (2)-do nazars alsaq (1) dilsturunun isbatim almig olarig. <

Isbat olunan teoremin handasi manasi 6z aksini asagidak: teoremda
tapmugdir.

T eorem 15.2 farqument prinsipi). Teorem 13.1-in gartlari daxilinds
fz) funksiyasmm L konturummn daxilinda olan sifirlarmmn sayr N ila
polyuslarimn sayr P-nin forgi, Z néqtasinin L konturinum miisbat
istigamati  boyumca tam bir dévrit zamani, f| z) funksiyasmm
arqumentinin aldigi A, arg f| [z) artimimn 27 <ya nisbatina barabardir,
yani

N-P= ;;AL arg f(z). (3

[ searvi Tutag ki, L ayrisinin har L
hanst bir z, ndiqtesi (Sakil 15.1 a)) onun o
baslangiict vo sonudur. w = f{z) inkasi
zamam (z) mistovisinda olan qapah L

=]
.

oyrisi (w)  mistovisinin @ w=0
nigtesindan  kegmayan qapah T &
ayrising kegir (Sakil 15.1 b)). = niqtasi
Zp-dan baglayaraq L oyrisi Uzarinde Tv (w)
saat oqrabinin oks istigamatinda horakat

etdikds, W noqtesi w, = f(z,)-den L
baslayaraq I oyrisi iizarinda harakat e
edacakdir. z ndqtesi L ayrisi izorinda
tam bir dévr edon zaman, w néqtesi I’ [
oyrisi iizarindo horakat edarsk yeniden
w, noqtesine qayidacagdwr. w=0
nigtasi T'-in daxiline da diiss bilar, b)
xaricina da. w, ndqtasinds arqumentin
&' qiymatini qeyd edok. w néqtasi T’
346
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ayrisi lizarindo haraket edarek yenidon w, ndqtesina qayidan zaman (bir
tam dévrden sonra) onun arqumenti kasilmaz olarag dayigorak, w,
noqtasinde  yeni  bir 6" qiymstini (Umumiyystla 8'-dan farglil)
alacaqdir. Aydindir ki, 8" =8+ 2k, burada k- w nbqtasinin radius
vektorunun w=0 niqtesi atrafindaki dénmalarinin  sayidir (saat
agrobinin  sksina olan ddnmalor miisbat isara ila, saat aqrobi
istiq inds olan dé isa manfi igara ils sayihr). Sokil 15.1-da k
2-ya borabardir. w=0 ndqtesi T'-in xarici oblastina diigso k=0
olacaqdr, giinki, bu halda W noqtesi I" syrisi iizarinds bir tam divr
etdikda, onun arqumentinin artim sifir olacagdir.

~8,, forgina f(z) funksiyasmin
doki artimi deyilir. Aydindir ki, bu artim L syrisi iizarinde olan z
noqtalorindan asih deyil, yoni Wz e L iigiin

itinin z, € L noq

8,6, =6, -6, =2mk )

borabarliyi dogrudur (8, vo @ adadlorini miixtalif olmalarina
baxmayaraq!), burada & - w= f{z) noqtasinin radius vektorunun w=10
néqtasi strafindaki dénmolarinin sayidir.

g7 -8, forgine f{z) funksiyasimun arqumentinin L kontturu

boyunca artimi deyilir va A, arg f(z) kimi isara olunur, Belalikla, (4)-
dan guar ki,
A, arg f(z)=2ak &)

diisturu dogrudur.

Indi iso f(z) funksiyasmin L konturuna nszarsn logarifmik
exiginda w = f(z) avezlamasi aparaq. Onda alang:

zm "j.f (z) lj'dw : 6)

w

8.2 bandinds isbat olunan (*) diisturundan istifads etsak
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1 q’ﬂ =k
2mf w

barabarliyini alariq, burada k- w= 7(z) néqtasinin radivs vekiorunun
w=0 nbqtasi strafindaki dénmelerinin sayidir. Bu barabarliyi (6)-da

nazara alsaq
1 @)y
f e

barabarliyini, buradan da, (5)- ve (1)-i nozara almaqla, (3) dilsturunu
alarg, 2

Nqa‘rlca 15.1. Diizlana bilan qapali L ayrisi iizarinda va onun daxili
G oblastnda analitik olan va L ayrisi iizorinds sifra gevrilmaysn f(z)
funksiyasiun L ayrisinin daxilindoki sifirlarinm say, Z négtasi L
aya isi dizarinda saat aqrabinin aksi istigamatinds tam bir dovr edarkan,

= f(2) nogiasinin radius vektorumun w=0 néqtasi atrafindaki
dﬁuma.’arfnin sayma barabardir.

i saatt f(z) funksiyas: analitik olduguna goro (1) dilsturu

1 fG)
BLI AL 2 . 7
] 79 @
soklini alir. Arqument prinsipina gtira (3) disturu
1
N=2-4,af @) ()
gbrkamini alir, (5) diisturuna goire z ndqtasi L ayrisi izarinda saat

aqrabinin sksi istiqamatinda tam bir dévr edorkan, w= f(z) néqtasinin
radius vektorunun w =0 niqtasi otrafindaki dénmalarinin say1

1
sy haref @)=k ©
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dilsturu ila tayin olunur. {7)- (9) dilsturlarindan naticenin isbati alimr. <
Misal f(z}=£‘; funksiyasinin a) logarifmik téramasini;

1-=
2

b) |zl =4 gevrasina nazaran loqarifmik gixigini tapin.

[ k]wsz-smx [z—x]cosz——sinz
Halna)f(’) L1
76" [3_2) z—g [z—i)smz

sm; funksiyasmin |z =4 gevrasinin daxilinda iig sifr

b flz)=

2
va bir polyusu var. |2/ <4 dairasinde Teorem 15.1-in biitiin sartlari
tdandiyi tigiin (1) diisturuna géra

hqu{z =2,

Misal. f (z)-— — ﬁmkslyasmm sifirlarina va polyusuna nazaran

onun logarifmik tﬁmmagmm gixiglarin tapin.
H o 1| 1 i Verilan funksiyamin sonsuz sayda sada

2, = % +7k (keZ) sifirlan vo bir dene sade z=-1 polyusu vardir.
Onda Lemma 15.1 va 15.2-ya gora

f()_ 1.
ey e s
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15.2. Ruge teoremi va onun tatbiglari

T eorem 15.3 (Ruse). Tutag ki, f(z) va @(z) diizlona bilan qapah
L ayrisi dizarinds va omun daxili G oblastinda analitik olan
Sunksivalardir, bels ki, L ayrisi tizorinds |f(z) > |plz) baraborsizliyi
ddanir. Onda f{z) va g(z]: Vi (z)+ olz) fimksiyalarmm L ayrisinin
daxilindaki sifirlarimmn sayr barabardir.

Pssare [F{z)>plz) sortindon gr ki, ne f(z) ne do ki, g(z)
funksiyas) L ayrisi lizarinde sifra cevrila bilmez. Har iki funksiya
Matica 15.1-in gortlarini 8dadiyine pbra, onlarin L syrisinin daxilindaki
sifirlarinm sayini, uygun olaraq, agagidals diisturlarla hesablamaq olar:

1 1
Ny =5 b8/ () vo Ny =54, arggls),  (10)

burada N va N_ilo, uygun olaraq, flz) va glz)-nin L ayrisinin
daxilindaki stfirlarinin say isara olunmusdur.

argg(z) = arel 1 (z) + p(2)] = arg £(2) + arg{l + j’,([j}

miinasibatindan gixir ki,

6Largg(z)=A,.argf(z)mf.ars{lfﬁg]}. )
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olz)

w=1+2%0  inkasi  zamam  (2)
Sz =
milstavisinds olan qapah L oyrisi,
[fz)>|e(z)  sortino  gora, (w)
milstavisinin miiayyan
U,()={z:]z-1| < p <1} dairssina
daxil olan qapali T" ayrisina kegacokdir »=0 i
(Sokil 15.2). Demali
w=l4+ olz) (zeL) radius vektoru
I Sokil 15.2.

w=0 niqtesi strafinda, bir dofo da
olsun, tam dbvr etmayacak. Ona gira da A, arg{l+-f~((3}:0
olacaqdir, Bu barabarliyi (11)-da nazars alsag,

4, 3"33(2): 4, arg f(2)

borabarliyini almis olarig. Belalikla, arqument prinsipindan gixan Natica
15.1-i va (10) isaralamalarini nazars alsaq teoremin isbatini almig olaniq.
<

Misal g(z)=z"-4z"+2" -1 funksiyasimn |2 <1 dairasindaki
sifirlarinin sayimi tapin.

Halli gz) funksiyasim f{z)=-42° va glz)=2"+2" -1
funksiyalarinin cami goklindo gosterak. Onda |z|=1 gevrasi iizarinda
Gdanan

I7(z)=|-42°| =4,
o) =l +£* i sl +1d" +1=3

minasibatlorinden gixir ki, |=1 gevrasi izarinda |f(z)>|elz)
borabarsizliyi donir. f(z)=-4z® funksiyas: ligin z=0 bes tartibli
sifir oldugu Uglin Ruse teoremino gora g(z) funksiyasmn [z <1

dairasinds 5 sifi1 var.
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Qeyd edok ki, f(z) vo ¢z) funksiyalannn basqa segimi do
mitmkiindiir. Masalan, f(z)= 2" —4z*, @(z)=2* -1 kimi.

Misal z'-5z+1=0 (*) tenliyimn U,‘,(0]={z:]<|z|<2}
halqasindaki sifirlarinin sayin tapin.

Halli ]z‘ —5z+l|2|53$—-|z‘|—1 barabarsizliyindan guar ki, (*)
tonliyinin Jg=1 gevrasi ilzarindo holli yoxdur. (*) tenliyinin g <1
dairasindaki sificlanin tapmaq digiin  f(z)=-5z va ofz)=z'+1
funksiyalan  daxil edok. |2/=1 cevrasi ({zerinde  Gdenan
1f{(2) =|-52 =5 vo lplz) =|z* +1 £]z]" +1=2 miinasibatlarindan gnxir
ki, bu gevra fizarinda 'f(z}:vr;n(zl barabarsizliyi ddanir. f(z)= -5z
funksiyasin |7 <1 dairesinda yalmz bir sifn oldufu dglin, Ruge
teoremina gdra (*) tenliyimn |z <1 dairasindaki sifirflanmin sayr 1-8
barabardir.

(*) tenliyinin 2l <2 dairasindaki sifirlarini tapmagq iigiin flz)=="*
va p(z)=1-5z funksiyalan daxil edak. Onda |z =2 gevrasi iizarindo
ddanan

FE=let=16, o) =fi-5e<s+1=11

miinasibatlorindon grir ki, |2 =2 cevresi fizarinda |f(z) > |p(z)
barabarsizliyi ddanir. f(z]:z‘ funksiyasinin 12]42 dairasinds 4 sifin
oldugu iigiin, Ruse teoremina gora (*) tenliyimn |z <2 dairosindoki
sififlanmin~ say1 -~ 4-a  borabordir.  Belolika, (*) tenliyinm
U,,(0)={z:1<|2| <2} halqasindaki sifirlarinin sayr 3 -5 barabordir.
Teorem 5.4 (cabrin asas teoremi). Daracasi 1-dan kigik olmayan

n daracali cabri goxhadlinin kompleks milstavida (har kok tartibi gadar
sayilmag garti ila!) n koki var,

[ssari Tutaq ki, P(z)=az" +a2"" +..+a,,z+a, (a,#0,neN)
n doracali cabri goxhadlidir. z= noqtasi P, (z)-in polyusu olduguna
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gbra limP,{z)=c0. Bu o demokdir ki, elo R, >0 adodi var ki, 7,(z)
soxhodlisinin biitiin ksklori U, (0)={z:lz/<R,} dairasinin daxilin-
dodir. f(z)=a,z" va @lz)=az™ +a,z"" +..+a,,z+a, funksiyalan

z "
daxil edok. z=co noqtasi '3’{] funksiyasimn  sifni oldugu iigiin
9 16)

Eiqn&%(z—g=0 miinasibati Sdenacokdir. Buradan ¢our ki, els R >0

adadi var ki, ondan boyitk olan bitin R adadlori fgiin
C,4(0)={z:|2 = R} sevresi iizorinds | f(z) > |z} barabarsizliyi sdanir.
R' =max{R,,R} adadi figiin ham P,(z) goxhodlisinin biitin koklori
UR.(O):{Z:Hc.R'} dairasinin  daxilinds  yerlogacak, hom ds
C,'{0)={2:12|=R°} gevrosi Gizerinda |f(z) >Jp(z) berabersizliyi
Sdonocok. ©Onda Ruge teoremine gora  flz)=a,2" wo
P(z)= f(z)+fz) funksiyalanmm C,(0) gevrasinin daxilindaki
sifirlarnm sayt  barabar  olacagdir.  a,z" =0  tanliyinin
U,(0)={z:|z <R’} dairosinin daxilindoki kbKlarinin saymmn n-o
borabar oldugunu ve P,(z) goxhadlisinin  biitin  koklerinin
U,(0)= {z )2 < R} dairasinda oldugunu nozars alsaq teoremin isbatin
almig olang. <

Teorem 15.5 (Qurvis). Tutag ki, G oblastinda analitik olan {f,(z)}
funksiyalar ardiciilifs, G oblastuin har bir mahdud va qapalt alt
coxlugunda, eynilik kimi sifir olmayan f(z) finksiyasma miintazam
igthr. Onda z, € G négtasinin f(z) funksi sifit olmast digiin
zoruri vo kafi gort, z,-a yigilan vo milayyan ny(z,)e N adodindan
boyitk olan istanilan n natural adadi dgin f,(z,)=0 sartini édaysn
{z,} = G ardicilligmn varligidir.

i sB a1 Kafilik aydin oldugu figlin teoremin zarurilik hissasini isbat
edok. Tutag ki, z,€G noqtesi f(z) funksiyasmin sifndir. &>0

ododini elo segok ki, zo-n qapah U,(z,)={z:|z-z,j<8}cG

353



XVF85!L ARQUMENT PRINSIPL RUSE TEOREMI

atrafinda f{z)-in z,-dan basqa sifr1 olmasin. Bu hamige miimkiindiir.
Oks halda analitik funksiyanmn (f(z)-in ‘G-do analitik olmas
Veyerstragm analitik funksiyalar ardicilligit tiglin olan I teoremindan
gixir!) yeganalik teoremindan gixards ki, f(z) G oblastinda eynilik
kimi sifirdir. Bu iss sarta zidd olardi. Veyerstrassin kasilmaz funksiyalar
figlin olan teoremina giira e, II{E"IJJf(z] =m=>0. {f,(z]} funksiyalar
ardicillign G oblastmin har bir mahdud vo qapalt at goxlugunda f(z)
funksiyasina miintazam yi1gildifs dgiin ela n, (z,)e N adadi tapmagq olar
ki, n,(z,) adadinindan béyiik olan istanilon 1 natural adadi va istanilon
zeC; = {z tlz—-z, =¢')'E} elementi tigiin |f,(z)~ f{z) <m borabarsizliyi
ddenar.  f£,(z)=f(z)+{/,(z)-f(z)} boraborliyindan vs Ruge
teoremindan ¢rar ki, nn(zn) adadindan biyiik olan istanilan n natural
adedi Ggiin, f,(z) va f{z] funksiyalarmin U, (z,) = {z:[z—z,| < 5}
dairasindaki sifirlarinin sayr eynidir. Demali, 1> n,(z,) sortini ddayan
biitiin 7 -lor Gigiin £, (z) funksiyasinin U, (z,) dairosinda on azt bir sifi
var, yoni elo z,eU,(z,) nbgtesi var ki, f£,(z,)=0 (n>nyfz,))
baraberliyi tdanir. Géstarak ki, {z,} ardicillifs z,-a yafihir. Bunun iigiin
gostorak ki, {z,} ardicillifimin  z,-dan basqa xUsusi limiti yoxdur,

Tutaq ki, z° {z,} ardiciliginin har hanst bir xiisusi limitidir. Onda el -

{.} alt ardicilb@ var ki, limz, =2". 0=limf, (2, )=7E)
barabarlivindan guar ki, f[z'): 0. U,(zu] atrafinda f[z)-in z,-dan
basqa sifi olmadigna gore z' =z, olmalidir. Belalikle, gdstardik ki,
z,€G noqtsi f(z) funksiyasimin sifridirsa, onda z,-a yialan vo
miloyyan n,(z,)e N adadindon boylk olan istenilen n natural adadi
tigin f,(z,)=0 sortini 5dayen {z,}c G ardiciligi vardir. <.
Qevo 1 U0)=f:j4<1} oblastnda f,(z)=2. analitik
n
funksiyalar ardicilliina baxag. I
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tin sup 1.~} -1im -0
borabarliyi gostarir ki, j;{z):% ardicilhgy U, (0)={z:1z1 <1}
dairosinds  f(z)=0 funksiyasma mintozam yigihr, f,,{z}=g:
n

funksiyalarimin heg birinin U,[0)={z:|zi<i} dairasinde sifrt yoxdur.

Lakin bu dairenin har bir ndqtasi limit funksiyasinin sifidir. Bu misal
gostorir ki, f(z) funksiyasinm eynilik kimi sifir olmamasi mihiim

gortdir.
Qevyo 2 U‘(0)={z:|z|<1} oblastinda f,{z):l'-:': analitik
n
funksiyalar ardicillifina baxag.

] sl -

boraborliyi gostorir K, f(e)=1-2 ardieiliy U,(0)={fz:|d <1}
n

dairosinda  f(z)=1 funksiyasma mintozam yigihr.  f(z)=1
funksiyasinin U‘{ﬂ]:{z:}zi 6:1} dairasinda bir dena do olsun sifnt

olmadif halda, bu dairenin gevrasinin har bir ndqtesi f,{z)=l—-z -
n

ardicillifinin limit néqtesidir. Bu misal gosterir ki, teorem G oblastinin
sarhad niqtalarina tatbig olunmur.

15.3. Cakili logarifmik gixiq

1 e, . T
Tortr152. = -Jp(z)-}gdz integralina, f(z)-in misbat istiga-

" matli qapalt L konturuna nazaran ¢akili logarifmik cuag deyilir.
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Lewmma 15.3. Tutag ki, f(z) ve olz) funksipalar: z = a nogtasinin
gtasi f(z) fumkst
n tartibli sifndwsa, onda o ;o(:]f @) funksiyastmun ya sada

/)

polyusudur, ya da ki, aradan galdirila bilan maxsusi ndqtasidir, bela ki,

miiayyan atrafinda analitikdir. Ogar z=a

1) Jl ofa) ola)=0 olarsa,

re.w( ) 1) 0, pla)=0 olarsa 12

I ssa71 Tutag ki, z=a niqtesi, bu ndqtenin milayyan atrafinda
analitik olan f (z) funksiyasiun n tartibli sifidir. Onda fl2)-i a
nilqtasinin strafinda

/e)=(z-ay'g(z) (gla)=0)

saklinda gdstormak olar, burada g(z) @ ndqtasinin strafinda analitik
funksiyadir,

S E)=nlz-af"glz)+(z-af g'(2)

barabarliyini vo Z[%) funksiyasin a noqtasinin atrafinda analitik

oldugunu nozara alsaq, onda f(z)-in gokili logarifmik téremasinin a
niiqtasinin atrafindak: Loran sirasimin '

JG) _ yle=a) gl)+(z—a)'gle) JAY-(C)
S R 7 R =
- lle) o)+ .+ @(Z)E{:J =" g )+

: 9,(z}g' (Z} W(G]

+c, +r:(z a}
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soklinda oldugunu gorarik. Bu aynhsdan ¢nar ki, z=a noqtesi

olz) (()) funksiyasinin ya sads polyusudur, ya da ki, aradan qaldirila

bilan maexsusi néqtasidir va (12) dilsturu dogrudur. <
L emma 154, Tutag ki, z=b négtasi, bu ndgtanin mitayyan
Uq,(b}={z:(l <|z—b|<R} morkezsiz atrafinda andlitik olan f(z)
Sfunksiyasiun m tortibli polyusudur va olz) funksiyasi z=b nig-
U
tasinin miiayyan atrafinda analitikdiv. Onda z=b néqtasi :p(z){q(—zj}
z

funksiyasmun ya sads polyusudur, ya da ki, aradan galdirila bilan
maxsusi nigiasidir, bela ki,

%Mz)fﬂ'%) {-w(bl ¢(b)0 olarsa, i

0, o{b)=0 olarsa

issati z=b nogtesi f{z) funksiyasimn m tartibli polyusu
olduguna goro f(z)-i b ndqtasinin U, ,(b) otrafinda

f)= (;_'('zj,'}}" (+6)=0)

saklindo gostarmok olar, burada h(z) U,.(b) halqasinda analitik

funksiyadir, belo ki, z=b ndqtesi onun aradan qaldinla bilan maxsusi
noqtasidir.

Py ‘H’ =) (v, 6)

barabarliyini va {) funksiyasinin b noqtasinin strafinda analitik

Hz)

oldugunu nazare alsaq, onda f(z)-in gakili logarifmik téramasinin b

néqtesinin otrafindaki Loran sirasinin
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f'(z)n -mﬁzﬁ-{z () # olz ()
ﬁz}m—w&)ﬁ‘%ﬂ— [) 'P()-(-j

(o) o 0o 2} ]+ St = "”*’“’hza (e-5)

soklindo oldugunu gorarik. Bu aynligdan g¢uar ki, z=b ndqtasi

1)
?7(3) {}

bilan maxsusi ndqtasidir va (13) dilsturu dogrudur. <

T eorewm 15.6. Tutag ki, f(z), serhaddi diizlana bilan gapali L
konturu olan, mahdud G oblastmm  a; ( =12,...,1) négtalorinds
n;(jzi,Z,.,.,f) tartibli sifirlart olan, L kontwru iizarinds va G
oblastmn  p, (k=12,..,m) tortibli b, (k=12,..,m) polyuslarmdan
bagga hor yerinds analitik funksivadir. Slava forz edok ki, f (z)
Sfunksiyas: L konturu tizarinda sifra evrilmir, olz) iss L konturu
iizarinda va G oblastmda analitik funksiyadyr. Onda

2,,,1 VL8 ir= Sl - 50t 19

funksiyasinin ya sada polyusudur, yada ki, aradan qaldinla

diisturu dogrudur.

IseaTi Lemma 15.3 va 15.4-dan gixir ki, f[z} funksiyasinin gakili
logarifmik toramasi [ konturu fizerinde va G  oblastimin
a, (j=12,.,1) vo b, (k=12,..,m) néqtalarindon bagqa hor yerinda
analitik funksiyadir. Bu néqtsler iss onun sado pelyuslandir. Gixiglar

nazariyyasinin asas teoremini gp{z}fT{—)} funksiyasina tatbiq etsok

2P0 e S Sy 0

barabarliyini almis olaniq. (12) va (13) ditsturlarindan alinan
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e {,w(ﬂl (a,)#0 olarsa,
0, ¢la,)=0 olarsa.
{r=i2..1),
£ _[-m (&) olb,)=0 olarsa,
3 Z}T { ’ 0, @lb,)=0 olarsa.
(k =l,2.-,,,m)

barabarliklori (15)-da nazara alsaq (14) diisturunun isbatini almis olariq.
<

Noatice 15.2. (I4) disturunda @(z)=z gotirsak, onda Teorem
15.6-mmn gartlori daxilinds f (2) funksiyasinm L konturunun daxilinda
olan sifirlarinin cami ila polyuslarunn cominin fargi digiin

M{z dz= Zn a, - zp*b, (16)

diisturunu alarg.
Notice 15.3. (14) disturunda p(z)=z" gotirssk, onda Teorem

15.6-nm sartlori daxilinds f(z) funksiyasmmn L konturumun daxilinda
olan sifirlarimn d -ci gfivvatlorinin cami ila polyuslarmmm  d -ci
qiivvatlarinin caminin farqi tigiin

ZM{ "jv(z]dz Ztnja -ZP‘ 2 (17)
s I

diisturunu alarig.
15.4 . Cahgmalar
15.1.

Verilan funksiyalarin logarifmik téramalarinin, onlarin sifirlarma vo
polyuslarina nazaren, ¢ixiqlarini tapin.
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COs2Z

). f(z]-s‘“’ 2. fle)=cos’z.3). f2)==

SII'I z

). fl)=sinz.9). fz)= 5) flz)=sinz.

Verilon funksiyalann gosterilan konturlara nazaran logarifmik
guxiglanini tapin.

chz

u} f[x)——.:?-, L:|z=8.8). f)= ——i—, Lijg=x.
9. flz)= —i-z;, L:|z=2.10). flz)=cosz+sinz, L:|z=

). f)=( -2, L:l=8.12). flz)=rhz L:|7=8.
13). fle)=1g'z Lild=6.14) f()=1-t'z L:jsf=2.

Arqument prinsipindon istifado edorak asafidaki tenliklerin sag
yarmmiistoviys dilgen koklarinin sayum tapm.

15). 27 =2z-5=0.16). z* +27 432" +z+2=0.
17). 2 ~22-5=0. 18). 2 -4z +5=0. 19). 22’ —z*~7z+5=0.
20). z* +52' -5=0.

15.2.

Ruse teoremindon istifade edorak; verilan tonliklorin gostarilan
oblastlardaki kdklarinin sayini tapin,

1). 2°~62+10=0, |4<1.2). z'-32-1=0, [¢<2.
3). 2 4z+1=0, |z|<%.4]‘ 4+ +1=0, |4<2.

5). 2 +62+10=0, |4<1.6). 272" ~182410=0, |z <1.
7. 2 =62" -2 +2=0, 1z <1.8). 2'-3z+1=0, z<l.
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9). 22'-5z+2=0, [4<1.10). 2" -5z"+27 -2=0, [4<1.
1), 2 -42° +27-1=0, l2<1.12). 2’ -12242=0, |f<2.

Verilan tanliklerin giistarilen halgalardaki kétklarinin sayins tapin.

13). 4z*-292° +25=0, 2<|g<3.
14). 27 =5z +2*=2=0, 1<|g<2.
15). 2°-8z+10=0, l<|z<3.
16). z*=6z+10=0, lz>1.

17). z*+2° —4z+1=0, 1<|q4<2.

Verilan tanliklarin gostarilan oblastlardaks kisklarinin sayun tapin.

18). z+e* =4, G: Rez=z(, (2.)1}.
19). z*-ae* =0, G:lg<], (D{ncl).
e

20). z-e** =0, G:l4<), {1<2).

21). z'-cosz=0, G:|f<2,22) z'-sinz=0, G:|z<x.

23). 2* +chiz=0, G:|z|<-%.24). ' -dz=chz, G:|d<l.
25). 2 -4z=0, G:4<l.

26). Qurvis teoremindan istifada edarak gostarin ki,

a) p<32’- sorti daxilindo, kifayst qoder boyik n ilgiin

P(z)= Z[ l)* (zk} goxhodlisinin U, (0)= {z |z|$p} dairasinda sifri

yoxdur;
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b) istenilon miisbat R>0 odadi tighin elo n,(R)e N adadi var ki,
" ]
1,(R)~den bdyik olan istonilon n natural odadi tigiin Q.(z}=§1!

coxhadlisinin T, (0) = {z:|2| < R} dairssinda sifr1 yoxdur.

15.5. Cavablar va gbstoriglar

15.1.

1). res? {— (ke z\{0}). 2). res -% 3 {kez).
e

3). res

——(} € rss—-(—)=-
3= 1 (keZ) 76) T

4). mi.r{r

30
(.1 e
o 1 (kez).
7).
)

=1 (kez) ff:f-';(:)z_l'

6). res”

f_(
* fle
.(I_))=| (kEZ), res i—(—):—l (kEZ). 7. 3.

Halli ,:f{z)=-e-5---"'-i ﬁmksiy'asmm lzi<8 dairssina dilgon

sifilaninin va polyuslarinin sayim tapaq. Bu magsadla chz=0 va
e“~1=0 tonliklarini holl edok. chz=0 tanliyini ¢’ +e™ =0 va ya
&* =—1 goklinds yazib &* funksiyasimn 2 doviirlii oldugunu nazars

alsaq, gororik ki, chz=0 tanliyinin kékleri z, = xi'(k Z)
soklindadir (hamusi da sads sifirflardir). Demali, chz= 0 tanliyinin
|z{<8 dairesine disan sifirlan  z, = Zk“m(k =0,£142,-3)

362

RIYAZI ANALIZ -3

néqtaloridir.  Beloliklo, chz=0 tonliyinin |2 <8 dairasina diigon
kéklorinin say1 6-dir. ¢” —~1=0 tanliyinin kifklorinin z, =2am (mez)
saklindo olduunu nazers alsag, gorarik ki, onlardan yalniz 3 -ii, yoni
z, =2m(m=0%1)  ndqtaleri, iZ<8  dairasina  diiiir.

|
— A dr=N-P disturunda N=6 va P=3 oldufunu nazara
27 ; f z)

alsaq, If (z)dz =73 boarabarliyini alang.

Sokil 15.4 Ll

8). -12.9). —2.10). 3.11). 6.12). ~1.13). =3.14). -4.15). 3.H
alli.

R >0 adadini ela se;.ak ki, P(z)=z"-2z-5 coxhadlisinin (z)
mtistawsmm yanmmiistavisida yerlagan
o ={z:Rez20 n{z |o|> R} (Sokil 15.4. a)-da strixlonon hissa)
r,:oxlugunda heg bir kokii olmasin. Basqa stzla, Plz)=2"-2z-5
goxhadlisinin (z) milstovisinin sag yanmmiistavisindaki biitin koklari
{z:Rez20}\G,,,, yanmdairasinde yerlagsin.
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P(ir)= (it —2it -5 =~it" =2it~5 (te[-R,R]) borabarliyindon
omir ki, xoyali oxun [-iR,iR] hissasinde do P(z)=2"—2z-5
coxhadlisinin sifirlan yoxdur. €, ={z:i_z| =R,Rez >0} yarimgevrasi
ilo xayali oxun [iR,—iR] parcasindan ibarot olan miisbot istiqgamatli
qapah konturu L, ilo isara edak ($okil 15.4. a)). Belslikla, ahirig ki, ela
miisbat R, adadi var ki, ondan bdyiik olan istenilan R odedi iiglin
miisbot istiqamatli qapalt L, =C, U[iR~iR] konturuna arqument
prinsipini totbig etmok olar.

1 2 5 Z..5
arg P,(z)zarg[z [1 e z—,]} =argz’ +m1;[1 5 —?)=
:7ar~gz+arg(l-—2;—i,] .

¥z

miinasibatlarindan gixan
2 .5
A, argPy(z) =74, argz + 8 argl 1= "L~ 5
z Z

barabarliyinda R — +<o sarti ilo limita kegsak alang:

Jim A, argPy(z)="7x.

Indi P,(z) inkas zamam (z) mistovisinin [iR,~iR] pargasimn (w)
milstavisinin hansi ayrisino kegdiyini bilmek iigin z=it (-R<t<R)
noquolorinds  P,(z) goxhadlisinin qiymatini hesablayaq. Onda
Py{it)==5+i{-¢" —2¢} barabarliyinden alaniq ki, P,(z) inkast zaman:
[r’R,—LR] pargasinin obrazi olan ayrinin parametrik tanliyi

T R<I<R
v=—:(f‘+2} » ~Rsis
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soklindadir. Aydindir ki, bu (w) milstavisinda (-5:0) ndqtesindan
kegan vo u oxuna perpendikulyar olan diiz xatt pargasidir. z-in iR
ndqtasindon —iR néqtosina dogru horokati zamam w= P, (it) ndqtasi
bu parganin asafi ucundan yuxar ucuna dogru harakat edir (Sokil 15.4.
b)). Demali R sonsuzlua yaxinlasanda bu parca agagidan yuxari
istigamatlanmis u=-35 diiz xattina kegir. Bu zaman w=PF, (:'.') radius
vektoru; monfi istigamotinde @=mbucagi qeder dénir. Bu
deyilanlardon belo naticaya galirik ki, sag yanmmiistavini 8z daxilinds
saxlayan milsbat istigamatli qapali L, = lim L, konturu boyunca P (z)
funksiyasin arqumenti 6x artumini abir. Onda arqument prinsipine
giira PT(z) goxhadlisinin sag yanimmiistovidoki sifirlannin sayr 3-o
barabardir.
16). 2.17). 1. 18). 1.19). 1.20). 2.

15.2.

1). 0.Hoalli glz)=z"-62+10=0funksiyasm f{z)=10 vo
ofz)=2° -6z funksiyalanmin comi soklinds gdstorsk. Onda |z =1
gevrasi izerinda ddenan

() =10 va jp(z) =|z* ~62<i2" +6 =7

minasibotlarindon gnar ki, |f=1 gevresi fizarinda |f(z) >|elz)
barabarsizliyi 8denir. f(z)}=10 funksiyasimin |zj<1 dairesinda sifnn
olmadif figiin Ruse teoremino goro gfz) funksiyasmin |z <1
dairosindaki koklarinin say 0-dur.

2).3.3). 0.4). 5.5). 0.6). 11.7). 6.8). 1.9). 1. 10). 4.11). 5.
12). 1. 13). 2. 14). 3, 15). 4. 16). 6.17). 3.18). .L.Hallli
Ca :{z:|z|=R,Rez>0} yanmgevrasi ilo xoyah oxun [iR,-iR]
pargasindan ibarat olan miisbat istiqamatli qapah konturu Ly ils igara
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edak (Sokil 15.4. 8)). f(z)=2—-4 vo g(z)=¢"" funksiyalan daxil edak.
Aydmndir ki, [iR,~IR] pargasmda

flz)=lA-iz= A1 va ip(z) =le™=1
if(e) |

miinasibatleri dogrudur. R > A+1 sartini ddayan kifayat qador béyiik R
-lar iigiin isa C,, yarmgevrasinin izerinda

if(z)zlz=A1=R-1>1 vo plz) =™ <1

barabarsizliklari ddanir. Belslikls, miisbat istiqamatli gapall L, konturu
iizarinds |f(2) >}e(z) baraborsizliyi Gdonir. Onda Ruse teoreminden
¢ixir ki, ela miisbat R, adadi var ki, ondan boyiik olan istonilon R
adadi tigiin z+e™~ = A tenliymn L, konturunun daxilindaki kéklarinin
say1 f{z)z z— A funksiyasinin kéklarinin saymna, yani 1-o borabordir.
Bu isa o demokdir ki, z+e™ =A tonliymin sag yarimmiistavidaki
koklarinin sayr 1-o borabardir. g(z)=z-A+e™ funksiyasi [0,4c0)
araliginda g(0)=-4+1<0 va lim £(x)=+o0 sartlorini ddadiyine goro
Kosinin kasilmez funksiyamn sifirlart hagqindak: teoremina gbra, onun
[ﬂ,m) aralifonda an azm  bir sift olmahdir. Digar torafdan
glz)=z-A+e™ funksiyasmn sag yanmmilstavida yalmz bir sifi1 var.

Belalikla, z4+e™ =4 tonliymn sag yanmmiistavide yegana haqiqi
kikil vardir, ;
19). 2.20). 1.21). 2.22). 4.23). 0.24).1.25). 1.
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