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I FOSIL
COXLUGUN LEBEQ OLCUSU
8 1. Coxluglar haqqinda qisa malumatlar

«Coxluglar noazoriyyasi» hoqiqi doyisonli funksiyalar
nozoriyyasinin osasini togkil edir. Bu nozoriyyonin osasi
(6ziilli) XIX osrin ikinci yarisinda alman riyaziyyatgisi
Q.Kantor (1845-1918) torafindon qoyulmusdur.

Coxlug anlayist riyaziyyatin ilk  vo  {mumi
anlayislarindan biri olduguna gors coxluga doqiq torif
verilmir, bu anlayis tosvir edilir, ona aid yalniz misallar
gostarilir. Coxluq sozii avazine bozon sinif, sistem, yigim,
killi, ailo va. s. sozlori do isladilir. Riyaziyyatda g¢oxluq
anlayisi sonlu vo ya sonsuz sayda eyni tobiotli obyektlorin
birlogmosi (kiillisi) kimi basa diisiiliir.

Coxlugu toskil edon iinsiirloro ¢oxlugun elementlori
deyilir. 9gor ¢oxlugun elementlori molumdursa, onda
coxluq verilmis hesab olunur.

Adoaton, ¢oxluglar boyiik latin horflorlori — A, B, C,
D,....X, Y,....1ls, onlann toskil edon elementlor iso kigik
harflorls - a, b, ¢, d,...,x, y,... illo isars edilir.

A coxlugunun a, b, c, d,... vo s. elementlordon
diizoldilmasi A={a,b,c,.....} soklindo, A ¢oxlugunun a
elementlorindon togkil edilmosi, ya da bir a elementindon
ibarat olmasi A={a} soklinda yazilir.

A=[x/;...]yazilis1 ilo motarizo daxilindoki saquli xattin
sag torofindo gostorilon xassoni 6doyon biitiin x elementlori
coxlugu isaro edilir. Masolon,

(-1L)={x/;-1<x<1}.
Heg bir elementi olmayan ¢oxluga bos ¢oxluq deyilir,

@ va ya 0, yaxud da A simvollar ilo isara edilir. Masalon,
x*+1=0 tonliyinin hagqiqi kéklor ¢oxlugu bos ¢oxlugdur.



Yalniz bir elementdon diizelon ¢oxluga birelementli
coxluq deyilir

Istonilon ¢oxlugun elementlori say1 har hansi natural
odadls ifado edils bilorse, homin ¢oxluga sonlu ¢oxluq,
sonlu olmayan ¢oxluga iss sonsuz ¢oxluq deyilir. Masalan,
A={a,b,c,d}-sonlu, N={1,2,3,4,.....} miisbat tam adadlor, yani
tobii (natural) adadlor ¢oxlugu iso sonsuz ¢oxluqdur.

€, 2, C, D daxil olma, &, €, c, D daxil olmamaq
isaroloridir.
Ogor a, A ¢oxlugunun elementidirss, yoni a elementi A

coxluguna daxildirss a€A soklinds, daxil olmamasi isa

a’€ A voyaadA soklindo yazilir.
Ogor A ¢oxlugunun biitiin elementlori eyni zamanda B
coxlugunun da elementloridirss, onda A c¢oxluguna B

coxlugunun hissasi vo ya altgoxlugu deyilir; ACB soklindo,
bundan slava A va B ¢oxluqlar iist-iisto diisorse, AcB vo ya
B2A soklinds yazilir.

Aydindir ki, bu torifs gors biitiin coxluqlar 6zii-6ziintin
hissosidir (altcoxlugudur): AcA. 9gor A ¢oxlugunun biitiin
elementlori B ¢oxlugunun da elementloridirse, yoni AcB-
dirso vo torsing, B ¢oxlugunun biitiin elementlori A

c¢oxlugunun da elementloridirsa, yoni BCA-dirsa, onda A va
B ¢oxluglarina borabar ¢oxluglar deyilir vo A=B soklinda
yazilir, ya da deyirlor ki, A vo B ¢coxluglari iist-iisto diisiir.

Qisaca olaraq, A vo B eyni elementlordon diizaldilmis
coxluglar olduqda A=B olur.

Masolon, A={-1,1}-dirss, B iso x?-1=0 tonliyinin
koklarindon diizoldilmis ¢coxluqdursa, onda 4=B-dir.

9Ogor Ac B-dirsa va A ¢oxlugu B ¢oxlugu ils iist-iisto
diigmiirse, yoni A# B-dirss, onda A ¢oxluguna B ¢oxlugunun
diizglin hissasi vo moxsusi alt¢oxlugu deyilir. Masalon,



{2,4,6,...} ciit odadlor ¢oxlugu N={1,2,...} biitiin natural
adadlor ¢oxlugunun moxsusi altgoxlugudur.

Istonilon B ¢oxlugu iigiin BcB, @B dogrudur. Bu
halda B vo & c¢oxluglarina B ¢oxlugunun geyri-moxsusi
altcoxlugu va ya qeyri-moxsusi hissasi deyilir. Masaslon, &
bos coxlug B miisbat odadlor ¢oxlugunun geyri-moxsusi
altgoxlugudur, Y B.

Onu da geyd edok ki, «var», «tapilir», «olur», sozlori 3
simvolu ilo, «istonilon», «haor bir», «ixtiyari» sozlori V
simvolu ils, «almnir», «gixir» sozlori = simvolu ilo, «bir
giiclii» s6zii < simvolu ilo isars edilir. 3x yazilist «x var»,
VX yazilist «istonilon X», «istonilon X Ugiin», «bitiin X»
soklinds oxunur.

Indi iso ¢oxluglar iizarinde amoller hagqinda malumat
verak.

Torif 1.1.1. Elementlorinin hor biri he¢ olmazsa, A va
ya B ¢oxluglarindan birina daxil olan C ¢oxluguna A vo B
coxluglarinin birlosmasi vo ya comi deyilir,

C=AUB vo ya C=A+B
soklindo yazilir; hesabi sayda ¢oxluqglar tigiin iso

C=EOJAk Vo ya C=iAk
k=1 k1

soklinds yazilir.

Toplanan ¢oxluqglarda istirak edon elementlor coma bir
dofs daxil olur.

Mosalon, A={6,7,8,...}, B={3,6,9,...}-dirso, onda

C=AuB={3,6,7,8,9,...}.

Tarifs osason AUA=A, AcB oldugda AUB=B olur.

Torif 1.1.2. Eyni zamanda A, hom do B ¢oxlugunda
yerloson, yoni A vo B ¢oxluglarimin ortaq elementlorindon
diizoldilmis D ¢oxluguna A vo B ¢oxluqlarinin kosismosi
(ortaq hissasi) va ya hasili deyilir,

D=A~B vo ya D=AB



soklindo yazilir; hesabi sayda ¢oxluqlar tigiin iso

D=(A v ya D=[]A
k=1 k=1
soklinds yazilir.

Torifdon aydindir ki, ANA=A vo ACB oldugda AnB=A
olur.

Tarif 1.1.3. A ¢oxlugunun B ¢oxluguna daxil olmayan
biitiin elementlorindon diizoldilmis vo 6ziindo heg¢ bir basqa
elementlor saxlamayan E ¢oxluguna A va B ¢oxluglarinin
forqi deyilir, E=A-B, ya da E=A\B ilo isaro olunur. AcB
oldugda birinci isaradon, qalan hallarda iso ikinci isaradon
istifado olunur. Aydindir ki, A~A=0 vo ogor A-B=E-dirso,
onda A=BUE olur. Axirinct ¢evirmo A\B olduqda tatbiq
edilmir.

Mosalon, A={1,2,3} , B={4,5,6} , E={1,2,3}.

A\B=A-ANB baraborliyi dogrudur.

A\B vo B\A c¢oxluglarinin birlosmesine A vo B
coxluglarimin simmetrik forqi deyilir vo AAB kimi isars
olunur. Demali, AAB=(A\B)U (B\A).

Torif 1.1.4. Tutaq ki, A hor hansi ¢oxluq, BCA-dur.
Onda A\B coxluguna, A ¢oxluguna nozoron B ¢oxlugunun
tamamlayict g¢oxlugu deyilir, CAB=A\B soklindo yazilir.
Aydmdir ki, AB c¢oxlugunun tamamlayict ¢oxlugu B
¢oxlugunun oziidiir. Xiisusi halda A=[a,b] olarsa, onda
CB:[a,b]\B olar.

Coxluglarin birlogmasinin \6) kasigmosinin
toriflorindon aydindir ki, birlosma vo kosismo omoliyyatlari
komutativlik vo assosiativlik, hom do ¢oxluglarin kosigmosi
toplama vo c¢ixmaya nozoron distributivlik xassoaloring
malikdirlor.

Coxluglarin forqi liglin  Gmumiyyatls, assosiativlik
ganunu dogru olmur, bels ki, iimumi halda

(A\B)UB=A.



Moasolon, A={1,2,3,4}, B={3,4,5,6}-dirss, onda
A\B={1,2}, lakin (A\B)uB={1,2,3,4,5,6}+#A.
Ancaq BcA olarsa, onda asanligla yoxlamaq olar ki,
(A\B)UB=A va tarsing, bu barabarlik 6donarss, onda BCA.
Onu da geyd edok ki, G hor hansi a indekslor
coxlugu, aeG olduqgda {A,} coxluglar ailosi oldugu halda
biitin A, coxluglarinin birlogmasi UAa simvolu ilg,

kosismasi 159 ﬂ A, simvolu ils isars edilir.
Ikilik prinsipi adlanan
LJcA, =C(ﬂAaJ . [CA. =C(UAQJ
boraboarliklorindon genis istifado olunur. Burada {A.}
coxluglar sistemidir, A,cQ), tamamlayicilar Q coxluguna
godor gotiiriiliir.

Torif 1.1.5. 9gor hor hansi qanunla (qayda ilo) har bir
acA elementins yalniz vo yalniz bir beB elementini qars:
goymaq miimkiindiirso vo eyni zamanda homin ganunla
(qayda ilo) har bir beB elementins yalniz vo yalniz bir acA
elementi gars1 qoyularsa, onda deyirlor ki, A vo B ¢oxlug-
larinin elementlori arasinda qarsilhigh birqiymatli uygunluq

yaradilmisdir. A vo B c¢oxluqlarinin elementlori arasinda
qarsiliglt birgiymatli uygunluq yaradilmisdirsa, onda onlara

ekvivalent coxluglar deyilir vo A~B soklindo yazilir. ki
sonlu A vo B ¢oxluglar1 ancaq vo ancaq elementlorin say1
eyni oldugda ekvivalent olur.

Tarif 1.1.6. Natural ododlor ¢oxluguna ekvivalent olan
coxluglara hesabi c¢oxluglar, [0,1] seqmentinds yerloson
hoqiqi odadlor ¢oxluguna vo ya ona ekvivalent olan
coxluglara iso qeyri-hesabi ¢oxluglar, ya da kontinium
giiclii ¢oxluglar deyilir.



Mosalon, [0,1] seqmentinin rasional noqtalor goxlugu
hesabi, irrasional ndqtalor c¢oxlugu iso geyri-hesabi
coxlugdur. Demali, [0,1] seqmentinin haqiqi adodlor
coxlugu hesabi ola bilmoz, kontinium giicli ¢oxluqdur.
Hesabi ¢oxlugun giicii No ilo isaro edilir («alef-sifir»
oxunur), kontinium giiclii ¢oxlugun giicii iso C vo ya N
(«alef» oxunur) ilo isars edilir.

Comin giicii asagidaki xassoloro malikdir:

a) hesabi sayda ciit-ciit kosismoyon sonlu ¢oxluglarin
birlosmasi hesabi ¢oxluqdur;

b) sonlu vo ya hesabi sayda hesabi c¢oxluglarin
birlosmasi hesabi ¢oxluqdur;

c¢) sonlu vo ya hesabi sayda kontinium giicli
coxluglarin birlogsmasi kontinium giiclii ¢oxluqdur.

Indi xotti noqtovi coxluglar nazeriyyasinin sonralar
istifads edilacak bir sira osas anlayislarini yada salaq.

Xotti noqtovi ¢oxluglar dedikdo elementlori diiz xottin
vo ya doqiq desok, adad oxunun noqtalor ¢oxlugu nozordo
tutulur. Xotti noqtovi ¢oxluga on sado misal interval va
seqmentdir.

Torif 1.1.7. Verilmis hoqiqi X odadini (ndqtssini)
daxilindos saxlayan istonilon («, B ) intervalina homin adadin
(ndqtonin) otrafi deyilir, a< X<p sorti 6donir.

Buna uygun olaraq, har hansi a haqiqi adadi vo V&>0
odadi iigiin biitiin X haqiqi adodlar ¢oxlugu

a-e<x<ate¢ vaya-e<x-a<gya da |x-a|<e
sortini 6doyarss, onda (a-¢ a+e¢) intervalina a néqtasinin «g-
otrafi» deyilir, a noqtoesi otrafin morkozi, ¢ iso radiusu
adlanir.

Bu otraf O(a, &), U(a, ¢) va s. ilo isars edilir.

Ogor a, n-olgilii fozanin noqtesini gostorarss, yoni
koordinatlari (aj,ay,...,a,) olarsa, onda, U(a,¢) atrafi n ol¢iilii
(ak-¢, ak +¢) (k=1,2,...,n) intervallar1 kimi basa disiiliir.
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Torif 1.1.8. 9Dgor verilon ¢oxlugun biitiin noqtolorini
daxilinds saxlayan n-Olg¢iilii seqment varsa, onda homin
coxluga n olcili fozanin mohdud ¢oxlugu deyilir. n=1
oldugda mohdud xotti néqtavi goxluq alinir.

Torif 1.1.9. a noqtesinin istonilon otrafinda X
coxlugunun a-dan farqli sonsuz sayda noqtalori istirak edor-
s9, onda a-ya X ¢oxlugunun limit noqtesi deyilir.

Torif 1.1.9'. a noqtesinin hor hansi otrafinda X
coxlugunun a-dan forqli he¢ olmazsa, bir noqtosi istirak
edarss, onda a-ya X ¢oxlugunun limit noéqtasi deyilir.

Bu toriflor ekvivalentdirlor. aeX, agX ola bilor. 9gor
aeX noqtasi, X ¢oxlugunun limit noqtesi deyildirse, onda
a-ya X-in izols edilmis noqtasi deyilir, basqa s6zlo, a-nin hor
hansi (a-¢, a+e¢) otrafinda X-in a-dan forqli he¢ bir néqtosi
yoxdursa, onda a-ya X c¢oxlugunun izolo edilmis noqtesi
deyilir.

Sonlu ¢oxlugun, tam adadlor ¢oxlugunun limit noqtasi
yoxdur.

Bu c¢oxluglarin har bir néqtesi onun izols edilmis
noqtesidir. Hor bir hoqiqi a oadodi (noqtesi) Q-rasional
adadlor c¢oxlugunun limit noéqtesidir, ¢linki, a noqtosinin
istonilon otrafinda sonsuz sayda rasional noqtoslor ¢oxlugu
yerlosir.

Tariflor. E noqtalor coxlugu olsun.

1. E ¢oxlugunun biitiin limit néqtalorindon diizaldilmis
coxluga E-nin téromo ¢oxlugu deyilir vo E” ilo isars olunur.

2. Biitiin limit noqtalori 6zline daxil olan ¢oxluglara vo
ya daha doqiq desak, ¢oxlugun 6ziino daxil olmayan limit
noqtalari yoxdursa, bels ¢oxluglara qapah ¢coxluq deyilir.

Basqa sozlo, E'cE-dirss, onda E-yo qapali c¢oxluq
deyilir, xiisusi halda E”"bos ¢oxluq da ola bilor.

3. Ogor EcE-dirso, yoni E ¢oxlugunun biitiin néqtolori
limit noqtoloridirse, onda E g¢oxluguna 6ziinds six ¢oxluq

11



deyilir. Basqga sozlo, E ¢oxlugunun heg¢ bir izolo edilmis
noqtesi yoxdursa, onda E-ys 6ziinds six ¢oxluq deyilir.

4. Toromo g¢oxlugu ilo {st-listo diison ¢oxluga
milkommal ¢oxluq deyilir, yoni E=E’ olarsa, onda E-ys
milkkommal ¢oxluq deyilir. Basqa sozls, E coxlugu eyni
zamanda hom gapali, ham do 6ziinds six ¢oxlugdursa, onda
E-yo mitkkommal ¢oxluq deyilir.

5. E ¢oxlugu va onun E’ téroms ¢oxlugunun birlogmo-
sind E-nin qapanma g¢oxlugu deyilir vo E ils igsaro olunur,
yani

E=EUE’
olur.

6. Ogor a noqtasi 6ziliniin hor hansi otrafi ilo birlikde E
coxluguna daxil olarsa, onda a-ya E-nin daxili noqtasi
deyilir.

7. Yalniz daxili noqtelordon diizeldilmis ¢oxluga agiq
coxluq, yalniz izols edilmis néqtalordon diizolmis ¢oxluga iso
1zols edilmis ¢coxluq deyilir.

Misallar:

1. E:{1,%,%,...,%,..},E’={0};E coxlugu qapal

deyil, hom ds 6ziinds six ¢oxluq deyil.

2. E=[a,b], E’=[a,b]; E ¢oxlugu miikoammal ¢oxluqdur.

3. E=(a,b), E=[a,b]; E c¢oxlugu 6ziindo sixdir, lakin
qapali deyil.

4. E=Z, E=Z, yoni biitin hoqiqi ododlor ¢oxlugu
mitkommal ¢oxluqdur.

5 E= {1%%%0} E’'={0}; E -¢coxlugu qapali-
dir, lakin 6ziinds six deyildir.

6. E=R (biitiin rasional ododlor ¢oxlugu), E'=Z; E
coxlugu 6ziinds six ¢oxlugdur, lakin gapali deyil.

7. E=J, E'=0, yani bos ¢oxluq mitkommaoldir.
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8. E-sonlu ¢oxluq, E=Y, yani sonlu ¢oxluq qapaldir,
lakin 6ziinds six deyildir.

9. Tam odadlor ¢oxlugu vo natural adadlor goxlugu-
izols edilmis ¢oxluglardir.

10. Istonilon (a,b) intervali agiq ¢oxlugdur. Bos ¢oxlug
vo biitiin hoqiqi adadlor ¢oxlugu hom acgiq, hom do qapali
coxluglardir.

Asagidaki faktlar1 da qeyd edok.

Istonilon E coxlugunun E’ téromo ¢oxlugu vo E
gapanma ¢oxlugu qapalidir.

Tutaq ki, elo b(a) noqtesi var ki, xotti noqtovi X
coxlugunun biitiin xeX noqtalori (elementlori) Xx<b (x>a)
borabarsizliyini 6dayir, onda X ¢oxluguna yuxaridan (uygun
olaraq asagidan) mohdud coxluq deyilir. X ¢oxlugu hom
yuxaridan, hom do asagidan mohdud olarsa, ona mohdud
coxluq deyilir; bu halda xeX, b vo a noqtalari iigiin a<x<b
olur.

9gor X ¢oxlugunun M (M <Db) néqtesindon (adodindon)
sagda heg bir ndqtasi yoxdursa vo Ve>0 iiglin X ¢oxlugunun
x>M-¢ sortini 6dayan he¢ olmazsa, bir X noqtasi varsa, onda
M noqtesing (adading) X ¢oxlugunun doqiq yuxari sarhadi
deyilir vo M=supX ilo isars edilir. 9gor X g¢oxlugunun m
(m>a) noqtesindon (ododindon) solda heg¢ bir noqtasi
yoxdursa vo Ve>a liglin X goxlugunun x<m+e¢ sortini 6doyan
heg olmazsa, bir X ndqtasi varsa, onda m noqtasine (adodinog)
X ¢oxlugunun doqiq asagi sorhadi deyilir, m=infX ilo isars
edilir.

Coxlugun doqiq yuxart vo doqiq asagi sorhadlori
coxluga daxil ola da bilor, olmaya da bilor.

Ogor ¢oxlq yuxaridan (asagidan) mohduddursa, onda
onun doqiq yuxari (doqiq asagi) sorhadi var.

Moshdud xotti noqtovi ¢oxlugun homiso doqiq yuxari
vo doqiq asagr sarhadlori var.

E ¢oxlugu mohduddursa, onda E ¢oxlugunu daxilino
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alan on ki¢ik seqment var. Masolon: m=infE, M=supE
oldugda, Ec[m,M].

F ¢oxlugu qapalidirsa, onun CsF tamamlayict goxlugu
acglq, G coxlugu agiqdirsa, onun C,G tamamlayici ¢oxlugu
gapali ¢oxluqdur.

Tutaq ki, F qapali ¢oxlugdur, [a,b] seqmenti bu ¢ox-
lugu daxilins alan on kigik seqmentdir: a=infF, b=supF.

Onda CF=[a,b]\F a¢1q ¢oxluq olur.

F qgapali vo mohdud c¢oxluq olduqda infFeF va
supFeF olur.

Ag¢iq vo qapal coxluglarnn asagidaki xassslorini do
geyd edok:

a) sonlu vo ya hesabi sayda aciq ¢oxluglarin birlogmasi
agiq ¢oxluqgdur;

b) sonlu sayda agiq c¢oxluglarin kosismosi agiq
coxluqdur;

c) sonlu vo ya hesabi sayda qapali ¢oxluglarin
kasigsmosi qapali ¢oxlugdur;

¢) sonlu sayda gapali ¢oxluglarin birlosmasi qapali
coxluqdur.

d) har bir G agiq ¢oxlugu sonlu vo ya hesabi sayda ciit-
ciit kosismoyon intervallarin birlogmasindon ibaratdir, yani

G :U(ak1bk);

bu intervallar G ¢oxlugunun toskiledici intervallar1 adlanir,
burada
(ak, b)cG, kg G, by¢G (k=1,2,...);
9) har bir mohdud gapali F ¢oxlugu ya seqmentdir vo
ya miioyyan bir seqmentdon sonlu vo ya hesabi sayda ciit-
ciit kosismoyon intervallar1 konar etmoklo alinir, yoni

F =[a.b]\[J(a,.b,)

bu intervallar qapali F g¢oxlugunun qonsu vo vya
tamamlayict intervallart adlanir, CppF ¢oxlugunun
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taskiledici intervallarindan vo iki sonsuz (-0, a) va (b, +)
intervallarmdan ibaratdir, [a,b] iso F-i daxilindo saxlayan
an kicik seqmentdir.

Heg bir seqmentds six olmayan E ¢oxluguna heg yerdo
six olmayan ¢oxluq deyilir. Basqa sozlo, hor bir [a,b]
seqmentinds olan E-nin he¢ bir elementini saxlamayan elo
bir [a,f]lc[a,b] seqmenti varsa, onda E ¢oxluguna [a,b]
seqmentinds heg yerdos six olmayan ¢oxluq deyilir.

He¢ yerdo six olmayan ¢oxluga Kantorun Py
mitkkommoal ¢oxlugunu misal gostormok olar. Bu ¢oxlugu

qurmaq iigin E=[01] seqmentini [Oﬂ F E} E,l

3'3]" [37]
soklindo ii¢ borabor hissoyo bolok vo ortada yer_lsssfl
o, =[£Ej intervalimi konar edok; qalan [01} \£) E,l

33 3 E

seqmentlorini yenidon ii¢ borabor hissoys bolok vo alinan

ot} B3 ]~ B33 e s

seqmentlorindon ortada yerlogon &, = [ééj Va J, =[

O
© | oo

intervallarini ataq. Qalan dérd

o 23]-[23) [

seqmentlorini yenidon ii¢ barabar hissoys bolok vo ortada
yerlogon intervallari ataq va. s
Prosesi bu qayda ilo sonsuz davam etdirarak, alinan

336369 33)-

intervallarmin birloagmasini Gy ilo isars edok.
Go-hesabi sayda aciq ¢oxluglarin birlosmasindon
ibarat oldugundan agiq ¢oxluq olur. [0,1] seqmentinds Gy
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c¢oxlugunu atdigdan sonra alman g¢oxlugu Po= [0,1]\G0 ilo
isars edok.

Aydmdir ki, Py ¢oxlugu qapalidir vo Po=Po’ sortini
odoyir. Demali, Py miilkommal g¢oxlugdur. Bu ¢oxlugun
kontinium giiclii oldugunu gostorak. Birinci bolgiide atilan

[%%j intervalinda olan odadlorin =0, iz 3...(%=0,1,2)

tclik kosr soklindo gostorilisindo oy=1 olur, ¢iinki, bu
intervalin uclarinin
1 {0,1000... 2 {0,1222...

B 0,222....

-

0,0222... 3

soklinds iki gostorilisi olur. Bu intervalin % uc noqtasini
1 ) e e . 12
§=0,0222... soklindo gotiirok. Ikinci dofs atilan 55 V')
7 8) . ) .
55 intervallarindaki odadlorin B=0,515:0... t¢lik kosr

soklinds yazilisinda =1 olur. %20,00222. .. kimi gotiirilir.

Uciincii dofo atilan intervallardaki ododlorin iigliik kosr
soklindo yazilisinda y3=1 olur va. s.

Onda Py ¢oxlugunda olan adadlori tiglikk a=0,a;a,as3...
kasr soklinds yazsaq, ax odadi ya 0 vo ya 2 olar. Demali,

01
Po:{O,alazag. . } , Ax= {2

Bu odadlor ¢oxlgu [0,1] seqmentina ekvivalent olur.

Bu fakti isbat etmok iigiin [0,1] seqmentinds olan
hoqiqi odadlorin ikilik kosr soklindo gostorilisdon istifado
edok. ae[01] ododini a=0,a;a.as... ikilik kosr soklindo
yazsaq, a odadlari 0 vo ya 1 qiymatlorindon birini alir. aePy
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odadi a=0,a12053... Tigliik kosr soklinda gostorilir; burada ax
adadlori 0 va ya 2 qiymatlorindan birini alir. a=0 olduqda
=0 vo a=1 olduqda =2 gotirok. Onda a ododine «
adadi vo torsine qarst qoyular. Bu iso onu gostorir ki, [0,1]
seqmenti ilo Py ¢oxlugu arasmnda qarsiligh birgiymatli uy-
gunluq yaranir. Demali, Py kontinium giiclii ¢oxlugdur.

Asagidaki torif vo teorem do hoqiqi doyisonli
funksiyalar nazoriyyassinin bir ¢ox sahslorinde miihiim rol
oynayir.

Torif 1.1.10. Tutaq ki, hor hanst mshdud E noqtalor
coxlugu va bu ¢oxlugu daxilinds saxlayan G agiq ¢oxlugu
verilmisdir. Bu halda deyirlor ki, E ¢oxlugu agiq G ¢oxlugu
ilo ortiilmisdiir, G-y9 iso E ¢oxlugunun ortiiyii (6rtoni) vo ya
aglq Ortiiyli (aciq oOrtoni) deyilir. Onda G ¢oxlugunun
toskiledici {&} (k=1,2,...) intervallar sistemi E c¢oxlugunu
ortur.

Bu torif iimumi sokilds asagidak: kimi ds verilir.

Torif 1.1.10". Tutaq ki, E ndqtalor ¢oxlugu vo hor
hanst W intervallar sistemi verildikdas, hor bir xeE noqtasi
ticiin elo 6cW intervali var ki, xed olur, onda deyirlor ki, E
coxlugu W intervallar sistemi ilo ortillmiisdiir.

Teorem (E.Heyne — E.Borel)!. Ogor gapali mohdud F
coxlugu sonsuz W intervallar sistemi ils ortiilmiigdiirss, onda
W sistemindon yens do E c¢oxlugunu orton sonlu W*
intervallar sistemi ayirmaq olar.

§ 2. Mahdud a¢iq vo mohdud gapah ¢coxlugun él¢iisii

Hoaqiqi doyisonli funksiyalar nozariyyssinds uzunlug,
saho, hocm va. s. anlayislarin iimumilogsmasi olan noqtalor
coxlugunun ol¢iisii anlayist boyiik rol oynayir. Burada XX

! E.Heyne (1821 - 1881) alman riyaziyyatgisidir.
E.Borel (1871 - 1956) fransiz riyaziyyatgisidir.
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asrin baslangicinda A.Lebeq™ torafindon elmo daxil edilon,
ancaq xotti mohdud noqtalor ¢oxlugunun olgiisiing
baxilacaqdir.

1. On sado agiq ¢oxlug G=(a,b) intervalidir, (a,b)
ntervalinin (b — a) uzunluguna onun 6lgiisii deyilir vo

mG=m(a,b)=b -a

kimi isars olunur.

Torif 1.2.1. Tutaq ki, G bos olmayan mohdud aciq
coxlugdur va o, sonlu va hesabi sayda &=(a,by), (k=1,2,...)
togkiledici intervallarinin birlogmasi kimi toyin olunur:

G=Js,.
k

Onda G c¢oxlugunun toskiledici intervallarinin
uzunluglar1 comine G ¢oxlugunun o6lgiisii deyilir, mG ilo
isars edilir:

mG =>"ms, .
k

Misal tigiin Kantorun Gy ¢oxlugu hesabi sayda

(262G 2

intervallarinin  birlosmoesindon ibarot oldugundan, onun
olgiisii
2 3
mGO =1+2.1+4.i+... =1+£2+2_3+2_4+... =
3 9 27 3 3 3 3

ERHONONS

sonsuz azalan handasi siranin hadlor comi diisturuna asasan

mG, :l-izl.

3, 2

3

**Anri Lebeq (1875 - 1941) fransiz riyaziyyatgisidir.
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Teorem 1.2.1. ki mohdud agiq G; vo G, coxluglar
iiclin GG olarsa, onda
mGi<mG,.
Isbati. & (i=1,2,...) vo Ax (k=1,2,...) uygun olaraq G;
va Gz ¢oxluglarinin togkiledici intervallari olsun:

G ={Js . G,={JA,.
i k
G1cG; oldugundan VxeG; oldugda xeG,, yoni
VX e U5i
oldugda
vx el JA,
k

olur. Bu iso o demoakdir ki, Vxed oldugda xeAg olur, yani
6cAx olur. Demali, G; ¢oxlugunun hor bir toskiledici
intervali tamamilo G, c¢oxlugunun hor hansi togkiledici
intervalindan birindos (yalniz birinds) yerlosir.

Basqa sokildo desok, Gz ¢oxlugunu orton biitiin
intervallar sistemi eyni zamanda G; ¢oxlugunun da ortoni
olur.

Buradan teoremin isbati asanligla alinir.

Teorem 1.2.2. Tutaq ki, mohdud a¢iq G ¢oxlugu sonlu
vo ya hesabi sayda ciit-ciit kosismoyon agiq Gy ¢oxluglarinin
birlogsmoasindon ibaratdir:

G=JG, (G,nG =3, k=1).
k
Onda
mG = > mG,.
k

Bu 6l¢ilintin tam additivlik xassasi adlanir.

Isbati. Tutaq ki, 6% (k=12,..) intervallart Gy
coxlugunun togkiledici intervallanidir. Aydindir ki,
5! = G-dir, hom do bu intervallar G goxlugu iigiin do
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toskiledici intervallar olur. Onda agiq ¢oxlugun olgiisiiniin
torifino asason

mG => ms" = Z[Z m5i‘k)j =>'mG,
i,k k i k

olur ki, bununla da teorem isbat edilir.

Kasison toplananlarin comi halinda teorem asagidaki
kimi ifads olunur:

Teorem 1.2.3. Tutaq ki, mohdud agiq G ¢oxlgu sonlu
vo ya hesabi sayda aciq Gy ¢oxluglarinin birlogsmoasindon

ibaratdir:
G=JG,.
k

Onda
mG < > mG,.
k

2. S:[a,b] seqmenti gapal ¢oxlugdur. Bu seqmentin
b—a uzunluguna onun o6lgisii deyilir vo

mS=m(a,b)=b-a
soklinds yazilir.

Tutaq ki, F bos olmayan mohdud qapal ¢oxluq vo
S=[a,b] iso bu c¢oxlugu daxilindo saxlayan on kigik
seqmentdir. Molumdur ki,

CsF=S\F=[ab]\F
mohdud agiq ¢oxluq olur.

Torif 1.2.2. Bos olmayan mohdud qapali F
coxlugunun olgiisii

mF=(b-a) — m[CsF]
adadins deyilir.

Misal olaraq Kantorun miikommal Py ¢oxlugunun
oOlgiisiinii tapaq. Bu zaman

F=Py, $=[0,1] vo Co=G olur. Onda

mPy=m[0,1] - mGo = 1 - 1=0,
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yoni giici  kontinlum olan Py mikommol Kantor
coxlugunun olgiisii sifra barabor olur.

Lemma 1.2.1. Tutaq ki, mohdud qapali F ¢oxlugu
A=(A,B) intervalinda yerlasir, yoni FcA olur. Onda

mF=mA - m[C,F].

Isbati. Aydindir ki, A=(A,B) oldugda CAF=A\F agiq
c¢oxlugdur. A=(A,B) intervalinda yerloson, F ¢oxlugunu
oziindo saxlayan on kigik seqmenti S= [a, b] ilo isara edok.

Onda CsF=[a,b]\F a¢1q ¢oxluq olur.

1 B

J 7

a b

Aydmdir ki, CAF=C,SUCsF barabarliyi dogrudur, CAS
vo CsF aciq ¢oxluglan kasigmirlor. Odur ki, teorem 1.2.2-yo
asason

Al

AN

T

M(CaAF)=m(C4S) + m(CsF)

olar. Aydindir ki,
M(CaS)=mA - mS ; m(CsF)=mS - mF
oldugundan
m(CsF)=mA - mS + mS — mF,
buradan iso
mF=mA - m(C,F)

olur. Bununla da lemma 1.2.1 isbat olunur.

Teorem 1.2.4. iki mohdud qapali F; vo F, goxluglar
ticlin F;cF; olarsa, onda mF;<mF; olur.

Isbati. Tutaq ki, A intervali F, coxlugunu 6z daxilindo
saxlayir. Onda asanligla yoxlamagq olar ki, CA\F1oCF-dir,
buradaki c¢oxluglar agiq olduglarindan teorem 1.2.1-o
osason M[CsF1]>m[CsF;] olur. Lemma 1.2.1-1 bu
borabarsizliyo totbiq etsok, tolob olunan mF<mF,
borabarsizliyini alarq.
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Teorem 1.2.5. Tutaq ki, F gapali vo G mohdud agiq
coxluglari iigin FcG olur. Onda

mF < mG.

Isbati. A, G coxlugunu 6z daxilinds saxlayan interval
olsun. Onda A=GUC\F toplanan g¢oxluglar ortaq hissalora
malikdir. Onda teorem 1.2.3-asason

m A <mG + m(C,F)
olur. Digoar torafdon lemma 1.2.1-5 asason
m (CAF)=mA - mF
oldugundan, mF < mG olur.

Teorem 1.2.6. Tutaq ki, mohdud qapali F ¢oxlugu
sonlu sayda ciit-ciit kosismoyon qapali F¢ ¢oxluglarinin
birlogsmasindon ibaratdir:

F=LnJFk (FENF) =92, (k=i).

Onda
mF = > mF,.

k=1
Isbati. Teoremi, coxluqlarin sayr iki oldugu halda
isbat edak, yoni
F:F1UF2 ) FlﬁFZZQ
olsun.
Istonilon >0 ododi iigiin iki mohdud ag¢iq G; vo G
coxluglar gotiirak, bels ki, F1cG1, FocG; vo

mG, < mk, +% ; mG, <mF, +%

sortlori 6donsin, onda G=G;UG,; mohdud agiq ¢oxluq vo
FcG olur. Demal;,

mF <mG <mG; + mG, <mF; + mF; + ¢, (1.2.1)
&nun ixtiyari olmasindan (1.2.1) boarabarsizliklorindon
mF < mF; + mF, (1.2.2)

borabarsizliyi alinir.
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Tutaq ki, agiq B; va Bz ¢oxluglar iigiin FicB; (i=1,2),
B1nB,=9 sartlari 6danir.

Istonilon >0 odadi iigiin elo mohdud agiq G ¢oxlugu
secak ki, FcB {igiin mG<mF + ¢ sorti 6donilsin. Onda B;nG
vo BonG c¢oxluglart agiq ¢oxluqg olub, kosismirlor va
aydindir ki,

FchlﬁG ) FzCBzﬁG
olur. Odur ki, teorem 1.2.2.-nin tatbiqi ilo
mF; + mF; < m(BinG) + m(B.nG) = m[(BinG)u(B2nG)]
olur. Digor torafdon
(BinG)u(BonG)cG
oldugundan
mF; + mF; < m[(BinG)u(B.nG)] < mG<mF + ¢

olur. >0 ixtiyari oldugundan

mF; + mF, <mF (1.2.3)
olur. (1.2.2) va (1.2.3) barabarsizliklorindon

mF = mF; + mk
olmasi alinir.

§ 3. Mohdud ¢oxlugun xarici vo daxili dl¢iisii

Torif 1.3.1. Mohdud E c¢oxlugunu orton G agiq
coxluglarimin  olgiilorinin -~ doqiq asagr sorhadine E
coxlugunun xarici 6lgiisti deyilir vo m*E 1ils isars olunur:

m°E = inf {mG}.

GoE

Torif 1.3.2. E ¢oxlugunu daxilinds saxlayan an kigik
S=[a,b] seqmentinin uzunlugu ilo CE=[a,b]\E tamamlayici
coxlugunun mM'CE xarici oOlglisi arasindaki forqgo E
coxlugunun daxili 6l¢iisti deyilir, m, E 1ils isars edilir:

m,E = (b—a)-m"CE.

Teorem 1.3.1. Ixtiyari mohdud E(Ec[a,b]) ¢oxlugu

iciin
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O0<ME<+0 , 0<mE < +oo,

Teoremin isbatt mG>0 vo m"CE <b-a olmasindan
alinir.
Teorem 1.3.2. Hor bir mohdud E(Ec[a,b]) ¢oxlugu
tciin
mE <m"E.
Isbati. Ixtiyari 0 ododi iigiin uygun olaraq

m,E > mG, +% , m"CE >mG, +%

sortlorini 6doyan, Gi(EcG;) vo G2(CEcGz) mohdud agiq
coxluglarina baxaq.
Aydmndir ki,
Gi1uGyola,b] voamG; + mGo> b —a,
onda
Mm'E+m'CE >mG, +mG, +¢>b—-a+e.
Buradan alarq:
m'E>b-a-m"CE =m,E +¢.
>0 ixtiyari oldugundan
m'E >m.E
alinir ki, bununla da teorem isbat olunur.

Teorem 1.3.3. Mohdud A vo B ¢oxluqlarn {igiin AcB-
dirss, onda

mA<mB , m"A<m'B.
Isbati. Tutaq ki,

mA=infmG vo m*B=inf mQ,
GoA QoB

burada G vo Q ac¢iq ¢oxluqlardir.
Aydmdir ki, GcQ gotiirmok olar. Odur ki, mG<mQ
olar. Onda

m*A<m’B.
Analoji gayda ilo m,A <m,B borabarsizliyi isbat olur.
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Teorem 1.3.4. Tutaq ki, mohdud E ¢oxlugu sonlu va
ya hesabi sayda Ex (k=1,2,...) ¢oxluglarinin birlogmosindon

ibaratdir:
E=JE.
k
onda
mE<> mE,. (1.3.1)
k
Isbati. istonilon >0 iigiin
Exc=Gy, mG< m*E -|-28—k (k = 1,2,...)

sortlorini 6doyon mohdud agiq Gk ¢oxluglarina baxaq.
E coxlugunu daxilinds saxlayan interval A olsun.

Onda
Ec Am(UGkJ
k

olar, buradan teorem 1.2.3-3 asasan

m'E < m{Am(UGKHSZm(AmGK)S

<YmMG, <> ME+e,
k k

Buradan, £>0-in ixtiyariliyino osason (1.3.1) berabarsizliyi
alinir ki, bununla da teorem isbat olunur.

Teorem 1.3.5. Tutaq ki, mohdud E ¢oxlugu sonlu va
ya hesabi sayda ciit-clit kosismoyon Ex (k=1,2,...)
coxluglariin birlosmasindon ibaratdir:

E={JE (E.NE, =D, k=m);
k

onda
mE=>> mE,.
k

Isbati. Teoremi n sayda Ei,E,...,E, coxluglan iigiin
isbat edok. Istonilon £>0 odadi iigiin
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F, cE,,mF, >m,E, —% (k=12,..)
sortini 6doyan qapali Fy ¢oxluglan gotiirok. Fyx goxluqglar

kosigsmirlor vo onlarin U F, birlogsmasi qapal ¢coxluqdur.
k=1
Onda teorem 1.2.6-a asason alariq:

n n n
m,E > m{U Fk} =>'mF >> mE, -«
k=1 k=1 k=1
Buradan £>0-1n ixtiyariliyino osason
n
mE>> mE,.
k=1

Bu barabarsizlik istonilon n iigiin ddonildiyindon n—oo
sortindos do ddanir:

m.E > im*Ek .
k=1

8 4. Coxlugun Lebeq dl¢iisii

E mohdud ¢oxluq oldugda onun m*E xarici vo m E
daxili 6l¢iisii var.

Torif 1.4.1. E ¢oxlugunun m*E xarici vo m,E daxili
olgiilori borabar oldugda, yani m*E=m,E oldugda E
coxluguna Lebeq monada olgiilon goxluq deyilir. m"E va
m,E olgiilorinin ortaq qiymoting iso E ¢oxlugunun Lebeq
olgiisii deyilir, mE ilo isars olunur:

mE =mE = m,E.
Teorem 1.4.1. Tutaq ki, E mohdud ¢oxluq, A iso bu

coxlugu daxilindo saxlayan intervaldir. Onda E vo CuE
coxluglar1 eyni zamanda 6Slgiilon vo ya 6lgiilmoyondir.

Isbati. Coxlugun xarici vo daxili 6lgiisiiniin torifine
osason
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m‘E+m,[C,E]=mA ; m,E+m'[C,E]=mA, (1.4.1)
barabarliklori alinir. E ¢oxlugu dl¢iilon oldugda
m*E =m,E =mE
olur, odur ki, (1.4.1) boraborliklorindon
mE+m,[C,E]=mE + m*[C E]
barabarliyi, buradan iso
m,[C,E]=m"[C,E]

boraborliyi alinir ki, bu da ChE g¢oxlugunun o6lgiilon
oldugunu gostarir.

Teorem 1.4.2. Mohdud hesabi ¢oxluq olgiilondir vo
onun 6leiisi sifra borabardir.

Isbati. Tutaq ki, E={x;,X,...} mohdud hesabi
¢oxlugdur. Istonilon >0 adadi iigiin X« ndqtalorini daxilindo

saxlayan vo uzunlulari Zik olan & (k =1,2,...) interval-

lar1 gotiirok. Onda
Ec U Oy
k

olur.
Buradan

m*E <> ms, zik =
k=1 k=1

alinir. £>0 ixtiyari oldugundan m*E =0 olar.

Digor torofdon m,E<m"E oldugundan m, E =0.
Demali,

mE=m"E =m_E =0.

Teorem 1.4.3. Sonlu vo ya hesabi sayda olgiilon Ey

(k=1,2,...) ¢oxluglarinin birlosmasindon ibarat olan mahdud

E=JE
k
coxlugu olg¢illondir. Bundan olave Ey c¢oxluglar ciit-ciit
kosigsmirlorss (ExNEn=9, k#m), onda
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mE = mE,. (1.4.2)
k

(1.4.2) ifadesi Lebeq Olgiisiiniin tam additivlik xassosi
adlanir.

Isbati. Umumiliyi pozmadan Ex~E,=@, kzm gobul
etmok olar. 9ks halda,

E;=E, B, =E,\E,...E, =E \|JE,...

gotirarak, E; NE; =&, k #m alinir.
Ovvalca

n
E=JE
k=1
gotiirorok teoremi isbat edok.

Istonilon £>0 adadi va har bir k adadi iigiin elo qapal Fy
va elo mahdud agiq Gk ¢oxluglart qurmagq olar ki,

F,cE cG,, mG, —mF, << (k=12..,n)
n

olar. Onda qapali F =| JF, , agiq vo mohdud G =| |G
k k

k=1 k=1
coxluglari iigiin FcEcG olur. Buradan

mF<m,E <m"E <mG (1.4.3)
barabarsizliklori alinir.
Qeyd edok ki,
G\F=GnNnCsF (1.4.4)

soklinda gostarilo bildiyinden G \ F aciq, hom do mohdud
coxlugdur. Aydindir ki,
G:FUCGF ) FﬂCGFZO,

onda agiq c¢oxluglarin olgiisi haqqinda teorem 1.1.2-yo
asason

mG=mF+mCgF,
buradan is9

m(G \ F)=mG - mF
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olar.
Analoji olaraq,
m(Gk\ Fk) =mGx - mFy, (k:1,2,...,n)
oldugunu goéstormok olar.
Bilavasito yoxlamagq olar ki,

G\FcJ(G\F) (1.4.5)
k=1
miinasibati dogrudur. Burada G \ F, Gy \ F, (k=1,2,...)
mohdud vo agiq ¢oxluglardir. Ag¢iq ¢oxluglarin 6lgiisii
haqqinda teorem 1.1.1-1 (1.4.5) miinasibating totbiq edorak,
alariq:

m@\Héim@Uﬁ) (1.4.6)

k=1
mGy — ka<i (k=1,2,...,n) oldugunu nazors alsaq (1.4.6) -
n
dan

mG-mF <> [mG, -mF,]<e (1.4.7)
k=1
borabarsizliyini alarq.
(1.4.7) vo (1.4.3) barabarsizliklorindon

O<ME-mE<e¢
miinasibati, £>0-1n ixtiyari olmasina asason, buradan da
m'E =m,E
alinir. Demali, baxilan halda

E=|JE,
k=1

coxlugu odlgiilondir.

e = JE,
k=1

gotiirorak, teoremi isbat edok. Bu halda istonilon n {iglin
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OEK cE
k=1

olur. Buradan

mﬂjajzimfkgmﬁ (1.4.8)

k=1

borabarsizliyr alinir. Demali, Z:mEk odadi siras1 yigilir,
k=1

odur ki, istonilon £>0 adadi iiciin elo N natural adadi tapmagq

olar ki,
> mE, < £

k>N 2

N 0
olar. U E, ¢oxlugu dlgiilondir. U E, ¢oxlugunu 6l¢iisii %-

k=1 k=N+1
don kigik olan agiq G coxlugu ilo 6rtmok olar.
N
|JE. cE
k=1
oldugundan

N N
m(UEkjﬁm*E ; > mE, <m,E
1 P}

olur. N> sortinds limits kegsak, buradan alariq:

> mE, <m,E. (1.4.9)
k=1
Digor torofdon,
E=JE
k=1
oldugundan
m*E <> mE, (1.4.10)
k=1
olur.

30



m,E <m’E oldugundan (1.4.9) vo (1.4.10) miinasibot-
lorindon
m'E=m,E
alinir. Bununla da, teorem tamamils isbat olunur.
Teorem 1.4.4. Sonlu vo ya hesabi sayda olgiilon
¢oxluglarin kasismasi dl¢iilon goxlugdur.
Isbati. Tutaq ki, Ex (k=1,2,...) dlgiilon ¢oxluglardir vo

E=E..
k

Ex (k=1,2,...) ¢oxluglarinin hamisini 6z daxilindo saxlayan
intervali A ila isars edok. Asanligla yoxlamagq olar ki,
C,E=|JC,E,.
k

Ex vo CAEx coxluglart eyni zamanda dlgiilon olduglarindan
teorem 1.4.3-3 asasan

C,E=[JC,E,
k

coxlugu odlgiilon olar.

Demali, E ¢oxlugu olgiilondir.

Teorem 1.4.5. ki olgiilon A vo B ¢oxluglarinin A\B
forqi dlgiilon ¢oxlugdur. BcA olduqda iso

m(A\ B) = mA - mB.

Isbati. A vo B coxluglarini 6z daxilindo saxlayan
intervali A ilo isaro edok. Onda D=A\B c¢oxlugunu
D=AN(CxB) soklindo gostormok olar. Burada A vo C,B
coxluglar dlgiilondir. Onda teorem 1.4.4-9 asason D ¢oxlugu
da olglilon olar. BcA olan halda A=DuB, DNB= olur.
Onda teorem 1.4.3-5 asason mMA=mD+mB, yoni mD=mA-mB
olur.

Teorem 1.4.6. Tutaq ki, dlgiilon Ej,E,Es,... coxluglar
uciin

E1CE2CE3C...
miinasibati 6danir va
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E=()E,
k=1
mohdud ¢oxlugdur. Onda

mE = lim mE, .

n—oo

Isbati. E; =E,, E, =E,\E,, E; =E, \E,,... isaro edok.
Onda

E=JE/ EinE, =@ k=m;
k=1
mE, =mE, —mE, , (k=12,...).
Buradan, teorem 1.4.3-ii totbiq edorak alariq:

mE =Y mE; =mE, + Y (ME,,, - mE,).
k=L k=L
Buradan iso, sonsuz siranin yigilmasina asasan

n-1
mE = Iim{mE1 + > (ME,,; - mEk)} = lim mE, .
n—oo k=1 n—o0
Teorem isbat olundu.
Teorem 1.4.7. Tutaq ki, dlgiilon Ej,Ej,Es,... coxluglar

t¢tin E, oE,oE; o... vo E =ﬂEk olur. Onda

k=1
mE = lim mE, .

n—oo

Isbati. Tutaq ki, A intervali E; coxlugunu 6z daxilindo
saxlayir. Onda

C,E,cC,E,cC,E, c..,C,E=JC,E,
k=1
olur.
Teorem 1.4.6-ya osason

m(C,E) = lim(C,E,)

olar. Burada
M(CAE)=mA - mE vo m(C,E,)=mA - mE,
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oldugunu nazoars alsaq
mE = lim mE,

n—oo

alariq. Teorem isbat olundu.
8 5. Borel ¢coxlugu va ¢oxlugun 6l¢iilmasi slamoati

Toarif 1.5.1. Sonlu va ya hesabi sayda agiq vo qapali
coxluglarin birlogsmasi vo kosismosi noticesindo alinan
coxluglara borel ¢oxlugu deyilir; mohdud borel ¢oxlugu iso
(B) ol¢iilon ¢oxluq adlanir.

Lebeqgo qoadar belo ¢oxluqglara birinci dofo Borel toro-
findon baxilmisdir. Bu ¢oxluglardan bazi ¢oxluglar ailosine
ayrica baxilir.

Torif 1.5.2. 9gor E ¢oxlugu hesabi sayda qapali
coxlglarin birlosmasi kimi

E=0ﬁ
k=1

soklindo gostarilorss, onda deyirlar ki, E coxlugu Fs tiplidir.
Torif 1.5.3. Ogor E c¢oxlugu hesabi sayda agiq
coxluglarin kosismasi kimi

.- Ao,
k=1

soklindo gostarilorse, onda deyirlar ki, E ¢oxlugu G tiplidir.
Teorem 1.5.1. Fs5 vo G; tipli hor bir mshdud ¢oxluq
oOl¢iilondir.
Isbati. Mohdud E coxlugu Fs tipli oldugundan

E=Oﬁ
k=1

soklindo gostorilir, buradan iso almir ki, toplanan Fy
coxluglart da mohduddurlar. F¢ ¢oxluglarmin hor biri iso
gapali oldugundan 6lgiilondir. Onda teorem 1.4.3-0 asason E
coxlugu da odlgiilon olacaqdir.

Gs tipli olan, yoni
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E=[)G.
k=1
soklindo gostorilon E ¢oxlugu mohdud olarsa, onda E
¢oxlugunu daxilinds saxlayan hor hansi A intervali var. AG
tamamlayict ¢coxluglarini quraq. Aydindir ki, bu ¢oxluglar

gapali, mohdud, hom do olgiilondirlor. E c¢oxlugu bu
coxluglarin kosismasi kimi

E =ﬁ(AGk)

soklinda gostorilo bilor. Onda teorem 1.4.4-9 asason, E ¢ox-
lugu 6lgiilon olacaqdir.

Olgiilon coxluglar hagqinda isbat etdiyimiz teoremlora
osason asagidaki teoremi soyloya bilorik:

Teorem 1.5.2. Borel monada olgiilon ¢oxluq Lebeq
monada olgiilondir. [(B) odlgiilon ¢oxluq (L) olgiilon ¢oxluq
olur]. Lakin Lebeq monada dl¢iilon ¢oxluq, Borel monada
olgiilon olmaya bilar.

Rus riyaziyyatgist M.Y. Suslin (1894-1919) (L) olgiilon
va (B) dlglilmayon ¢oxluga aid misal qurmusdur.

Torif 1.5.4. a ¢oxlugunu, uzunlugu V&>0 odadindon
kigik olan sonlu vo ya hesabi sayda intervallar sistemi ilo
ortmok miimkiin olduqda ona a-sifir ¢coxluq deyilir.

Torif 1.5.3. Mohdud E c¢oxlugunun Lebeq monada
olgiilon olmasi tiglin zoruri vo kafi sort elo A-borel goxlugu vo
a-sifir, B-sifir coxluglarinin olmasidir ki,

A\ acECAUB (1.5.1)
miinasibati 6donsin.

Belalikls, V>0 adadi iigiin els A-borel coxlugu var ki,

m*(EAA) < & (1.5.2)
borabarsizliyi 6donir. (1.5.1) vo (1.5.2) miinasibotlori
ekvivalent sortlordir.

Teorem 1.5.4. Xarici dl¢iisii sifir olan har bir E ¢oxlugu
oOl¢iilondir va dlgisii sifra barabardir.
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Isbat1. Borel ¢oxlugu olaraq A= gotiirok. Onda
m*(EAA) = m*(EAD) =m"'E=0<c¢.
Demali, E ¢oxlugu olgiilondir. Digor torafdon
O<ME<mME=0
oldugundan
m,E=m"E =0.
Teorem isbat olundu.

Olgiilon coxluglara aid niimunalar vo tapsiriglar

Misal 1. [0,1] seqmentinds yerloson adodlorin onluq
kasr soklinds yazilisinda 5 rogomi istirak etmoyon ododlor
coxlugunu qurun, giiciinii vo dlgiisiinii tapin.

Holli. [0,1] seqmentini 10 barabar hissoyo bolok vo bu

zaman alinan altinc [%%j intervalmi ataq. Ikinci

addimda, qalan 9 seqmentin hor birini 10 barabor hissoyo
bolok va hor birinds alinan altinct

[ 5 6 j [15 16 j[:25 26:][:35 36:][‘45 463
102’102 S\10%'10% S\ 10% '10% S\ 10% 102 )'\ 10% 102

[ 65 66:][ 75 76:][:85 86 j[:gs 96:]
102’102 /\10% '10% '\ 10% '10% J'\ 102 '10?

intervallar1 ataq. Prosesi bu gayda ilo sonsuz davam
etdirok.
Atilan intervallarin birlogsmasini G ilo, qalan ¢oxlugu
189 F ilo isars edok. aeG ododini onluq kosr soklinds yazaq:
a=0, ajazas... .

Birinci addimda atilan EE intervalinda olan
10 10

odadlor {igiin a1=5 olur. Qalan 9 seqmentdoki adodlordon

ancaq biri: % adadi tiglin a;1=5 olur.
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Lakin bu adadi

> =0,500... ; —=0,4999...
10

10
soklinds yazmaq olur.

Ikinci addimda atilan [ 52 , 62 j[ 952 , 962}
10° 10 10° 10
intervallarinda olan hor bir a ododi onluq kasrlorlo

yazildigda a,=5 olur. Qalan odadlordon ancaq % adadi

iclin a,=5 olur. Lakin bu adadi %20,04999... soklinda

yazmagq olar.

Prosesi bu gayda ilo davam etsok, qalan F ¢oxlugun-
dak1 adadlorin onluq kasr soklinda

a=0, a,acas...

yazilisinda o175, o5, az#5,... olur. Demali, F tolab edilon
coxlugdur. F ¢oxlugu hesabi sayda kosismoyon intervallarin
atilmasi naticasinds alindigindan gqapal ¢oxluq olar.

G coxlugu hesabi sayda intervallarin birlogsmasindon
ibarat oldugundan agiq ¢oxluq olur. Odur ki,

1 9 92 1 9 9 (9Y
MG=_—+—+——+=—+—|l+—+| —| +:|=
10 10° 10 10 10 10 \10

19 1 1 9 10 1 9
+

- 4 =—+—=1

10 10 ;1 10 10° 1 10 10

10
Onda
mF =m([0,1]\G)=m(CG)=1-mG =1-1=0.
F ¢oxlugu heg¢ yerdos six deyil, miikkommal ¢oxlugdur, giicii
kontinium olur.
Misal 2. [0,1] seqmentinds olan haqiqi adadlorin ikilik

kosr goklinde yazilisinda ciit yerds duran rogomlorin sifir
oldugu E ¢oxlugunun 6l¢iisiinii hesablayin.
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Holli. [0,1] seqmentins daxil olan haqiqi a ododini
ikilik kasrla
a=0, ajaas... *)
soklindo yazmagq olur, burada ax (k=1,2,...) adodi 0 vo ya 1
qiymotlorini alir. Ep ilo (*) yazilisinda a;=0, E> ilo a,=0 vo
ay=0, Es ilo a,=0, as=0 va as=0 va s, ¢oxluqlar isara edok.
Onda aydindir ki, tolob olunan ¢oxluq

E=(E, (%)

olur.
E: ¢oxlugunu almaq tgilin [0,1] seqmentini 4 barabor
hissays bdlok. Onda

-[od)-[13)

E> coxlugunu almaq fiiglin Ei;-o daxil olan hor iki
seqmenti 4 barabar hissoys bolok. Onda

1 2 3 8 9 10 11
E,=|10,—=|VU|l—= —=|Vl—= —= |V —=—]|
[ 16} [16 16} [16 16} [16 16}

Es ¢oxlugunu almagq iigiin E2-ys daxil olan 4 seqmentin
hor birini 4 borabar hissoys bolok. Onda

1 2 3 8 9 10 11
E;=|0,— |V|l—— Y|l —=,— |V| —,— |U
{ 64j [64 64j [64 64j [64 64}

32 33) [34 35) [40 41) [42 43
Ul—,— || —= — V| —,— Y| —— |
[64 64} [64 64} [64 64j [64 64j

Prosesi bu qayda ilo sonsuz davam etdirsok, alariq:
E,oE,oE o..
Vo

1 1 1
mE1 :E, mE2 :?, mE3 :?,...

Onda teorem 1.4.7-5 asason (**) barabarliyindon
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mE =limmE, = Iimik =0.
k—o ko 2
Demali, tolob olunan g¢oxlugun olgiisii sifra borabor
olur.
Misal 3. Coxlugun 6lgiisiiniin torifindon istifado edorok

[ai, bi]m[aj, bﬂ:@ olduqda

F= U[ai | bi]
i=1
olarsa, onda
mF = Z(bi -a;)
i=1

oldugunu isbat edin.
Toskiledici intervallar kosisorlorss, mF nays boarabor-
dir?

Misal 4. F = U[Zn +2n+ 2_1”j coxlugunun Lebeqo

n=1
gora dlgiilon oldugunu isbat edin vo onun 6lgiisiinii tapin.

Misal 5. E: vo E: c¢oxluglart olgiilon olduqda
E=C(E1nE) ¢oxlugunun da 6lgiilon oldugunu isbat edin. Bu
¢oxlugun dlgiisii nays borabardir?

Misal 6. Isbat edin ki, E ¢oxlugunun o6lgiilon olmasi
ticiin zoruri vo kafi sort hor bir £>0 odadi tigiin elo agiqg GoE
coxlugunun varhgidir ki,

m*(G\E)<e¢
borabarliyi 6donsin.

Misal 7. A vo B ortaq noqtalori olmayan iki 6lgiilon
coxluq oldugda istonilon E ¢oxlugu ii¢iin

m[EN(AuUB)]=m*(EnA)+m"(EnB),
m.[EN(AuB)]=m,(EnA)+m,(ENB)
oldugunu isbat edin.

38



Misal 8. [0,1] seqmentino daxil olan vo onluq kasrlora
ayrilisinda 7 roqomi istirak edon adadlor coxlugunun Lebeqo
goroa dlgiilon oldugunu isbat edin vo onun 6l¢iisiinii tapin.

Misal 9. [0,1] seqmentina daxil olan vo onluq kasrlora
ayrilisginda 7 rogomi istirak etmoyon ododlor ¢oxlugunun
Lebeqa gors 6lgiilon oldugunu isbat edin vo onun 6lgiistinii
tapin.

Misal 10. [0,1] seqmenitna daxil olan vo onluq kosr
soklinds ayrilisinda 4 vo 5 rogomlorindon heg olmazsa, biri
istirak etmoyon ododlor ¢oxlugunun Lebeqo goro olgiilon
oldugunu isbat edin vo onun odl¢iisiinii tapin.

Misal 11. Miisbot olgiilii istonilon c¢oxlugun qeyri-
hesabi oldugunu gostarin.

Misal 12. [a,b] seqmentindo Q rasional ndqtolor
coxlugunun odlgiilon oldugunu isbat edin vo dl¢iisiinii tapin.

Misal 13. [a,b] seqmentindo J irrasional ndqtolor
coxlugunun olgiilon oldugunu isbat edin vo dl¢iisiinii tapin.

Misal 14. [0,1] seqmentindon [ggj intervali atilir:

qalan iki seqmentdon morkozi homin seqmentlorin orta

. . 1 }
noqtesinds olan iimumi uzunlugu g-s borabar intervallar,

. - ; : .1
sonra iso eyni dsulla iimumi uzunlugu E-a borabor

intervallar atilir. Bu prosesdon sonra qalan ¢oxluq F olsun.
F ¢oxlugunun Lebeqo goro 6lgiilon oldugunu isbat
edin va ol¢iisiinii tapin.
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II FOSIL
OLCULON FUNKSIYALAR
§1. Olgiilon funksiyalarm torifi vo varhg sorti

Forz edak ki, hor hansiE ¢oxlugunda sonlu haqiqi
f (x) funksiyasi verilmisdir. E ¢oxlugunun bazi néqtalorin-
do funksiya miioyyon isarali +oo («miisbat sonsuzlug») vo ya
—oo («monfi sonsuzlug») qiymatlorini do ala bilor. Basqa
sozlo, - vo 4w «qgeyri-moxsusi» odadlort  f(X)
funksiyasinin qiymatlor ¢oxluguna daxil edilir. Bu odadlor
6z aralarinda va istonilon sonlu hoqiqi a adadi ilo
—wo<a<+o

borabarsizliklari ilo baghdir.

—oo v +oo adadlori (ndoqtalori) —co<X <+ adadlori ilo
birlikds genislondirilmis odod oxu adlanir vo —o<x <+ ilo
isaro  olunur. Genislondirilmis odod oxunda hesab
omollorinin aparilmasi Giglin —o vo +oo  odadlori tizorinds
asagidaki omollorin 6donmasi sortlosilir:

1) +oo+(+00) =+ ;

2) —oo+(—00) =—0;

3) (+0) - (40) = 420, (~50) () = +30 , (490)-(=o0) = 0
4) 0-(o0) = (+0)-0=0;

5) |+ 00| +|— 00| = 400 + (+00) = +20 ;

istonilon sonlu haqiqi a adadi {igiin:

6) a+(—w0)=—0w, a+00=+0;

7) a>0 oldugda a-(4+w)=+w vo a-(—»©)=—w ;

8) a<0 oldugda a-(+w)=-—0 va a-(—w) =+w0;

92 _0.

+ oo

Qeyd edok ki,
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(do0) — (2o0), 2 va &
+ o0 0

simvollarinin manas1 yoxdur, geyri-mioyyanlikdirlor.
Burada adi adad oxunun 6lgiilon ¢oxluglarinda toyin
edilon, genislondirilmis adod oxunda qiymaotlor alan vo
inteqrala {mumi torif verilmosindo osas rol oynayan
funksiyalar sinfins baxilir. Masalon,
— o0, x < -1 olduqda,
f(x)=< 0, —1<x<1 olduqda,
+ 00, x>1 olduqda,

bels funksiyalara misal ola bilor.

Torif 2.1.1. Hoqiqi f(x) funksiyasinin toyin edildiyi
E c¢oxlugu vo istonilon
sonlu haqiqi a odadi igiin YA
f(x)>a sortini 6doyon _

. R y=f(x)
xe E noqtolordon diizolmis
E(f >a) c¢oxlugu Lebeq |-
monada oOlglilondirss, onda
f(x)-e E  ¢oxlugunda !
Lebeq monada  dlgiilon H_H_/" >
funksiya deyilir. ) 0 E[f (9<a]

Lemma 2.1.1. Olgiilon
E c¢oxlugunda f(x) funksiyasinin olgiilon olmasi {igiin
istonilon hoaqiqi a adadi {igiin
E(f >a), E(f <a),E(f <a)
coxluglarindan birinin 6l¢iilon olmasi zoruri va kafidir.
Zoruriliyin isbati. Ayndir ki, f(x) funksiyast 6l¢iilon
oldugda istonilon hoqiqi a odadi vo istonilon natural n

-l

E[f (x)>0] X

adadi iigiin E[f >a —ij coxlugu odlgiilondir.
n
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E(f > a):ﬁ E[f > a—%j (2.1.1)

borabarliyinin dogrulugunu gostorak.
Dogrudan da, ogor xeE(f>a) olarsa, onda

f(x)>a, buradan da istonilon natural n odadi {igiin

f(x)>a —l olur, odur ki,
n

er[f >a—%}, N=123....

Demali, X e ﬂE[f > a—ij.
n

n=1

Tutaq ki, xe ﬂ E[ f>a —Ej . Bu isa istonilon n igiin
n

n=1
XGE[f>a—£J, yoni f(X)>a—£, n=12,.. oldugunu
n n

gostorir. Axirinci ifadedo n— o oldugda limits kegorok
f(x)>a, yoni xeE(f>a) alariq. Belaliklo, (2.1.1)
borabarliyinin dogrulugu isbat edilir. Sonlu vo ya hesabi
sayda Olgiilon c¢oxluglarin  kosigmasi dlgiilon  goxluq
olduguna gora E(f >a) c¢oxlugu 6l¢iilondir.

E(f >a) c¢oxlugunun Oolgilon olmasindan va
E(f <a)=E\E(f >a) boraborliyindon E(f <a) ¢oxlugu-
nun, E(f>a) ¢oxlugunun &lgilon olmasindan vo
E(f <a)=E\E(f >a) borabarliyindon iso E(f <a) c¢ox-
lugunun 6lgiilon olmasi alinir.

Kafiliyin isbati. Tutaq ki, istonilon hoaqiqi a adadi tigiin
E(f > a) ¢oxlugu odlgiilondir. Gostarak ki,

E(f >a):UE[f 2a+£j (2.1.2)
n=1 n

baraboarliyi dogrudur. Yens do iki ¢oxlugun baraborliyinin

torifindon istifado edok.
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Dogrudan da, xe E(f >a) olarsa, onda f(x)>a
olar vo kifayat godor bdyiik n, adadi iigiin f(x) > a+i

No

Ny

XEOE[f 2a+1j

n=1 n

olar, yoni X € E(f >a +ij , buradan da

olar. Tarsing,

XEOE[f 2a+1j

n=1 n

olarsa, onda elo n, var ki, xe E(f2a+ij, yani
r]O

f(x)>a +i olur, buradan f(Xx)>a alinar. Naticodo
r-]O
xe E(f >a) olur ki, bununla da (2.1.2) boraborliyinin

dogrulugu isbat edilir. Sonlu vo hesabi sayda olgiilon
coxluglarin birlosmasi dl¢iilon ¢oxluq oldugundan E(f > a)

coxlugu odlgiilondir.

E(f >a) c¢oxlugunun Oolgilon olmasindan va
E(f <a)= =E\E(f >a) Dboraborliyindon E(f <a)
coxlugunun, E(f >a) g¢oxlugunun ol¢iilon olmasindan vo
E(f <a)=E\E(f >a) boraborliyindon 1iso E(f <a)
¢oxlugunun olgiilon olmasi alinir.

Torif 2.1.2. f(x) funksiyast E ¢oxlugunda verildikdo
vo a istonilon hoqiqi adad oldugda

E[f(x)>a], E[f(x)>a], E[f(x) <a], E[f(x)<a]

coxluglarma f(x) funksiyasmin Lebeq ¢oxluglari deyilir.

Qeyd 2.1.1. Lemma 2.1.1-5 asason
E[f(x)>a], E[f(x)<a], E[f(x)<a]
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Lebeq ¢oxluqlarindan har birinin vasitssi ilo E ¢oxlugunda
olgiilon f(x) funksiyasina torif 2.1.1 ilo ekvivalent olan yeni
ti¢ torif vermok olar. Basqa sozlo, E ¢oxlugunda olgiilon
f(x) funksiyasina 6z aralarinda ekvivalent dord torif
vermok olar. E[f >a] vo E[f <a] goxluglari biri digorinin
E -yo tamamlayici ¢oxluqlaridir, a istonilon haqiqi adad
oldugda bu coxluglardan birinin 6Slgiilon olmasi digorinin
olgiilon olmasi demokdir. Eyni zamanda E[f >a] wvo
E[f <a] tamamlayic1 ¢oxluglardir vo bunlardan birinin
olglilon olmasit digarinin 6lgiilon olmasi ilo eynigiiclidiir. Bu
toklifdon lemmanin isbatinda istifado edilmisdir.

Qeyd edok ki, f(x) funksiyas1i E ¢oxlugunda

olgiilondirss, onda E ¢oxlugu 6zii do dlgiilondir. Bu toklifin
dogrulugu

E=0E[f(x)>—n] (2.1.3)

baorabarliyindon aydin olur, ¢iinki, com isarasi altindaki
coxluq f(x) funksiyasinin torif 2.1.2-doki birinci név Lebeq
coxlugudur, yani dlgiilon ¢oxluqdur, odur ki, E ¢oxlugu da
hesabi sayda olgiilon ¢oxluglarin birlosmasi kimi 6&lgiilon
c¢oxlugdur. E c¢oxlugunun o6lgiilon olmasi (2.1.3) barabor-
liyino analoji boraborliyin kémoyi ilo f(x) funksiyasinin
basqa nov Lebeq ¢oxluglarinin 6lgiilon olmasindan da alina
bilor. Moasalon, E[f(x)ﬁa] coxlugunun o6lgiilon olmasi

molum olarsa, onda E-nin 6lgiilon olmasi ii¢iin
E=JE[f(x) <n] (2.1.4)
n=1

barabarliyindon istifado etmok lazimdir.

Yuxarida deyilonloro osason oOlgiilon funksiyaya
asagidaki kimi do torif verilir.

Torif 2.1.3. Hoqiqi f(x) funksiyas: 6lgilon E

coxlugunda toyin edildikds va istonilon haqiqi a adadi tiglin
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Lebeq ¢oxluqlarinin heg¢ olmazsa birisi 6lgiilon olarsa, onda
f (x) funksiyasina E ¢oxlugunda dl¢iilon funksiya deyilir.

Demoali, E ¢oxlugunda f(x)-in olgiilon funksiya
olmasindan onun Lebeq ¢oxluglarinin har birinin, naticads
E c¢oxlugunun o6ziiniin olglilon olmasi alinir. Torsineg, E
coxlugunda verilmis f(x) funksiyasinin istonilon haqiqi a
odadi iiglin, onun Lebeq ¢oxluglarindan birinin &lgiilon
olmasindan f (x)-in olgiilon funksiya olmasi alinir.

Qeyd 2.1.2. Bundan sonra f(x) funksiyas1 E
c¢oxlugunda o6lgiilondir dedikds, E ¢oxlugunun da o6lgiilon
oldugunu basa diisocoyik.

Nozoro almaq lazimdir ki, olgiilon f(x) funksiyasi
ugin

E(a<f<b), E(a<f<h), E(a<f<hb), E(f=a)
coxluglart da olgiilondir. Lemma 2.1.1-5 asason birinci iig
coxluq tigiin tors toklif do dogrudur, lakin E(f =a) ¢oxlugu
ticlin tors toklif dogru deyil, yoni f(x) E ¢oxlugunda olgiilon
oldugda

E[f(x)=a]=E[f(x)>a]N E[f(x)<a]
coxlugunun iki olgiilon g¢oxlugun kosismosi kimi o6lgiilon
olmasi alindigi halda, E(f=a) ¢oxlugunun dlgiilon
olmasindan f(x) funksiyasinin E-do dl¢iilon olmasi alinmur.
Bunu asagidaki misalla aydinlasdirmagq olar.

Forz edok ki, biitlin bir noqtali {x} ¢oxluglar additiv
X' sinfino daxildir (xe X). Ogor odlgilmayon E < X
coxlugu varsa, onda E c¢oxlugunda verilon vo E -ni adad
oxunun har hansi altgoxluguna qarsiligh birqiymatli inikas
etdiron istonilon f(X) funksiyasi olgiilon olmaz (E dlgiilon
deyil), halbuki, bir noqtodon ibarat olan biitiin E(f =c)

coxluglar dlgiilondirlar, ¢linki bir néqtodon ibarat olan ¢ox-
luq olgiilondir, 6l¢iisii do sifra borabordir.

! Bax [4] soh 80
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§ 2. Olgiilon funksiyalarin xassolori

Teorem 2.2.1. Olgiisii sifir olan E ¢oxlugunda istoni-
lon f (x) funksiyasi 6lgiilondir.
Isbati. Dogrudan da, ogor mE =0 olarsa, onda
istonilon a adadi {igiin E(f >a) eE oldugundan
mE(f >a)<mE(f >a)<mE=0
olar. Demali,
m.E(f >a)=m'E(f >a)=0,
yoni mE(f >a)=0. Bunun kimi E-nin alt¢oxluglarinin hamasi,
o cliimlodan ds f(x)-in Lebeq ¢oxluglarinin har biri 6lgiilon
olacaqdir, hom do onlarin da &lgilori sifra borabor
olacaqdir. Bu isa f(x)-in E-ds 6lgiilon oldugunu gostoarir.
Teorem 2.2.2. Ogor f(x) funksiyasi E ¢oxlugunda
olgtilondirss, onda onun istonilon olgiilon E'c E altgox-
lugunda da élgiilondir.
Isbati. Dogrudan da,
E'[f>a]=E'nE[f>q]
soklindo gostarils bildiyindon, iki dl¢iilon ¢oxlugun kosismasi
kimi E'[f >a] ¢oxlugu ol¢iilondir, demoli, f(x) funksiyasi
E’ ¢oxlugunda dlgiilondir.
Teorem 2.2.3. Olgilon E c¢oxlugunda f(x)=c
(c =const) olarsa, onda f(x) funksiyasi 6l¢iilondir.
Isbati. Istonilon a odadi iiciin E( f>a) coxlugu
E[f > a] = {E, a < ¢ olduqda,
@, a>c oldugda
soklindo gostarilir. Verilon E ¢oxlugu va bos ¢oxluq 6lgiilon
oldugundan E( f>a) ¢oxlugu, naticodo f(x) funksiyas1 E

coxlugunda o6l¢iilondir.

Qeyd edak ki, bu teoremds ¢ sabiti sonsuzluq da ola
bilor.

Tarif 2.2.1. [c,d] seqmentini
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C=C, <C <C,<..<C, =d

noqtalori ilo sonlu sayda (Co,C1),(C1,C2),...,(Cn-1,Cn) hissalora
boldiikkdo hor bir hissado f(X) funksiyasi sabit qiymot
alarsa, onda [c,d] seqmentindo f(X) funksiyasina pillali
funksiya deyilir.

Teorem 2.2.3-don pillali funksiyanin 6lgiilon olmasi
alinir.

Teorem 2.2.4. Tutaq ki, f(x) funksiyasi sonlu vo ya

hesabi sayda olgiilon E, (k =1,2,...) ¢oxluglarinin birlogme-
sindon ibarat olan olgiilon

E=JE,

k
coxlugunda verilmisdir.

E.(k=12,..) coxluglarindan hor birinds o6lgiilon
f (x) funksiyasi E ¢oxlugunda da ol¢iilondir.
Isbata.

E[f >a] = JE,[f >a]

barabarliyindon dlgiilon ¢oxluglarin birlogsmasi kimi E[f>a]
coxlugunun, noticods f(X)-in olgiilon funksiya olmasi

alinir.
Bu teoremin xiisusi hali kimi asagidaki teoremi
sOylomak olar.

Teorem 2.25. E,(k=12..) coxluglart &lgiilon
oldugda g :U E, soxlugunda verilmis f(x) funksiyasi E,
k

coxluglarimin hor birindo sabit qiymot alirsa, onda f(x)

funksiyas1 E ¢oxlugunda ol¢iilondir.
Torif 2.2.2. Tutaq ki, E c[c,d] ve F =[c,d|\E. [a,b]

seqmentinda verilon ¢ (X) funksiyasi

1, x e E olduqda,
Pe (X) =
0, x e F olduqda
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soklindos olarsa, onda ¢, (X)-o E ¢oxlugunun xarakteristik
funksiyasi deyilir.
Teorem 2.2.6. E ¢oxlugu vo onun xarakteristik ¢  (X)
funksiyasi eyni zamanda o6lgiilon vo ya dlglilmayandir.
Isbati. Ogor ¢.(x) olgiilon funksiyadirsa, onda E
coxlugunun olgiilon olmasi
E =F(pe >0)
miinasibatindon alinir.
Torsinog, ogor E ¢oxlugu olgiilondirss, onda
0, a>1 oluqda,
F(qu > a)= E, 0<a<l oluqda,
F, a<0 olugda

miinasibati ¢ (X) funksiyasinin dlgiilon olmasini gostarir.

Teorem 2.2.7. E =[c,d]| seqmentinde kesilmoz f(x)
funksiyas: dlgiilondir.

Isbati. Ixtiyari sonlu a odadi ii¢iin

F=E(f <a)

coxlugu qapali olur. Dogrudan da, tutaq ki, X, bu
coxlugun limit néqtesidir. Onda F ¢oxlugunda X, noqtesino
yigilan {X,} ardicilligr se¢mok olar, yoni x, — X, (X, € F)
olar, onda f(x,)<a (n=1.2,...), hom do f(X)-in kosil-
moazliyine asason f(X,) <a olacaqdir, yoni X, € F olacaq-
dir ki, bu da F ¢oxlugunun gapali oldugunu gostarir.

Hor bir gapali ¢oxluq olgiilon oldugundan E(f < a)
coxlugu da odlgiilondir.

Onda

E(f>a)=E\E(f<a)

coxlugu da iki 6lgiilon ¢coxlugun forqi kimi 6l¢iilondir. Bu isa
E ¢oxlugunda kosilmoz f(X) funksiyasinin homin ¢oxluqda
olgiilon oldugunu gostarir.
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Olgiilon funksiyalarm torifindon alinir ki, dl¢iilmoyon
coxlugda verilon funksiya ol¢tilmoyondir.

Lakin  olgiilon  ¢oxlugda  verilon  o&lgiilmayan
funksiyalarin varhgmi asanliqla agkar etmak olar.

Olgiilon funksiyaya aid misallar.

Misal 2.2.1. f(x)=[X] (Xododinin tam hissosi)

funksiyasina baxaq. X-
in biitiin tam qiymotlori vy
sonlu sigrayislt birinci
nov  kosilma noqtolori- —
dir. Hor bir kosilmo
noqtesinds sagdan kosil-
mozlik nozordo tutulur.
Bu funksiya istonilon |—>
[c,d] seqmentinda pilleli
oldugundan o6lg¢iilondir.
Dogrudan da, ogor
a> f(d) olarsa, onda E(f >a)=0 olur, yoni bu ¢oxluq
olgillondir; ogor k<a<k+1<f(d) olarsa, onda
E(f >a)=[[k]+1d] olar, [[k]+L1d] seqmenti iso
oOl¢iilondir.

Misal 2.2.2. [c,d] seqmentinds tayin edilmis Dirixle
funksiyasi, yoni

1, X rasional néqte olduqda,

D(x) :{

funksiyast Olglilondir, ¢linki 0<a<1l olarsa, onda
E(D>a)=E’' olar, burada E’ seqmentin o6lgiilon rasional
noqtalor ¢coxlugudur; ogor a>1olarsa, onda E(D>a)=C bos
coxlugdur, ona goro do Odlgiilon g¢oxlugdur; ogor a<0
olarsa, onda E(D>a)=[c,d] olur ki, yeno do O&lgiilon
coxlugdur. Yoni

0, x irrasional noqtoolduqda
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E, a<0 olduqda,
E(D>a)=<E’, 0<a<lolduqda,
¥, a>1  oldugda
coxlugu odlgiilondir.
Demoli, D(x) funksiyasin [c,d] seqmentinda 6lgiilon
olmasi isbat edildi.

§3. Ekvivalentlik

Bir ¢ox masalalori dyaranarakon sifir 6lgiilii ¢oxlugda
funksiyanin qiymatlorini nozars almamaq olar.

Bununla slaqadar asagidaki toriflori daxil edak.

Tutaq ki, f(x) vo g(x) funksiyalar1 E ¢oxlugunda

toyin olunmuslar. E(f ¢g) ilo E g¢oxlugunun elo X

noqtalori coxlugu isars olunur ki, f(x)=g(x) olsun.

Torif 2.3.1. E c¢oxlugunda verilmis iki f(x) vo g(x)
funksiyalar1 ti¢iin mE(f # g)=0 olarsa, onda f(x) va g(x)
funksiyalarina E g¢oxlugunda ekvivalent funksiyalar deyilir
vo f(x)~g(x), bozon do f(X) = g(x) soklinda isars edilir.

Torif 2.3.2. Tutaq ki, hor hans1 S xassosi (toklifi) hor
hanst E g¢oxlugunun E’ altgoxluguna daxil olan
noqtalorindon basga E ¢oxlugunun biitiin noqtolorindo
dogrudur. 9gor mE’'=0 olarsa, onda deyirlor ki, S xassasi
(toklifi) E coxlugunda sanki hor yerds (sanki E -nin biitiin
noqtalori ti¢iin) dogrudur. Xisusi halda E'¢oxlugu bos da
ola bilar.

Asanligla gostarmok olar ki, ekvivalentlik miinasibati
asagidaki xassoloro malikdir:

1) E g¢oxlugunda f~g, g~h olarsa, onda E -do
f ~h olar;

2) Ogor f,~g,vo f,~g,o0larsa, onda f + f,~g, +0,,
f, f,~0,0, vo ogor uygun omolin sanki hor yerde monasi
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varsa, onda f : f,~g,:g, olar.

Torif 2.3.1 va torif 2.3.2-yo asason asagidak: torifi do
sOylomak olar.

Torif 2.3.3. E ¢oxlugunda iki funksiya sanki hor
yerdo borabordirss, onda onlar ekvivalent funksiyalar
adlanir.

Ekvivalent funksiyalara nazoron asagidaki teoremlori
isbat edak.

Teorem 2.3.1 Ogor f(x) vo g(x) funksiyalar1 E
coxlugunda ekvivalentdirlorso vo E-do f(X) dlgiilon
funksiyadirsa, onda g(x) funksiyast da E ¢oxlugunda
oOl¢iilondir.

isbati. A=E(f =g), B=E\A olsun. Sorto goro mA=0-
dir vo buna goro do A ¢oxlugu olgiilondir. f(x) funksiyasi
E c¢oxlugunda olgiilon oldugundan E c¢oxlugu olgiilondir.
Onda iki olgilon ¢oxlugun forqi kimi B ¢oxlugu da
olgiilondir. B c E oldugundan E -do 6lgiilon f(x) funksi-
yast B g¢oxlugunda da olgiilon olacaqdir. B g¢oxlugunda
f(x) vo g(x) funksiyalar1 borabor olduqlar1 {igiin g(x)
funksiyast da B c¢oxlugunda olgiilondir. Digor torafdon,
mA =0 oldugundan g(x) funksiyasi A ¢oxlugunda ol¢iilon-
dir. Onda ¢g(x) funksiyast E=AUB c¢oxlugunda O&lgiilon
olacaqdir vo bununla da teorem isbat olundu.

Teorem 2.3.2. E seqmentinds kosilmoz f(x) vo g(x)
funksiyalar1 ekvivalentdirlorso, f(x)=g(X), XxeE olur.

Isbati. Gostorok ki, E seqmentinin biitiin noqtalorinda
f(x) vo g(x) funksiyalarmin qiymotlori {ist-listo diisiir.

Oksini forz edok, tutaq ki, hor hansi X, e E noéqtesinda
f(X,) #0(X,), vyoni  f(X,)—09(x,) =0 olur. E-do
f(x)-g(x) kesilmoz funksiya oldugu iigiin X, néqtosinin
kifayot qodor kicik (Xx,—9,X,+d)NE otrafi tapilar ki,
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biitin noqtalorinde f(x)—g(x)#0 olar. Bu otraf miisbat
ol¢iiyo malikdir; belsliklo,
mE[f(x)= g(x)]>0.

Bu da ekvivalentliyin torifino ziddir, yoni kosilmaz
f(x) vo g(x) funksiyalar1 E seqmentinin he¢ olmazsa bir
noqtesindo  miixtolif qiymotlor alarsa, bu funksiyalar
ekvivalent ola bilmazlor. Aydindir ki, istonilon dlgiilon
funksiyalar {igiin (imumiyyatls kosilon funksiyalar {igiin) iki
funksiyanin ekvivalentliyi, iimumiyyatlo, onlarin {st-listo
diigdiiyiinii gostormir.

Torif 2.3.4. E ¢oxlugunda (vo ya E=[c,d] seqmentin-
ds) sonlu sayda birinci nov kosilmo ndqtslori miistosna
olmaqgla hor yerdo kosilmoz f(Xx) funksiyasina homin
coxlugda (vo ya homin seqmentds) hissa-hisso kosilmoz
funksiya deyilir.

Indi forz edok ki, f(x)-in bir x,<€E kosilma noqtosi
var. X, noqtesini uzunluglar sifra yaxmnlasan, yoni n—oo
oldugda mA,—0 olan

A, =X, =90,,% +9,) (6,>0,6, >0)
intervallarla ohato edok. f(X) funksiyast E,=E\A;-do
kasilmoaz oldugundan, istonilon a adadi ii¢iin e,=E, (f >a)
(n=1,2,...) c¢oxluglar1 qapalidir. n artdigda E,=E\A,,
naticads en=E, (f >a) ¢oxluglar1 azalmir vo gapali, naticodo
Olgiilon e ¢oxluguna yaxinlasir. 9gor f(xo)za olarsa, bu

coxluga X, noqtesini do olave etmok lazimdir vo
belalikla, f(x)Za sortini 6doyon biitiin noqtalor g¢oxlugu

alinir ki, bu ¢oxluq da teorem 2.2.7-ys osason gapaldir,
naticads olglilondir. Homin mithakima f (x)-in sonlu sayda

kasilmo noqtalari oldugda da totbiq edilir, yoni sonlu sayda
kasilmo noqtalorine malik olan funksiya 6lgiilondir.
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Buradan vo torif 2.3.4-don notico olaraq ¢ixir ki, E
c¢oxlugunda (vo ya E =[C,d] seqmentinda) toyin edilmis
hisso-hisso  kosilmoz  funksiyalar Olgiilondir. Masalon,
f(x)=sgn x funksiyas aded oxunda hisse-hisse kesilmazdir
vo orada da olgilondir, f(x)=[x] funksiyas: [0,100]
seqmentinda hissa-hissa kasilmazdir, orada da 6lgiilondir.

Torif 2.3.5. E ¢oxlugunda (vo ya E =[C,d] seqmen-
tindo) verilmis f(x) funksiyanin kasilmo néqtelorinin 6lgiisii
sifra borabordirso, onda f(x) funksiyasina E ¢oxlugunda
(vo ya E=[c,d] seqmentinds) sanki hor yerdo kesilmoz
funksiya deyilir.

Isbatsiz asagidak toklifi qeyd edok: oagor f(Xx) qapali
A, seqmentindo sonlu qiymotlor alirsa vo onun kosilma
noqtalori ¢oxlugunun 6l¢iisii sifra barabordirss, onda f(x)
funksiyas1 A,-da dl¢iilondir.

Torif 2.3.5-1 nazoro alaraq bu toklifi asagidaki kimi
timumilosdirmok olar.
Olgiilon E ¢oxlugunda sanki hor yerds kosilmoz f (x)

funksiyasi 6lgiilondir.

Lakin bu tokliflor funksiyanin 6lgiilon olmasi {igiin kafi
sortdir. Misal gostormok olar ki, E c¢oxlugunun biitiin
noqtalori  kosilmo noqtolori oldugda funksiya yens do

olgiilondir. [0,1] seqmentindo asagidaki kimi toyin edilon
f (x) funksiyasina baxaq:
f(x)= {0, X rasional néqtaolduqda,
1, x irrasional noqtoolduqda.

Bu funksiya [0,1] seqmentinin hor bir néqtesinds
kosilondir, lakin [0,1] seqmentindo kesilmoz g(x)=1
funksiyasina ekvivalentdir, giinki [0,1] seqmentinin yalniz
biitiin rasional noqtolor coxlugunda f(x)= g(x) olur. [0,1]
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seqmentinin rasional noqtolor ¢oxlugu hesabi ¢oxluqdur,
buna gora do odlgiilondir, 6lgiisii iso sifra borabardir. Demali,
[0,1] seqmentinde f(x) eyniliklo vahido borabar olan
funksiyaya ekvivalentdir, onda teorem 2.3.1-0 asason f(x)
[0,1]-do o6lgiilondir. Ancaq [0,1] seqmentindo biitin X,
noqtalorinin  f (x) -in kasilmo ndqtslori oldugunu gdérmak
cotin deyildir. Hoqigoton, X, noqtesinin istonilon ¢ -
otrafinda hom rasional, hom do irrasional X qiymatlori
yerlosir, yani X=X,-in istonilon ¢ -otrafinda  f(X)
funksiyast hom 0, hoam do 1 qiymatlorini alir, buna goérs do
X, 1kinci nov kasilmo noqtasidir.

Yalniz sifir 6lgiili ¢coxlugda +o vo —oo giymatlorini
ala bilon funksiyalar xiisusi ilo maraqlidir. Bels funksiyalar
sanki hor yerdo sonlu funksiyalar adlanir, yoni
mE(f =iroo)=0 olarsa, f(x)-o E g¢oxlugunda sanki hor
yerds sonlu funksiya deyilir.

Bels funksiyalarin sonsuz qiymatlorini istonilon adadls,
mosalon, sifirla avaz edarak, artiq hor yerds sonlu qiymatlor
alan funksiyaya ekvivalent funksiya alariq. Teorem 2.3.1-
don asagidaki natico alinir:

sanki hor yerds sonlu funksiya yalmiz vo yalniz o
zaman Olgiilon olar ki, ona ekvivalent olan funksiya 6lgiilon
olsun.

Qeyd edok ki, sonlu funksiyalar ii¢iin nozords tutulan
lemma 2.1.1-in homin ifadosi sanki hor yerdo sonlu
funksiyalar ti¢lin ds dogrudur.

Onu da geyd etmok lazzmdir ki, yalniz sonlu giymatlor
alan funksiyadan forqli olaraq Lebeq c¢oxluglarindan har
hanst birinin o6lgiilon olmasmndan E ¢oxlugunun o6lgiilon
olmast alinmir. Bu asagidaki sado misalla tosdigini tapir:
tutaq ki, E olgtilmayan ¢oxlugdur, f(x)=- o, XeE; istonilon
sonlu a oadadi ii¢lin E(f >a)=Y, mE(f >a)=0. Lakin buradan
f(x)-in E-do dlgiilon olmas1 alinmir.
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§ 4. Olgiilon funksiyalar iizorinds hesab amollori

Burada isbat edacayik ki, dlgiilon funksiyalar tizorinds
hesab amallari naticoni 6lgiilon funksiyalar sinfindon konara
¢ixarmir, yoni toplama, ¢ixma, vurma vo bolmo omollori
Olgiilon funksiyalara totbiq edilorss, onda naticalor yena do
olgililon funksiyalardir.

Teorem 2.4.1. E ¢oxlugunda f(x) funksiyasi dlgiilon-

dirsa, k isa sonlu adaddirsa, onda
1) f(xX)+k, 2) kf(x), 3) |f(x)|,4) f2(x)

funksiyalar1 vo f (X) # 0 olarsa, 5) % funksiyasi olgiilon-
X

dirlor.
Isbati. 1) f(x)+k funksiyasinin o6lgiilon olmasi

E(f +k>a)=E(f >a—k) minasibatindon alnir, ¢iinki
axirincl ¢oxluq, a—k istonilon hoqiqi adod oldugundan
oOl¢iilondir.

2) kf(x) funksiyasi k=0 oldugda kf(x)=0=const
oldugu ti¢iin dlgiilondir, k #0 oldugda iso

E[f >EJ, k >0 olduqda,
E(kf >a)=
E(f <EJ, k <0 oldugda

boraborliyi dogrudur. Burdan da kf (x)-in 6lgiilon olmasi
alinir.
3) | f(x)| funksiyasi ii¢lin alarq:
E, a<Oolarsa,
E(] f| > a)= {
E[f(x)>a]UE[f(x)<-a] a>0olarsa.

Sag torofdoki ¢oxluglarin hor ikisinin 6l¢iilon olmasindan
E q f|> a) coxlugunun, noticada | f(x)| funksiyasinin
oOl¢iilon olmasi alinir.
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4) Analoji olaraq f2(x) funksiyast iigiin
E(fz >a):{ E, a <0 olarsa,
E(|f| > \/5) a>0 olarsa,
soklindo gostorilo bildiyindon vo sag torofdoki ¢oxluglarin
dlgiilmosindon E(f2>a) goxlugunun, naticods iso 2 (x)

funksiyanin olgiilon olmasi alinir.
5) Nohayat, E ¢oxlugunda f(x)=0 oldugda

E(f >0), a=0 olarsa,
E[%>aj: E(f >0)ﬂE(f <§J, a>0 olarsa,

E(f >0)UE(f <0)ﬂE[f <§J, a <0 olarsa,

gostorilisindon vo sag torofdoki ¢oxluglarin 6lgiilon olma-

sindan % funksiyasinin dlgiilon olmasi alinir.
X

Teorem 2.4.2. 9gor E ¢coxlugunda iki dlgiilon f(x) vo
g(x) funksiyalar1 verilmisdirss, onda E(f > g) coxlugu
oOl¢iilondir.
isbati. Biitin re(-ow,c0) rasional néqtolorini
(adadlorini) har hansi ardicilligla
(P P A

n

soklindo nomroloyak. Gostarak ki,

E(f >g):Q[E(f >rk)ﬂE(g<rk)]. (2.4.1)

Tutaq ki, xecE(f>g). Bu o demokdir Kki,
f(x)> g(x)-dir. Elo rasional r, adadi tapmaq olar ki,

f(x)>r > g(x)
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olar. Buradan isa alinir ki,
xe E(f >r)NE(g<r,)
olar vo buna gora do

XeQ[E(f >I’k)ﬂ E(g <rk)]

olar.
Indi torsing, tutaq ki,

XEQ[E(f >1,)()E(g <rk)].

Onda X néqtesi E(f >r, )ﬂ E(g<r,) toplananlarindan
heg olmazsa birina daxil olar. Bu o demokdir ki, f(x)>r,
va g(x)<r, olar, yoni f(x)>g(x) vo noticods x € E(f >g).
Beloliklo, (2.4.1) boraborliyi isbat olunur. f(x) vo g(x)
funksiyalar1 E ¢oxlugunda olgiilon olduglarindan (2.4.1)
barabarliyinin sag torofino daxil olan g¢oxluglarin hor biri
olgiilondir, noticods homin  ¢oxluglarin  kesismasi  do
olgiilondir. Olgiilon ¢oxluglarin kosismosi vo birlogmasi
olgiilon ¢oxluq oldugun-dan E(f > g) coxlugu da
oOl¢iilondir.

Teorem 2.4.3. f(x) vo g(x),E ¢oxlugunda sonlu
qiymotlor alan, olgiilon funksiyalardirsa, onda 1)
f(x)-g(x), 2) f(x)+g(x), 3) f(x)-g(x) ve g(x)=0

olarsa, 4) # funk-siyalarindan hor biri E ¢oxlugunda

9(x)
oOl¢iilondir.
isbat1. 1) E ¢oxlugunda g(x) funksiyas: 8lgiilon oldu-
gundan, istonilon a ododi tigiin a+ g(x) funksiyas: da E
c¢oxlugunda olglilondir. Onda teorem 2.4.2-yo osason
E(f >a+ g) coxlugu odlgiilon olacaqdir. Digor torafdon,

E(f -g>a)=E(f >a+g)
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oldugundan bu boraborlikdon ahmr ki, E(f -g>a)
goxlugu, naticado iso f(x)-g(x) funksiyasi E ¢oxlugunda
oOl¢iilondir.

Teorem 2.4.1-do k= -1 iiglin —g(x) funksiyasi odl¢iilon-
dir vo teoremin isbat edilon hissosine osason 2) f(x)+ g(x)
funksiyasinin dl¢iilon olmasi

F(x)+9(x)= f(x)-[-g(x)
barabarliyindon alinir.
3) f(x)-g(x) hasilinin 6lgiilon olmast

f(6)- 909 =7 {[ () + 9 (0)F [ (x)- 9T }

eyniliyindon alinir, ¢iinki sag torofdoki orta motorizo
icarisindaki funksiyalarm har biri, hom ds onlarin kvadrati
olgtilondir, naticads iki dlgiillon funksiyanm forqi kimi sag
torofdoki funksiya 6l¢iilondir. Onda sol torafdaki f(x)- g(x)

funksiyasi da 6l¢iilon olacaqdir.

4) E-do g(x)¢0 olarsa, onda L funksiyas1 E -do

g(x)
f(x)

iki olgiilon funksiyanin hasili
g(x)

olgiilon oldugundan va
kimi
1
f(x)-g(x)=f(x)—
(-900= 16—
f(x)

soklindo gostorilo bildiyindon W funksiyast E g¢oxlugun-
da o6lgiilon olacaqdur.

Isbat edilon teorem 2.4.3-do E c¢oxlugunun biitiin
noqtalorindo  f(x) vo g(x) funksiyalarmin sonlu qiymot
almalart sorti qeyd edilmisdir, bu sort vacibdir. 9ks halda,
bu funksiyalar tizorindo hesab omallori monasini itira bilor.
Masalon, hor hansi noqtada f(X) = +00 vo g(X) = —oo olarsa,
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onda homin néqtada f(x) +g(x) comi hagqinda heg bir s6z
deyos bilmorik. 9gor f(x) va g(x) funksiyalari {izorindo amal
icra etdikdo gostorilon geyri-miioyyonlik yoxdursa, onda
f (X) va g(x) ti¢iin sonsuz qiymatlor do gétiiriilo bilor.
Teorem 2.4.4. Sonlu vo +o0 qiymot alan f(X) va g(x)
funksiyalar1 E c¢oxlugunda olgiilondirss, onda f(x) +g(x)

funksiyast E ¢oxlugunda 6lgiilondir.
Isbati. f(x) vo g(x) funksiyalarindan he¢ olmazsa,

birinin +o0-a barabar qiymot aldigi xeE noqtalor ¢oxlugu
A olsun. f(x) vo g(x) funksiyalar1 E ¢oxlugunda ol¢iilon
olduglarindan va
A=E[f =+o00]=("E(f >n)
n=1

voya

A=E[g = +c]=(E(g >n)

n=1
soklindo gostarilo bildiyindon 4 ¢oxlugu olgiilondir. Digor
torofdon, f(x)+g(X) comi A4 c¢oxlugunda sabit +o

giymotini alir, ona gora do f(x) +g(x) comi 4 coxlugunda
olgiilondir. E'=E\ A ¢oxlugunda hom f(x), hom do g(x)
funksiyalari sonlu qiymatlor alir, onda teorem 2.4.3-3 asason
f(x) +g(x) comi E’ g¢oxlugunda ol¢iilondir. Buna gora do
f(xX)+g(x) comi E=E'UA ¢oxlugunda da o6lgiilon
olacaqdir. Bununla da teorem isbat olunur.

§ 5. Olgiilon funksiyalar ardicilhg

Bu paraqrafda olgiilon funksiyalar ardicilliginin limiti
do 6lgiilon funksiya olmasi arasdirilir. Dvvalco limit anlayisi
ilo slagadar bazi hallar1 (keyfiyyatlori) aydinlasdiraq.

Tutaq ki,

a;,a,,a,,... (2.5.1)
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hoqiqi adadlor ardicillign verilmigdir, belo ki, bu adadlor
arasinda + vo ya —oo odolori do ola bilor. [a,,a,,,...]

adadler ¢oxlugunun doqiq asagi sorhadini s, ils, daqiq
yuxari sarhadini isa t, ilo isare edok, yoni
s, =inf[a,,a,...]; t,=supla,.a,,..] (2.5.2)
olsun.
n artdiqca s, azalmir vot, artmur. Belolikls, n sonsuz

olaraq artdigda monoton s, va t, ardicilliglar: sonlu vo ya

sonsuz
lims, =S; limt, =T,

limitlorine malik olcaqdir, bels ki, monotonluga ssason
S=sups,; T =inft, (2.5.9)

olar, bundan olavae s, <t, olmasindan S <T alimir. Qeyd

edak ki,
(+ ), (+0),...,; va (=), (- 0)....
ardicilliglarinin limitlorini uygun olaraq +o-a vo —o-a
borabor hesab edocoyik. S vo T ododlori (2.5.1)
ardicilliginin uygun olaraq asagi vo yuxari limitlori adlanir.
Cox vaxt
S=lima, voya S=Iliminfa, ;

n—oo
T =lima, voya T =limsupa,
n—oo

yazilisindan istifads edilir.

Asagidaki lemmani isbat edok.

Lemma 2.5.1. (2.5.1) ardicilliginin limitinin (sonlu vo
ya sonsuz) varhgi iiglin S=T olmasi zoruri vo kafi sortdir
vo ogor bu sort Odonorss, onda qeyd edilon limit S-o
borabordir.

Isbati. ©vvalco kafi sorti isbat edok. k>n oldugda

s, <a, <t alariq, ogor s, -in vo t, -in limitlori list-iisto
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diisorse, yoni S =T olarsa, onda a, -» S, yeni lima, =S

olar.
Indi zoruriliyi isbat edok. (2.5.1) ardicilligmmn sonlu &
limiti, yoni lima, =J olsun. Buna gors, istenilon & > 0 {i¢lin

elo no némrasi var ki, n>ny olduqda a, e(5-¢,3+¢).
Ardialligm doqiq asagi va doqiq yuxari sorhadinin torifine
osason n>ng olduqda s, ,t, € (5 —&, 5 +¢) olar. Onda & >0-

1n ixtiyariliying esason buradan almir ki, s, >0 vat, > 9,

yoni S=T =4 . Tamamilo analoji olaraq (2.5.1) ardicilhi-
ginim sonsuz limiti oldugu hala baxilir.

Indi 6lgiilon funksiyalar ardicilliginin bazi xassalorini
isbat edak.

Teorem 2.5.1. E ¢oxlugunda verilmis {f, (x)} funksi-
yalar ardicilligr 6lgiilondirss, onda VX € E tigilin
p(x)=inf f,(x) vo w(x)=sup f,(x) (2.5.5)

funksiyalar1 E ¢oxlugunda o6lgiilondir.
isbat1. w(x) funksiyasinn élgiilon oldugunu géstarak.
Bu funksiyanin 6lgiilon olmasi

Ely >a)= UEf > a) (2.5.6)

barabarliyindon ahmur. Dogrudan da, xeE(y >a), yoni
I//(X)> a forz etsok, onda kifayot godor kigik & >0 iiciin
w(X)>a+ ¢ olar. Deqiq yuxari sorhadin torifine gérs elo n,
némrasi tapmaq olar ki, f, (X)>y(x)—¢ olar. Buradan
fo (x)>(a+¢&)—es=a vo buna goro x e E(fno > a), noticada
X e 0 E(f, >a) olar.

n=1

Tutaq ki,
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xe| JE(f, >a),
=1

onda elo ng némrosi var ki, Xe E(fno > a), yoni f, (x)>a
olar. Lakin w(x)> fo (x)>a, yeni xeE(y >a)-dir,
bununla da (2.5.6) boraborliyi isbat olunur. Buradan da
t//(x)-in olgiilon oldugu alinir. (p(x) funksiyasinin E
coxlugunda o6lgiilon olmasi analoji qayda ils

E((p<a)=QE(fn(x)< a)

barabarliyindon alinir.

Teorem 2.5.2. Olgiilon f (x) (n=1,2,...) funksiyalar
ardicilligt E g¢oxlugunun hor bir X ndqtesinds monoton
artan (vo ya monoton azalan) ardicilhiqdirsa, onda f(x)

limit funksiyasi E ¢oxlugunda dlgiilondir.
Isbati. Monoton artan funksiyalar ardicilliginin limit

funksiyast bu ardicilligin l//(X) doqiq yuxari sorhadi ils,
monoton azalan ardicilliglarin limit funksiyast iso (p(x)
doqiq asagi sorhadi ilo ist-listo diigdiiyili tiglin, bu teoremin
isbat1 bilavasito teorem 2.5.1-don natics olaraq ¢ixir.

Teorem 2.53. E coxlugunda verilmis { fn(x)}
funksiyalar ardicilligi 6lgiilondirsa, onda bu ardicilligin S(X)
asagl vo T(X) yuxari limitlori do E g¢oxlugunda olgiilon
funksiyalardir.

Isbati. xeE iigiin

s, (x)= inf[fn(x), f . (x)..]; tn(x):sup[fn(x), fm(x),...]

funksiyalarim1 daxil edok. Teorem 2.5.1-9 osason ixtiyari n
tgiin Sh(X) vo th(x) funksiyalar1 E g¢oxlugunda olgiilondirlor.
S(x) \£) T(x) funksiyalar1 uygun olaraq monoton S,(X) vo
ta(x) ardicilhiglarinin limit funksiyalaridir, odur ki, teorem
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2.5.2-yo osason onlar da E ¢oxlugunda olgiilon funksi-
yalardir.

Teorem 2.5.4. E ¢oxlugunda verilmis 6l¢iilon {fn(x)}
funksiyalar ardicilliginin har bir x € E ndqtesinds (sonlu va
ya sonsuz)

£(x)=lim T, (x)
limiti varsa, onda f(x) limit funksiyast da E goxlugunda
oOl¢iilondir.

Isbati. Sorto goro hor bir xeE noqtesinds

f(x)=lim f, (x) limiti var. Onda lemma 2.5.1-5 asason
S(x)=1im f, (x)=lim ,(x)=T (x)= f(x)

olmalidir. Teorem 2.5.3-0 osason iso S(x) vo T(x) limitlori
E coxlugunda olgiillondirlor, naticade f(x) limit funksiyasi
da E c¢oxlugunda o6lgiilondir.

Bu teorem olgiilon funksiyalar ardicilligmin har bir
noqtads yigilmasinda asas rol oynayir, onu bir godor
timumilosdirmok olar.

Tarif 2.5.1. Olgiisii sifir olan E'c E alt¢oxlugu miis-
tosna olmagla biitiin X € E noqtoalorinda

lim f_(x)= f(x)
olarsa, onda deyirlor ki, {f,(x)} ardicalig E goxlugunda
sanki hor yerds f(X) -0 yigilir vo

()= 1 (x)

soklinds yazilir.
Teoerm 2.5.5. E ¢oxlugunda élgiilon {f, (x)} funksi-
yalar ardicillig1 sanki hor yerdo f(x) funksiyasina yigilarsa:
lim f,(x)= f(x), (2.5.7)

n—oo

onda f(x) funksiyasi da E ¢oxlugunda o6lgiilondir.
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Isbati. E coxlugunun (2.5.7) sortini 6dayan noqtolor
¢oxlugu E' vo E"=E\E’ olsun. Onda mE"=0 vo buna
gora do E” coxlugu 6lgiilon olar. Olgiisii sifir olan ¢coxluqda
istonilon funksiya olgiilon oldugundan f(x) limit funksiyasi
E” c¢oxlugunda, yoni E\E' ¢oxlugunda Oolgiilon olar.
f.(x)(n=12,...) funksiyalarn E' ¢oxlugunda 2.5.7 sortini

odayir. Onda teorem 2.5.4-5 osason f(X) limit funksiyasi
E’ ¢oxlugunda olgiilon olacaqdir. Bundan basqa,
E'=E\E" iki Olglilon ¢oxlugun forqi kimi olgiilondir.
Noticados teorem 2.2.4-5 asason f(x) funksiyas1t E=E'UE"
coxlugunda o6l¢iilondir.

Misal. [0,1] seqmentinde f,(x)=(-x)", n=12,...
funksiyalar ardiciligi n—o oldugda f(x)=0 funksiya-
simna sanki har yerds yigilir (X =1 noqtssindon basqa hor
yerds yigilir).

Rusiyada hoqiqi doyisonli funksiyalar nazoriyyasinin
yaradicilarindan olan D.F.Yeqorov (1869-1931) 1913-cii
ilda sanki hor yerds yigilma vo miintozom yigilma anlayislar
arasinda slaqo yaradan asagidaki teoremi isbat etmisdir.

Teorem 2.5.6 (Yeqorov). { fn(X)} funksiyalar ardicillig
E coxlugunda sanki hor yerdo f(x) funksiyasina yigilarsa,
onda istonilon 6 >0 adadi iigiin elo dlgiilon E; € E ¢oxlugu
var ki,

1) mE; >mE -6 olur;

2) E, coxlugunda {f, (x)} ardiciligi f(x)-o miinto-
zom y151lir.

Olgiilon funksiyalar nazariyyssinds miihiim rol oyna-
yan daha bir yigilma anlayis1 da daxil edok.

Torif 2.5.2. Tutaq ki, E ¢oxlugunda &lgiilon vo sanki
har yerds sonlu olan

f,(x), f,(X)..., f, (X),... (2.5.8)
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funksiyalar ardicilligy, 6lgiilon vo sanki hor yerds sonlu f(X)
funksiyasi verilmisdir.

Istonilon 6 >0 odadi tiglin
limme(|f, - f|>5)=0 (2.5.9)

oldugda deyirlor ki, (2.5.8) ardicilligi E ¢oxlugunda 6l¢iiyo
gors f(x) funksiyasina yigilir.

ME<+o oldugu halda (2.5.9) sorti gostorir ki, E-nin
| f,(x)— f(x)|<5 berabarsizliyini 6dayen ndqtaler goxlugu-
nun Ol¢ilisit N — oo oldugda biitiin E ¢oxlugunun 6l¢iisiing
istonilon qadar yaxin olur.

Rus alimi Q.M.Fixtenqols (1888-1959) torofindon
olcliys gora yi1gilma isarasi
f=>f

soklindo daxil edilmisdir.

Qeyd edok ki, eyni funksiyalar ardicilligi olgliys gors
mixtolif funksiyalara yigila bilor. Bu toklif asagidaki
teoremlordan aydindir.

Teorem 2.5.7. E c¢oxlugunda f = f, f~g olarsa,
onda f, =g.

Isbati. istonilon § >0 odadino gora

E(|f, -9/ >8)cE(f 2g)UE(f, - f|>5)
olacaqdir, buradan mE(f #g)=0 oldugu iigiin
me(|f, - g/ >5)< mE(|f, - f|>5)

borabarsizliyini alariq. Bu borabarsizlikdon vo n— oo
oldugda

me(|f, - f|>5)—>0
olmasindan

me([f, —g|>5)—>0

alinir ki, buda E -do f, = g oldugunu gostorir.
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Teorem 2.5.8. Ogor E ¢oxlugunda f =f vof =g
olarsa, onda f ~g olar.
Isbati. istonilon § > 0 iigiin

(]f—g|>5)cE[|f —f|> jUEUf —g> j (2.5.10)

miinasibati dogrudur. Tutaq ki,

xeE(f, —g/26)- { [|f e jUEUf —g|> j}

Onda x € E, lakin (2.5.10)-un sag torafins daxil olmaz, yani

o o
|fn(x)— f(x)| <E \A) |fn(x)—g(x)|<5
olar. Buradan
o o
() =g <|F(x) - fn(X)|+|fn(X)—9(X)|<E+E=8
olar ki, bu da X noqtoesinin (2.5.10) miinasibotinin sol
torofine do daxil olmadigini, yoni XeE(| f, — g[|> ) oldugu-
nu gostorir.
f=>f, f =g
miinasibatlori is9

!m{mEUf e 5j+mEUfn —g|2%ﬂ:0,

naticads is9, mE(] f— g| >0 ): 0 oldugunu gostarir. Ancaq

E(f =9) UE[|f—g| j

oldugu ti¢iin E ¢oxlugunda f~g olmast alinir.

Indi olgiiyo goro yigilma vo sanki hor yerds yigilma
arasinda miinasiboati aydinlagdiraq. Bunun ii¢lin asagidaki
iki teoremo baxagq.

Teorem 2.5.9 (A.Lebeq). Tutaq ki, sonlu olgili
(mE <+w) E ¢oxlugunda o6lgiilon vo sanki har yerds sonlu
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fn(x) (n :LZ,...) funksiyalar ardicilligr vo sanki hor yerdo
sonlu f(x) funksiyasi verilmisdir. ©gor {f,(x)} ardicillig
E c¢oxlugunda sanki hor yerds f(x) funksiyasina yigilarsa,
onda bu ardicillig E ¢oxlugunda odlgliya gora homin f (x)

funksiyasina yigilir.
Isbati. Qeyd edok ki, teorem 2.5.5-0 asason f(X) limit

funksiyas1 E c¢oxlugunda olgillondir, n—oo olduqda
mE([ f, - f| > 5)—) 0 oldugunu isbat etmok lazimdir. f (x)
va f(x) funksiyalarinin sonsuz qiymotlor aldig: vo { . (x) }-
in f(x) -9 y1gilmadigi noqtalor coxlugunu

A=( T |=+),
A, =E( f, |=+x),
B=E(f, - f)

kimi isars edok. Teoremin sortlorine asason bu ¢oxluglarin
har birinin dl¢isii sifra barabardir, yoni

mA=0; mA =0; mB=0.
Odur ki,

Q=AuBuLD]An

birlosmasi ticiin do mQ =0 olar.
Asagidaki coxluglara baxaq:

E (5)=E(f, - f|>5), Rn(5)=0Ek(5),M =ﬁRn(5).

Aydmdir ki, bu ¢oxluglarin hamisi dl¢iilondir.
R,(6)>R,(6)>R,(8)>...oR (5)>...
oldugu tgiin, 6l¢iiniin kosilmoazlik xassasing osason N — o
oldugda
mR, (5) > mM (2.5.11)

olacaqdlr.
Indi
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McQ (2.5.12)
oldugunu yoxlayagq.
Dogrudan da, x, € Q igiin
Il(l_r)g fk(X0)= f(xo)
olur. Demali, verilon § >0 tiglin elo n nomrasi tapilar ki,
k>n igiin |fk(x0)— f(x0)|<5 olar, yoni k>n igiin
X, € E, (&), buna goro do x, € R (5) olar. Onda x, € M
olur. Buradan da M cQ alnur.
Bu zaman mQ =0 olmasina asason mM =0 vo
mR, (5)T 0
alinir.
Bu iso teoremin isbatini verir; cinki E, (5)cR,(5)-
dir, buradan iso n —» « oldugda
mE, (5)< mE(f, - f|>5)—0
olmas1 alinir ki, bu da E g¢oxlugunda f, = f oldugunu

gostorir.

Olgiiyo gora yigilma anlayisinin komoyi ilo Lebeq
teoremini asagidaki kimi ifado etmak olar.

Teorem 2.5.9". Sanki hor yerds yigilan funksiyalar
ardicilligy, dlgiiys gora do homin limit funksiyasina yigilir.

Qeyd etmok lazimdir ki, bu teoremdo mE <+

olmasi osas sortdir, ¢linki mE =+ olgiilii E ¢oxlugunda
sanki hor yerdo yigilmadan o6lgiiys gors yigilma alinmur.
Bunu asagidaki sado misal tosdiq edir: tutaq ki,
f.(x) (k=12,...) funksiyalar1 E =(0,+ o) intervalinda

0, 0<x<k olduqda,
fk(X):
1, x>k oldugda

soklindo toyin olunmuslar.
Onda biitin x (0, +) noqtalori tigiin f, (x)— 0

olar, lakin mE(f, >1) = +o olar. Yoni
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lim f

k—o0

0, 0<x<k oldugda,
1, x>k oldugda

olar vo buna goro do f ard1c1111g1 olgliyo gora f(x) =0

funksiyasina y1g11mlr.

Qeyd 2.5.1. Ardicilligin 6lgiiys gors yigilmasindan
adi monada yigilmast almmir. Misal dg¢in [0,1)
yarimseqmentinda hor bir natural k adadi tigiin

i—-1
1, xe|—=,— | olduqd
x| otovase
0, X € [ELJ oldugda
k k

(i=12,...k;k=12,..)
soklindo olmagla k sayda
£9(0), 10,0, £(x)
funksiyalarmi teyin edek. Xiisusi halda [0,1)-do f,(x)=1

olur. Biitiin qurulan funksiyalar1 bir ardicilliq soklinds
yazaq, bunun i¢iin asagi indekslori artma ardicilligi, yuxari
indekslori iso eyni bir asagi indeks iigiin artma ardicillig ilo
nomraloyok, onda

(Pl(x): fl(l)(x)! ?, (X): fl(Z)(X)! ?s (X): fz(Z)(X)’
?, (X): fl(s)(x)! Ps (X): fz(s) (X)’ Ps (X): fs(s)(x)! ... (2.5.13)
Asanligla ¢, (x) funksiyalar ardicilligmin [0,1) -do
oOlgliyo goro sifra yigildigini miioyyon etmok olar. Dogrudan
da, agor ¢, (x)= f-(k)(x) olarsa, onda istonilon & >0 {igiin

i—=1 i i—1 i 1
E(Jo, 0|25)_[ > ,kj vo mE(](pn|25]_m[ > ,k}_k
olur ki, bu da, n— o oldugda toklifin dogrulugunu
gostorir. Eyni zamanda istonilon Xe[O,l) noqtosi tigiin
(2.5.13) ardialliginda bu noqtodo vahids, hom do sifra
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borabor qiymatlor alan sonsuz sayda funksiyalara rast
golmok olar. Noticado, (2.5.13) ardicilliginin X néqtesinda
limiti yoxdur. xeE ixtiyari oldugundan [0,1) araligimin heg
bir noqtosinds ¢, (x) — 0 miinasibatinin 6denmoadiyini deys
bilorik.

Belaliklo, dlgiiys goro yigilma anlayisi, sanki hor
yerdo yigilma anlayisindan, xiisuson do hor yerds yigilma
anlayisindan daha iimumi (genis) miithiim anlayisdir.

Buna baxmayaraq macar riyaziyyatgist F.Riss (1880-
1956) asagidaki teoremi isbat etmisdir.

Teorem 2.5.10 (Riss). Tutaq ki, sonlu olgili
(mE < +oo) E c¢oxlugunda olgiilon vo sanki hor yerds sonlu

fn(x) (n :1,2,...) funksiyalar ardicilligi vo sanki hor yerds
sonlu f(x) funksiyasi verilmisdir. Ogor {f, (x)} ardicilligs
E c¢oxlugunda olgiiyo gora f(x)-o yigilarsa, onda bu
ardiciliqdan E-—do sanki hor yerds f(x) funksiyasina
yi1gilan {fnk (X)} altardicilligl ayirmaq olar.

Isbati. Umumiliyi pozmadan f (x) vo f(X)

funksiyalarinin E ¢oxlugunda sanki hor yerdo yox, hor
yerdo sonlu giymotlor aldigini forz edo bilorik (oks halda

teorem 2.5.9-un isbatinda oldugu kimi A va A, ¢oxluglari

daxil edorok, biitiin miihakimalori E\(AU AnJ ¢oxlugu

n=1
ticlin aparariq).
Qeyd edak ki, {fnk (X)} altardicilligini qurmaq tigiin
n,<n, <..<n <.. (2.5.14)

indekslor ardicilligini qurmaq lazimdir. Bunun iigiin miisbat
hadli monoton azalan, limiti sifra barabar olan
0,>0,>..0, >..

adadlor ardicilligr vo miisbat hodli yigilan
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N+, +n;+..+n, +...
adadi sira gotiirak.
Indi tolob edilon (2.5.14) indekslor ardicilligini qurag.

{fnk (X)} altardicilliginin  dlgiiys gore E -do f(X)-9
y1gilmasina asason
limme(|f, - f|25,)=0

oldugundan elo 771 némrasi var ki, onun iigiin
me(f, - f|25,)<n,
olar.
lim me(|, - f|>6,)=0
oldugundan elo 72<n1 némrasi var ki,
mE( f, - f‘252)<n2, n,>n,.
Umumiyyatls, n, ils elo natural adadi isara edak ki,

mE( fo — f‘25k)<77k1 M 2 Mk

olsun.
Belalikls, (2.5.14) ardicilligr yoni {fnk (X)} altardicillig

aliir. Gostarak ki, {fnk (X)} altardicilligr sanki har yerds f(x)

funksiyasina yigilir.
Teorem 2.5.9-un isbatindaki kimi

R =UJE(f, - f|28,) M =R,
k=i i=1

ilo isara edok.
RRDR,oR;D..

oldugu ti¢iin dlgiliniin kasilmazlik xassosino asason
mR; — mM
olacaqdir.
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Digor torofdon aydindir ki, mR, <an , buradan
k=i

i > o oldugda mR, - 0, yoni mM =0 almuir.
Indi E ¢oxlugunda sanki har yerdo
lim £, (x)=f(x) (2.5.15)

oldugunu miioyyanlogdirak. Bunun ii¢iin E \ M ¢oxlugunun
biitiin noqtalorinde  (2.5.15) miinasibatinin  6dondiyini
yoxlamagq lazimdir.

X, € E\M olsun, onda elo k, tapilar ki, X, € Ry,

olduguna goéro X, € E, X, € M olar. Bu iso gostorir ki,
biitiin k > Kk, -lar ii¢iin

X, € qunk (x)- f‘ 25k).
f, (X,)— f(xo)‘ <8, (k>k,) olur. Buradan,
sorto gora 6, — 0 oldugu ii¢lin lm f.(x)=f(x,) olur ki,

Burada

bununla da teorem isbat olur.

Olgiilon funksiyalara aid tapsirqlar.

1. Olgiilon E coxlugunda f(x) funksiyas: verildik-
do, isbat edin ki, istonilon A ododi tigiin f(x)> A sortini
odoyan noqtalor goxlugu olgiilondirss, onda f(x) = A sortini
odoyan noqtalar ¢oxlugu da odlgiilondir.

2. Istonilon araligda har bir rasional (tam olmayan)
funksiyanin dl¢iilon oldugunu isbat edin.

3. D(x) Dirixle funksiyasi olduqda [0%} seqmen-

tindo tayin edilon f(x)=D(x)-sinx funksiyasmin 6lgiilon
oldugunu isbat edin.
4. f(x) funksiyast E ¢oxlugunda olgiilon oldugda
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- |

f(x), f(x)>0 olarsa,
0, f(x)<0 olarsa,
f(x)= 0, f(x)>0 olarsa,
— f(x), f(x)<0olarsa
funksiyalarinin E ¢oxlugunda 6l¢iilon oldugunu isbat edin.
5. f(x)z 0 funksiyast E ¢oxlugunda o6lgiilon ol-
duqda, - f(x) funksiyasinin E ¢oxlugunda 6l¢iilon oldugu-

nu isbat edin.
6. 9gor f(x) funksiyasi E ¢oxlugunda 6l¢iilondirso,

ol :{f(x), agar |f(x)<n,

0, ogor [f(x)|>n
soklindo toyin edilon [f(x)], funksiyasi E ¢oxlugunda
olgiilon olacaqdirmi?

7. |f(x)]-in E ¢oxlugunda &lgiilon olmasindan
homin ¢oxlugda f(X) -in 6l¢iilon olmasi alinirmi?

8. f(x) va g(x) funksiyalar1 E ¢oxlugunda o6lgiilon
va pillali oldugda af (x)+ Bg(x) vo f(x)-g(x) funksiyalarin
da (a vo p sabitlor oldugda) E c¢oxlugunda olgiilon vo
pillali funksiyalar oldugunu gostorin.

9. E g¢oxlugu va istonilon r rasional adadi iiglin
E(f < r) coxluglar olgiilondirss, onda f(x) funksiyasinin
olgiilon oldugunu isbat edin.

10. [a,b] seqmentindo yigilan dlgilon funksiyalar
sirasinin cominin dl¢iilon funksiya oldugunu géstarin.

11. {X”} ardiciligmm  [01]-do sanki hor yerds

f(x) =0 funksiyasina y1gildigini gostorin. {X” } ardicilligmin
f (X) -0 hom do 6lgiiys gors y1gildigini gostorin.
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Tutaq ki, {f (x)} vo {g,(x)} olcilen funksiyalar
ardicilligi E ¢oxlugunda olgiiys gors 6lgiilon f(X) vo g(x)
funksiyalarma yigilir. Asagidaki tokliflori (fikirlori) isbat
edin (12-15 masalalor).

12. {afn} ardicilligi 6l¢iiys goro of (X) -9 yigilir.

13. {f (x)+ g, (x)} ardicilhg: Sl¢iiya gora f(x)+ g(x)
funksiyasina yigilir.

14. {jfn(x)” ardicillig1 Slgiiys gora |f(x)| funksiya-

sia yigilir.
15. {fngn} ardicilligl dlgiiys gora f - g -0 yigilir.
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I FOSIL
MOHDUD FUNKSIYANIN LEBEQ INTEQRALI
8 1. Riman inteqrah
1.1. Inteqralin Riman torifi. Darbu comlari.

Moshur fransiz riyaziyyatcis1 O.L.Kosi (1798-1857)
torofindon verilmis vo alman riyaziyyat¢ist B.Riman (1826-
1866) torofindon inkisaf etdirilmis inteqralin klassik torifi,
inteqralin Riman (Kosi—Riman) torifi artiq riyazi analiz
kursundan molumdur. Riman inteqrali haqqinda boazi
faktlar1 xatirlayaq.

Tutaq ki, f(x) funksiyas: [a,b] seqmentinds mohdud-
dur. [a,b] seqmentini

a=Xo<X1<X2<...<Xn=Db
noqtalori ilo istonilon qaydada kigik [Xi,Xk+1] hissalorine

boélok vo hor bir hissado ixtiyari &e[Xk,Xk+1] (k=0,n—-1)
noqtalorini segorak

n—:
O =

4 f (gk)(XkJrl - Xk)

soklindo, Riman inteqral comi ya da sadoco inteqral comi
adlanan com diizaldok.
Aydindir ki, o inteqral comi [a,b]-nin hissalora
béliinmasi va & noqtalarinin segilmasi tisullarindan asilidir.
Torif 3.1.1. [ab] seqmentinin bolinmosi vo &
noqtalorinin  segilmosi  iisullarindan  asili  olmayaragq,
i:msx(xkﬂ—xk) ododi sifra yaxinlasdigda, o inteqral

comi sonlu J limitino yaxinlasarsa, onda bu limits [a,b]-do
f(x) funksiyasinin Riman inteqrali, yaxud miioyon inteqral
deyilir vo
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J= ff(x)dx

simvolu ils isars edilir.
Bozon sohbot mohz Riman inteqrali haqqinda
oldugunu bildirmok magsadi ilo homin inteqrali

J =(R)j f (x)dx

soklinda do yazirlar.

Miioyyan inteqralin kosilmoaz funksiyalar {igiin torifi
1823-cii ildo Kosi torofindon verilmisdir.

Burada verilon inteqral anlayisi hom do kosilon
funksiyalar ii¢iin, 1854-cii ildo Riman torsfindon tadqiq
edilmisdir. Riman inteqrali olan funksiyalar sinfi, Riman
monada inteqrallanan vo ya qisaca olaraq (R) inteqrallanan
funksiyalar adlanir. Aydindir ki, hor bir k-c1 [Xg,Xk+1]
seqmentdos f(X)-in doqiq asagi vo doqiq yuxari sorhadlori var,
¢linki f(x) funksiyasi [a,b]-do mohdud oldugundan onun hor
bir hissasinds do, mahdud olacaqdir.

k-c1 [X,X+1] seqmentindo f(X) funksiyasinin doqiq
asag1 vo doqiq yuxari sorhadlorini uygun olaraq my vo My ilo
1sars edarak, [a,b] seqmentinds f(x) funksiyas: {igiin uygun
olaraq, asag1 vo yuxar1 Darbu® comlori adlanan daha sado

n-1 _ ona
§=zmk(xk+l_xk) Vo SZZMK(XKH_XK)
k=0 k=0

comlarini diizaldok.

Qeyd edok ki, Darbu comlori [a,b] seqmentinin
hissalora boliinmasi iisulundan asilidir, lakin & ndqtalorinin
sec¢ilmosindaon asili deyil.

Darbu comlori asagidaki mithiim xassolora malikdir.

Xassd 3.1.1. [a,b] seqmentinin verilmis bolgiisiino

“ Qaston Darbu (1842-1917) fransiz riyaziyyatcisidir.
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uygun (istonilon) o inteqral comi, homin bélgiiniin Darbu
comlori arasinda yerlosir:
S<o<S.
Xasso 3.1.2. [a,b] seqmentinin verilmis bdlgiisiing
uygun S asagl vo S yuxart Darbu comlori uygun olaraq,

verilmis bolgiliys uygun o inteqral comlorinin daqiq asagi vo
doqiq yuxar1 sorhadloridir, yoni

S=infe , S=supo.

Xassa 3.1.3. [a,b] seqmentinin bolgi noqtalori
sirasina yeni bolgii noqtalori olava etdikds, S asagr Darbu
comi azalmir, S yuxari Darbu comi iso artmur.

Xasso 3.1.4. [a,b] seqmentinin hansi bolgiisiine aid
olmasindan asili olmayaraq, hor bir asagit Darbu comi, hor
bir yuxar1 Darbu comindan bdyiik deyildir.

Xassd 3.1.5. [a,b] segmentinin biitiin miimkiin olan
boélgiilori liglin alinmis yuxart Darbu comlorinin qiymatlori
coxlugunun doqiq asag sorhadi J, asagl Darbu comlorinin
giymaotlori ¢oxlugunun doqiq yuxari sorhadi J var, yani

J=infS, J=supS
Vo
§<J<J<S
borabarsizliklor sistemi dogrudur.
J vo J odadlori uygun olaraq, f(x) funksiyasinin

[a,b]-do asag1 vo yuxar1 Darbu inteqrallari adlanir.
Xassd 3.1.6. [a,b] seqmentindo toyin olunmus biitiin
mohdud funksiyalar iigiin

imS vs limS
A—0 A—0

limitlari var vo

boraboarliklori dogrudur.
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Buradan va xassa 3.1.1-don ¢ixir ki,

J= !1"% o
limiti do varsa, onda

J<J<J
barabarsizliklori 6danir.

Qeyd 3.1.1.

J =!1I_I’D)G (3.1.1)

limitinin olmasindan eyni zamanda
J= IIm S voJ=Iim S (3.1.2)

A—0
limitlorinin ~ olmasi  vo  torsing, (3.1.2) sortlorinin
O0donmosindon (3.1.1) miinasibatinin almmmasini nazars
alaraq, miioyyon inteqrala Darbu inteqralinin (comlorinin)
vasitasi ilo asagidaki kimi do torif vermok olar.

Torif 3.1.2. 9gor [a,b] seqmentinds f(X) funksiyasinin
asagl vo yuxari Darbu inteqrallari (comlorinin limitlori) ist-
isto diisorso, onda f(x)-o [a,b]-do Riman monada
inteqrallanan funksiya, asagi vo yuxart Darbu inteqralinin
(comlorinin) ortaq gqiymotina (limitino) iso [a,b] seqmentinda
f(x) funksiyasinin Riman monada inteqrali deyilir, yena do

b

= [ f(x)dx voya 3 =(R)[ f (x)dx
soklinds yazilir.

Qeyd etmok lazzmdir ki, miioyyon inteqrala verilon
har iki torif Riman monada inteqralin

J=(R) j f (x)dx = lim i F(S)A% =

—I|mZm Axk_llmZM AX,

A0

ortaq limiti kimi toyin edilmasini tomin edir, AX=Xy+1 — X -
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1.2. Riman inteqralinin varhg sortlori.

Ogor f(x) funksiyasi [a,b] seqmentinds geyri mohdud
olarsa, onda onun igin Darbu comlori diizoltmok olmaz,
lakin o inteqral comi diizoltmok olsa da, sonlu limiti
olmayacaqdir. Demoali, geyri mohdud funksiyalar Riman
monada inteqrallanan ola bilmoz. Onda, Riman monada
inteqralin torifi, Darbu comlori vo xassalori iiglin, yarayan
biitiin funksiyalar [a,b] seqmentindo mohdud olmalidirlar.
Buna osason, demok olar ki, [ab] seqmentindo
inteqrallanan biitiin funksiyalar mohduddur. Basqa sozlo,
f(x) funksiyasinin [a,b]-do Riman monada inteqrallanmasi
ticlin zoruri sort, onun mohdud olmasidir. Bu sort yalniz
zoruridir, kafi deyildir. Belo ki, elo mohdud funksiyalar
qurmagq olar ki, Riman monada inteqrallanan olmaz.

Masalan, [a,b] seqmentinds toyin edilmis

1, x rasional noqtadirso,
D(x) =

Dirixle® funksiyasina baxaq. Bu funksiya Riman
monada inteqrallanan deyil, ¢iinki, o inteqral comi biitiin &
noqtalori rasional oldugda, b—a-ya va irrasional olduqda iso
sifra cevrilir. Bu is9 !ll_rp) o limitinin olmadigini, yani D(X)-in

0, x irrasional néqtodirsa

[a,b]-do Riman monada inteqrallanan olmadigini gostorir.
Dirixle funksiyasi tiglin, hom do asagi vo yuxart Darbu
comlarinin limitlori do barabar olmur; yoni
J=limS=0voJ=IlmS=b-a
A—0 A—0

olur.

Demali, inteqralin Riman torifi mithiim catismaz-
liglara malikdir, bels ki, goriindiiyti kimi hotta on sado
funksiyalar Riman monada inteqrallanan deyil.

* Lejen Peter Dirixle (1805-1859) alman riyaziyyatgisidir.
79



Osas masalo, mohdud funksiyalarin Riman monada
inteqrallanmasi sortlorini aydinlasdirmaqgdan ibaratdir ki,
bu da Riman torofindon asagidaki teoremlos verilmisdir.

Teorem 3.1.1 (Riman kriterisi). [a,b] seqmentindo
mohdud f(x) funksiyasinin Riman monada inteqralinin
varligi tigin

n-1
lim(S-S)=0 vaya m;wk(xk+l—xk)=o

A—0
boraborliyinin  6donmasi zoruri vo kafi sortdir, burada
o=MEm ilo f(X) funksiyasinin k-1 [XoXe1] (K=1n)
seqmentindoki rogsi isars edilmisdir. Bu teoremi totbiq
etmokls asanligla géstormak olur ki,

1. [a,b] seqmentinds toyin edilmis biitiin kosilmoz
funksiyalar;

2. [a,b] segmentinds sonlu sayda kosilmo noqtalori
olan biitiin mohdud funksiyalar, xiisusi halda

a) a<x<b intervalinda sifra g¢evrilon vo x=a vo x=b
uclarinda ixtiyari qiymatlor alan;

b) a<x<b olduqgda [a,b] do verilmis kosilmoz funksiya
ilo iist-tisto diison, uclarda 1so ixtiyari qiymatlor alan;

v) [a,b]-do hissoe-hisso kasilmoz;

d) [a,b]-do toyin edilmis biitiin hisso-hisso sabit
funksiyalar;

3. [ab]-do teyin YA
edilmis biitin  monoton
funksiyalar; —
Riman monada E E
inteqrallanan  funksiyalar- : :
dir. ! : E
Qeyd etmok lazimdir T | I
ki, monoton funksiyalar B : :
arasinda sonsuz sayda kosil- 2R | D
mo noqtalerine malik olan | 111 1 1 x

funksiyalar var. Dogrudan
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da
0, x=0 olduqda,

f(x)=
) E,L<X£l oldugda (n=12,...)
n n+1 n

funksiyas: [0,1] seqmentinde mohdud vo monotondur,
(azalmayandir) hesabi sayda
111 1
X==,=,=—
234 n
noqtalorinin har birinds kasilondir.

Bir halda ki, monoton funksiyalar sonsuz sayda
kasilma noqtaloring malik ola bilar, bu teorem do hisss-hissa
kosilmoz olmayan, Riman monada inteqrallanan funksiya-
larin varligini tosdiq edir, lakin inteqrallanan olmasina
cavab verilmasinds ¢otinlik téradir. Bu ¢otinliyi aradan
galdirmaq i¢lin o Riman inteqral comini asagidaki kimi
diizoldok. [a,b] seqmentini istonilon qayda ilo kigik [X,Xk+1]
hissalarina boliitb hamin hissalari e ila isars edak vo har bir eg
hissasinda istonilon & ndqtasi gotiirarak

o =S t&)me,

soklindo com diizoldok, burada mew=Axc=Xx+1—Xx odadi
ex=[Xk,Xk+1]-1n olgustudiir.

Teorem 3.1.2 (Lebeq kriterisi). [a,b] seqmentindo
verilmis mohdud f(x) funksiyasinin Riman monada
inteqrallanan olmasi ti¢iin zoruri vo kafi gort, bu funksiyanin
[a,b] segmentindoki kosilmo noéqtalorinin E ¢oxlugunun
olgiisiiniin (Lebeq monada) sifra barabar olmasidir.

Bu teoremi isbat etmok {iglin ovvalco funksiyanin
kosilma noéqtalori ¢oxlugunun qurulusunu ifado edon
asagidaki teoremi isbat edok.

Teorem.* E, fozasinin hor hansi qapali F ¢oxlugunda
toyin edilmis istonilon funksiyanin biitiin kosilmo noqtalori
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coxlugu E, ya qapali ¢oxluqdur, ya da hesabi sayda qapali
coxluglarin birlogsmasindan ibarastdir.

Isbati. Tutaq ki, f(x) funksiyas1 qapali F coxlugunda
toyin edilmisdir. f(x) funksiyasinin F-do yerloson, hor birinda
f(x) funksiyasinin rogsi e-dan kigik olmayan (@, f>¢) kosilmo
noqtalori coxlugunu E, (E.€E) ilo isars edok.

E. coxlugu qapalidir. Dogrudan da, tutaq ki, & E.
coxlugunun hor hansi limit ndqtosidir. Limit noqtosinin
torifino  osason & noqtesinin  istonilon otrafinda E;
coxlugunun, E.cF oldugundan, hom do F ¢oxlugunun &-don
forqli sonsuz sayda noqtolori istirak edocokdir. Demali,
E.cF ig¢iin & limit noqtesi qapali F ¢oxlugu tiglin do limit
noqtesidir, odur ki, £eF. Hor bir xeE, noqtesindo ayf>e
oldugundan, & noqtosinin istonilon otrafinda da f(x)-in rogsi
&-dan kicik olmayacaqdir. Ancaq & ndqtssinin istonilon
kicik otrafinda f(x)-in rogsi e-dan kicik olmadigindan, &
noqtesindas do f(X) -in rogsi e-dan kicik olmayacaqdir: w:f>¢,
buna gors do, {€E,, yoni E, ¢coxlugu qapalidir.

Indi &na ardicil qiymatlor verak: 1%%£

n
Onda f(x) funksiyasinin biitiin kosilmo noqtalorinin E
coxlugu
E=E, UE, UE, U---UE, U--- (3.1.3)
2 3 n
birlogmasi soklindo gostarilir.

Dogrudan da, hor bir xe E;, ndqtesinde o, f 21
= n

oldugundan af>0 olan biitin xeE kasilmo ndqtalori bu
birlosmonin toplananlarindan birina daxil olar vo heg bir
axf=0 olan x noqtasi, yoni f(x)-in heg¢ bir kasilmozlik noqtasi
gostarilon birlosmoys daxil deyildir.

(3.1.3) birlogmosinin miixtalif toplananlari sonlu vo
ya hesabi sayda ola bilor.
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Birinci halda har hanst n—don baslayaraq biitiin
sonraki E, -lor {ist-iisto diisiirlor, yoni bos ¢oxluqlardir,

naticads E sonlu sayda qapali ¢oxluglarin birlosmasi kimi
qapali ¢oxluq olur; ikinci halda E, hesabi sayda gapal
coxluglarin birlogmasindon ibarst olacaqdir, ola bilor ki,
gapali ¢oxluq olsun, ola bilor ki, gapali olmasin.

Indi Lebeq teoreminin isbatin1 verak.

Zaruriliyin isbati. [a,b] seqmentinds verilmis mahdud
f(x) funksiyasinin [a,b]-do yerloson, hor birindo f(X)

funksiyasinin raqsi l-d;;n kicik olmayan [a)xf Zij
n n

n n

kosilma noqtelori ¢oxlugunu E{E1 c Ej ilo isaro edok.

Teorem™a osason E, ¢oxluqglar1 qapahdirlar vo E ¢oxlugu
n
onlarin vasitasilo

E :CjEl (3.1.4)

birlogmasi soklindo gostarilir.

Hor bir qapali E; c¢oxlugu olgiilon oldugundan,
onlarin sonlu va ya hesabi sayda birlosmosindon ibarst olan
vo [a,b] seqmentinds yerloson E g¢oxlugu da olgiilon
olacaqdir, yoni bu ¢oxlugun mE 6l¢iisii var.

Indi [a,b] seqmentinde mohdud f(x) funksiyasinin
[a,b] seqmentinds Riman manada inteqrallanan oldugunu
gobul edarok, mE=0 oldugunu gostorak.

Oksini forz edok, tutaq ki, mE>0-dir. Onda E,
toplananlar1 arasinda heg olmazsa elo bir E, (no-natural

No
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odaddir) ¢oxlugu tapilar ki,
mE, =6>0 (3.1.5)
olar. ©ks halda biitiin E, -lar iigiin

n

mE, =0

olsaydi, onda
E,cE,cE, c---cE, -
2 3 n
oldugundan teorem 1.3.7-0 asason (3.1.4) baraborliyindon

mE =limmg, =0

alinardi ki, bu da mE>0 forziyyasins zidd olard.
[a,b] seqmentini n sayda [Xi-1, Xi] seqmentlorina bolok
Vo

Zn: @ (X = X;;)

comini diizoldok vo bu comi do X' vo 2" kimi iki coma

ayiraq. Bunlardan birincisine E, ¢oxlugunun heg¢ bir
No

noqtosini saxlamayan [Xi.1, X seqmentlorini aid edok,

ikincisinoe is9, E, c¢oxlugunun, hor birinde funksiyanin

No

. 1 . ..
rogsinin - @, f >— sortini ddoyon noqtelorini saxlayan
nO
seqmentlori aid edok.
Onda

Zn:a)i (X = Xi0) =270, (X = X)) + X" @ (X — X)) 2

14 1 1 14 1
> _(Xi - Xi—l) =—2 (Xi _Xi—l) >—-0.
nO nO 0
Buradan
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- 1
AliTo;w‘(X‘ _Xi’l)zn_0'5>0
olur ki, bu da [a,b]-do f(x)-in forz edilon sortlor daxilinda
inteqrallanan olmadigin1 gostorir. Bununla zorurilik isbat
olunur.

Kafiliyin isbati. Gostorok ki, mohdud f(X)
funksiyasinin [a,b] seqmentindo kosilmo noqtolorinin E
coxlugu t¢lin mE=0-dirsa, onda f(x) funksiyas1 [a,b]
seqmentindo Riman monada inteqrallanandir. Burada da
oks forziyyadon istifads edok; yoni forz edok ki, mohdud f(x)
funksiyasi [a,b] seqmentindos inteqrallanan deyil vo bu halda
ME>0 oldugunu isbat edaok.

9goar f(x) inteqrallanan deyilss, onda

Alirfoizzl:wi (X —Xi4)=26>0. *)

£ = gotiirok vo [a,b] seqmentinin hor hansi
2(b—a)

béliinmiis hisselori figiin gétiiriilon Y @;(X; —X;_;) cemini iki
i=1
2 vo 2" toplananlarina ayiraq. Bunlardan birincisine m<e
olan [X;.1, Xi] seqmentlorini, ikincisine iso @>¢ olan [X.1, Xi]
seqmentlorini aid edok. Onda
Yo (X —x_,)<eb-a)= %
Yo, (X X)) SoX" (X — X ,)=o0L, (3.1.7)
burada w - f(x) funksiyasinin [a,b] seqmentindoki ragsi, L iso
ikinci toplanan coma daxil olan biitiin [x;.1,X;] seqmentlarinin
uzunluglart comidir. (3.1.6) vo (3.1.7) borabarsizliklorini
toplasaq

(3.1.6)

Z:a)i (X — X 4) < é+ ol
— 2
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va ya (*) barabarsizliyini nazors alaraq
dYo(x -%4)25 , S £§+wL
i=1

borabarsizliklorini, buradan

in>0
20

borabarsizliyini alariq, yoni funksiyanin rogslori verilon &
komiyyotindon kig¢ik olmayan [Xi1,X] seqmentlorinin

uzunluglart comi, istonilon bolgi iiclin  miisbat Zi
@

adadindon boyiikdiir.

Indi [a,b] seqmentinin 2" (n=1,2,3,...) sayda boraber
bolgiilori ardicilligina baxaq, har belo bélgiiyo ex>e olan
biitiin  [Xi.1,Xi] segmentlorinin uzunluglarinin L, comi
uygundur. Verilmis bolgliniin biitiin belo ardicilliglarinda
yerlogon noqtalor ¢oxlugunu E, ilo isars edok, yuxaridakina
asason

mE, =L, > i
20
aydindir ki, ixtiyari n ii¢lin
E,oE
¢iinki bolgiiniin n+1-ci seqmentinds funksiyanin raqsi @ f >¢
olarsa, onda uzunlugu iki dofs artiq olan seqmentds o f<e
ola bilmoz. Biitiin E, ¢oxluglarinin koasismasini A ilo isars

edok, onda E, o E,>:--DE, o+ oldugundan (teorem

n+1?

1.4.7) asason

n—o0

mA = lim mg, 21. (3.1.8)
20

Qurmaya osason A c¢oxlugu @>¢ rogsli noqtolor
coxlugudur, yaoni biitiin kosilmo noqtolorinin E ¢oxlugunun
hissasidir. Buna goro do (3.1.8) miinasibatine asason
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mEZmAzi>0.
20

Beloliklo, mohdud f(x) funksiyasi [a,b] seqmentindo
inteqrallanan deyilss, onda

mE>O0.

Buradan alinir ki, agor f(X) moshduddursa vo mE>0-
dirsa, onda f(x) funksiyasi [a,b] seqmentindo Rimana gors
inteqrallanandir. Bununla teorem tamamils isbat olunur.

Bu teoremdon, [a,b] seqmentindo mohdud vo sanki
hor yerds kosilmoz funksiyalar sinfinin [a,b] seqmentindo
Riman manada inteqrallanan olmasi alinir.

Moasalon, [a,b] seqmentindo monoton f(x) funksiyasi
Riman monada inteqrallanandir. Dogrudan da, [a,b]
seqmentindo f(X) funksiyasi mohduddur, onun biitiin
qiymotlori f(a) vo f(b) ododlori arasinda yerlosir. Bundan
basga bu funksiyanin on c¢oxu hesabi sayda kosilmo
noqtalori var. Hesabi ¢oxlugun olgiisii iso sifra borabordir.
Noaticady, [a,b]-do baxilan monoton funksiya orada mohdud
vo sanki hor yerdo kosilmozdir vo buna goro do Lebeq
teoremino osason [a,b] seqmentindo Riman monada
inteqrallanandir. Riman vo Lebeq kriterisino asason [a,b]
seqmentindo toyin edilon, orada sonlu vo ya hesabi sayda
kosilmo noqtolori olan biitiin mohdud f(x) funksiyalari
homin seqmentds inteqrallanandirlar. Masslon, kasilmo
noqtalari coxlugu hesabidon artiq olmayan biitiin monoton
funksiyalar, biitiin mohdud variyasiyali funksiyalar Riman
monada  inteqrallanandirlar.  Eyni  zamanda  [0,1]
seqmentinds toyin edilon kasilmo noqtalori ¢oxlugu biitiin
seqmentlo lst-iisto diison vo Olglisii seqmentin uzunluguna
borabor olan [0,1] seqmentindo Dirixle funksiyast Riman
monada inteqrallanan deyil. Ciinki, [0,1] seqmentindo toyin

edilon Dirixle funksiyasi {igiin asagi J vo yuxari J Darbu
inteqrallar var, bu halda J=1, J =0, yoni J# J olur. Hotta,
gostormak olar ki, agor mohdud f(x) funksiyasi [a,b]-do
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yerloson hor hansi A seqmentinin hor bir noqtasindo
kosilondirss, onda o, [a,b]-do Riman monada inteqrallana
bilmoz.

Belalikls, goriirik ki, [ab]-do Riman monada
inteqrallanan funksiya [a,b]-nin hor hanst hissasindo
yerlogon vo instonilon qadoar kigik olan biitiin A intervalinda
kasilmazlik noqtalrine malik olmalidir.

1.3 Riman inteqralimin ¢atismazhglar:.

Riman monada inteqralin varligi teoremlorinin vo
inteqrallana bilon funksiyalar sinfi haqqinda tokliflorin
isbat1 o halda tomin edilir ki, arqumentin sanki har yerds
«kigik» doyismosino funksiyanin «kigik» doyismesi uygun
olsun. Belo oldugda, A—0 sortindos f(x)-in (&) (k=1,2,...,n)
giymotlori do, Darbu comlori do bir-birindon az
forqlonacokdir, naticodo o inteqral comi vo Darbu comlori
imumi bir limito yaxinlasacaqdir ki, bu da f(x)-in [a,b]-do
Riman monada inteqrallanan oldugunu tomin edir. Buna
osason do gapali mohdud oblastda biitiin kosilmoz
funksiyalar Riman monada inteqrallanandir. ©gor verilon
f(x) funksiyas1 [a,b] do kosilon olarsa, [a,b]-nin istonilon
gayda ilo bolinmoesindo elo  [XiX+1] (k=0,1,2,...,n-1)
seqmentlori tapmagq olar ki, f(x)-in qiymatlori orada kifayat
godar bir-birine yaxin olmaz. Buna goro do Darbu comlori
bir-birindon farqlonar, iimumi limite malik olmaya bilar,
yoni verilmis kosilon f(x) funksiyasi [a,b]-do Riman monada
inteqrallanmayan ola bilor. Buna baxmayaraq bazi kosilon
funksiyalar da Riman monada inteqrallanir, lakin demok
olar ki, inteqralin Riman torifi birinci ndvbado biitiin
kosilmoz funksiyalarin inteqrallanmasini gostormok {igiin
nozords tutulmusdur. Bu, Riman inteqralinin c¢atismazliq
cohatlorindon birisidir. Bundan olave asagdaki ¢atismazlig-
lar1 da geyd etmok olar:
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> birinci, inteqralin Riman torifindo inteqrallama
oblasti kifayot qodor sado olmalidir (qapalt mohdud oblast);
> ikincisi, inteqrallanan funksiyalar sinfi dardir, toyin
edildiyi hor yerds kosilon, 6lgiilon funksiyar tiglin inteqralin
Riman konstruksiyasi (mexanizmi) yaramair;
> tclinciisii, inteqral isarosi altinda limito kegmok
cotinlik amols gotirir (limit funksiyasinin inteqralinin varlig
tolab edilir) vos.

Qeyd edilon ¢atismazliglart aradan qaldirmagq figiin
1902-ci ildo A.Lebeq toraofindon onun adi ilo adlandirilan
Lebeq inteqrali, riyaziyyata daxil edilmigdir.

Riman monada inteqrala aid niimunslar vo tapsiriqlar.

Misal 1. f(x)=sinx funksiyasinin [a,b] seqmentindo

Riman monada inteqrallanan oldugunu isbat edin vo
b

I f (x)dx -1 tapin.
. . . o b-a
Holli. [a,b]-ni n borabor hissoya bolok: h= e
olsun. Onda [Xi,Xk+1] (K :1,_n) seqmenti ti¢iin

Ax, =272 (k=12,..n), h= 4 = maxAx, =2=2
n

olar. 5:1<
n b-a

+(k-1)h] (k=1,2,..,n) seqmentinds sinx funksiyasinin doqiq
asag1 vo doqiq yuxari sorhadlorini uygun olaraq my vo My ila
isaro edok. sinx funksiyasi [a,b]-do miintozom kasilmoz
oldugundan [Xi,Xk+1] (k=1,2,...,n) hissalorinin har birinds

secok, onda h<eg olar. [x¢Xk+1]=[a,a+

e
M, -m =0, <——

k k k b_a
olar. Onda
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&
—a

S-S=> (M, ~m)AX, = w X, < n (b-a)=¢
a =

olar.
£>0 istonilon kicik adod oldugundan buradan alariq:
lim(S-8) = m;kaxk =0.

A—0

Bu iso [a,b] seqmentindo f(x)=sinx funksiyasinin

Riman manada inteqrallanan oldugunu gostarir.
b

Indi J. f (x)dx inteqralini hesablayagq.

Buna gors f(x)=sinx funksiyasi li¢iin o, inteqral comi
diizoldarak, limitini hesablayaq.

o, =Y sin(a+kh)h =h> sin(a+kh)
k=L k1
soklindo olar. Miioyyan ¢evirmalor apararaq

o, =h> sin(a+kh) = h -ZZsin(a+kh)-sinﬂ=
k=1 Zsing k=1 2

h s 1 1
= . cossa+k—=h|-cosa+k+=h||=
h Z{ [ 2 j [ 2 ﬂ

2sin — Kt

1 1
cos[a+hj—cos[a+n+h
=h- 2 2 _

N

2sin D
2

cos[aﬁt1 hj—cos[a+ nh+1h
h 2 2

2sin D
2

alariq. Belaliklo,
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h

o, =—=-| CO0S a+£h —COsS b+£h .
. h 2 2
smE

Onda
h

A Py 1 1
jsin xdx = lim L{cos[a il hj - cos[b i hﬂ -

h—0 . h 2 2
a sin —

2

= cosa—cosh.

Misal 2. f(x)=cosx funksiyasinin [a,b] seqmentindo

Riman monada inteqrallanan oldugunu isbat edin va
b

[ cos xdx-i tapmn.
a

Misal 3. a<x<b oldugda h(x)=0 vo h(a) vo h(b)

istonilon giymatlor olsun. [a,b]-do h(x) funksiyasinin Riman
b

monada inteqrallanan oldugunu veo I h(x)dx=0 oldugunu
gostorin.

Holli. [a,b]-nin istonilon boélgiisiine uygun h(x) igiin
inteqral comi

c = h(go)AX + h(gn—l)AXn—l

soklindo olacaqdir, burada h(&) 0 vo ya h(a)-dir, h(&:-1) iso
0 vo ya h(b)-dir. Aydindir ki, A=max(AXo,AXn-1) sifra
yaxinlasdigda o—0 olar, bu da

J?h(x)dx =0

oldugunu gostarir.

Misal 4. a<x<b oldugda f(x) kosilmoz, fi(X) iso
istonilon fi(a) vo fi(b) qiymaotlorini alan vo a<x<b oldugda
f(x) 1ilo ist-iisto dison funksiya olsun. Onda fi(X)
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funksiyasinin  [a,b]-do Riman monada inteqrallanan

oldugunu vo
b

b
[ £.(dx = [ £ (x)dx
oldugunu gostorin (gostaris: h(x)=f1(x)—f(x) ilo isara etmali).
Misal 5. [a,b] seqmentindo hissa-hisso kasilmoaz f(X)
funksiyasinin =~ homin  seqmentds  Riman  monada

inteqrallanan oldugunu isbat edin va
b

[ £ (0dx
inteqralinin hesablanmasi tisulunu verin.

Holli. Ovvalco qgeyd edok ki, a=Xp<xi<...<X,=b
noqtalori ilo [a,b] seqmentini ixtiyari qayda ilo [XiXk+1]
(k=0,1,2,...,n-1) hissalorino boldikds hor bir Xe<X<Xi+1
intervalinda f(x) kosilmozdirss vo sonlu

f(xo+0), f(x1—-0), f(x1+0), f(xo—0), f(x2+0),...,f(x,—0)
limit qiymatlorino malikdirss, yoni sonlu sayda Xg,X1,X2,...,Xn
birinci név kasilmo noéqtolorine malikdirss, onda f(x) [a,b]
seqmentinda hissa-hissa kasilmoz funksiya olacaqdir.

XikX<Xk+1 seqmentindo toyin edilon, bu seqmentin
daxilinds f(x) ilo tst-iisto diison, seqmentin uclarinda uygun
olaraq f(xc+0) vo f(Xk+1—0) limit qiymatlorini alan funksiyani
fu(x) ilo isara edok. fy(x) funksiyast [Xk,Xk+1] (k=0,1,2,...,n-1)-
do kosilmoazdir. [XkXk+1]-do kosilmoz f(X) funksiyast Riman
monada inteqrallanan olduguna goéra

X1 X1

jf(x)dx = jfk(x)dx.

Miioyyan inteqralin xassosino asason f(x) funksiyasi
biitiin [a,b] seqgmentinds inteqrallanan olacaqdir va

b n-1 Xt n-1 Xki!

jf(x)dx:Z jf(x)dx:Z jfk(x)dx

a k=0 X
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olacaq.

Misal 6. [a,b] seqmentindo biitiin hisss-hisso sabit
funksiyalarin Riman monada inteqrallanan oldugunu
gostarin vo inteqralini tapin.

Misal 7. f(x)=[x] (x-in tam hissosi) funksiyasinin
[0,100] segmentindo Riman monada inteqrallanan oldu-
gunu gostorin vo inteqralini tapim.

Misal 8.

A
-1, x <0 olduqda,
f(x)=signx={ 0, x =0 olduqda, 1]

1, x>0 oldugda

=Y

funksiyasinin (-o0,+00) interva-
linda Riman monada inteqral- —————-1
lanan oldugunu goéstorin  vo
inteqralini tapimn. (gostoris: 6, 7,
8-ci misallarda verilon funksiyalara hisso-hisso kosilmoz
funksiyanin xiisusi hali kimi baxmaq lazimdir).

Misal 9.

1, 0< x<1olduqda,
f(x)=< 0,1<x<2 olduqda,
3,2<x<3o0ldugda

funksiyasinin =~ [0,3] seqmentindo Riman  monada
inteqrallanan oldugunu gostorin vo inteqralini hesablayn.
Misal 10. [0,1] seqmentindo

x,0< x<l olduqda,
f(x) = 2
l,ESXSl oldugda

funksiyasinin Riman monada inteqrallanan oldugunu goste-
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1
rin vo | f (X)dx -i hesablaymn.
0

Holli. Bu funksiya x :% noqtesi miistosna olmagqla

[0,1] seqmentinds kosilmozdir, hom do mohduddur, ona
gora do [0,1]-do Riman moanada inteqrallanandir.

Misal 11.

1
= <1 ol
F(x) = SInX , 0<x olduqda,

c=const, x=0 oldugda
funksiyasinin [0,1] seqmentindo Riman monada inteqral-

lanan oldugunu gostarin.
Misal 12.

1
1 ,9gor x#—,
f(x) = 1” (neN)
— X2, ogar x==
£ n

funksiyanin [0,1] seqmentindo Riman monada inteqrallanan
1

oldugunu gostarin vo '[ f (x)dx -1 hesablayin.
0

xIn x
1-x
seqmentindo Riman manada inteqrallanan oldugunu gos-
torin.
Holli. Bu funksiya (0,1) intervalinda kosilmazdir.
lim f(x)=0; Iirp0 f(x)=-1

X—>+0
oldugunu nozors alsaq, f(x) funksiyasini [0,1] seqmentinda
kosilmoz toyin etmok olar, noticads [0,1] seqmentindo Ri-
man monada inteqrallanandir.

Misal 13. f(x) = (0 < x<1) funksiyasinin [0,1]
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Misal 14. [0,1] seqmentindo verilon vo biitiin X =£
n

noqtalarinds birinci név kasilma néqtalori olan

[ 1 ! } (n=12,....) yarim seqmentinds,
2n ' 2n—
f(x)=4 - [ i} =1,2,....)yarim seqmentindo,
2n+1'2
; x=0 noqtesinda

funksiyasinin Riman monada inteqrallanan oldugunu
gostorin.

Misal 15. [0,1] seqmentindo monoton vo X =

N|I—‘
ooll—\

N

l noqtalorindos kasilon
n

1
, —— < X<= olduqda,
nt1 on OO o103

0, x=0 oldugda

funksiyasinin [0,1] seqmentindo Riman monada inteqral-
lanan oldugunu gostorin (gostoris: 14 vo 15 nomrali
misallarda Lebeq kriterisindon istifads edin).

Misal 16. Lebeq kriterisindon istifado edorok [0,1]
seqmentinds Dirixle funksiyasinin Riman menada inteqral-
lanan olmadigint gostarin.

Holli. Funksiyanin kasilmazliyinin ardicilliq dilinds
torifindon istifads edok. a noqtasi [0,1] seqmentinin istonilon
noqtosi olsun. Moalumdur ki, a ndqtssino yigilan {xn}
rasional adadlor ardicilligi va eloca do {yn} irrasional adodlor
ardicillign segmok olar. D(x,)=1, D(yn)=0 oldugu igiin
funksiyanin {xn} vo {yn}-9 uygun olan qiymatlor ardicilliq-
lar1 mixtalif limitlora (1 vo 0) malik olacagdir. Bu onu

1 1
f(X)=<n
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gostorir ki, D(X) funksiyasi a noqtasinde kosilondir. Belo-
likla, gostormis oluruq ki, D(x) funksiyasi [0,1] seqmentinin
biitiin noqtolorinda kosilondir. D(x) funksiyasinin kosilmo
noqtalori ¢oxlugunun olgiisii sifirdan forqli (1-0 borabar)
olur, onda Lebeq kriterisino osason D(x) funksiyasi [0,1]
seqmentinds Riman moenada inteqrallanan deyil.

§ 2. Mohdud funksiyanin Lebeq inteqrah
2.1. Lebeq inteqralimin tarifi. Lebeq comlori.

Lebeq, Rimandan forqli olaraq funksiyanin toyin
oblastini deyil, giymotlor ¢oxlugunu kigik hissolora bdoliir.
Bu iso bir basa inteqral anlayisinin daha genis funksiyalar
sinfino yayllmasma (genislondirilmosing) imkan yaradir.
Bundan olavo, Lebeq inteqrali ¢goxlugun 6lgiisii vo Slgiilon
funksiyalarla six slagadardir.

Indi inteqralin Lebeq torofinden verilmis torifino
baxaq. Burada, sohbot sonlu odlgiilii E ¢oxlugunda olgiilon
mohdud funksiyalarin y _
inteqralindan ge}éiir. Bl y=19)

Tutaq ki, E Ynt
coxlugunda Ol¢iilon
mohdud f(x) funksiyasi Y3
verilmigdir, belo ki, Y2
ME<+co. f(X) funksiyas1 Y1 ! |
E ¢oxlugunda mohdud T P A .
oldugundan, onun E o< : E—

. v
coxlugunda doqiq asa- E
g1 vo doqiq yuxari
sorhadlori var, onlar1 uygun olaraq m vo M il isars edok.
A<m< f(x)< M<B
sortlorini 6doyon A vo B adadlori gétiiriib, [A,B] seqmentini
A=Yyo<y1<y2<...<y,=B
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noqtalori ilo sonlu sayda kigik hissaloro bolok vo hor bir
[Yk.Yk+1) yarimseqmentinda
ex=E(yf(X)<yk+1) (k=0,1,2,...,n-1)

coxlugunu daxil edok.

Asanligla yoxlamaq olar ki, ex ¢oxluglar1 asagidaki
dord xassoni 6dayirlor:

1) ex ¢oxluqlar ciit-ciit kosigmirlor, ex N e,=J (k=k),

2) e coxluglari dlgiilondirlar,

3) E :Dlek ,
k=0

n-1
4) mE = me, .
k=0

Asagidaki kimi
n-1
o= Eme, (Y, <& <V k=012..,n-1),
k=0

-1

n-1 _
§=ZYkmek ;S =ZYk+1mek
k=0

k=0

>

comlarini diizaldok.
o - comind f(x) funksiyasinin Lebeq inteqral comi vo
ya «aralig» inteqral comi, S vo S comlorino iso f(x)-in

uygun olaraq asagi vo yuxar1 Lebeq comlori vo ya sadoco
olaraq Lebeq comlori deyilir.

o, S, S comlori [AB] seqmentinin bolinmasi
tisullarindan asilidirlar, [A,B]-nin har bir bolgiisiine miioyysn
o, S vo S qiymatlori uygundur. Lakin S vo S comlori o

comindon forqli olaraq & Wi<&<Yk+1, k=0,1,2,...,n-1)
noqtalarinin segilmosindan asili deyildirlar.

«Aralig» inteqral cominin vo Lebeq comlorinin
Riman vo Darbu comlorine uygun asagidaki xassalori var.
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Xassd 3.2.1. [A,B] seqmentinin verilmis bdlgiisiino
uygun istonilon o «aralig» inteqral comi, homin bdlgiiniin
Lebeq comlori arasinda yerlosir:

S<o<S.
Isbati. Dogrudan da,
YRS ESYk+1
barabarsizliklorinin hor torafini 0<mey<+co adadlorina vurub
k-ya gors comladikdon sonra alinan

n-1 n-1 n-1
z yme, < zgkmek < z Yi:aMey
k=0 k=0 k=0
borabarsizliklori gostarir ki,
S<o<S.
Xassa 3.2.2. [A,B]-in verilmis bolgiisiine uygun asagi
S vo yuxart S Lebeq comlori, & noqtolorinin doyigsmasi

hesabina alinan o Lebeq inteqral comlorinin biitiin qiymot-
lor ¢oxlugu tiglin doqiq asagi vo doqiq yuxari sorhadlordir;
yani

S =info, §=Supa
Isbat1. [A,B] seqmentinin verilmis bélgiisiine uygun
S,o0 va S comlori arasindaki
S<o<$S
miunasibatindan alinir ki,

. n-1 n-1
0<0-S<S=-S=> (Y - V)M <A me, = AME.
0 0

Burada A = mf;ix(yk+1 -Y,). V&0 iclin A< iE gotlirmok
m

olar. Onda 0<o-S <e¢voya o<S +¢olur.
Odur ki,
c>S vo o<S§ +e.
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Bu borabarsizliklordon ¢oxlugun doqiq asagr sorhodinin
torifing osason
S =info

olmasi almir.
0<S - 6<S-S <AmE
oldugundan, analoji qayda ilo
c<S voo>S —¢
borabarsizliklori vo c¢oxlugun doqiq yuxart ssrhadinin
torifing osason

S =supo
borabarliyi alinir.
Xassa 3.2.3. [AB] seqmentinin bolgii noqtslori

sirasina yeni bolgii noqtalori alave etdikdo S asagi Lebeq

comi yalmiz arta bilor, S yuxar1 Lebeq comi ise yalniz azala
bilor.

Isbati. Sado olsun deys [AB] seqmentinin bdlgii
noqtalori sirasma yeni bir y* bolgii noqtesi slava etmoklo
kifayotlonok. Forz edok ki, yeni y* noqtasi Yk vo Yk+1 bolgi
noqtalori arasinda yerlasir, [A,B] seqmentinin yeni bolgiisii

A=yo<y1<... <Yr<Y*<Yi+1<...<yp=B
noqtalorinin kdmayi ils qurulur.
e =E [y f)<y*], ey =[y*< f(X) <yl
gotiirorak,
S '=yomegtyimest...+yiamer1tycme, +y*me; +
+yk+lmek+1+ ves +yn-1men-1
soklindo yeni asag1 Lebeq comi diizoldok.
Aydmndir ki,
e, U e, =ecvome, +me,=mey .
S cominin Kk-c1 yimex toplananindan basqa biitiin
toplananlart S’ comino do daxildir, lakin S - in k- c1 topla-

nanin avazind S -9 iki
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ykmey +y*mey
hoddi daxil olur. Buna gora
ykme, +y*me; >yimey,
S’ — S =yyme+y*me’ -y, mey > yx me'+y,me’ — yyme,=0
olur vo buradan da
S'>S

olmasi alinir.

Analoji olaraq S yuxart Lebeq cominin artmamasi
isbat edilir.

Xassd 3.2.4. [A,B] seqmentinin miixtalif bolgiilorindon
asili olmayaraq hor bir asagi Lebeq comi, yuxari Lebeq
comindon boyiik deyil.

Isbati. [A,B] seqmentinin birinci vo ikinci iisulla hor
hansi iki bolgiisiine baxaq. Bunlara uygun olaraq asagi va

yuxari comlori S, Sy vo S 5 S, ilo isaro edok. Onda,
aydindir ki, S,<S: vo S,<S, olacaqdir. Birinci vo ikinci
iisulla alinan biitiin bolgii noqtslorini birlogdirsak, bu iisullar
ilo miigayisado [A,B]-nin daha ¢ox sayda yeni bdolgi
noqtoalorini alirq. Bu tiglinct bolgii Gisulunun kdmayi ils toyin
edilon Lebeq comlorini S, vo Ss ilo isaro edok, onda

$,<Ss, oldugundan xasso 3.2.3-0 asason S,<S, vo S3<S;

olar. Bundan basqa, S, <S; oldugundan vs bu
boraboarsizliklorin miiqayisasindon

§1§§3§§3§§2 vaya §1§§2
olur. Teorem isbat olur.

Xassd 3.2.5. [A,B] seqmentinin biitiin miimkiin olan
bolgiilori iiciin alinmig yuxar1 Lebeq comlorinin qiymatlori

coxlugunun J doqiq asagi sorhadi, asag1 Lebeq comlorinin
qiymatlori ¢oxlugunun J doqiq yuxari sorhadi var, yani

J=infS , J=supS
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Va
<J

|

borabarsizliyi, naticada
§<J<J<S
borabarsizliklor sistemi dogrudur.
Isbati. Xasso 3.2.4-don almir ki, [A,B] seqmentinin

biitiin mimkiin olan bdlgiilorino uygun, biitin S asag
Lebeq comlori ¢oxlugu yuxaridan istonilon S yuxar1 Lebeq
comi ilo mohduddur. Demali, {S } coxlugunun doqiq yuxari
sorhadi var,
J=supS<S.
Onda {S} coxlugu asagidan J odadi ilo mahduddur,
buna goérs do onun doqiq asagi sorhadi var,

J=infS>J .
Demalj,
J<J
borabarsizliyi 6danir.
Buradan
§<J<J<S
alinir.
Bu xassadon natics olaraq,
J=J

boraboarliyi alinir.
Dogrudan da, eyni bir bolgiiys gora Lebeq comlori
ucin

— n-1 n-1
S-S= Z(Ylm — Y )me, < j~Z‘,mek =AmE,
k=0 k=0
§<J<J<S
oldugu ti¢iin, hom do
0<J - J<AmE
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olar vo buradan A-nin ixtiyari kigik olmasindan
J=J
boraboarliyi alinir.
Xassd 3.2.6. [Yk,Yk+1] seqmentlorinin oan bdyiik
A= miix(yk+1 -v¥.) (k=012..n-1)

uzunlugu sifra yaxinlasdigda, S vo S Lebeq comlori ortaq
J=J =7 limitine yaximlasir
J=limS =1imS.

A—07 A—0
Isbati. Ixtiyari £>0 odadi iiciin 7>0 adadini elo segok
ki, n'mE<g¢ sorti 6donsin. Onda [A,B] seqmentinin A<n
sortini 6doyan istonilon bolgiisii liglin
0<S — S<AmE<npmE <¢
olar. Lakin
S§<I<S
olduguna gora
0<J-S<S-S<ég va -§>-J>-§
olur. Buradan
>S5S -5 >S5-1>0,
bunlara asason iso
IS —J|<e vo |S -J|<e
olar. Demali,
J=limS =limS.

2-0" 210
Buradan vo xasso 3.1.1-don alinir ki, [A,B] seqmentinin

béliinmosi isulundan asili olmayarag A—0 oldugqda, S vo
S Lebeq comlori vo o inteqral comi, ortaq J limitino
yaxinlagir:

J=IlimS =limo =lim§S.
A—0 A—0 A—0
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Torif. 3.2.1. J=supS =lims , J =infS =1im S

A—0
odadlari iiglin
J=J=1J
olur.
J odadins f(x) funksiyasinin E ¢oxlugu iizro Lebeq
inteqrali deyilir vo

(L)j f(x)dx voya j f (x)dx,
E E
xiisusi halda E=[a,b] olduqda iss,
b b
L] F(dx vaya | f(x)dx

simvollart ilo igars edilir.

Teorem 3.2.1. Sonlu 6l¢iilii E ¢oxlugunda mohdud va
olgiilon f(x) funksiyasinin Lebeq inteqral var.

Isbati. Dogrudan da, [AB] seqmentinin ixtiyari
bolgiisii tiglin 0<S — S <A-mE olmasindan

EIE(])(S -S)=0 voya !llir(l)s = !llir(l)g =J

olur. Bu da teoremin isbatin1 goéstorir. Bu teorem Lebeq
inteqralinin varligr iglin kafi sortdir. Asanligla isbat etmok
olur ki, E ¢oxlugunda 6l¢iilon vo mohdud f(x) funksiyasinin
E coxlugunda Lebeq monada inteqrallanan olmasi yalniz
kafi gsort yox, hom do zoruri sortdir. Daha dogrusu, mahdud
funksiyalarin Lebeq monada inteqrallanan olmasinin zoruri
vo kafi sorti (Lebeq kriterisi) asagidak: teoremlo verilir.

Teorem 3.2.2. Olgiilon E coxlugunda mohdud f(x)
funksiyasinin bu c¢oxlugda Lebeq monada inteqrallanan
olmasi iiglin, bu funksiyanin E ¢oxlugunda 6l¢iilon olmast,
zoruri vo kafi sortdir.

Misal 3.2.1.

D(x) = {

1, X rasional noqtodirso,
0, X irrasional noqtadirso,
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Dirixle funksiyasinin [0,1]-do Lebeq monada inteqrallanan
oldugunu vo

(ujDumx=o

oldugunu gostarin.

Holli. D(x) funksiyasinin 6lgiilon olmasi misal 2.2.2-
do gostorilmisdir. Mahdudlugu iss aydindir. Demali, D(x)-in
Lebeq inteqrali var. Onu hesablayaq. Bu moqgsadlo [0,1]
seqmentinin op bolgiisine baxaq. [0,1] seqmentini uygun
olaraq rasional vo irrasional ndqtolorindon togkil edilmis
altgoxluglarina ayiraq. Onda

e, =E(1<D<1+9),e,=E(0<D<9) (6 >0)

Vo
me, =0, me, =1
olur. Bu bolgiiys uygun
S=1-me +0-me,=1-0+0-1=0,

S =1-me, +0-me, =0.
Onda
J=limS=1imS=0.

=07 -0
Bu da [0,1] seqmentinds Dirixle funksiyasinin Lebeq
monada inteqrallanan va

J=IlimS=1limS=0

2—0 2—-0"
oldugu ti¢iin

J=()[D(X)dx=0

oldugunu gostarir.

Qeyd 3.2.1. Lebeq inteqralinin qurulmasinda f(x)
funksiyasinin biitiin qiymatalorini saxlayan hor hansi (A,B)
araligindan istifado olunur. Bu intervallar f(x) funksiyasina
goro birqiymatli toyin edildiyindon gostormok lazimdir ki,
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Lebeq inteqralinin gqiymati A vo B adadlorinin se¢ilmasindon
asili deyildir. Inteqralin, B odadinin segilmosindon asili
olmadigin1 gostorak. Analoji olaraq inteqralin A adadindon
asili olmadigr gostorilir. Tutaq ki, A<f(x)<B, A<f(x)<B’ vo
B'>B.

Lebeq inteqrali (A,B") intervalinin  boliinmosi
tisulundan asili olmadig1 tigin B-ni bolgii noqtalari sirasina
daxil edok:

A=yo<yi<...<Yn = B<yn+1<...<yp=B’,
burada y,=B.

Bu bolgiiniin komayi ilo

p-1 n-1 p-1
S_IZZYK - MEy ZZYk -ME, +z3’k - MEy
k=0 k=0 k=n

asag1 Lebeq comini diizaldok.
Lakin k>n olduqda
ex=Ex [yi= () <yk+1]<E[f(x)=B]=,
buna goéra do mey=0 olur. Demali,

p-L n-1
S_'=ZYk -me, =ZYk -me, =S
k=0 k=0

olacaqdir. Buradan alinir ki,

IimS'=limS,
A—0 A—0

bu iso o demokdir ki, (A,B) vo (A,B’) intervallarinin komayi
ilo f(x) funksiyast ticiin qurulmus Lebeq iteqrali ist-iisto
dustir.

2.2. Lebeq inteqralinin asas xassalori.

Lebeq inteqralinin bir sira sado xassalorini qeyd
edok. Burada baxilan vo sonralar tesadif edilon
funksiyalarin mohdud o6lgiilon olmalari, inteqrallarinin isa
sonlu ol¢iilii coxluglar iizra gotiirildiyi forz edilir.

Teorem 3.2.3. f(x) funksiyasi E ¢oxlugunda a< f(x)<b
borabarsizliklorini 6dayarss, onda
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a-mESJ'f(x)dxﬁb-mE. (3.2.1)
E

Bu teorem orta qiymoat haqqinda teorem adlanir.
Isbati.  Istonilon  natural n  ododi  igiin
A=a —%, B=b+ 1 gotiirok. Onda biitiin xeE noqtalori
n
ticiin A<f(x)<B olar.
A=yo<y1<Yy2<...<yp<B
noqtalorinin komayi ils [A,B] seqmentini hissslors bolok vo
Lebeq comlori diizaldok. A< yx<B hesab etsak, aydindir ki,

n-1 n-1 n-1
A-> me, <D y,me, <B-> me,
k=0 k=0 k=0
voya

A-mE <S <BmE.
A= max (Yk+1,Yx)—0 sortindo limits kegsak,

[a —Eij < j f(x)dx < [b +£ij
n a n
olar.

Burada n—oo sortindo limito  kegsok  (3.2.1)
borabarsizliyini alarg.

Bu teoremdoan bir ne¢o sada naticalar alinir.

Natico 3.2.1. f(x) funksiyast E c¢oxlugunda f(x)=c-
dirss, onda

jf(x)dx=c-mE.

Noaticonin dogrulugu (3.2.1)-do a=c=b goétiirmoklo alinir.

Notico 3.2.2. f(x) funksiyast E coxlugunda manfi
deyildirso (miisbat deyildirss), yoni E-do f(X)>0 (f(x)<0)-
dirsa, onda

jf(x)dxzo Uf(x)dxgo}

E E
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(3.2.1)-don a=0 (b=0) olduqda alinir.
Natica 3.2.3. Ogor mE=0 olarsa, onda E ¢oxlugunda
verilmis istonilon mohdud f(x) funksiyasi ii¢iin

jf(x)dx=o.

(3.2.1.)-don mE=0 olduqgda alinir.
Natico 3.2.4. Ogor f(x) funksiyast E ¢oxlugunda
[f(X)|<L sortini 6doyarse, onda

[ £ (0dx
E
Isbati. Verilon sortdon ahmir ki, -L< f(X)< L olur.

Onda teorem 3.2.1-2 3sason
—L-mESIf(x)de L-mE
E

<L-mE.

olar ki, buradan da

<L-mE

[ £ (0dx

E

olmasi alinir.

Teorem 3.2.3. Tutaq ki, E c¢oxlugunda O&lgiilon
mohdud f(x) funksiyasi1 verilmisdir, E ¢oxlugu iso sonlu va
ya hesabi sayda ciit-ciit kasismoyon 6dl¢iilon Ey ¢oxluglarinin
birlogsmasindon ibaratdir:

E=JE (E NE, =9, k=Kk).
k

Onda
j f()dx =Y j f (x)dx. (3.2.2)

Inteqralin bu teoremlo ifade olunan xassesi onun
tam additvlik xassosi adlanir.
Isbati. ©Ovvalco E-nin iki altgoxluga boliindiiyii sado
hala baxaq:
E=E'UE" (E'nE"=Q).
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Ogor E ¢oxlugunda A<f(x)<B olarsa, [A,B] seqmen-
tini Yo,Y1,...,Yn noqtalori ilo hissolora bolorak

& =E(Ye < F(X) <Yi),

e; = E’(YK <f(x)< yk+1)!

e =E" (Y < F(X) < Vi),
coxluglarimi diizoldok. Onda aydindir ki, hor bir k igiin
e, =e, ue, (e, ne; =0), noticods me, = me, + me; olacaq-
dir, onda

n-1 n-1 n-1 ' "
S = ZYkmek = ZYkmeL +z3’kme£ =S +S
k=0 k=0 k=0

olar. Buradan, 1—0 olduqgda limits kegsak, alarq:

jf(x)dx: j f(x)dx+jf(x)dx.
E E’ E"

Belalikla, teorem iki toplanan ¢oxluq hal iigiin isbat
olunur. Riyazi induksiya iisulundan istifado edorak, teoremi
istonilon sonlu sayda toplanan ¢oxluglar halinda asanligla
isbat etmok olar.

E=JE
k=1

halina baxmaq qalir. Bu halda

Rn= OEK

ilo isara edok. Onda o

E =LnJEk UR, . (3.2.3)
Aydmdir ki, -

mR, = imEk ,
yigilan -
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imEk =mE

sirasinin qaliq haddidir. Odur ki, limmR, =0 olur.

Sonlu sayda toplanan g¢oxluglar iigiin teorem isbat
edildiyindon vo (3.2.3) boraborliyindo sonlu sayda
toplananlar oldugundan,

j f (x)dx = Z j f (x)dx + j f (x)dx
k=1 Ey
boraboarliyi dogrudur.
A<f(X)<B goétiirsok, orta qiymot teoremind asason
AMR, < [ f(x)dx < BmR,
R

n

olar. Buradan
lim | f(X)dx=0

n—oo
Rn

olur. Demali,

j f (x)dx = nmz j f (x)dx+ lim j f (x)dx = Z j f (x)dx.
k=L E,
Teorem 1sbat olundu.
Natico 3.2.5. E c¢oxlugunda f~g olarsa (hor ikisi
mohdud va 6l¢iilondir), onda

j f (x)dx = j g(x)dx.
E E
Isbati. Dogrudan da, ogor A=E (f=g), B=E (f=q)

olarsa, onda f~g olduguna goéro mA=0 olar. Yoni E
coxlugunda f(x) vo g(x) funksiyalari sanki hor yerds iist-iisto

dustir.
J=I+]
E A B

buna gors do asagidaki iki boraborliklori alariq:
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j f (x)dx = j g(x)dx =0,

j f (x)dx = j g(x)dx.

Bu boraborliklori torof-torofs toplasaq inteqralin
additivlik xassosine osason aliriq:

j f (x)dx = j g(x)dx.

Bu natico hom do géstorir ki, sifir 6l¢iilii goxluq lizro
gotiiriilmiis inteqralin qiymati inteqralalti funksiyadan asili
deyildir.

Qeyd etmok lazimdir ki, natico 3.2.5-do g(x)=c=const
gotiirsok, onu asagidaki kimi ifade etmok olar.

Notica 3.2.5'. f~C (¢ sabit adaddir) olarsa, onda

Jf(x)dx:chx=c-mE
E E

olar. Xiususi halda, f~0 olarsa
j f (x)dx =0
E

olur (sifra ekvivalent olan funksiyanin inteqrali da sifra
barabordir).
Lakin inteqral sifir olan funksiya sifra ekvivalent
olmaya bilor. Masalon, [-1,+1] seqmentindo
f00 Z{ 1, x>0 olduqda,
-1, x<0 olduqda

gotiiriilorso, onda
1

0 1
[ 09dx = [ f(x)dx+ [ f(x)dx =-1+1=0
1 -1 0
olur, lakin f(x) sifra ekvivalent deyilidir.

Natica 3.2.6. 9gor E ¢oxlugunda

f(x)=0 vo j f (x)dx =0
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olarsa, onda bu funksiya sifra ekvivalentdir, ysni f(x)~0.
Isbati. Bu noticonin isbati {igiin E (f>0) ¢oxlugunun
Olglisiiniin sifra barabor olmasmi gostormok lazimdir. Bu

coxlugu,
E(f >0)=UE[f >%j
n=1

soklindo gostormok olar. Oksini forz edok, yoni f(X) sifra
ekvivalent olmasin, onda mE(f>0)>0 olar. Odur ki,
toplanan ¢oxluglardan he¢ olmazsa birinin 6lgiisii miisbot
olacaqdir.

Mosalan, forz edok ki, ng adadi tiglin A = E(f > ij
r]O
coxlugunun ol¢iisii miisbatdir:

mA:mE(f >ij:a>0.
r]O

E ¢oxlugunu A= E(f > ij vo B=E\A ¢oxluglarina
r]O

ayiraq. Orta qiymot haqqinda teoremo vo ondan ¢ixan
natico 3.2.2-ys asason A g¢oxlugunda f(X)>i oldugun-
n

0
dan,

jf(x)dxzimA=ia,
A nO r-]O

B ¢oxlugunda iss f(x)>0 oldugundan,
j f(x)dx>0
B

olar.

Axirinct iki borabarsizliklori toraf-torofo toplasaq
teorem 3.2.2-y9 dsasan
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j f(x)dx+'E[ f (x)dx =£ f (x)dxzn—loa

A
alariq ki, bu da
j f (x)dx =0
E

sorting ziddir, yoni mA=mE (f>0)=0 olmalidir. Bu iso f(x)~0
oldugunu gostorir.

Orta qiymot teoremindon ¢ixan natico 3.2.2-ni bir
godoar qiivvatlondirmak olar.

Natico 3.2.7. E ¢oxlugunda sanki hor yerds f(x)>0
(f(x)<0 ) olarsa, onda

[feodx=0 U f (x)dx < OJ
E E
olur.
Dogrudan da,

(%), agar f(x) 20,
g(X)—{ 0 , ogar f(x)<0

) F(x), agar f(x) <0,
(g(x)—{ 0 , ogor f(x)>0j

forz edarak, f(x)-o ekvivalent funksiya alariq. Biitin xeE
noqtalorinds g(x)>0 ( g(x)<0 ) oldugu {igiin

Ja(xdx=0 Ug(x)dx <0
E E
olar. Buradan noticos 3.2.2-y9 asason

[fodx=0 U f (x)dx <0

E

aliriq.
Natico 3.2.8. Tutaq ki, Ex ¢coxluglari dlgiilon, ciit-ciit
kosismoyondirlor vo
f(x)=c, (c, =const), xe E, (k=12,.)
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olarsa, onda

E=JE
k=1
coxlugu tiglin

[ f00dx = Zn:ckmEk .
k=1

Bu baraborlik teorem 3.2.2 va notico 3.2.1-don bir
basa alinir, bels ki,

J.f(x)dx ij(x)dx ch dx_Zc mE, .
k=l E, k=1,
Notico 3.2.9. E, c¢oxluqglart olgiilondirlorso, artan
EicE.c Esc... ardicilliq amolo gatirilorss vo

E=|JE,
m=1
olarsa, onda
j f (x)dx = lim j f(x)dx..
2

E m
Isbati. A;=E;, k>2 olduqda iso A =E,\E, , gobul
edok. Onda Ay-lar ciit-ciit kosigmirlor,

E=JA.
k=1
istonilon m {i¢iin isa
= U A
k=1
olar. (3.2.2) bsrabsrliyindsn bir basa alinir ki,
j f (x)dx = j f (x)dx = lim Z j f (x)dx = lim j f (x)dx.
E k=1 A,
Natico 3.2.7. Ogor monfi olmayan f(x) funks1ya51 E

coxlugunda olgiilon vo mohduddursa, onda olgiilon AcE
ucin
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j f (x)dx < j f (x)dx.

Isbati. Forz edok ki, B=E\A. AcE oldugundan
vxeB olduqda xeE, xgA olar. VxeE fgin iso f(x)>0
olduguna goro homin VxeB noqtolori tigiin da f(x)>0
olacaqdir. Onda natico 3.2.2-y9 asason

jf(x)dxz 0

olacaqdir. Digor torofdon AnB=Y vo E=AUB oldugundan
teorem 3.2.2-ya asason

j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx

E A B
olar.

Sag torofdon .[ f (x)dx -1 atsaq
B

j f (x)dx > j f (x)dx

alarq ki, bu da tolob edilon barabarsizlikdir.

Qeyd 3.2.2. Notico 3.2.1-0 asason, natico 3.2.2-ni bir
godor doqiqlosdirarak asagidaki teorem soklindo sdylomok
olar.

Teorem 3.2.3. Olgillon mohdud f(x) funksiyasi E
coxlugunda sanki hor yerds f(x)>0 olarsa va

jf(x)dx =0

olarsa, onda E-do f~0 olur.
isbati. Forz edok ki,
E.=E (f>0), E;=E (f<0), Es=E (f=0).
Sorto gora f(X)>0-dir, buna gors do mE,=0, hom do
j f(x)dx=0
EZ
olacaqdir. Bundan slavas E; ¢oxlugunda f(x)=0 oldugundan
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j f (x)dx =0

Es
olacaqdir. Noticados, sorto asason

j f (x)dx =0

E

oldugundan,
j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx +

E = E,

(3.2.9)
+ j f (x)dx = jf(x)dx:o.
= E
Buradan natico 3.2.6-ya asason, mE;(f>0)=0, yoni E;
coxlugunda f~0 alinir. Sorto géro mE,=0 vo E; ¢oxlugunda
f=0 oldugunu nozors alsaq mE(fz0)=0. Demali, E-do f~O0.
Teorem isbat olundu.
Teorem 3.2.4. Q ¢oxlugunda iki 6l¢iilon mohdud f(x)
vo F(x) funksiyalari tiglin
JIf 0+ Foldx=[ f(dx+ [F(x)dx.  (3.2.5)
Q Q Q
Isbati. Tutaq ki, Q coxlugunda a<f(x)<b, A<F(x)<B
verilib. Hor iki [a,b] va [A,B] seqmentlorini
a:yo<y1<...<yn:b, A=Yo<Y1<...<Yn=B
noqtalori ilo hissalors bolok vo
ex=QWk< f<yi+1), Ei=Q(Yi<F<Yis1), Tik=Enex
(i=0,1,2,...,N-1; k=0,1,...,n-1)
coxluglarini daxil edok.
Aydmdir ki, Tix ¢oxluglar ciit-ciit kasigmirlor vo

Q= UTi,k .
ik
Buna gors do teorem 3.2.2-ys asason

[LECO+Foldx =" [Lf(x)+Foldx.

Q kT
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Lakin Tix ¢oxlugu tizro
yk+Yi§ f(X)+F(X)<yk+1+Yi+l
olacaqdir, buradan orta qiymat haqqinda teoremo asason
(Y +Y))mT;, < J[f () + FOOIAX < (Yioq +Yi)MT

Tl,k

Bu Dboraborsizliklorin - hamisini  toraf-torofo  toplayaragq,
alariq:

D (Y +Y)mTy < [(F()+F(x))dx <
e Q (3.2.6)
< z (Yk+1 +Yi+1)mTi,k'
i,k
Buradaki
Dy, mT;, (3.2.7)
ik
comini ayrica hesablayaq. Bu comi
n-1 N-1
DY [Z mT; J
k=0 i=0
soklinds yazmagq olar.
Digor torofdon

:m{ek m%Ei =m(e, N Q) =me,.

n-1
Demok, (3.2.7) comini )y, me, soklindo gdstormak
k=0

olur. Bu isa f(x) fuknsiyasinin S, asagi Lebeq comidir.

Analoji gayda ilo (3.2.6) borabarsizliklorine daxil
olan basga comlar do hesablanir. Homin borabarsizliklori

S, +S, < J.[f(x)+ F(X)]dx<S:+Sr  (3.2.8)
Q

soklinds yazmagq olar.
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[a,b] vo [AB] segmentlorinin bolgli noqtolorini
birlesdirarok, 4—0 sortinds (3.2.8) borabarsizliyindo limito
kegsak, teoremin isbatini alariq.

Teorem 3.2.5. E coxlugunda olgiilon mohdud f(x)
funksiyasi vo sonlu C sabiti tigiin

j Cf (x)dx =C j f (x)dx.

Isbat1. C=0 olarsa, teoremin isbat1 aydindir.
C>0 halina baxaq. A<f(x)<B gotiiriib [A,B] seqmen-
tini yx noqtalori ilo hissalora bolok vo
ek:E[yk§f<yk+1] (k:0,1,...,n-1)
coxluglarini diizoldok. Onda xegy ligiin
CYi<CH(X)<Cykr1
olur. Orta qiymat teoremino asasan
Cy,me, < ij (x)dx < Cy, ,me, .

Borabarsizliklori torof-torafs toplayaraq
n-1 n-1
C> yme, < ij (x)dx<C> y,,me,  (3.2.9)
k=0 E k=0

vaya
cggjcx (x)dx <CS
E

aliriq, burada S vo S iso f(x) funksiyasi ii¢iin Lebeq

comloridir. Axirincit barabarsizliklords A=max(yx+1—Yk)—0
sortindo limito kegsok

cj f (x)dx < ij (x)dx < cj f (x)dx,

buradan da
j Cf (x)dx =C j f (x)dx
E E

aliriq ki, bununla da C>0 oldugda teorem isbat edilir.
Ogor C<0 olarsa, (3.2.9) borabarsizliklorindo vo
sonraki ifadeslorin hamisinda < isarasini > isarasi ilo avaz
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etmok, sonra iso A—0 sortindo limito kegmok lazimdir.
Onda

0= j [Cf (X) + (—C) f (x)]dx = j Cf (x)dx + (—C) j f (x)dx

olur ki, buradan da teoremin isbat1 alinir.
Natico 3.2.11. f(x) vo F(x) funksiyalar1 E ¢oxlugunda
ol¢iilon vo mohdud oldugda

'[[f(x)— F(x)]dx:jf(x)dx—jF(x)dx.

Isbat1 wiciin f(x)-F(x)=f(x)+(-1)F(x) yazaraq teorem
3.2.3 va teorem 3.2.4-ii totbiq etmak kifayatdir.
Teorem 3.2.6. E ¢oxlugunda o6lgiilon vo mohdud f(x)
vo F(x) funksiyalari tigiin
f(X)<F(x)
olarsa, onda

j f (x)dx < j F(x)dx .

Isbati. Dogrudan da, xeE oldugda F(x)—f(x)
funksiyasi monfi deyildir, onda

JF(X)dX_J f(x)dx = J(F(X)— f(x))dx >0,

buradan da
j F(x)dx > j f (x)dx
E E

borabarsizliyi alinir.
Teorem 3.2.7. E ¢oxlugunda o6l¢iilon vo mohdud f(x)
funksiyasi tigiin

jf(x)dxgj|f(x)|dx.

Isbati. P=E (f >0), N=E (f<0) gotiirok.

Olgiilon funksiyanin xassosind asason [f(X)| 6lgiilon
olar. P vo N ¢oxluqglar 6lgiilondirlor vo PNN=, PUN=E.
Onda inteqralin additivlik xassasino asason
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jf(x)dx jf(x)dx+jf(x)dx '[|f(x)|dx j|f(x)|dx
'|.|f(x)|dx '|.|f(x)|dx+'[|f(x)|dx

la —bl<a + b (a>0, b>0) barabsrsmhylns osasan

J.f(x)dx j|f(x)|dx—j|f(x)|dxg

< [IE 00 dx+ I £ o)1 dx = [| ()] dx.
p N E
Buradan teoremin isbati alinir.
§ 3. Inteqral altinda limito kegmok

Tutaq ki, E ¢oxlugunda 6l¢iilon mohdud
f1(x), f2(X),....fa(x),...
funksiyalar ardicilligi hor hansi monada (hor yerdo, sanki
hor yerds, Olgliyo goéro vo s.) Olglilon mohdud F(X)
funksiyasina yigilir.
Bu zaman

lim j f (x)dx = j F(x)dx (3.3.1)

miinasibati dogru olarsa, onda deyirlor ki, inteqral altinda
limito kegmok miimkiindiir.
Umumiyatls, (3.3.1) miinasiboti homiso dogru
olmaya bilor. Masoalon, [0,1] seqmentindos fy(X) funksiyalari
n, xe [OEJ 0<x< 1 olduqda,
n n
fo (X) =

0, xe [Olj 1 <x<1 oldugda (n=12,..)
n n

soklindo toyin edilarso, onda biitiin Xe[0,1] noqtalori tiglin
lim f_(x) =0=F(x)
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oldugu halda,
1

[

j.fn(x)dx:jl fn(x)dx+j. fn(x)dx:jndx+}0-dx:n-£:l
0 0 1 0 1 n

olur. Bu misal gostorir ki, homiso inteqralaltinda limits
kegmok olamaz.

Teorem 3.3.1 (A.Lebeq). Tutaq ki, E ¢oxlugunda
o0l¢iilon mohdud

f1(x), f2(X),....fa(x),...
funksyalar ardicilligr olgiiyo goro Olgiilon mohdud F(X)
funksiyasina yigilir:
fa(X)=F(x).

Olavo olaraq {fi(x)} ardicilligt miintozom mohdud-

dur, yoni elo K sabit odadi var ki,

[fn(x)|<K
borabarsizliyi Vn vo VXeE ii¢iin 6danir.
Onda
lim j f (x)dx = j F(x)dx. (3.3.2)
E E

Isbati. Qeyd edok ki, sanki biitiin xeE néqtalori iiciin
IF()[<K, (3.3.3)
Dogrudan da, Riss teoremino osason {fy(x)}
ardicilligindan sanki hor yerds F(x)-o yigilan {f, (x)}
altardicillig1 ayirmaq olar:
f, (X) > F(X).
Onda | f, (x)[<K borabarsizliyindo k—oo sortinds
limits kegsok (3.3.3) borabarsizliyinin dogrulugunu alariq.
Istonilon ¢ miisbet adadi iiciin
An(0)=E(lfn - FI>0) , Ba(0)=E([fn - Fl<0);
coxluglarini diizaldok. Onda
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j f (x)dx— j F (x)dx

<[If,00-F(9ldx=

= [If,00-Fldx+ [| ,()=F()[dx (3.3.9)
A, (o) B, (o)
Buradan

[fa(X) = FOQI<Ifa(x)[ + [FX)I
borabarsizliyino asason An(o) c¢oxlugunda sanki biitiin X
noqtalor tigiin
[fn(X) — F(X)|<2K
olar. An(o) ¢oxlugunda [f,(X) — f(X)|<2K sortini 6domoyon X
noqtalor ¢oxlugunu Qn(o) ilo isars edok. Onda mQ,(0)=0
olur.
Pn(0)=An(0) \ Qn(0)
ilo isars edok. Onda orta qiymot hagqindaki teorem 3.2.1-o
asason

[I.00-FCldx= ]| f,00-F(x)|dx+

A, (o) P, (o)
+ If,00=F)ldx="[| f,00-F()|dx<
Qn (o) Pa(o)
<2K -mP,(c) = 2K - mA, (o) (3.3.5)
olar.

Analoji qayda ils alariq:
'|.| f,(X)-F(X)|dx<o-B,(c)<o-mE. (3.3.6)
B, (o)
(3.3.5) vo (3.3.6) borabarsizliklorini (3.3.4) borabor-
sizliyinda nazars alsaq

<2K-mA, (o)+o-mE. (3.3.7)

[ f.dx— [ Fdx
E E

Ixtiyari & >0 adadi iigiin vo o >0 odadini kicik gotiir-

moklo o-mE <§ etmok olar. Qeyd olunmus o adadi iigiin
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Olgiiyo gora yigilmaya asason elo N nomrasi segmok olar ki,
n>N i¢iin 2K -mA, (o) <% sorti 6donsin.
n>N iiciin (3.3.7) barabarsizliyi

<&

[ f.dx— [ Fdx
E E

soklina diisiir. Buradan teoremin isbati alinir.

Isbat olunan teorem [f,(x)|<K miinasibati E ¢oxlugun-
da sanki biitiin noqtalords 6dondikds do dogrudur. Funk-
siyalar ardicilliginin miintazom, noqtovi, sanki hor yerdo
yigilmalarindan o6lgiiys nozoron yigilmasi alinir. Odur ki,
isbat edilon teorem hom da belo ardicilliglar tigiin dogrudur.

8 4. Riman v Lebeq inteqrallarinin miiqayisasi

Riman vo Lebeq monada inteqrallar arasindaki
minasibati aydinlasdirmaq igiin asagidaki teoremi isbat
edak.

Teorem 3.4.1. f(x) funksiyas1 [a,b] seqmentindo
Riman monada inteqrallanandirsa, onda

a) f(x) funksiyast [a,b] seqmentindo Lebeq monada
da inteqrallanandir;

b) [a,b] seqmentindo f(X) funkisyasinin Riman vo
Lebeq monada inteqrallar1 barabordir.

9vvalca asagidaki lemmani isbat edok.

Lemma. f(x) funksiyasinin [a,b] seqmentindo kasildiyi
noqtalor ¢oxlugunun olgiisii sifra borabordirso, onda f(x)
[a,b]-da dlgiilondir.

Lemmamn isbati. f(x) funksiyasinin  S=[a,b]
seqmentinda kosildiyi noqtalor ¢oxlugunu Ey ilo isara edok.
Onda mE=0 olur.

Ixtiyari A ododi iigiin S=[a,b] seqmentinin f(X)>A
sortini 6doyan noqtolor ¢oxlugunu

E=S(f>A)
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ilo isara edok vo bu ¢oxlugun o6lgiilon oldugunu isbat edok.
oOvvolco gostorok ki, & noqtesi E  ¢oxlugunun limit
noqtosidirsa vo EgE-dirso, onda & ndqtesi f(X)-in kosilma
noqtalari coxlugu Eg-a daxildir, yani £eE,.

Oksini forz edok. Tutaq ki, f(x) funksiyas1 &
noqtesindo  kosilmozdir. £¢E oldugu ftgiin f(§)<A olur,
demoak, & ndqtesinin elo (&-6,E+0) otraft var ki, bu otrafda
f(x)<A olur. Bu onu gostorir ki, (&6,6+0) otrafinda E
coxlugunun heg¢ bir néqtasi yoxdur, bu iso miimkiin deyil,
¢inki & noqtesi E g¢oxlugunun limit noéqtosidir. Alinan
ziddiyyst gostorir ki, f(x) funksiyast & noqtosinda kosilir.
Odur ki, éeEy. E g¢oxlugunun 6ziinds yerlosmoyon limit
noqtalori ¢ogxlugunu D ilo isaro edok. Gostordiyimizo goro
DcEo. Ep ¢oxlugu olgiilon vo mEy=0 oldugu iigiin D ¢oxlugu
da olgiilon vo mD=0 olur.

F=EuUD
coxlugu E c¢oxlugunun gapanmasidir, buna goro qapahdir
vo gapali ¢oxluq olgiilon olduguna gors, hom do dlgiilondir.
Buradan alinir ki, E ¢oxlugu iki dlgiilon ¢oxlugun

E=F\D
forqi kimi gostorildiyindan dlgiilondir.

Belaliklo, istonilon A adadi iigiin E=S(f > A) ¢oxlugu
oOl¢iilondir.

Bu da f(x)-in [a,b] seqmentindo &lgiilon funksiya
oldugunu gostorir. Lemma isbat oldu.

Teoremin isbati. f(x) funkisyasi [a,b] seqmentindo
Riman manada inteqrallanan olmasindan aliriq:

1) f(x) funksiyasi [a,b] seqmentindo mohduddur;

2) f(x) funkisyasinin [a,b] seqmentindo kosilmo
noqtalori coxlugunun 6lgiisii sifra barabordir.

Lemmaya osason f(x) funksiyast [a,b] seqmentindo
olctlondir. Naticads f(x) funksiyasi [a,b] seqmentindo Lebeq
monada inteqrallanandir.

[a,b] seqmentini
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a=Xp<X1<....<Xp=Db
noqtalari ilo
[Xo,X1],[X1,X2], - - - [Xn-1,%n]
hissolora bolok. f(x) funksiyasmnin [X,X+1] (k=0,n-1)
seqmentlorinds doqiq yuxar1 vo doqiq asagi sorhoadlorini
uygun olaraq My vo my ilo isara edok. f(x) funkisyast [Xg,Xk+1]

(k =0,n-1) seqmentlorindo mohdud va &lgiilondir, buna

gora do onlarin har birinds Lebeq manada inteqrallanandir.
Odur ki, orta giymat hagqinda teorems asason

my - Ax, < (L) [ f()dx < M, Ax,,
burada AXc=Xx+1—Xk. Bu borabarsizliklori biitiin k-lar igiin
comlayaraok alariq:

X +1

nimkAXk < ni(L) [ f(dx < niM (AX,
k=0 k=0 k=0

vaya
b
S< (L)j f(x)dx < S,

burada S vo S uygun olaraq asagi veo yuxari Darbu

comloridir. Sorto osason f(X) funksiyasi [a,b] seqmentindo
Riman monada inteqrallanandir, onda

=07

limS = !lirrgg = (R)[ f (x)dx

olar, burada A=max(Xg+1—Xk) =MaxAxx.
Axirinct borabarsizliklordon goriinir ki, S vo S
comlarinin ortaq limiti

(L) j f (x)dx

olur. Naticada

124



(L] F(x)dx = (R)[ f (x)olx.

Bununla teorem isbat olur.

Beloliklo, f(x) Riman monada inteqrallanandirsa,
onda Lebeq monada da inteqrallanandir vo har iki inteqral
borabordir. Lakin bu toklifin torsi dogru deyil, yoni f(x)
funksiyasinin [a,b] seqmentinds Lebeq monada inteqral-
lanmasindan Riman manada inteqrallanmasi alinmir. Buna
Dirixle funksiyasi misal ola bilar.

Noticodo Lebeq inteqralinin Riman inteqralinin
timumilosmasi oldugunu sdylomok olar. Bu fikri asagidaki
faktlar da tosdiq edir.

1) Lebeq inteqrali altinda limits kegmo teoremindo
biitin sortlor 6donmoklo Riman monada inteqrallamaya
baxsaq limit funksiyasi inteqrallanmaya bilor.

2) f(x) funksiyasi [a,b] seqmentinin hor bir
noqtesindo mohdud f(x) toromosine malikdirss, onda f'(X)
Lebeq monada inteqrallanandir vo

fmﬂ@+@ﬁuaw.

Demoli, Lebeq inteqralinin komoyi ilo hor bir
mohdud toéromosino goro ibtidai funksiya tapilir. Bunu
Riman inteqraliin kémayi ilo homiso etmok olmur. Buna
sobab toromosi Riman monada inteqrallana bilmayon
funksiyanin varligidir.

Lebeq inteqralina aid niimunalor va tapsiriglar.

Misal 1. [0,1] segmentindo f(X)=x funksiyasinin
Riman vo Lebeq monada inteqrallanan oldugunu géstorin
\£)

(R)j1 xdx va (L)fxdx -1

125



tapm.
Holli. Ovvalca

(R)f xdx

. . : 1 ..
inteqralin1 hesablayaq. Istonilon & > 0 iigiin — <& sortini
n

odayan n odadi gotiirak va [0,1] seqmentin n borabar hissoya
bolok. Bu bolgiinii oy ilo 1sars edok. Onda

oo )
n nn n n n

olur. Bu halda funksiyanin doqiq asagi vo doqiq yuxari
sorhadlori

k— k
mk ZT,MKZH,XK—XKI (k 12 )

olur. Buna gors do

n n K — 1 n 1
§(fv‘7n)=zmkAXk=z—-—=2—2(k—1)=
= N noian
=—(0+1+2+ +Nn-— 1)—i 0+n—1.n:n—1:1_i
n> 2 2n 2 2n
Demeh,
S(f,0,) == —
2 2
: nko1
k=1 k=ln
1+n 1 1
= :_+_,
2n? 2 2n
= 1 1
S(f,o,)==+—.
(f.0,) 2 2n
Onda
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S(f,o)-S(foy-trt 1, 1 _2_ 1,
2 2n 2 2n 2n n

oldugu ti¢iin
lim[S(f,0,)-S(f,0,)|=
olar.
Bu iso onu gostorir ki, [0,1] seqmentindo f(x)=x
funksiyas1t Riman monada inteqrallanandir.
1. 1 1
J_IlmS f, _I|mS f _I|m =—.
(f.on) S(f,o,) [2 o j >
Demak,

: 1
J=(R)[ xdx==.
) 2

Indi f(x)=x funksiyasinin [0,1]-do Lebeq inteqralini

hesablayagq.
Funksiyanm [0,1] giymotlori ¢oxlugunu n borabor
hissoya bolok.
Bu zaman alinan
k k+1
hissalor
& =(yk <f< Yk+1)= E[KS f <wj =[E,E}
n n n n
oldugundan
zyk me, = nik i=i(0+1+2+-~-+n—1) =
~n n n?
_0+n—1.n n-1 E_i
2n? 2n 2 2n’
g 1 1
2 2n
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al k411
S = me, = ——:—1 2+--+N)=
éykﬂ k = n n n ( )
1 1+n n+1 1 1
= — = :——{—_,
nz 2 2n 2 2n
s_1, 1
2 2n
S-S= l+i—1+1 l
- 2 2n 2 2n n
Iim(S—§)=0.

Demok, f(x)=x funksiyasi Lebeq monada da inteqral-
lanandir va

J_IlmS_IlmS_l
2

n—o n—oo

: 1
J =(L)jxdx=—.
) 2

1 1
Cavab: (R)| xdx = (L)[ xdx :% .
0 0

Misal 2. [0,1] seqmentinda
2 , X rasional olduqda,

f(x)= .
— X, X irrasional olduqda

funksiyasinin Riman monada inteqrallanmayan oldugunu
vo Lebeq monada inteqrallanan oldugunu gostorin vo

(L)[ f(9)dx-i tapm.

Holli. [0,1] seqmentinin o bolgiisiine baxaq. Onda
hor bir [XkXk+1] seqmentindo hom rasional vo hom do
irrasional noqtalor var. Odur ki,

M=2, M= — X .
Buna gors yuxari vo asagi Darbu comlori
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_ n-1 n-1
S(£:8)=D> M, (X1 —%)=2D (X — %) =2-1=2,
k=0 k=0

n-1 n-1
S(f;6)= zmk (Xs = %) = _zxk+1(xk+1 —X%)<0
k=0 k=0

olur.
lll_rgS(f,é‘) # I/ll_rg§(f,5).

Bu da verilon funksiyanin Riman manada inteqral-
lanan olmadigini gostarir.

E=[0,1] ¢oxlugunu uygun olaraq rasional vo
irrasional néqtasindan toskil edilmis E; vo E; altgoxluglarina
ayiraq. Aydindir ki, bu alt¢oxluqglar dl¢iilondir va mE;=0,
mE,=1-dir. [0,1] seqmentinda f(x) funksiyasi

g(x)=—-x
funksiyasina ekvivalentdir, ¢ilinki, yalniz 6l¢isii sifir olan E;
coxlugunda f(x)=g(x), mE1=0. g(x) funksiyasi [0,1]-do Riman
monada inteqrallanan oldugundan Lebeq monada da
inteqrallanandir vo

(L)'Ofg(x)dx = (R)'([lg(x)dx = '([1— xdx = —%.

1, x# 1 olduqda,
Misal 3. f(x) = n (neN)

-x%, X = oldugda

funksiyasinin [0,1] seqmentindo Riman vo Lebeq monada
inteqrallanan oldugunu gostorin vo

(R)[ f(x)dx vo (L)[ f (x)dx

inteqrallarini tapin.
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Misal 4.

1 p
q
f (x) = { ixtisar olunmayan rasional kesrdir),
0, x irrasional olduqda,

1, x=0 oldugda

— , Xx=-— rasional adod oldugda (g #0

Riman funkisyasinin [0,1] seqmentindo Riman va Lebeq

monada inteqrallanan oldugunu isbat edin va
1 1
(R) j f (x)dx, (L) j f (x)dx
0 0

inteqrallarini tapin.
Misal 5. [0,1] seqmentinda

() = +1, x rasionalodod olduqda,
-1, x irrasional adad oldugda

funksiyasinin Riman monada inteqrallanmayan,
Lebeq monada intqrallanan oldugunu gostarin va

(L[ f(dx-i

tapin.
Misal 6. [0,1] seqmentinda

() = 0, x rasionalodod olduqda,
1, x irrasional adad oldugda

funksiyasinin Riman monada inteqrallanmayan,
Lebeq monada inteqrallanan oldugunu géstorin v

(L[ f()dx-i

tapin.

lakin

lakin

Misal 7. Riman monada inteqrallanmayan, lakin
Lebeq monada inteqrallanan mohdud funksiyanin kosilmo
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noqtalori ¢oxlugu hansi xiisusiyyatlorine goro forglonir (belo
funksiyalara aid misallar gostorin).
Misal 8. Asagidaki funksiyanin [0,2] seqmentindo
inteqrallanan oldugunu isbat edin va inteqralini tapin:
x*, xeJn[12] olduqda,
f(x)=1 2x, xeJn[0]] olduqda,
sinx, xeQ oldugda.

Burada J - [0,2] seqmentinin irrasional adadlor ¢oxlugudur,
Q rasional adadlor ¢oxlugudur.
Holli. f(x) funksiyasi [0,2] seqmentindo
x*, x>1 olduqda,
9(x) = 1
2X ,x<1 oldugda

funksiyasina ekvivalentdir, ¢linki [0,2] seqmentinin yalniz
rasional noqtalorindon diizoldilmis Q' ¢oxlugunda f(X)=g(x)-
dir, mQ'=0-dur.

g(x) funksiyasi [0,2] seqmentindo (yalniz bir kosilmo
noqtesi (x=1) olduguna goéro) Riman monada inteqral-
lanandir. Belo ki,

2 2 1
.[f(x)dx= .[g(x)dx=.[x2dx+ j2xdx.
0 0 0 1,2]
Bir noqtali ¢ogxluga goro inteqral sifra borabor
oldugu ti¢iin (onun 6l¢iisi sifirdir) onda
JZxdx= jZde+ jZde,

2] 2] M
1 2

szdx Vo jZde

0 1

inteqrallar1  kosilmoz  funksiyalarin  seqmento  goro
inteqrallaridir, (onlar1 Riman monada basa diismok olar)
buna gors onlart Niiton — Leybnis diisturunun komayi ilo
hesablamaq olar, yani
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ff(x)dx:fxzdx+f2xdx:9.
0 1 3

0
Misal 9. Asagidaki funksiyanin [0,2] seqmentindo

inteqrallanan oldugunu gdstorin va inteqralini hesablayn.
2

X° , XxXeA olduqda,
f(x)=4sinax, xe[01] "CA olduqda,
cosax , X €[L,2] nCA olduqda,

burada A cabri adadlor ¢goxlugudur.
Misal 10. Sanki hor yerds f(x)=0 olarsa, onda

jf(x)dx =0

oldugunu gostarin.
Misal 11. .[ f?(x)dx =0 olarsa, onda f~0 oldugunu
E

gostarin.
1

Misal 12. [0,1]-ds f(x)>0, j f(x)dx =1 olarsa, f~1
0
oldugunu gostarin.

8§ 5. Qeyri-mohdud funksiya va olgiisii sonsuz
olan oblast ii¢iin Lebeq inteqral

1. Qeyri-mohdud funksiyalar vo sonsuz oblastlar
ticlin birinci név va ikinci nov
geyri-moxsusi Riman inte- YA
gralt anlayisina uygun olaraq,
Lebeq inteqralinda da buna
uygun  inteqral  anlayisi
verilir.

Torif 3.4.1. Tutaq ki,
olgiilon E coxlugunda manfi
olmayan  f(x)  funksiyasi




verilmisdir. Istonilon natural N odadi tigiin
f(x), f(x)<N olduqda,
[fOOl =
N , f(xX)>N oldugda
soklindo funksiyaya f(x) funksiyasinin kosik funksiyasi
deyilir.
Torifdon aydindir ki, [f(X)]n funksiyast mohduddur vo
f(x) funksiyasi E ¢oxlugunda ol¢iilondirse, onda

E(f >a),a< N olduqda,
ECf()) >a)= %) a>N olduqda

soklindo toyin edildiyindon [f(X)]n keosik funksiyast da
Olgiilondir. Demali, [f(X)]n funksiyasti Lebeq monada
inteqrallanandir.

Bundan slavo

[FO)<[FO)<[f(X)]s<...,

oldugundan

j[f(x)]ldxgj[f(x)]zdxg j[f(x)]sdxg....

olur vo miioyyon sonlu vo ya sonsuz
1 *
nggw{[f(X)]Ndx *)

limiti var.
Torif 3.4.2. (*) limitino f(X) funksiyasinin E ¢oxlugu
izro Lebeq inteqrali deyilir va

[ £ (0dx ((L) | f(x)de
E E
simvolu ils isars edilir. Bu limit sonlu olduqda deyirlor ki,
f(x) funksiyast E c¢oxlugunda Lebeq monada inteqral-
lanandir.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi olgilon E ¢oxlugunda
istonilon igarali dlgiilon funksiyadir. Onda
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£ (x)= f(x), f(x)>0 olduqda,
Sl 0, f(x)<0 oldugda

£ (x) = 0 , f(x)>0 olduqda,
= f(x), f(X)<0 oldugqda

funksiyalar1 ii¢iin f/(x)>0 vo f.(x)>0 sortlori 6donir. Bu
funksiyalar E ¢oxlugunda olgiilondirler. Odur ki,

j f, (x)dx vo j f (x)dx

inteqrallar var.

f(x)=f+(x)—-f.(x) oldugunu noazoro alsaq, he¢ olmazsa
j f, (x)dx, j f (x)dx integrallarindan birisi sonlu olarsa,
E E
f(x) funksiyasinin E ¢oxlugunda inteqral

j f (x)dx = j f, (x)dx — j f (x)dx

kimi toyin olunur.

j f, (x)dx — j f (x)dx

sonlu vo ya sonsuz forqi E ¢oxlugu iizra f(x) funksiyasinin
Lebeq inteqrali adlanir vo

f(x)dx | (L)]| f(x)dx
reas (@ rcan

simvolu ilo isars edilir.

J. f(x)dx inteqrali varsa vo sonludursa, onda f(X)

E
funksiyast E c¢oxlugunda Lebeq monada inteqrallanan
adlanir.

2. Indi forz edok ki, E sonsuz olciilii ¢oxlugdur:
mE=+c. Tutaq ki, 6l¢iisii sonlu olan

E1C EzC E3C...

ardicillig1 tigin
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E=()E,
k=1
olur.
Monfi olmayan f(x) funksiyast Ex c¢oxluglarinda

oOl¢iilon olsun. Onda

jf(x)dxg j f (x)dx < j f(X)dx < -

E, E, =
olur. Odur ki, sonlu vs ya sonsuz

lim Ej f (x)dx

limiti var. Bu limits f(x) funksiyasinin E ¢oxlugunda Lebeq
inteqrali deyilir vo

f(x)dx | (L)]| f(x)dx
reas (@ rcan

E
simvolu ils isars olunur. Limit sonlu oldugda deyirlor ki,
f(x) funksiyasti E g¢oxlugunda Lebeq monada inteqral-
lanandir.

Miixtolif isarali f(x) funksiyasi tglin fi(X) vo f(x)
funksiyalarinin j f, (x)dx vo J f_(x)dx inteqrallar1 sonlu

E E

oldugda
j f (x)dx = j f, (x)dx — j f_(x)dx

kimi toyin olunur.

Misal 1. E=[1,2] seqmentinds f(X)=L

3

a

funksiyasinin Lebeq inteqralini hesablayin.
Holli. f(x) funksiyast E ¢oxlugunda qeyri-mohdud
oldugda
f(x), f(x)<N olduqda,
[FOO]w =
N , f(xX)>N oldugda
soklindo toyin olundugundan verilon funksiya tigiin
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1 1
, <N olduqda,
UYx-1 ¥x-1
[fOOlw = 1
N >N oldugda
¥Yx-1
kimi toyin edilocakdir.
! <N vo ! >N
Ux-1 Ux-1
borabarsizliklarini hall etsok alariq:
1 1
—— ,1+— <x<2 olduqda,
3/ 1 3
[Fe0l, =" .
N ,1<x<1l+— olduqda.
N
Onda
1
Ty t dx
(LT (X)) dx= | Ndx+ =
joon o | 2
N3

212

1
NV S ()
! 2

=N@+J%_@+§[_;%j:
l+i N 2 N

N3

3 3,, 3 1

“N24+2_9N2="_ ~
2 2 2 2N
Buradan
i . 13 1
(ulfumx:JﬂgLiﬁ(mhdx:Mmii_ZNJ_
Demali,
2
dx 3
L _3
( )'1[\/3 x-1 2
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Misal 2. f(X) =ﬁ funksiyasinin  E=(0,+0)
X]!

coxlugunda Lebeq inteqralini tapin, burada [x] ilo X
odadinin tam hissasi isars olunmusdur.

Holli. Bu misalda E ¢oxlugunun 6lgiisii sonsuz olur.
Odur ki,

E,=(0,n) (n=12,...)
coxluglarina baxaq. Onda
Elj EzD E3D... vo E= ﬂEn

n=1
olur. Baxilan misalda

(L)j f(x)dx = lim (L)If(x)dx
v N —+o0 -
limitini tapmaq lazimdir.
E/=E,, E,=E,\E,, E,=E,\E, ...
isara edok. Onda
E,=(JE.. EcnE, =D, k=m.

k=1

[xX]'=01=1, xeE/; [x]!'=1=1, xe E;;[x]!=2!
xeEg;..[X]'=nl, xeE/ ;...
oldugundan,

dx
i Ef[x]' I[x]' T

Eﬂ

1 n d
:'([l-dx+'!.l-dx+'!7)!(+-~-+n'[l(n_xl)!:
1

(n-1!

=1+1+£|+-~-+

Buradan

(L)'[f(x)dx—llmJ.f(x)dx 1+1+; R

+---=€.
nl
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Misal 3. (0,1] yarimseqmentinda f(X) = 1 funksiya-
X

sinin Lebeq inteqralini hesablayin (cavab: +x).

Misal 4. (0,1] yarimseqmentinda f(Xx) = % funksi-
X

yasinin Lebeq inteqralini hesablayin (cavab: 2).

1
Misal 5. (2,3] yarimseqmentindo f(X) = ;
Ux-2

funksiyasinin Lebeq inteqralini hesablayin (cavab: g).
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