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Ы ФЯСИЛ

ЧОХЛУЬУН  ЛЕБЕГ  ЮЛЧЦСЦ

§ 1. Чохлуглар щаггында гыса мялуматлар

«Чохлуглар нязяриййяси» щягиги дяйишянли функсийалар
нязяриййясинин ясасыны тяшкил едир. Бу нязяриййянин ясасы
(юзцлц) ХЫХ ясрин икинъи йарысында алман рийазиййатчысы
Г.Кантор (1845-1918) тяряфиндян гойулмушдур.

Чохлуг анлайышы рийазиййатын илк вя цмуми
анлайышларындан бири олдуьуна эюря чохлуьа дягиг тяриф
верилмир, бу анлайыш тясвир едилир, она аид йалныз мисаллар
эюстярилир.  Чохлуг сюзц явязиня бязян синиф,  систем,  йыьым,
кцллi, аиля вя. с. сюзляри дя ишлядилир. Рийазиййатда чохлуг
анлайышы сонлу вя йа сонсуз сайда ейни тябиятли обйектлярин
бирляшмяси (кцллиси) кими баша дцшцлцр.

Чохлуьу тяшкил едян цнсцрляря чохлуьун елементляри
дейилир. Яэяр чохлуьун елементляри мялумдурса, онда
чохлуг верилмиш щесаб олунур.

Адятян, чохлуглар бюйцк латын щярфлярляри – A, B, C,
D,…,X, Y,….иля, онлары тяшкил едян елементляр ися кичик
щярфлярля - a, b, c, d,…,x, y,… иля ишаря едилир.

A чохлуьунун a, b, c, d,… вя с. елементлярдян
дцзялдилмяси A= ,.....},,{ cba шяклиндя, A чохлуьунун a
елементляриндян тяшкил едилмяси, йа да бир a елементиндян
ибарят олмасы A= }{a шяклиндя йазылыр.

A= /;...][x йазылышы иля мютяризя дахилиндяки шагули хяттин
саь тяряфиндя эюстярилян хассяни юдяйян бцтцн х елементляри
чохлуьу ишаря едилир. Мясялян,

(-1,1)={ }11/; <<- xx .
Щеч бир елементи олмайан чохлуьа бош чохлуг дейилир,

Æ вя йа 0, йахуд да L символлары иля ишаря едилир. Мясялян,
х2+1=0 тянлийинин щягиги кюкляр чохлуьу бош чохлугдур.
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Йалныз бир елементдян дцзялян чохлуьа бирелементли
чохлуг дейилир

Истянилян чохлуьун елементляри сайы  щяр  щансы  натурал
 ядядля ифадя едиля билярся, щямин чохлуьа сонлу чохлуг,
сонлу олмайан чохлуьа ися сонсуз чохлуг дейилир. Мясялян,
A={ }dcba ,,, -сонлу, N={ },.....4,3,2,1 мцсбят там ядядляр, йяни
тябии (натурал) ядядляр чохлуьу ися сонсуз чохлугдур.

∈, ∋, ⊂, ⊃ дахил олма, ∉, Î , Ì , ⊅ дахил олмамаг
ишаряляридир.

Яэяр a, A чохлуьунун елементидирся, йяни a елементи A
чохлуьуна дахилдирся a∈A шяклиндя, дахил олмамасы ися

Aa Î  вя йа a∉A шяклиндя йазылыр.
Яэяр A чохлуьунун бцтцн елементляри ейни заманда B

чохлуьунун да елементляридирся, онда A чохлуьуна B
чохлуьунун щиссяси вя йа алтчохлуьу дейилир; A⊂B шяклиндя,
бундан ялавя A вя B чохлуглары цст-цстя дцшярся, AÍB вя йа
BÊA шяклиндя йазылыр.

Айдындыр ки, бу тярифя эюря бцтцн чохлуглар юзц-юзцнцн
щиссясидир (алтчохлуьудур): AÍA. Яэяр A чохлуьунун бцтцн
елементляри B чохлуьунун да елементляридирся, йяни AÌB-
дирся вя тярсиня, B чохлуьунун бцтцн елементляри A
чохлуьунун да елементляридирся, йяни B⊂A-дырса, онда A вя
B чохлугларына бярабяр чохлуглар дейилир вя A=B шяклиндя
йазылыр, йа да дейирляр ки, A вя B чохлуглары цст-цстя дцшцр.

Гысаъа олараг, A вя B ейни елементлярдян дцзялдилмиш
чохлуглар олдугда A=B олур.

Мясялян, A={-1,1}-дирся, B ися х2-1=0 тянлийинин
кюкляриндян дцзялдилмиш чохлугдурса, онда А=B-дир.

Яэяр BAÌ -дирся вя A чохлуьу B чохлуьу иля цст-цстя
дцшмцрся, йяни A¹ B-дирся, онда A чохлуьуна B чохлуьунун
дцзэцн щиссяси вя мяхсуси алтчохлуьу дейилир. Мясялян,
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{2,4,6,…} ъцт ядядляр чохлуьу N={1,2,…} бцтцн натурал
ядядляр чохлуьунун мяхсуси алтчохлуьудур.

Истянилян B чохлуьу цчцн BÍB, ÆÌB доьрудур.  Бу
щалда B вя Æ чохлугларына B чохлуьунун гейри-мяхсуси
алтчохлуьу вя йа гейри-мяхсуси щиссяси дейилир. Мясялян, Æ
бош чохлуг B мцсбят ядядляр чохлуьунун гейри-мяхсуси
алтчохлуьудур, ÆÌB.

Ону да гейд едяк ки, «вар», «тапылыр», «олур», сюзляри $
символу иля, «истянилян», «щяр бир», «ихтийари» сюзляри "
символу иля, «алыныр», «чыхыр» сюзляри Þ символу иля, «бир
эцълц» сюзц Û символу иля ишаря едилир. $x йазылышы «x вар»,
"x йазылышы «истянилян x», «истянилян x цчцн», «бцтцн x»
шяклиндя охунур.

Инди ися чохлуглар цзяриндя ямялляр щаггында мялумат
веряк.

Тяриф 1.1.1. Елементляринин щяр бири щеч олмазса, A вя
йа B чохлугларындан бириня дахил олан C чохлуьуна A вя B
чохлугларынын бирляшмяси вя йа ъями дейилир,

C= AÈB вя  йа  C= A+B
шяклиндя йазылыр; щесаби сайда чохлуглар цчцн ися
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шяклиндя йазылыр.
Топланан чохлугларда иштирак едян елементляр ъямя бир

дяфя дахил олур.
Мясялян, A={6,7,8,…}, B={3,6,9,…}-дирся, онда

C=AÈB={3,6,7,8,9,…}.
Тярифя ясасян AÈA=A, AÌB олдугда AÈB=B олур.
Тяриф 1.1.2. Ейни заманда A, щям дя B чохлуьунда

йерляшян, йяни A вя B чохлугларынын ортаг елементляриндян
дцзялдилмиш D чохлуьуна A вя B чохлугларынын кясишмяси
(ортаг щиссяси) вя йа щасили дейилир,

D=AÇB   вя  йа D=A×B



8

шяклиндя йазылыр; щесаби сайда чохлуглар цчцн ися
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шяклиндя йазылыр.

Тярифдян айдындыр ки, AÇA=A вя A⊂B олдугда AÇB=A
олур.

Тяриф 1.1.3. A чохлуьунун B чохлуьуна дахил олмайан
бцтцн елементляриндян дцзялдилмиш вя юзцндя щеч бир башга
елементляр сахламайан E чохлуьуна A вя B чохлугларынын
фярги дейилир, E=A–B,  йа да E=A\B иля ишаря олунур. AÍB
олдугда биринъи ишарядян, галан щалларда ися икинъи ишарядян
истифадя олунур. Айдындыр ки, A–A=0 вя яэяр A–B=E-дирся,
онда A=BÈE олур. Ахырынъы чевирмя A\B олдугда тятбиг
едилмир.

Мясялян, A={ }3,2,1  , B={ }6,5,4  , E={ }3,2,1 .
A\B=A–AÇB бярабярлийи доьрудур.
A\B вя B\A чохлугларынын бирляшмясиня A вя B

чохлугларынын симметрик фярги дейилир вя ADB кими ишаря
олунур. Демяли, ADB=(A\B)U (B\A).

Тяриф 1.1.4. Тутаг ки, A щяр щансы чохлуг, B⊂A-дыр.
Онда A\B чохлуьуна, A чохлуьуна нязярян B чохлуьунун
тамамлайыъы чохлуьу дейилир, CAB=A\B шяклиндя йазылыр.
Айдындыр ки, A\B чохлуьунун тамамлайыъы чохлуьу B
чохлуьунун юзцдцр. Хцсуси щалда A=[ ]bа,  оларса, онда

CB= [ ]bа, \B олар.
Чохлугларын бирляшмясинин вя кясишмясинин

тярифляриндян айдындыр ки, бирляшмя вя кясишмя ямялиййатлары
комутативлик вя ассосиативлик, щям дя чохлугларын кясишмяси
топлама вя чыхмайа нязярян дистрибутивлик хассяляриня
маликдирляр.

Чохлугларын фярги цчцн цмумиййятля, ассосиативлик
гануну доьру олмур, беля ки, цмуми щалда

(A\B)ÈB¹A.
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Мясялян, A={1,2,3,4}, B={3,4,5,6}-дирся, онда
A\B={1,2}, лакин (A\B)ÈB={1,2,3,4,5,6}¹A.
Анъаг BÌA оларса, онда асанлыгла йохламаг олар ки,
(A\B)ÈB=A вя тярсиня, бу бярабярлик юдянярся, онда BÌA.

Ону да гейд едяк ки, G щяр щансы a  индексляр
чохлуьу, aÎG олдугда {Aa} чохлуглар аиляси олдуьу щалда
бцтцн Aa чохлугларынын бирляшмяси U

a
aA  символу иля,

кясишмяси ися I
a

aA  символу иля ишаря едилир.

Икилик принсипи адланан
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ø
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a
a

a
a

a
a ACCAACCA ;

бярабярликляриндян эениш истифадя олунур. Бурада {Aa}
чохлуглар системидир, AaÌW, тамамлайыъылар W чохлуьуна
гядяр эютцрцлцр.

Тяриф 1.1.5. Яэяр щяр щансы ганунла (гайда иля) щяр бир
aÎA елементиня йалныз вя йалныз бир bÎB елементини гаршы
гоймаг мцмкцндцрся вя ейни заманда щямин ганунла
(гайда иля) щяр бир bÎB елементиня йалныз вя йалныз бир aÎA
елементи гаршы гойуларса, онда дейирляр ки, A вя B чохлуг-
ларынын елементляри арасында гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг
йарадылмышдыр. A вя B чохлугларынын елементляри арасында
гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг йарадылмышдырса, онда онлара

еквивалент чохлуглар дейилир вя A∾B шяклиндя йазылыр. Ики
сонлу A вя B чохлуглары анъаг вя анъаг елементлярин сайы
ейни олдугда еквивалент олур.

Тяриф 1.1.6. Натурал ядядляр чохлуьуна еквивалент олан
чохлуглара щесаби чохлуглар, [ ]1,0  сегментиндя йерляшян
щягиги ядядляр чохлуьуна вя йа она еквивалент олан
чохлуглара ися гейри-щесаби чохлуглар, йа да континиум
эцълц чохлуглар дейилир.
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Мясялян, [ ]1,0  сегментинин расионал нюгтяляр чохлуьу
щесаби, иррасионал нюгтяляр чохлуьу ися гейри-щесаби
чохлугдур. Демяли, [ ]1,0  сегментинин щягиги ядядляр
чохлуьу щесаби ола билмяз, континиум эцълц чохлугдур.
Щесаби чохлуьун эцъц N0 иля ишаря едилир («алеф-сыфыр»
охунур), континиум эцълц чохлуьун эцъц ися С вя йа N
(«алеф» охунур) иля ишаря едилир.

Ъямин эцъц ашаьыдакы хассяляря маликдир:
а) щесаби сайда ъцт-ъцт кясишмяйян сонлу чохлугларын

бирляшмяси щесаби чохлугдур;
б) сонлу вя йа щесаби сайда щесаби чохлугларын

бирляшмяси щесаби чохлугдур;
ъ) сонлу вя йа щесаби сайда континиум эцълц

чохлугларын бирляшмяси континиум эцълц чохлугдур.
Инди хятти нюгтяви чохлуглар нязяриййясинин сонралар

истифадя едиляъяк бир сыра ясас анлайышларыны йада салаг.
Хятти нюгтяви чохлуглар дедикдя елементляри дцз хяттин

вя йа дягиг десяк, ядяд охунун нюгтяляр чохлуьу нязярдя
тутулур. Хятти нюгтяви чохлуьа ян садя мисал интервал вя
сегментдир.

Тяриф 1.1.7. Верилмиш щягиги x ядядини (нюгтясини)
дахилиндя сахлайан истянилян ( ba , ) интервалына щямин ядядин

(нюгтянин) ятрафы дейилир, a< x<b шярти юдянир.
Буна уйьун олараг, щяр щансы a щягиги ядяди вя "e>0

ядяди цчцн бцтцн x щягиги ядядляр чохлуьу
a-e<x<a+e  вя йа -e<x-a<e йа да |x-a|<e

шяртини юдяйярся, онда (a-e, a+e) интервалына a нюгтясинин «e-
ятрафы» дейилир, a нюгтяси ятрафын мяркязи, e ися радиусу
адланыр.

Бу ятраф O(a, e), U(a, e) вя с. иля ишаря едилир.
Яэяр a, n-юлчцлц фязанын нюгтясини эюстярярся, йяни

координатлары (a1,a2,…,an) оларса, онда, U(a,e) ятрафы n юлчцлц
(ak -e, ak +e) (k=1,2,…,n) интерваллары кими баша дцшцлцр.
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Тяриф 1.1.8. Яэяр верилян чохлуьун бцтцн нюгтялярини
дахилиндя сахлайан n-юлчцлц сегмент варса, онда щямин
чохлуьа n юлчцлц фязанын мящдуд чохлуьу дейилир. n=1
олдугда мящдуд хятти нюгтяви чохлуг алыныр.

Тяриф 1.1.9. a нюгтясинин истянилян ятрафында X
чохлуьунун a-дан фяргли сонсуз сайда нюгтяляри иштирак едяр-
ся, онда a-йа X чохлуьунун лимит нюгтяси дейилир.

Тяриф 1.1.9'. a нюгтясинин щяр щансы ятрафында X
чохлуьунун a-дан фяргли щеч олмазса, бир нюгтяси иштирак
едярся, онда a-йа X чохлуьунун лимит нюгтяси дейилир.

Бу тярифляр еквивалентдирляр. aÎX,  aÏX ола биляр. Яэяр
aÎX нюгтяси, X чохлуьунун лимит нюгтяси дейилдирся, онда
a-йа X-ин изоля едилмиш нюгтяси дейилир, башга сюзля, a-нын щяр
щансы (a-e, a+e) ятрафында X-ин a-дан фяргли щеч бир нюгтяси
йохдурса, онда a-йа X чохлуьунун изоля едилмиш нюгтяси
дейилир.

Сонлу чохлуьун, там ядядляр чохлуьунун лимит нюгтяси
йохдур.

Бу чохлугларын щяр бир нюгтяси онун изоля едилмиш
нюгтясидир. Щяр бир щягиги a ядяди (нюгтяси) Q-расионал
ядядляр чохлуьунун лимит нюгтясидир, чцнки, a нюгтясинин
истянилян ятрафында сонсуз сайда расионал нюгтяляр чохлуьу
йерляшир.

Тярифляр. E нюгтяляр чохлуьу олсун.
1. E чохлуьунун бцтцн лимит нюгтяляриндян дцзялдилмиш

чохлуьа E-нин тюрямя чохлуьу дейилир вя E¢ иля ишаря олунур.
2. Бцтцн лимит нюгтяляри юзцня дахил олан чохлуглара вя

йа даща дягиг десяк, чохлуьун юзцня дахил олмайан лимит
нюгтяляри йохдурса, беля чохлуглара гапалы чохлуг дейилир.

Башга сюзля, E¢ÍE-дирся, онда E-йя гапалы чохлуг
дейилир, хцсуси щалда E¢ бош чохлуг да ола биляр.

3. Яэяр EÌE¢-дирся, йяни E чохлуьунун бцтцн нюгтяляри
лимит нюгтяляридирся, онда E чохлуьуна юзцндя сых чохлуг
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дейилир. Башга сюзля, E чохлуьунун щеч бир изоля едилмиш
нюгтяси йохдурса, онда E-йя юзцндя сых чохлуг дейилир.

4. Тюрямя чохлуьу иля цст-цстя дцшян чохлуьа
мцкяммял чохлуг дейилир, йяни E=E¢ оларса, онда E-йя
мцкяммял чохлуг дейилир. Башга сюзля, E чохлуьу ейни
заманда щям гапалы, щям дя юзцндя сых чохлугдурса, онда
E-йя мцкяммял чохлуг дейилир.

5. E чохлуьу вя онун E¢ тюрямя чохлуьунун бирляшмя-
синя E-нин гапанма чохлуьу дейилир вя E  иля ишаря олунур,
йяни

E = E È  E¢
олур.

6. Яэяр a нюгтяси юзцнцн щяр щансы ятрафы иля бирликдя E
чохлуьуна дахил оларса, онда a-йа E-нин дахили нюгтяси
дейилир.

7. Йалныз дахили нюгтялярдян дцзялдилмиш чохлуьа ачыг
чохлуг, йалныз изоля едилмиш нюгтялярдян дцзялмиш чохлуьа ися
изоля едилмиш чохлуг дейилир.

Мисаллар:

1. EE
n

E };0{,,...1,...,
3
1,

2
1,1 =¢

þ
ý
ü

î
í
ì=  чохлуьу гапалы

дейил, щям дя юзцндя сых чохлуг дейил.
2. E=[a,b], E¢=[a,b]; E чохлуьу мцкяммял чохлугдур.
3. E=(a,b), E¢=[a,b]; E чохлуьу юзцндя сыхдыр, лакин

гапалы дейил.
4. E=Z,  E¢=Z, йяни бцтцн щягиги ядядляр чохлуьу

мцкяммял чохлугдур.

5. EE
n

E };0{,0,...,1,...,
3
1,

2
1,1 =¢

þ
ý
ü

î
í
ì= -чохлуьу гапалы-

дыр, лакин юзцндя сых дейилдир.
6. E=R (бцтцн расионал ядядляр чохлуьу), E¢=Z; E

чохлуьу юзцндя сых чохлугдур, лакин гапалы дейил.
7. E=Æ, E¢=Æ, йяни бош чохлуг мцкяммялдир.
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8. E-сонлу чохлуг, E¢=Æ, йяни сонлу чохлуг гапалыдыр,
лакин юзцндя сых дейилдир.

9. Там ядядляр чохлуьу вя натурал ядядляр чохлуьу-
изоля едилмиш чохлуглардыр.

10. Истянилян (a,b) интервалы ачыг чохлугдур. Бош чохлуг
вя бцтцн щягиги ядядляр чохлуьу щям ачыг, щям дя гапалы
чохлуглардыр.

Ашаьыдакы фактлары да гейд едяк.

Истянилян E чохлуьунун E¢ тюрямя чохлуьу вя
-

E
гапанма чохлуьу гапалыдыр.

Тутаг ки, еля b(a) нюгтяси вар ки, хятти нюгтяви X
чохлуьунун бцтцн xÎX нюгтяляри (елементляри) x£ b (x³ a)
бярабярсизлийини юдяйир, онда X чохлуьуна йухарыдан (уйьун
олараг ашаьыдан) мящдуд чохлуг дейилир. X чохлуьу щям
йухарыдан, щям дя ашаьыдан мящдуд оларса, она мящдуд
чохлуг дейилир; бу щалда xÎX, b вя a нюгтяляри цчцн a£x£b
олур.

Яэяр X чохлуьунун M (M£ b) нюгтясиндян (ядядиндян)
саьда щеч бир нюгтяси йохдурса вя "e>0 цчцн X чохлуьунун
x>M-e шяртини юдяйян щеч олмазса, бир x нюгтяси варса, онда
M нюгтясиня (ядядиня) X чохлуьунун дягиг йухары сярщяди
дейилир вя M=supX иля ишаря едилир. Яэяр X чохлуьунун m
(m³ a) нюгтясиндян (ядядиндян) солда щеч бир нюгтяси
йохдурса вя "e>a цчцн X чохлуьунун x<m+e шяртини юдяйян
щеч олмазса, бир x нюгтяси варса, онда m нюгтясиня (ядядиня)
X чохлуьунун дягиг ашаьы сярщяди дейилир, m=infX иля ишаря
едилир.

Чохлуьун дягиг йухары вя дягиг ашаьы сярщядляри
чохлуьа дахил ола да биляр, олмайа да биляр.

Яэяр чохлг йухарыдан (ашаьыдан) мящдуддурса, онда
онун дягиг йухары (дягиг ашаьы) сярщяди вар.

Мящдуд хятти нюгтяви чохлуьун щямишя дягиг йухары
вя дягиг ашаьы сярщядляри вар.

E чохлуьу мящдуддурса, онда E чохлуьуну дахилиня
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алан ян кичик сегмент вар. Мясялян: m=infE, M=supE
олдугда, EÌ[m,M].

F чохлуьу гапалыдырса, онун CsF тамамлайыъы чохлуьу
ачыг, G чохлуьу ачыгдырса, онун CsG тамамлайыъы чохлуьу
гапалы чохлугдур.

Тутаг ки, F гапалы чохлугдур, [ ]ba,  сегменти бу чох-
луьу дахилиня алан ян кичик сегментдир: a=infF, b=supF.

Онда CF= [ ]ba, \F ачыг чохлуг олур.

F гапалы вя мящдуд чохлуг олдугда инфFÎF вя
супFÎF олур.

Ачыг вя гапалы чохлугларын ашаьыдакы хассялярини дя
гейд едяк:

а) сонлу вя йа щесаби сайда ачыг чохлугларын бирляшмяси
ачыг чохлугдур;

б) сонлу сайда ачыг чохлугларын кясишмяси ачыг
чохлугдур;

ъ) сонлу вя йа щесаби сайда гапалы чохлугларын
кясишмяси гапалы чохлугдур;

ч) сонлу сайда гапалы чохлугларын бирляшмяси гапалы
чохлугдур.

д) щяр бир G ачыг чохлуьу сонлу вя йа щесаби сайда ъцт-
ъцт кясишмяйян интервалларын бирляшмясиндян ибарятдир, йяни

;),(U
k

kk baG =

бу интерваллар G чохлуьунун тяшкиледиъи интерваллары адланыр,
бурада

(ak, bk)ÌG, ak∉G, bk∉G (k=1,2,…);
я) щяр бир мящдуд гапалы F чохлуьу йа сегментдир вя

йа мцяййян бир сегментдян сонлу вя йа щесаби сайда ъцт-
ъцт кясишмяйян интерваллары кянар етмякля алыныр, йяни

;),(\],[ U
k

kk babaF =

бу интерваллар гапалы F чохлуьунун гоншу вя йа
тамамлайыъы интерваллары адланыр, C[a,b]F чохлуьунун
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тяшкиледиъи интервалларындан вя ики сонсуз (-¥ , a) вя (b, +¥ )
интервалларындан ибарятдир, [ ]ba,  ися F-и дахилиндя сахлайан
ян кичик сегментдир.

Щеч бир сегментдя сых олмайан E чохлуьуна щеч йердя
сых олмайан чохлуг дейилир. Башга сюзля, щяр бир [ ]ba,
сегментиндя олан E-нин щеч бир елементини сахламайан еля
бир [a,b]Ì[a,b] сегменти варса, онда E чохлуьуна [ ]ba,
сегментиндя щеч йердя сых олмайан чохлуг дейилир.

Щеч йердя сых олмайан чохлуьа Канторун P0
мцкяммял чохлуьуну мисал эюстярмяк олар. Бу чохлуьу

гурмаг цчцн E= [ ]1,0  сегментини úû
ù

êë
é

3
1,0 , úû

ù
êë
é

3
2,

3
1

, úû
ù

êë
é 1,
3
2

шяклиндя цч бярабяр щиссяйя бюляк вя ортада йерляшян

÷
ø
ö

ç
è
æ=

3
2,

3
1

1d  интервалыны кянар едяк; галан úû
ù

êë
é

3
1,0 вя úû

ù
êë
é 1,
3
2

сегментлярини йенидян цч бярабяр щиссяйя бюляк вя алынан

úû
ù

êë
é

9
1,0 , úû

ù
êë
é

9
2,

9
1

, úû
ù

êë
é

9
3,

9
2

 вя úû
ù

êë
é

9
7,

3
2

, úû
ù

êë
é

9
8,

9
7

, úû
ù

êë
é 1,
9
8

сегментляриндян ортада йерляшян ÷
ø
ö

ç
è
æ=

9
2,

9
1

2d  вя ÷
ø
ö

ç
è
æ=

9
8,

9
7

3d

интервалларыны атаг. Галан дюрд

úû
ù

êë
é

9
1,0 , úû

ù
êë
é

9
3,

9
2

 вя úû
ù

êë
é

9
7,

3
2

, úû
ù

êë
é 1,
9
8

сегментлярини йенидян цч бярабяр щиссяйя бюляк вя ортада
йерляшян интерваллары атаг вя. с

Просеси бу гайда иля сонсуз давам етдиряряк, алынан

÷
ø
ö

ç
è
æ

3
2,

3
1

, ÷
ø
ö

ç
è
æ

9
2,

9
1

, ÷
ø
ö

ç
è
æ

9
8,

9
7

, ÷
ø
ö

ç
è
æ

27
2,

27
1

….

интервалларынын бирляшмясини G0 иля ишаря едяк.
G0-щесаби сайда ачыг чохлугларын бирляшмясиндян

ибарят олдуьундан ачыг чохлуг олур. [ ]1,0  сегментиндя G0
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чохлуьуну атдыгдан сонра алынан чохлуьу P0= [ ]1,0 \G0 иля
ишаря едяк.

Айдындыр ки, P0 чохлуьу гапалыдыр вя P0=P0
¢ шяртини

юдяйир. Демяли, P0 мцкяммял чохлугдур. Бу чохлуьун
континиум эцълц олдуьуну эюстяряк. Биринъи бюлэцдя атылан

÷
ø
ö

ç
è
æ

3
2,

3
1

 интервалында олан ядядлярин a=0, a1a2a 3…(ak=0,1,2)

цчлцк кяср шяклиндя эюстярилишиндя a1=1 олур, чцнки, бу
интервалын уъларынын

î
í
ì

=
î
í
ì

=
....222,0
...1222,0

3
2;

...0222,0
...1000,0

3
1

шяклиндя ики эюстярилиши олур. Бу интервалын
3
1

 уъ нюгтясини

3
1

=0,0222… шяклиндя эютцряк. Икинъи дяфя атылан ÷
ø
ö

ç
è
æ

9
2,

9
1

 вя

÷
ø
ö

ç
è
æ

9
8,

9
7

 интервалларындакы ядядлярин b=0,b1b2b3… цчлцк кяср

шяклиндя йазылышында b2=1 олур.
9
1 =0,00222… кими эютцрцлцр.

Цчцнъц дяфя атылан интерваллардакы ядядлярин цчлцк кяср
шяклиндя йазылышында g3=1 олур вя. с.

Онда P0 чохлуьунда олан ядядляри цчлцк a=0,a1a2a3…
кяср шяклиндя йазсаг, ak ядяди йа 0 вя йа 2 олар. Демяли,

P0={0,a1a2a3…} , ak=
î
í
ì

.2
,0

Бу ядядляр чохльу [ ]1,0  сегментиня еквивалент олур.

Бу факты исбат етмяк цчцн [ ]1,0  сегментиндя олан
щягиги ядядлярин икилик кяср шяклиндя эюстярилишдян истифадя
едяк. аÎ [ ]1,0  ядядини a=0,a1a2a3… икилик кяср шяклиндя

йазсаг, ak ядядляри 0 вя йа 1 гиймятляриндян бирини алыр. aÎP0
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ядяди a=0,a1a2a3… цчлцк кяср шяклиндя эюстярилир; бурада ak
ядядляри 0 вя йа 2 гиймятляриндян бирини алыр. ak=0 олдугда
ak=0 вя ak=1 олдугда ak=2 эютцряк. Онда а ядядиня a
ядяди вя тярсиня гаршы гойулар.  Бу ися ону эюстярир ки, [ ]1,0
сегменти иля P0  чохлуьу  арасында  гаршылыглы биргиймятли уй-
ьунлуг йараныр. Демяли, P0 континиум эцълц чохлугдур.

 Ашаьыдакы тяриф вя теорем дя щягиги дяйишянли
функсийалар нязяриййясинин бир чох сащяляриндя мцщцм рол
ойнайыр.

Тяриф 1.1.10. Тутаг ки, щяр щансы мящдуд E нюгтяляр
чохлуьу вя бу чохлуьу дахилиндя сахлайан G ачыг чохлуьу
верилмишдир. Бу щалда дейирляр ки, E чохлуьу ачыг G чохлуьу
иля юртцлмцшдцр, G-йя ися E чохлуьунун юртцйц (юртяни) вя йа
ачыг юртцйц (ачыг юртяни) дейилир. Онда G чохлуьунун
тяшкиледиъи {dk}  (k=1,2,…) интерваллар системи E чохлуьуну
юртцр.

Бу тяриф цмуми шякилдя ашаьыдакы кими дя верилир.
Тяриф 1.1.10'. Тутаг ки, E нюгтяляр чохлуьу вя щяр

щансы W интерваллар системи верилдикдя, щяр бир xÎE нюгтяси
цчцн еля dÌW интервалы вар ки, xÎd олур, онда дейирляр ки, E
чохлуьу W интерваллар системи иля юртцлмцшдцр.

Теорем (Е.Щейне – Е.Борел)1. Яэяр гапалы мящдуд F
чохлуьу сонсуз W интерваллар системи иля юртцлмцшдцрся, онда
W системиндян йеня дя E чохлуьуну юртян сонлу W*
интерваллар системи айырмаг олар.

§ 2. Мящдуд ачыг вя мящдуд гапалы чохлуьун юлчцсц

Щягиги дяйишянли функсийалар нязяриййясиндя узунлуг,
сащя, щяъм вя. с. анлайышларын цмумиляшмяси олан нюгтяляр
чохлуьунун юлчцсц анлайышы бюйцк рол ойнайыр. Бурада ХХ

1 Е.Щейне (1821 - 1881) алман рийазиййатчысыдыр.
   Е.Борел (1871 - 1956) франсыз рийазиййатчысыдыр.
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ясрин башланьыъында А.Лебег** тяряфиндян елмя дахил едилян,
анъаг хятти мящдуд нюгтяляр чохлуьунун юлчцсцня
бахылаъагдыр.

1. Ян садя ачыг чохлуг G=(a,b)  интервалыдыр,  (a,b)
нтервалынын (b – a) узунлуьуна онун юлчцсц дейилир вя

mG=m(a,b)=b – a
кими ишаря олунур.

Тяриф 1.2.1. Тутаг ки, G бош олмайан мящдуд ачыг
чохлугдур вя о, сонлу вя щесаби сайда dk=(ak,bk), (k=1,2,…)
тяшкиледиъи интервалларынын бирляшмяси кими тяйин олунур:

U
k

kG d= .

Онда G чохлуьунун тяшкиледиъи интервалларынын
узунлуглары ъяминя G чохлуьунун юлчцсц дейилир, mG иля
ишаря едилир:

å=
k

kmmG d .

Мисал цчцн Канторун G0 чохлуьу щесаби сайда

,...
27
2,

27
1,

9
8,

9
7,

9
2,

9
1,

3
2,

3
1

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

интервалларынын бирляшмясиндян ибарят олдуьундан, онун
юлчцсц

,
3
2

3
2

3
21

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

27
14

9
12

3
1

32

4

3

3

2

20

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ++=

=++++=+×+×+=

L

LLmG

сонсуз азалан щяндяси сыранын щядляр ъями дцстуруна ясасян

.1

3
21

1
3
1

0 =
-

×=mG

**Анри Лебег (1875 - 1941) франсыз рийазиййатчысыдыр.
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Теорем 1.2.1. Ики мящдуд ачыг G1 вя G2 чохлуглары
цчцн G1ÌG2 оларса, онда

m G1 ≤ m G2 .
Исбаты. di (i=1,2,…) вя Dk (k=1,2,…) уйьун олараг G1

вя G2 чохлугларынын тяшкиледиъи интерваллары олсун:

UU
k

k
i

i GG D== 21 ,d .

G1ÌG2 олдуьундан "xÎG1 олдугда xÎG2, йяни

U
i

ix dÎ"

олдугда

U
k

kx DÎ"

олур. Бу ися о демякдир ки, "xÎdi олдугда xÎDk олур, йяни
diÌDk олур.  Демяли, G1 чохлуьунун щяр бир тяшкиледиъи
интервалы тамамиля G2 чохлуьунун щяр щансы тяшкиледиъи
интервалындан бириндя (йалныз бириндя) йерляшир.

Башга шякилдя десяк, G2 чохлуьуну юртян бцтцн
интерваллар системи ейни заманда G1 чохлуьунун да юртяни
олур.

Бурадан теоремин исбаты асанлыгла алыныр.
Теорем 1.2.2. Тутаг ки, мящдуд ачыг G чохлуьу сонлу

вя йа щесаби сайда ъцт-ъцт кясишмяйян ачыг Gk чохлугларынын
бирляшмясиндян ибарятдир:

).,( lkGGGG lk
k

k =Æ=Ç=U

Онда
.å=

k
kmGmG

Бу юлчцнцн там аддитивлик хассяси адланыр.
Исбаты. Тутаг ки, ,...)2,1()( =kk

id  интерваллары Gk

чохлуьунун тяшкиледиъи интервалларыдыр. Айдындыр ки,
Gk

i Ì)(d -дир, щям дя бу интерваллар G чохлуьу цчцн дя
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тяшкиледиъи интерваллар олур. Онда ачыг чохлуьун юлчцсцнцн
тярифиня ясасян

åå å å =÷
ø

ö
ç
è

æ
==

k
k

ki k i

k
i

k
i mGmmmG

,

)()( dd

олур ки, бунунла да теорем исбат едилир.
Кясишян топлананларын ъями щалында теорем ашаьыдакы

кими ифадя олунур:
Теорем 1.2.3. Тутаг ки,  мящдуд  ачыг G  чохльу сонлу

 вя йа щесаби сайда ачыг Gk чохлугларынын бирляшмясиндян
ибарятдир:

U
k

kGG = .

Онда
.å£

k
kmGmG

2. S=[ ]ba,  сегменти гапалы чохлугдур. Бу сегментин
b–a  узунлуьуна онун юлчцсц дейилир вя

mS=m(a,b)=b–a
шяклиндя йазылыр.

Тутаг ки, F бош олмайан мящдуд гапалы чохлуг вя
S= [ ]ba,  ися бу чохлуьу дахилиндя сахлайан ян кичик
сегментдир. Мялумдур ки,

CSF=S \ F = [a,b] \ F
мящдуд ачыг чохлуг олур.

Тяриф 1.2.2. Бош олмайан мящдуд гапалы F
чохлуьунун юлчцсц

mF=(b–a) – m[CSF]
ядядиня дейилир.

Мисал олараг Канторун мцкяммял P0 чохлуьунун
юлчцсцнц тапаг. Бу заман

F=P0, S= [ ]1,0  вя C0=G олур. Онда
mP0=m[0,1] – mG0 = 1 – 1=0,
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йяни эцъц континиум олан P0 мцкяммял Кантор
чохлуьунун юлчцсц сыфра бярабяр олур.

Лемма 1.2.1. Тутаг ки, мящдуд гапалы F чохлуьу
D=(A,B) интервалында йерляшир, йяни FÌD олур. Онда

mF=mD - m[CDF].
Исбаты. Айдындыр ки, D=(A,B) олдугда CDF=D\F ачыг

чохлугдур. D=(A,B) интервалында йерляшян, F чохлуьуну
юзцндя сахлайан ян кичик сегменти S=[ ]ba,  иля ишаря едяк.

Онда CSF=[a,b]\F ачыг чохлуг олур.

Айдындыр ки, CDF=CDSÈCSF бярабярлийи доьрудур, CDS
вя CSF ачыг чохлуглары кясишмирляр. Одур ки, теорем 1.2.2-йя
ясасян

m(CDF)=m(CDS) + m(CSF)
олар. Айдындыр ки,

m(CDS)=mD - mS  ;   m(CSF)=mS - mF
олдуьундан

m(CDF)=mD - mS + mS – mF,
бурадан ися

mF=mD - m(CDF)
олур. Бунунла да лемма 1.2.1 исбат олунур.

Теорем 1.2.4. Ики мящдуд гапалы F1 вя F2 чохлуглары
цчцн F1ÌF2 оларса, онда mF1£mF2 олур.

Исбаты. Тутаг ки, D интервалы F2 чохлуьуну юз дахилиндя
сахлайыр. Онда асанлыгла йохламаг олар ки, CDF1ÉCDF2-дир,
бурадакы чохлуглар ачыг олдугларындан теорем 1.2.1-я
ясасян m[CDF1]³m[CDF2] олур. Лемма 1.2.1-и бу
бярабярсизлийя тятбиг етсяк, тяляб олунан mF1£mF2
бярабярсизлийини аларыг.

A (                      [                             ]                      ) B
                          a                             b
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Теорем 1.2.5. Тутаг ки, F гапалы вя G мящдуд ачыг
чохлуглары цчцн FÌG олур. Онда

mF £ mG.
Исбаты. D, G чохлуьуну юз дахилиндя сахлайан интервал

олсун. Онда D=GÈCDF топланан чохлуглар ортаг щиссяляря
маликдир. Онда теорем 1.2.3-ясасян

m D £ mG + m(CDF)
олур. Диэяр тяряфдян лемма 1.2.1-я ясасян

m (CDF)=mD - mF
олдуьундан, mF £ mG олур.

Теорем 1.2.6. Тутаг ки, мящдуд гапалы F чохлуьу
сонлу сайда ъцт-ъцт кясишмяйян гапалы Fk чохлугларынын
бирляшмясиндян ибарятдир:

).(,)(
1

ikFFFF ik

n

k
k ¹Æ=Ç=

=
U

Онда

.
1
å
=

=
n

k
kmFmF

Исбаты. Теореми, чохлугларын сайы ики олдуьу щалда
исбат едяк, йяни

F=F1ÈF2  ,  F1ÇF2=Æ
олсун.

Истянилян e>0 ядяди цчцн ики мящдуд ачыг G1 вя G2

чохлуглары эютцряк, беля ки, F1ÌG1, F2ÌG2 вя

2
;

2 2211
ee

+<+< mFmGmFmG

шяртляри юдянсин, онда G=G1ÈG2 мящдуд ачыг чохлуг вя
FÌG олур. Демяли,
        mF £ mG £ mG1 + mG2 £ mF1 + mF2 + e , (1.2.1)
e-нун ихтийари олмасындан (1.2.1) бярабярсизликляриндян
                             mF £ mF1 + mF2 (1.2.2)
бярабярсизлийи алыныр.
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Тутаг ки, ачыг B1 вя B2 чохлуглары цчцн FiÌBi (i=1,2),
B1ÇB2=Æ шяртляри юдянир.

Истянилян e>0 ядяди цчцн еля мящдуд ачыг G чохлуьу
сечяк ки, FÌB цчцн mG<mF + e  шярти юдянилсин. Онда B1ÇG
вя B2ÇG чохлуглары ачыг чохлуг олуб, кясишмирляр вя
айдындыр ки,

F1ÌB1ÇG  ,  F2ÌB2ÇG
олур. Одур ки, теорем 1.2.2.-нин тятбиги иля

mF1 + mF2 £ m(B1ÇG) + m(B2ÇG) = m[(B1ÇG)È(B2ÇG)]
олур. Диэяр тяряфдян

(B1ÇG)È(B2ÇG)ÌG
олдуьундан

mF1 + mF2 £ m[(B1ÇG)È(B2ÇG)] £ mG<mF + e
олур. e>0 ихтийари олдуьундан
                                      mF1 + mF2 £ mF (1.2.3)
олур. (1.2.2) вя (1.2.3) бярабярсизликляриндян

mF = mF1 + mF2
олмасы алыныр.

§ 3. Мящдуд чохлуьун хариъи вя дахили юлчцсц

Тяриф 1.3.1. Мящдуд E чохлуьуну юртян G ачыг
чохлугларынын юлчцляринин дягиг ашаьы сярщядиня E
чохлуьунун хариъи юлчцсц дейилир вя Em*  иля ишаря олунур:

}.{inf mGEm
EGÉ

* =

Тяриф 1.3.2. E чохлуьуну дахилиндя сахлайан ян кичик
S= [ ]ba,  сегментинин узунлуьу иля CE=[ ]ba, \E тамамлайыъы

чохлуьунун CEm*  хариъи юлчцсц арасындакы фяргя E
чохлуьунун дахили юлчцсц дейилир, Em*  иля ишаря едилир:

.)( CEmabEm *
* --=

Теорем 1.3.1. Ихтийари мящдуд E(EÌ[a,b])  чохлуьу
цчцн
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.0,0 +¥<£+¥<£ *
* EmEm

Теоремин исбаты mG³0 вя abCEm -£*  олмасындан
алыныр.

Теорем 1.3.2. Щяр бир мящдуд E(EÌ[a,b]) чохлуьу
цчцн

.EmEm *
* £

Исбаты. Ихтийари e>0  ядяди цчцн уйьун олараг

2
,

2 21
ee

+>+> *
* mGCEmmGEm

шяртлярини юдяйян, G1(EÌG1) вя G2(CEÌG2) мящдуд ачыг
чохлугларына бахаг.

Айдындыр ки,
G1ÈG2É[a,b] вя mG1 + mG2³ b – a,

онда
.21 ee +-³++>+ ** abmGmGCEmEm

Бурадан аларыг:
.e+=--> *

** EmCEmabEm
e>0 ихтийари олдуьундан

EmEm *
* ³

алыныр ки, бунунла да теорем исбат олунур.
Теорем 1.3.3. Мящдуд A вя B чохлуглары цчцн AÌB-

дирся, онда
., BmAmBmAm **

** ££
Исбаты. Тутаг ки,

mGAm
AGÉ

* = inf    вя ,inf mQBm
BQÉ

* =

бурада G вя Q ачыг чохлуглардыр.
Айдындыр ки, GÌQ эютцрмяк олар. Одур ки, mG£mQ

олар. Онда
.BmAm ** £

Аналожи гайда иля BmAm ** £  бярабярсизлийи исбат олур.
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Теорем 1.3.4. Тутаг ки, мящдуд E чохлуьу сонлу вя
йа щесаби сайда Ek (k=1,2,…) чохлугларынын бирляшмясиндян
ибарятдир:

,U
k

kEE =

онда

å ** £
k

kEmEm . (1.3.1)

Исбаты. Истянилян e>0 цчцн

EkÌGk, mGk< ,...)2,1(
2

=+* kEm k

e

шяртлярини юдяйян мящдуд ачыг Gk чохлугларына бахаг.
E чохлуьуну дахилиндя сахлайан интервал D олсун.

Онда

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
ÇDÌ U

k
kGE

олар, бурадан теорем 1.2.3-я ясасян

.

)(

e+££

£ÇD£ú
û

ù
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
ÇD£

åå

å
*

*

kk
k

k
k

k
k

EmmG

GmGmEm U

Бурадан, e>0-ын ихтийарилийиня ясасян (1.3.1) бярабярсизлийи
алыныр ки, бунунла да теорем исбат олунур.

Теорем 1.3.5. Тутаг ки, мящдуд E чохлуьу сонлу вя
йа щесаби сайда ъцт-ъцт кясишмяйян Ek (k=1,2,…)
чохлугларынын бирляшмясиндян ибарятдир:

;),( mkEEEE mk
k

k =Æ=Ç=U

онда
.å ** ³

k
kEmEm

Исбаты. Теореми n сайда E1,E2,…,En чохлуглары цчцн
исбат едяк. Истянилян e>0 ядяди цчцн
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,...)2,1(, =->Ì * k
n

EmmFEF kkkk
e

шяртини юдяйян гапалы Fk чохлуглары эютцряк. Fk чохлуглары

кясишмирляр вя онларын U
n

k
kF

1=

 бирляшмяси гапалы чохлугдур.

Онда теорем 1.2.6-а ясасян аларыг:

.
111

e->=ú
û

ù
ê
ë

é
³ åå

=
*

==
*

n

k
k

n

k
k

n

k
k EmmFFmEm U

Бурадан e>0-ын ихтийарилийиня ясасян

.
1
å
=

** ³
n

k
kEmEm

Бу бярабярсизлик истянилян n  цчцн юдянилдийиндян n®¥
шяртиндя дя юдянир:

.
1

** å
¥

=

³
k

kEmEm

§ 4. Чохлуьун Лебег юлчцсц

E мящдуд чохлуг олдугда онун Em*  хариъи вя Em*

дахили юлчцсц вар.
Тяриф 1.4.1. E чохлуьунун Em*  хариъи вя Em*  дахили

юлчцляри бярабяр олдугда, йяни Em* = Em*  олдугда E
чохлуьуна Лебег мянада юлчцлян чохлуг дейилир. Em*  вя

Em*  юлчцляринин ортаг гиймятиня ися E чохлуьунун Лебег
юлчцсц дейилир, mE иля ишаря олунур:

mE = Em* = Em* .

Теорем 1.4.1. Тутаг ки, E мящдуд чохлуг, D ися бу
чохлуьу дахилиндя сахлайан интервалдыр. Онда E вя CDE
чохлуглары ейни заманда юлчцлян вя йа юлчцлмяйяндир.

Исбаты. Чохлуьун хариъи вя дахили юлчцсцнцн тярифиня
ясасян
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Em* + D=D* mECm ][   ; Em* + D=D
* mECm ][ , (1.4.1)

бярабярликляри алыныр. E чохлуьу юлчцлян олдугда
Em* = Em* =mE

олур, одур ки, (1.4.1) бярабярликляриндян
mE+ ][][ ECmmEECm D

*
D* +=

бярабярлийи, бурадан ися
][ ECm D* = ][ ECm D

*

бярабярлийи алыныр ки, бу да CDE чохлуьунун юлчцлян
олдуьуну эюстярир.

Теорем 1.4.2. Мящдуд щесаби чохлуг юлчцляндир вя
онун юлчцсц сыфра бярабярдир.

Исбаты. Тутаг ки, E={x1,x2,…} мящдуд щесаби
чохлугдур. Истянилян e>0 ядяди цчцн xk нюгтялярини дахилиндя

сахлайан  вя  узунлулары k2
e

  олан dk (k = 1,2,…) интервал-

лары эютцряк. Онда

U
k

kE dÌ

олур.
Бурадан

e
e

d =<< åå
¥

=

¥

=

*

11 2k
k

k
kmEm

алыныр. e>0 ихтийари олдуьундан Em* =0 олар.
Диэяр тяряфдян Em* £ Em*  олдуьундан Em* =0.

Демяли,
mE= Em* = Em* =0.

Теорем 1.4.3. Сонлу вя йа щесаби сайда юлчцлян Ek
(k=1,2,…) чохлугларынын бирляшмясиндян ибарят олан мящдуд

U
k

kEE =

чохлуьу юлчцляндир. Бундан ялавя Ek чохлуглары ъцт-ъцт
кясишмирлярся (EkÇEm=Æ, k¹m), онда
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.å=
k

kmEmE (1.4.2)

(1.4.2) ифадяси Лебег юлчцсцнцн там аддитивлик хассяси
адланыр.

Исбаты. Цмумилийи позмадан EkÇEm=Æ, k¹m гябул
етмяк олар. Якс щалда,

,...\,...,\,
1

1
12211 U

-

=

=¢=¢=¢
n

k
kkk EEEEEEEE

эютцряряк, mkEE mk ¹Æ=¢Ç¢ ,  алыныр.
Яввялъя

U

n

k
kEE

1=

=

эютцряряк теореми исбат едяк.
Истянилян e>0 ядяди вя щяр бир k ядяди цчцн еля гапалы Fk

вя еля мящдуд ачыг Gk чохлуглары гурмаг олар ки,

),...,2,1(, nk
n

mFmGGEF kkkkk =<-ÌÌ
e

олар. Онда гапалы U

n

k
kFF

1=

= ,  ачыг вя мящдуд U

n

k
kGG

1=

=

чохлуглары цчцн FÌEÌG олур. Бурадан
                             mF£ Em* £ Em* £mG (1.4.3)
бярабярсизликляри алыныр.

Гейд едяк ки,
                                G \ F = G ÇCGF (1.4.4)
шяклиндя эюстяриля билдийиндян G \ F ачыг, щям дя мящдуд
чохлугдур.  Айдындыр ки,

G=FÈCGF  ,  FÇCGF=0,
онда ачыг чохлугларын юлчцсц щаггында теорем 1.1.2-йя
ясасян

mG=mF+mCGF,
бурадан ися

m(G \ F)=mG – mF
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олар.
Аналожи олараг,

m(Gk \ Fk) = mGk – mFk , (k=1,2,…,n)
олдуьуну эюстярмяк олар.

Билаваситя йохламаг олар ки,

U

n

k
kk FGFG

1

)\(\
=

Ì (1.4.5)

мцнасибяти доьрудур. Бурада G \ F, Gk \ Fk, (k=1,2,…)
мящдуд вя ачыг чохлуглардыр. Ачыг чохлугларын юлчцсц
щаггында теорем 1.1.1-и (1.4.5) мцнасибятиня тятбиг едяряк,
аларыг:

å
=

£
n

k
kk FGmFGm

1
)\()\( . (1.4.6)

mGk – mFk< n
e  (k=1,2,…,n) олдуьуну нязяря алсаг (1.4.6) -

дан

e<-£- å
=

n

k
kk mFmGmFmG

1
][ (1.4.7)

бярабярсизлийини аларыг.
(1.4.7) вя (1.4.3) бярабярсизликляриндян

e<-£ *
* EmEm0

мцнасибяти, e>0-ын ихтийари олмасына ясасян, бурадан да
EmEm *

* =
алыныр. Демяли, бахылан щалда

U

n

k
kEE

1=

=

чохлуьу юлчцляндир.

U

¥

=

=
1k

kEE

эютцряряк, теореми исбат едяк. Бу щалда истянилян n цчцн
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EE
n

k
k Ì

=
U

1

олур. Бурадан

EmmEEm
n

k
k

n

k
k

*

==

£=÷÷
ø

ö
çç
è

æ å
11

U (1.4.8)

бярабярсизлийи алыныр. Демяли, å
¥

=1k
kmE  ядяди сырасы йыьылыр,

одур ки, истянилян e>0 ядяди цчцн еля N натурал ядяди тапмаг
олар ки,

2
e

<å
>Nk

kmE

олар. U
N

k
kE

1=

 чохлуьу юлчцляндир. U
¥

+= 1Nk
kE  чохлуьуну юлчцсц

2
e

-

дян кичик олан ачыг G1 чохлуьу иля юртмяк олар.

EE
N

k
k Ì

=
U

1

олдуьундан

EmmEEmEm
N

k
k

N

k
k *

=
*

=

££÷÷
ø

ö
çç
è

æ å
11

;U

олур. N®¥ шяртиндя лимитя кечсяк, бурадан аларыг:

EmmE
k

k *

¥

=

£å
1

. (1.4.9)

Диэяр тяряфдян,

U

¥

=

=
1k

kEE

олдуьундан

å
¥

=

* £
1k

kmEEm (1.4.10)

олур.
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EmEm *
* £  олдуьундан (1.4.9) вя (1.4.10) мцнасибят-

ляриндян
Em* = Em*

алыныр. Бунунла да, теорем тамамиля исбат олунур.
Теорем 1.4.4. Сонлу вя йа щесаби сайда юлчцлян

чохлугларын кясишмяси юлчцлян чохлугдур.
Исбаты. Тутаг ки, Ek (k=1,2,…) юлчцлян чохлуглардыр вя

I
k

kEE = .

Ek (k=1,2,…) чохлугларынын щамысыны юз дахилиндя сахлайан
интервалы D иля ишаря едяк. Асанлыгла йохламаг олар ки,

U
k

kECEС DD = .

Ek вя CDEk чохлуглары ейни заманда юлчцлян олдугларындан
теорем 1.4.3-я ясасян

U
k

kECEС DD =

чохлуьу юлчцлян олар.
Демяли, E чохлуьу юлчцляндир.
Теорем 1.4.5. Ики юлчцлян A вя B чохлугларынын A\B

фярги юлчцлян чохлугдур. BÌA олдугда ися
m(A \ B) = mA – mB.

Исбаты. A вя B чохлугларыны юз дахилиндя сахлайан
интервалы D иля ишаря едяк. Онда D=A\B чохлуьуну
D=AÇ(CDB) шяклиндя эюстярмяк олар. Бурада A вя CDB
чохлуглары юлчцляндир. Онда теорем 1.4.4-я ясасян D чохлуьу
да юлчцлян олар. BÌA олан щалда A=DÈB,  DÇB=Æ олур.
Онда теорем 1.4.3-я ясасян mA=mD+mB, йяни mD=mA–mB
олур.

Теорем 1.4.6. Тутаг ки, юлчцлян E1,E2,E3,… чохлуглары
цчцн

E1ÌE2ÌE3Ì…
мцнасибяти юдянир вя
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U

¥

=

=
1k

kEE

мящдуд чохлугдур. Онда

nn
mEmE

¥®
= lim .

Исбаты. ,...\,\, 23312211 EEEEEEEE =¢=¢=¢  ишаря едяк.
Онда

,...).2,1(

;,,

1

1

=-=¢

¹Æ=¢Ç¢¢=

-

¥

=

kmEmEEm

mkEEEE

kkk

mk
k

kU

Бурадан, теорем 1.4.3-ц тятбиг едяряк аларыг:

.)(
1

11
1

åå
¥

=
+

¥

=

-+=¢=
k

kk
k

k mEmEmEEmmE

Бурадан ися, сонсуз сыранын йыьылмасына ясасян

.lim)(lim
1

1
11 nn

n

k
kkn

mEmEmEmEmE
¥®

-

=
+¥®

=
þ
ý
ü

î
í
ì

-+= å
Теорем исбат олунду.

Теорем 1.4.7. Тутаг ки, юлчцлян E1,E2,E3,… чохлуглары

цчцн ...321 ÉÉÉ EEE  вя I

¥

=

=
1k

kEE  олур. Онда

nn
mEmE

¥®
= lim .

Исбаты. Тутаг ки, D интервалы E1 чохлуьуну юз дахилиндя
сахлайыр. Онда

U

¥

=
DDDDD =ÌÌÌ

1
321 ...,

k
kECECECECEC

олур.
Теорем 1.4.6-йа ясасян

)(lim)( nn
ECECm D¥®D =

олар. Бурада
m(CDE)=mD - mE вя m(CDEn)=mD - mEn
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олдуьуну нязяря алсаг

nn
mEmE

¥®
= lim

аларыг. Теорем исбат олунду.

§ 5. Борел чохлуьу вя чохлуьун юлчцлмяси яламяти

Тяриф 1.5.1. Сонлу вя йа щесаби сайда ачыг вя гапалы
чохлугларын бирляшмяси вя кясишмяси нятиъясиндя алынан
чохлуглара борел чохлуьу дейилир; мящдуд борел чохлуьу ися
(B) юлчцлян чохлуг адланыр.

Лебегя гядяр беля чохлуглара биринъи  дяфя Борел  тяря-
финдян бахылмышдыр. Бу чохлуглардан бязи чохлуглар аилясиня
айрыъа бахылыр.

Тяриф 1.5.2. Яэяр E чохлуьу щесаби сайда гапалы
чохлгларын бирляшмяси кими

U

¥

=

=
1k

kFE

шяклиндя эюстярилярся, онда дейирляр ки, E чохлуьу Fd типлидир.
Тяриф 1.5.3. Яэяр E чохлуьу щесаби сайда ачыг

чохлугларын кясишмяси кими

I

¥

=

=
1k

kGE

шяклиндя эюстярилярся, онда дейирляр ки, E чохлуьу Gd типлидир.
Теорем 1.5.1. Fd вя Gd типли щяр бир мящдуд чохлуг

юлчцляндир.
Исбаты. Мящдуд E чохлуьу Fd типли олдуьундан

U

¥

=

=
1k

kFE

шяклиндя эюстярилир, бурадан ися алыныр ки, топланан Fk
чохлуглары да мящдуддурлар. Fk чохлугларынын щяр бири ися
гапалы олдуьундан юлчцляндир. Онда теорем 1.4.3-я ясасян E
чохлуьу да юлчцлян олаъагдыр.

Gd  типли олан, йяни
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I

¥

=

=
1k

kGE

шяклиндя эюстярилян E чохлуьу мящдуд оларса, онда E
чохлуьуну дахилиндя сахлайан щяр щансы D интервалы вар. DGk
тамамлайыъы чохлугларыны гураг. Айдындыр кi, бу чохлуглар
гапалы, мящдуд, щям дя юлчцляндирляр. E чохлуьу бу
чохлугларын кясишмяси кими

I

¥

=

D=
1

)(
k

kGE

шяклиндя эюстяриля биляр. Онда теорем 1.4.4–я ясасян, E  чох-
луьу юлчцлян олаъагдыр.

Юлчцлян чохлуглар щаггында исбат етдийимиз теоремляря
ясасян ашаьыдакы теореми сюйляйя билярик:

Теорем 1.5.2. Борел мянада юлчцлян чохлуг Лебег
мянада юлчцляндир. [(Б) юлчцлян чохлуг (Л) юлчцлян чохлуг
олур]. Лакин Лебег мянада юлчцлян чохлуг, Борел мянада
юлчцлян олмайа биляр.

Рус рийазиййатчысы М.Й. Шуслин (1894-1919) (Л) юлчцлян
вя (Б) юлчцлмяйян чохлуьа аид мисал гурмушдур.

Тяриф 1.5.4. a чохлуьуну, узунлуьу "e>0 ядядиндян
кичик олан сонлу вя йа щесаби сайда интерваллар системи иля
юртмяк мцмкцн олдугда она a-сыфыр чохлуг дейилир.

Тяриф 1.5.3. Мящдуд E чохлуьунун Лебег мянада
юлчцлян олмасы цчцн зярури вя кафи шярт еля A-борел чохлуьу вя
a-сыфыр, b-сыфыр чохлугларынын олмасыдыр ки,
                                       A \ aÌEÌAÈb (1.5.1)
мцнасибяти юдянсин.

Беляликля, "e>0 ядяди цчцн еля A-борел чохлуьу вар ки,
e<D* )( AEm (1.5.2)

бярабярсизлийи юдянир. (1.5.1) вя (1.5.2) мцнасибятляри
еквивалент шяртлярдир.

Теорем 1.5.4. Хариъи юлчцсц сыфыр олан щяр бир E чохлуьу
юлчцляндир вя юлчцсц сыфра бярабярдир.
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Исбаты. Борел чохлуьу олараг A=Æ эютцряк. Онда
e<==ÆD=D *** 0)()( EmEmAEm .

Демяли, E чохлуьу юлчцляндир. Диэяр тяряфдян
00 =££ *

* EmEm
олдуьундан

.0== *
* EmEm

Теорем исбат олунду.

Юлчцлян чохлуглара аид нцмуняляр вя тапшырыглар

Мисал 1. [0,1] сегментиндя йерляшян ядядлярин онлуг
кяср шяклиндя йазылышында 5 рягями иштирак етмяйян ядядляр
чохлуьуну гурун, эцъцнц вя юлчцсцнц тапын.

Щялли. [0,1] сегментини 10 бярабяр щиссяйя бюляк вя бу

заман алынан алтынъы ÷
ø
ö

ç
è
æ

10
6,

10
5

 интервалыны атаг. Икинъи

аддымда, галан 9 сегментин щяр бирини 10 бярабяр щиссяйя
бюляк вя щяр бириндя алынан алтынъы

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

22222222

2222222222

10
96,

10
95,

10
86,

10
85,

10
76,

10
75,

10
66,

10
65

10
46,

10
45,

10
36,

10
35,

10
26,

10
25,

10
16,

10
15,

10
6,

10
5

интерваллары атаг. Просеси бу гайда иля сонсуз давам
етдиряк.

Атылан интервалларын бирляшмясини G иля, галан чохлуьу
ися F иля ишаря едяк. aÎG ядядини онлуг кяср шяклиндя йазаг:

a=0, a1a2a3…  .

Биринъи аддымда атылан ÷
ø
ö

ç
è
æ

10
6,

10
5

 интервалында олан

ядядляр цчцн a1=5 олур. Галан 9 сегментдяки ядядлярдян

анъаг бири:
10
5

 ядяди цчцн a1=5 олур.
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Лакин бу ядяди

10
5 =0,500… ;

10
5 =0,4999…

шяклиндя йазмаг олур.

Икинъи аддымда атылан ÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ

2222 10
96,

10
95,...,

10
6,

10
5

интервалларында олан щяр бир a ядяди онлуг кясрлярля

йазылдыгда a2=5 олур. Галан ядядлярдян анъаг 210
5

 ядяди

цчцн a2=5 олур. Лакин бу ядяди 210
5 =0,04999… шяклиндя

йазмаг олар.
Просеси бу гайда иля давам етсяк, галан F чохлуьун-

дакы ядядлярин онлуг кяср шяклиндя
a=0, a1a2a3…

йазылышында a1¹5, a2¹5, a3¹5,… олур. Демяли, F тяляб едилян
чохлугдур. F чохлуьу щесаби сайда кясишмяйян интервалларын
атылмасы нятиъясиндя алындыьындан гапалы чохлуг олар.

G чохлуьу щесаби сайда интервалларын бирляшмясиндян
ибарят олдуьундан ачыг чохлуг олур. Одур ки,

.1
10
9

10
1

1
10

10
9

10
1

10
11

1
10

9
10
1

10
9

10
91

10
9

10
1

10
9

10
9

10
1

22

2

23

2

2

=+=×+=
-

×+=

=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+÷

ø
ö

ç
è
æ+++=+++= LLmG

Онда
( ) .0111)(\]1,0[ =-=-=== mGCGmGmmF

F чохлуьу щеч йердя сых дейил, мцкяммял чохлугдур, эцъц
континиум олур.

Мисал 2. [0,1] сегментиндя олан щягиги ядядлярин икилик
кяср шяклиндя йазылышында ъцт йердя дуран рягямлярин сыфыр
олдуьу E чохлуьунун юлчцсцнц щесаблайын.



37

Щялли. [0,1] сегментиня дахил олан щягиги a ядядини
икилик кясрля
                                         a=0, a1a2a3… (*)
шяклиндя йазмаг олур, бурада ak (k=1,2,…) ядяди 0 вя йа 1
гиймятлярини алыр. E1 иля (*) йазылышында a2=0, E2 иля a2=0 вя
a4=0, E3 иля a2=0, a4=0 вя a6=0 вя с, чохлуглары ишаря едяк.
Онда айдындыр ки, тяляб олунан чохлуг

I

¥

=

=
1k

kEE (**)

олур.
E1 чохлуьуну алмаг цчцн [0,1] сегментини 4 бярабяр

щиссяйя бюляк. Онда

÷
ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
é=

4
3,

4
2

4
1,01E .

E2 чохлуьуну алмаг цчцн E1-я дахил олан щяр ики
сегменти 4 бярабяр щиссяйя бюляк. Онда

÷
ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
é=

16
11,

16
10

16
9,

16
8

16
3,

16
2

16
1,02E .

E3 чохлуьуну алмаг цчцн E2-йя дахил олан 4 сегментин
щяр бирини 4 бярабяр щиссяйя бюляк. Онда

.
64
43,

64
42

64
41,

64
40

64
35,

64
34

64
33,

64
32

64
11,

64
10

64
9,

64
8

64
3,

64
2

64
1,03

÷
ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
éÈ

È÷
ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
éÈ÷

ø
ö

êë
é=E

Просеси бу гайда иля сонсуз давам етдирсяк, аларыг:
...321 ÉÉÉ EEE

вя

,...
2
1,

2
1,

2
1

33221 === mEmEmE

Онда теорем 1.4.7-я ясасян (**) бярабярлийиндян
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.0
2
1limlim ===

¥®¥® kkkk
mEmE

Демяли, тяляб олунан чохлуьун юлчцсц сыфра бярабяр
олур.

Мисал 3. Чохлуьун юлчцсцнцн тярифиндян истифадя едяряк
[ai, bi]Ç[aj, bj]=Æ олдугда

U

n

i
ii baF

1

],[
=

=

оларса, онда

å
=

-=
n

i
ii abmF

1
)(

олдуьуну исбат един.
Тяшкиледиъи интерваллар кясишярлярся, mF няйя бярабяр-

дир?

Мисал 4. U

¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ ++=

1 2
122

n
nnnF чохлуьунун Лебегя

эюря юлчцлян олдуьуну исбат един вя онун юлчцсцнц тапын.
Мисал 5. E1 вя E2 чохлуглары юлчцлян олдугда

E=C(E1ÇE2) чохлуьунун да юлчцлян олдуьуну исбат един. Бу
чохлуьун юлчцсц няйя бярабярдир?

Мисал 6. Исбат един ки, E чохлуьунун юлчцлян олмасы
цчцн зярури вя кафи шярт щяр бир e>0 ядяди цчцн еля ачыг GÉE
чохлуьунун варлыьыдыр ки,

e<* )\( EGm
бярабярлийи юдянсин.

Мисал 7. A вя B ортаг нюгтялярi олмайан ики юлчцлян
чохлуг олдугда истянилян E чохлуьу цчцн

)()()]([
),()()]([

BEmAEmBAEm
BEmAEmBAEm

Ç+Ç=ÈÇ
Ç+Ç=ÈÇ

***

***

олдуьуну исбат един.
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Мисал 8. [0,1] сегментиня дахил олан вя онлуг кясрляря
айрылышында 7 рягями иштирак едян ядядляр чохлуьунун Лебегя
эюря юлчцлян олдуьуну исбат един вя онун юлчцсцнц тапын.

МИсал 9. [0,1] сегментиня дахил олан вя онлуг кясрляря
айрылышында 7 рягями иштирак етмяйян ядядляр чохлуьунун
Лебегя эюря юлчцлян олдуьуну исбат един вя онун юлчцсцнц
тапын.

Мисал 10. [0,1] сегменитня дахил олан вя онлуг кяср
шяклиндя айрылышында 4 вя 5 рягямляриндян щеч олмазса, бири
иштирак етмяйян ядядляр чохлуьунун Лебегя эюря юлчцлян
олдуьуну исбат един вя онун юлчцсцнц тапын.

Мисал 11. Мцсбят юлчцлц истянилян чохлуьун гейри-
щесаби олдуьуну эюстярин.

Мисал 12. [a,b] сегментиндя Q расионал нюгтяляр
чохлуьунун юлчцлян олдуьуну исбат един вя юлчцсцнц тапын.

Мисал 13. [a,b] сегментиндя J иррасионал нюгтяляр
чохлуьунун юлчцлян олдуьуну исбат един вя юлчцсцнц тапын.

Мисал 14. [0,1] сегментиндян ÷
ø
ö

ç
è
æ

8
5,

5
3

интервалы атылыр:

галан ики сегментдян мяркязи щямин сегментлярин орта

нюгтясиндя олан цмуми узунлуьу
8
1

-я бярабяр интерваллар,

сонра ися ейни цсулла цмуми узунлуьу
16
1

-я бярабяр

интерваллар атылыр. Бу просесдян сонра галан чохлуг F олсун.
F чохлуьунун Лебегя эюря юлчцлян олдуьуну исбат

един вя юлчцсцнц тапын.
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ЫЫ   ФЯСИЛ

ЮЛЧЦЛЯН  ФУНКСИЙАЛАР

§1. Юлчцлян функсийаларын тярифи вя варлыьы шярти

Фярз едяк ки, щяр щансы E чохлуьунда сонлу щягиги
)(xf  функсийасы верилмишдир. E  чохлуьунун бязи нюгтялярин-

дя функсийа мцяййян ишаряли +¥ («мцсбят сонсузлуг») вя йа
–¥ («мянфи сонсузлуг») гиймятлярини дя ала биляр. Башга
сюзля, –¥ вя +¥ «гейри-мяхсуси» ядядляри )(xf
функсийасынын гиймятляр чохлуьуна дахил едилир. Бу ядядляр
юз араларында вя истянилян сонлу щягиги a  ядяди иля

+¥<<¥- a
бярабярсизликляри иля баьлыдыр.

–¥ вя +¥ ядядляри (нюгтяляри) +¥<<¥- x  ядядляри иля
бирликдя эенишляндирилмиш ядяд оху адланыр вя +¥££¥- x  иля
ишаря олунур. Эенишляндирилмиш ядяд охунда щесаб
ямялляринин апарылмасы цчцн –¥ вя +¥  ядядляри цзяриндя
ашаьыдакы ямяллярин юдянмяси шяртляшилир:
1) +¥=+¥+¥+ )( ;
2) -¥=-¥+¥- )( ;

3) +¥=+¥×+¥ )()( , +¥=-¥×-¥ )()( , -¥=-¥×+¥ )()( ;
4) 00)()(0 =×±¥=±¥× ;

5) +¥=+¥++¥=¥-+¥+ )( ;

истянилян сонлу щягиги a  ядяди цчцн:
6) -¥=-¥+ )(a , +¥=¥+a ;
7) 0>a олдугда +¥=+¥× )(a  вя -¥=-¥× )(a ;
8) 0<a олдугда -¥=+¥× )(a  вя +¥=-¥× )(a ;

9) 0=
¥±

a
.

Гейд едяк ки,



41

)()( ±¥-±¥ ,
¥±
¥±  вя

0

a

символларынын мянасы йохдур, гейри-мцяййянликдирляр.
Бурада ади ядяд охунун юлчцлян чохлугларында тяйин

едилян, эенишляндирилмиш ядяд охунда гиймятляр алан вя
интеграла цмуми тяриф верилмясиндя ясас рол ойнайан
функсийалар синфиня бахылыр. Мясялян,

ï
î

ï
í

ì

>¥+
££-
-<¥-

=
олдугда,

олдугда,

олдугда,

1,
11,0
1,

)(
x

x
x

xf

беля функсийалара мисал ола биляр.
Тяриф 2.1.1. Щягиги )(xf  функсийасынын тяйин едилдийи

E  чохлуьу вя истянилян
сонлу щягиги a  ядяди цчцн

axf >)( шяртини юдяйян
ExÎ  нюгтялярдян дцзялмиш

)( afE >  чохлуьу Лебег
мянада юлчцляндирся, онда

)(xf -я E  чохлуьунда
Лебег мянада юлчцлян
функсийа дейилир.

Лемма 2.1.1. Юлчцлян
E  чохлуьунда )(xf  функсийасынын юлчцлян олмасы цчцн
истянилян щягиги a  ядяди цчцн

)( afE ³ , )( afE < , )( afE £
чохлугларындан биринин юлчцлян олмасы зярури вя кафидир.

Зярурилийин исбаты. Айндыр ки, )(xf  функсийасы юлчцлян
олдугда истянилян щягиги a  ядяди вя истянилян натурал n

ядяди цчцн ÷
ø
ö

ç
è
æ ->

n
afE 1

 чохлуьу юлчцляндир.

y

                        y=f(x)

a

E

o E[f (x)<a] E[f (x)>a] x
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)( afE ³ =I
¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ ->

1

1
n n

afE  (2.1.1)

бярабярлийинин доьрулуьуну эюстяряк.
Доьрудан да, яэяр )( afEx ³Î  оларса, онда

axf ³)( , бурадан да истянилян натурал n  ядяди цчцн

n
axf 1)( ->  олур, одур ки,

÷
ø
ö

ç
è
æ ->Î

n
afEx 1 , n =1,2,3,….

Демяли, I

¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ ->Î

1

1
n n

afEx .

Тутаг ки, I

¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ ->Î

1

1
n n

afEx . Бу ися истянилян n  цчцн

÷
ø
ö

ç
è
æ ->Î

n
afEx 1 , йяни

n
axf 1)( -> , ,...2,1=n  олдуьуну

эюстярир. Ахырынъы ифадядя ¥®n  олдугда лимитя кечяряк
axf ³)( , йяни )( afEx ³Î аларыг. Беляликля, (2.1.1)

бярабярлийинин доьрулуьу исбат едилир. Сонлу вя йа щесаби
сайда юлчцлян чохлугларын кясишмяси юлчцлян чохлуг
олдуьуна эюря )( afE ³  чохлуьу юлчцляндир.

)( afE ³  чохлуьунун юлчцлян олмасындан вя
)(\)( afEEafE ³=<  бярабярлийиндян )( afE <  чохлуьу-

нун, )( afE >  чохлуьунун юлчцлян олмасындан вя
)(\)( afEEafE >=£  бярабярлийиндян ися )( afE £  чох-

луьунун юлчцлян олмасы алыныр.
Кафилийин исбаты. Тутаг ки, истянилян щягиги a  ядяди цчцн

E(f ≥ a) чохлуьу юлчцляндир. Эюстяряк ки,

)( afE > =U
¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ +³

1

1
n n

afE (2.1.2)

бярабярлийи доьрудур. Йеня дя ики чохлуьун бярабярлийинин
тярифиндян истифадя едяк.
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Доьрудан да, )( afEx >Î  оларса,  онда axf >)(

олар вя кифайят гядяр бюйцк 0n  ядяди цчцн
0

1)(
n

axf +³

олар, йяни ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+³Î

0

1
n

afEx , бурадан да

U

¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ +³Î

1

1
n n

afEx

олар. Тярсиня,

U

¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ +³Î

1

1
n n

afEx

оларса, онда еля 0n  вар ки, ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+³Î

0

1
n

afEx , йяни

0

1)(
n

axf +³  олур, бурадан axf >)(  алынар. Нятиъядя

)( afEx >Î  олур ки, бунунла да (2.1.2) бярабярлийинин
доьрулуьу исбат едилир. Сонлу вя щесаби сайда юлчцлян
чохлугларын бирляшмяси юлчцлян чохлуг олдуьундан )( afE >
чохлуьу юлчцляндир.

)( afE >  чохлуьунун юлчцлян олмасындан вя
=£ )( afE  = )(\ afEE > бярабярлийиндян )( afE £

чохлуьунун, )( afE ³  чохлуьунун юлчцлян олмасындан вя
=< )( afE )(\ afEE ³  бярабярлийиндян ися )( afE <

чохлуьунун юлчцлян олмасы алыныр.
Тяриф 2.1.2. )(xf  функсийасы E  чохлуьунда верилдикдя

вя a  истянилян щягиги ядяд олдугда
[ ]axfE >)( , [ ]axfE ³)( , [ ]axfE <)( , [ ]axfE £)(

чохлугларына )(xf  функсийасынын Лебег чохлуглары дейилир.
Гейд 2.1.1. Лемма 2.1.1-я ясасян

[ ]axfE ³)( , [ ]axfE <)( , [ ]axfE £)(
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Лебег чохлугларындан щяр биринин васитяси иля E  чохлуьунда
юлчцлян )(xf  функсийасына тяриф 2.1.1 иля еквивалент олан йени
цч тяриф вермяк олар. Башга сюзля, E  чохлуьунда юлчцлян

)(xf  функсийасына юз араларында еквивалент дюрд тяриф

вермяк олар. [ ]afE ³  вя [ ]afE <  чохлуглары бири диэяринин
E -йя тамамлайыъы чохлугларыдыр, a  истянилян щягиги ядяд
олдугда бу чохлуглардан биринин юлчцлян олмасы диэяринин
юлчцлян олмасы демякдир. Ейни заманда [ ]afE >  вя

[ ]afE £  тамамлайыъы чохлуглардыр вя бунлардан биринин
юлчцлян олмасы диэяринин юлчцлян олмасы иля ейниэцълцдцр. Бу
тяклифдян лемманын исбатында истифадя едилмишдир.

Гейд едяк ки, )(xf  функсийасы E чохлуьунда
юлчцляндирся, онда E  чохлуьу юзц дя юлчцляндир. Бу тяклифин
доьрулуьу

[ ]U

¥

=

->=
1

)(
n

nxfEE (2.1.3)

бярабярлийиндян айдын олур, чцнки, ъям ишаряси алтындакы
чохлуг f(x) функсийасынын тяриф 2.1.2-дяки биринъи нюв Лебег
чохлуьудур, йяни юлчцлян чохлугдур, одур ки, E  чохлуьу да
щесаби сайда юлчцлян чохлугларын бирляшмяси кими юлчцлян
чохлугдур. E  чохлуьунун юлчцлян олмасы (2.1.3) бярабяр-
лийиня аналожи бярабярлийин кюмяйи иля f(x) функсийасынын
башга нюв Лебег чохлугларынын юлчцлян олмасындан да алына
биляр. Мясялян, [ ]axfE £)(  чохлуьунун юлчцлян олмасы
мялум оларса, онда E-нин юлчцлян олмасы цчцн

[ ]U

¥

=

£=
1

)(
n

nxfEE (2.1.4)

бярабярлийиндян истифадя етмяк лазымдыр.
Йухарыда дейилянляря ясасян юлчцлян функсийайа

ашаьыдакы кими дя тяриф верилир.
Тяриф 2.1.3.  Щягиги )(xf   функсийасы юлчцлян E

чохлуьунда тяйин едилдикдя вя истянилян щягиги a  ядяди цчцн
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Лебег чохлугларынын щеч олмазса бириси юлчцлян оларса, онда
)(xf  функсийасына E  чохлуьунда юлчцлян функсийа дейилир.

Демяли, E  чохлуьунда )(xf -ин юлчцлян функсийа
олмасындан онун Лебег чохлугларынын щяр биринин, нятиъядя
E  чохлуьунун юзцнцн юлчцлян олмасы алыныр. Тярсиня, E
чохлуьунда верилмиш )(xf  функсийасынын истянилян щягиги a
ядяди цчцн, онун Лебег чохлугларындан биринин юлчцлян
олмасындан )(xf -ин юлчцлян функсийа олмасы алыныр.

Гейд 2.1.2. Бундан сонра )(xf  функсийасы E
чохлуьунда юлчцляндир дедикдя, E  чохлуьунун да юлчцлян
олдуьуну баша дцшяъяйик.

Нязяря алмаг лазымдыр ки, юлчцлян )(xf  функсийасы
цчцн

)( bfaE <£ , )( bfaE £< , )( bfaE << , )( afE =
чохлуглары да юлчцляндир. Лемма 2.1.1-я ясасян биринъи цч
чохлуг цчцн тярс тяклиф дя доьрудур, лакин )( afE =  чохлуьу
цчцн тярс тяклиф доьру дейил, йяни f(x) E чохлуьунда юлчцлян
олдугда

[ ] [ ] [ ]axfEaxfEaxfE £³== )()()( I

чохлуьунун ики юлчцлян чохлуьун кясишмяси кими юлчцлян
олмасы алындыьы щалда, E(f=a) чохлуьунун юлчцлян
олмасындан )(xf  функсийасынын E-дя юлчцлян олмасы алынмыр.
Буну ашаьыдакы мисалла айдынлашдырмаг олар.

Фярз едяк ки, бцтцн бир нюгтяли {x} чохлуглары аддитив
X1 синфиня дахилдир )( XxÎ . Яэяр юлчцлмяйян XE Ì
чохлуьу варса, онда E  чохлуьунда верилян вя E -ни ядяд
охунун щяр щансы алтчохлуьуна гаршылыглы биргиймятли иникас
етдирян истянилян )(xf  функсийасы юлчцлян олмаз ( E  юлчцлян
дейил), щалбуки, бир нюгтядян ибарят олан бцтцн )( cfE =
чохлуглары юлчцляндирляр, чцнки бир нюгтядян ибарят олан чох-
луг юлчцляндир, юлчцсц дя сыфра бярабярдир.

1 Бах [4] сящ 80
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§ 2. Юлчцлян функсийаларын хассяляри

Теорем 2.2.1. Юлчцсц сыфыр олан E  чохлуьунда истяни-
лян )(xf  функсийасы юлчцляндир.

Исбаты. Доьрудан да, яэяр 0=mE  оларса, онда
истянилян a ядяди цчцн E(f >a)ÎE олдуьундан

0)()( *
* =£>£> mEafEmafEm

олар. Демяли,
0)()( *

* =>=> afEmafEm ,
йяни mE(f >a)=0. Бунун кими E-нин алтчохлугларынын щамысы,
о ъцмлядян дя )(xf -ин Лебег чохлугларынын щяр бири юлчцлян
олаъагдыр, щям дя онларын да юлчцляри сыфра бярабяр
олаъагдыр. Бу ися f(x)-ин E-дя юлчцлян олдуьуну эюстярир.

Теорем 2.2.2. Яэяр )(xf  функсийасы E  чохлуьунда
юлчцляндирся, онда онун истянилян юлчцлян EE Ì¢  алтчох-
луьунда да юлчцляндир.

Исбаты. Доьрудан да,
E¢[f>a]=E¢ÇE[f>a]

шяклиндя эюстяриля билдийиндян, ики юлчцлян чохлуьун кясишмяси
кими E¢[f >a] чохлуьу юлчцляндир, демяли, )(xf  функсийасы
E ¢  чохлуьунда юлчцляндир.

Теорем 2.2.3. Юлчцлян E  чохлуьунда cxf =)(
)( constc =  оларса, онда )(xf  функсийасы юлчцляндир.

Исбаты. Истянилян a ядяди цчцн E( f>a) чохлуьу

î
í
ì

³Æ
<

=>
олдугда

олдугда,

ca
caE

afE
,
,

][

шяклиндя эюстярилир. Верилян E  чохлуьу вя бош чохлуг юлчцлян
олдуьундан E( f>a) чохлуьу, нятиъядя )(xf  функсийасы E
чохлуьунда юлчцляндир.

Гейд едяк ки, бу теоремдя c  сабити сонсузлуг да ола
биляр.

Тяриф 2.2.1. [c,d] сегментини
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dccccc n =<<<<= ...210

нюгтяляри иля сонлу сайда (c0,c1),(c1,c2),…,(cn-1,cn) щиссяляря
бюлдцкдя щяр бир щиссядя )(xf  функсийасы сабит гиймят
аларса, онда [c,d] сегментиндя )(xf  функсийасына пилляли
функсийа дейилир.

Теорем 2.2.3-дян пилляли функсийанын юлчцлян олмасы
алыныр.

Теорем 2.2.4. Тутаг ки, )(xf  функсийасы сонлу вя йа

щесаби сайда юлчцлян ,...)2,1( =kEk  чохлугларынын бирляшмя-
синдян ибарят олан юлчцлян

U
k

kEE =

чохлуьунда верилмишдир.
,...)2,1( =kEk  чохлугларындан щяр бириндя юлчцлян

)(xf  функсийасы E  чохлуьунда да юлчцляндир.
Исбаты.

U
k

k afEafE ][][ >=>

бярабярлийиндян юлчцлян чохлугларын бирляшмяси кими E[f>a]
чохлуьунун, нятиъядя )(xf -ин юлчцлян функсийа олмасы
алыныр.

Бу теоремин хцсуси щалы кими ашаьыдакы теореми
сюйлямяк олар.

Теорем 2.2.5. ( ),...2,1=kEk  чохлуглары юлчцлян

олдугда U
k

kEE = чохлуьунда верилмиш )(xf  функсийасы kE

чохлугларынын щяр бириндя сабит гиймят алырса, онда )(xf
функсийасы E  чохлуьунда юлчцляндир.

Тяриф 2.2.2. Тутаг ки, [ ]dcE ,Ì   вя [ ]dcF ,= \ E . [ ]ba,
сегментиндя верилян )(xEj  функсийасы

î
í
ì

Î
Î

=
олдугда

олдугда,

Fx
Ex

xE ,0
,1

)(j
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шяклиндя оларса, онда )(xEj -я E  чохлуьунун характеристик
функсийасы дейилир.

Теорем 2.2.6. E  чохлуьу вя онун характеристик )(xEj
функсийасы ейни заманда юлчцлян вя йа юлчцлмяйяндир.

Исбаты. Яэяр )(xEj  юлчцлян функсийадырса, онда E
чохлуьунун юлчцлян олмасы

( )0>= EFE j
мцнасибятиндян алыныр.

Тярсиня, яэяр E  чохлуьу юлчцляндирся, онда

( )
ï
î

ï
í

ì

<
<£

³
=>

олугда

олугда,

олугда,

0,
10,

1,0

aF
aE

a
aF Ej

мцнасибяти )(xEj  функсийасынын юлчцлян олмасыны эюстярир.

Теорем 2.2.7. [ ]dcE ,=  сегментиндя кясилмяз )(xf
функсийасы юлчцляндир.

Исбаты. Ихтийари сонлу a ядяди цчцн
)( afEF £=

чохлуьу гапалы олур. Доьрудан да, тутаг ки, 0x  бу

чохлуьун лимит нюгтясидир. Онда F чохлуьунда 0x  нюгтясиня

йыьылан {xn} ардыъыллыьы сечмяк олар, йяни )(0 Fxxx nn Î®
олар, онда axf n £)(  (n=1,2,…), щям дя )(xf -ин кясил-

мязлийиня ясасян axf £)( 0  олаъагдыр, йяни Fx Î0  олаъаг-

дыр ки, бу да F чохлуьунун гапалы олдуьуну эюстярир.
Щяр бир гапалы чохлуг юлчцлян олдуьундан E(f £ a)

чохлуьу да юлчцляндир.
Онда

E( f >a)=E \ E(f £ a)
чохлуьу да ики юлчцлян чохлуьун фярги кими юлчцляндир. Бу ися
E чохлуьунда кясилмяз )(xf  функсийасынын щямин чохлугда
юлчцлян олдуьуну эюстярир.
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Юлчцлян функсийаларын тярифиндян алыныр ки, юлчцлмяйян
чохлугда верилян функсийа юлчцлмяйяндир.

Лакин юлчцлян чохлугда верилян юлчцлмяйян
функсийаларын варлыьыны асанлыгла ашкар етмяк олар.

Юлчцлян функсийайа аид мисаллар.

Мисал 2.2.1. ][)( xxf =  ( x ядядинин там щиссяси)
функсийасына бахаг. x -
ин бцтцн там гиймятляри
сонлу сычрайышлы биринъи
нюв  кясилмя нюгтяляри-
дир. Щяр бир кясилмя
нюгтясиндя саьдан кясил-
мязлик нязярдя тутулур.
Бу функсийа истянилян
[ ]dc,  сегментиндя пилляли
олдуьундан юлчцляндир.
Доьрудан да, яэяр

( )dfa >  оларса, онда 0)( => afE  олур, йяни бу чохлуг

юлчцляндир; яэяр ( )dfkak £+£< 1  оларса, онда

[ ]dkafE ,1][)( +=>  олар, [ ]dk ,1][ +  сегменти ися
юлчцляндир.

Мисал 2.2.2. [ ]dc,  сегментиндя тяйин едилмиш Дирихле
функсийасы, йяни

î
í
ì

=
олдугданюгтяиррасионал

олдугда,нюгтярасионал

x
x

xD
,0
,1

)(

функсийасы юлчцляндир, чцнки 10 <£ a  оларса, онда
E(D>a)=E¢ олар, бурада E¢ сегментин юлчцлян расионал
нюгтяляр чохлуьудур; яэяр 1³a оларса, онда E(D>a)=Æ бош
чохлугдур, она эюря дя юлчцлян чохлугдур; яэяр 0<a
оларса, онда E(D>a)=[c,d] олур ки,  йеня дя юлчцлян
чохлугдур. Йяни

y

o                                    x
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ï
î

ï
í

ì

³Æ
<£¢

<
=>

олдугда

олдугда,

олдугда,

1,
10,

0,
)(

a
aE

aE
aDE

чохлуьу юлчцляндир.
Демяли, ( )xD  функсийасынын [ ]dc,  сегментиндя юлчцлян

олмасы исбат едилди.

§3. Еквивалентлик

Бир чох мясяляляри юйярянярякян сыфыр юлчцлц чохлугда
функсийанын гиймятлярини нязяря алмамаг олар.

Бунунла ялагядар ашаьыдакы тярифляри дахил едяк.
Тутаг ки, )(xf  вя g(x) функсийалары E  чохлуьунда

тяйин олунмушлар. ( )gfE ¹  иля E  чохлуьунун еля x
нюгтяляри чохлуьу ишаря олунур ки, f(x)¹g(x) олсун.

Тяриф 2.3.1. E  чохлуьунда верилмиш ики )(xf  вя g(x)
функсийалары цчцн m ( )gfE ¹ =0 оларса, онда )(xf  вя g(x)
функсийаларына E чохлуьунда еквивалент функсийалар дейилир
вя )(xf ~ g(x), бязян дя )(xf »  g(x) шяклиндя ишаря едилир.

Тяриф 2.3.2. Тутаг ки, щяр щансы С хассяси (тяклифи) щяр
щансы E  чохлуьунун E¢ алтчохлуьуна дахил олан
нюгтяляриндян башга E  чохлуьунун бцтцн нюгтяляриндя
доьрудур. Яэяр 0=¢Em  оларса, онда дейирляр ки, С хассяси
(тяклифи) E  чохлуьунда санки щяр йердя (санки E -нин бцтцн
нюгтяляри цчцн) доьрудур. Хцсуси щалда E ¢ чохлуьу бош да
ола биляр.

Асанлыгла эюстярмяк олар ки, еквивалентлик мцнасибяти
ашаьыдакы хассяляря маликдир:

1) E чохлуьунда f ~ g , g ~щ оларса, онда E -дя
f ~щ олар;

2) Яэяр 1f ~ 1g вя 2f ~ 2g оларса, онда 21 ff + ~ 21 gg + ,

21 ff ~ 21gg   вя  яэяр  уйьун  ямялин  санки  щяр йердя мянасы
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варса, онда 21 : ff ~ 21 : gg  олар.
Тяриф 2.3.1 вя тяриф 2.3.2-йя ясасян ашаьыдакы тярифи дя

сюйлямяк олар.
Тяриф 2.3.3. E  чохлуьунда ики функсийа санки щяр

йердя бярабярдирся, онда онлар еквивалент функсийалар
адланыр.

Еквивалент функсийалара нязярян ашаьыдакы теоремляри
исбат едяк.

Теорем 2.3.1  Яэяр )(xf  вя g(x) функсийалары E
чохлуьунда еквивалентдирлярся вя E -дя )(xf  юлчцлян
функсийадырса, онда g(x) функсийасы да E чохлуьунда
юлчцляндир.

Исбаты. ( )gfEA ¹= , B=E\A олсун. Шяртя эюря 0=mA -
дыр вя буна эюря дя A  чохлуьу юлчцляндир. )(xf  функсийасы
E  чохлуьунда юлчцлян олдуьундан E  чохлуьу юлчцляндир.
Онда ики юлчцлян чохлуьун фярги кими B  чохлуьу да
юлчцляндир. EB Ì  олдуьундан E -дя юлчцлян )(xf  функси-
йасы B  чохлуьунда да юлчцлян олаъагдыр. B чохлуьунда

)(xf  вя g(x) функсийалары бярабяр олдуглары цчцн g(x)
функсийасы да B  чохлуьунда юлчцляндир. Диэяр тяряфдян,

0=mA  олдуьундан g(x) функсийасы A  чохлуьунда юлчцлян-
дир. Онда g(x) функсийасы E=AÈB чохлуьунда юлчцлян
олаъагдыр вя бунунла да теорем исбат олунду.

Теорем 2.3.2. E  сегментиндя кясилмяз )(xf  вя g(x)
функсийалары еквивалентдирлярся, f(x)=g(x), xÎE олур.

Исбаты. Эюстяряк ки, E  сегментинин бцтцн нюгтяляриндя
)(xf  вя g(x) функсийаларынын гиймятляри цст-цстя дцшцр.

Яксини фярз едяк, тутаг ки, щяр щансы Ex Î0  нюгтясиндя

)()( 00 xgxf ¹ , йяни 0)()( 00 ¹- xgxf  олур. E -дя

( ) ( )xgxf -  кясилмяз функсийа олдуьу цчцн 0x  нюгтясинин

кифайят гядяр кичик Exx Ç+- ),( 00 dd  ятрафы тапылар ки,
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бцтцн нюгтяляриндя ( ) ( ) 0¹- xgxf  олар.  Бу ятраф мцсбят
юлчцйя маликдир; беляликля,

( ) ( )[ ] 0>¹ xgxfmE .
Бу да еквивалентлийин тярифиня зиддир, йяни кясилмяз

)(xf  вя g(x) функсийалары E  сегментинин щеч олмазса бир
нюгтясиндя мцхтялиф гиймятляр аларса, бу функсийалар
еквивалент ола билмязляр. Айдындыр ки, истянилян юлчцлян
функсийалар цчцн (цмумиййятля кясилян функсийалар цчцн) ики
функсийанын еквивалентлийи, цмумиййятля, онларын цст-цстя
дцшдцйцнц эюстярмир.

Тяриф 2.3.4. E  чохлуьунда (вя йа E=[c,d] сегментин-
дя) сонлу сайда биринъи нюв кясилмя нюгтяляри мцстясна
олмагла щяр йердя кясилмяз )(xf  функсийасына щямин
чохлугда (вя йа щямин сегментдя) щисся-щисся кясилмяз
функсийа дейилир.

Инди фярз едяк ки, )(xf -ин бир 0x ÎE кясилмя нюгтяси

вар. 0x  нюгтясини узунлуглары сыфра йахынлашан, йяни n®¥
олдугда mDn®0 олан

),( 00 nnn xx dd +-=D )0,0( ®> nn dd
интервалларла ящатя едяк. )(xf  функсийасы En=E\Dn-дя

кясилмяз олдуьундан, истянилян a ядяди цчцн en=En (f ³a)
(n=1,2,…) чохлуглары гапалыдыр. n артдыгда En=E\Dn,
нятиъядя en=En (f ³a) чохлуглары азалмыр вя гапалы, нятиъядя
юлчцлян e чохлуьуна йахынлашыр. Яэяр ( ) axf ³0  оларса, бу

чохлуьа 0x  нюгтясини дя ялавя етмяк лазымдыр вя

беляликля, ( ) axf ³  шяртини юдяйян бцтцн нюгтяляр чохлуьу
алыныр ки, бу чохлуг да теорем 2.2.7–йя ясасян гапалыдыр,
нятиъядя юлчцляндир. Щямин мцщакимя )(xf -ин сонлу сайда
кясилмя нюгтяляри олдугда да тятбиг едилир, йяни сонлу сайда
кясилмя нюгтяляриня малик олан функсийа юлчцляндир.
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Бурадан вя тяриф  2.3.4-дян  нятиъя  олараг чыхыр ки, E
чохлуьунда (вя йа [ ]dcE ,=  сегментиндя) тяйин едилмиш
щисся-щисся кясилмяз функсийалар юлчцляндир. Мясялян,
( ) xxf sgn=  функсийасы ядяд охунда щисся-щисся кясилмяздир

вя орада да юлчцляндир, ( ) [ ]xxf =  функсийасы [ ]100,0
сегментиндя щисся-щисся кясилмяздир, орада да юлчцляндир.

Тяриф 2.3.5. E  чохлуьунда (вя йа [ ]dcE ,=  сегмен-
тиндя) верилмиш )(xf  функсийанын кясилмя нюгтяляринин юлчцсц
сыфра бярабярдирся, онда )(xf  функсийасына E чохлуьунда

(вя йа [ ]dcE ,=  сегментиндя) санки щяр йердя кясилмяз
функсийа дейилир.

Исбатсыз ашаьыдакы тяклифи гейд едяк: яэяр )(xf  гапалы

0D  сегментиндя сонлу гиймятляр алырса вя онун кясилмя

нюгтяляри чохлуьунун юлчцсц сыфра бярабярдирся, онда )(xf
функсийасы 0D -да юлчцляндир.

Тяриф 2.3.5-и нязяря алараг бу тяклифи ашаьыдакы кими
цмумиляшдирмяк олар.

Юлчцлян E  чохлуьунда санки щяр йердя кясилмяз )(xf
функсийасы юлчцляндир.

Лакин бу тяклифляр функсийанын юлчцлян олмасы цчцн кафи
шяртдир. Мисал эюстярмяк олар ки, E  чохлуьунун бцтцн
нюгтяляри кясилмя нюгтяляри олдугда функсийа йеня дя
юлчцляндир. [ ]1,0  сегментиндя ашаьыдакы кими тяйин едилян

)(xf  функсийасына бахаг:

( )
î
í
ì

=
олдугда.нюгтяиррасионал

олдугданюгтярасионал

x
x

xf
,1

,,0

Бу функсийа [ ]1,0  сегментинин щяр бир нюгтясиндя

кясиляндир, лакин [ ]1,0  сегментиндя кясилмяз ( ) 1ºxg

функсийасына еквивалентдир, чцнки [ ]1,0  сегментинин йалныз

бцтцн расионал нюгтяляр чохлуьунда ( ) ( )xgxf ¹  олур. [ ]1,0
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сегментинин расионал нюгтяляр чохлуьу щесаби чохлугдур,
буна эюря дя юлчцляндир, юлчцсц ися сыфра бярабярдир. Демяли,
[ ]1,0  сегментиндя )(xf  ейниликля ващидя бярабяр олан
функсийайа еквивалентдир, онда теорем 2.3.1-я ясасян )(xf
[ ]1,0 -дя юлчцляндир. Анъаг [ ]1,0  сегментиндя бцтцн 0x

нюгтяляринин )(xf -ин кясилмя нюгтяляри олдуьуну эюрмяк

чятин дейилдир. Щягигятян, 0x  нюгтясинин истянилян e -
ятрафында щям расионал, щям дя иррасионал x  гиймятляри
йерляшир, йяни 0xx = -ын истянилян e -ятрафында )(xf
функсийасы щям 0, щям дя 1 гиймятлярини алыр, буна эюря дя

0x  икинъи нюв кясилмя нюгтясидир.
Йалныз сыфыр юлчцлц чохлугда ¥+ вя ¥-  гиймятлярини

ала билян функсийалар хцсуси иля мараглыдыр. Беля функсийалар
санки щяр йердя сонлу функсийалар адланыр, йяни

( ) 0=±¥=fmE  оларса, )(xf -я E  чохлуьунда санки щяр
йердя сонлу функсийа дейилир.

Беля функсийаларын сонсуз гиймятлярини истянилян ядядля,
мясялян, сыфырла явяз едяряк, артыг щяр йердя сонлу гиймятляр
алан функсийайа еквивалент функсийа аларыг. Теорем 2.3.1–
дян ашаьыдакы нятиъя алыныр:

санки щяр йердя сонлу функсийа йалныз вя йалныз о
заман юлчцлян олар ки, она еквивалент олан функсийа юлчцлян
олсун.

Гейд едяк ки, сонлу функсийалар цчцн нязярдя тутулан
лемма 2.1.1–ин щямин ифадяси санки щяр йердя сонлу
функсийалар цчцн дя доьрудур.

Ону да гейд етмяк лазымдыр ки, йалныз сонлу гиймятляр
алан функсийадан фяргли олараг Лебег чохлугларындан щяр
щансы биринин юлчцлян олмасындан E чохлуьунун юлчцлян
олмасы алынмыр. Бу ашаьыдакы садя мисалла тясдигини тапыр:
тутаг ки, E юлчцлмяйян чохлугдур, )(xf = - ¥, xÎE; истянилян

сонлу a ядяди цчцн E(f >a)=Æ, mE(f >a)=0. Лакин бурадан
f(x)-ин E-дя юлчцлян олмасы алынмыр.
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§ 4. Юлчцлян функсийалар цзяриндя щесаб ямялляри

Бурада исбат едяъяйик ки, юлчцлян функсийалар цзяриндя
щесаб ямялляри нятиъяни юлчцлян функсийалар синфиндян кянара
чыхармыр, йяни топлама, чыхма, вурма вя бюлмя ямялляри
юлчцлян функсийалара тятбиг едилярся, онда нятиъяляр йеня дя
юлчцлян функсийалардыр.

Теорем 2.4.1. E чохлуьунда )(xf  функсийасы юлчцлян-
дирся, k  ися сонлу ядяддирся, онда

1) kxf +)( ,  2) )(xkf , 3) )(xf , 4) )(2 xf

функсийалары вя 0)( ¹xf  оларса, 5) ( )xf

1
 функсийасы юлчцлян-

дирляр.
Исбаты. 1) kxf +)(  функсийасынын юлчцлян олмасы

( ) ( )kafEakfE ->=>+  мцнасибятиндян алыныр, чцнки
ахырынъы чохлуг, ka -  истянилян щягиги ядяд олдуьундан
юлчцляндир.

2) )(xkf  функсийасы 0=k  олдугда ( ) constxkf == 0
олдуьу цчцн юлчцляндир, 0¹k  олдугда ися

( )

ï
ï
î

ïï
í

ì

<÷
ø
ö

ç
è
æ <

>÷
ø
ö

ç
è
æ >

=>
олдугда

олдугда,

0,

0,

k
k
afE

k
k
afE

akfE

бярабярлийи доьрудур. Бурдан да )(xkf -ин юлчцлян олмасы
алыныр.

3) ( )xf  функсийасы цчцн аларыг:

( ) [ ] ( )[ ]î
í
ì

³-<>
<

=>
.оларса

оларса,

0,)(
0,

aaxfEaxfE
аE

afE
U

Саь тяряфдяки чохлугларын щяр икисинин юлчцлян олмасындан
( )afЕ >  чохлуьунун, нятиъядя ( )xf  функсийасынын

юлчцлян олмасы алыныр.
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4) Аналожи олараг ( )xf 2  функсийасы цчцн

( ) ( )ïî

ï
í
ì

³>

<
=>

оларса,

оларса,

0,

0,
2

aafE

аE
afE

шяклиндя эюстяриля билдийиндян вя саь тяряфдяки чохлугларын
юлчцлмясиндян ( )afE >2  чохлуьунун, нятиъядя ися ( )xf 2

функсийанын юлчцлян олмасы алыныр.
5) Нящайят, E  чохлуьунда ( ) 0¹xf  олдугда

( )

( )

( ) ( )ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

<÷
ø
ö

ç
è
æ <<>

>÷
ø
ö

ç
è
æ <>

=>

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
>

оларса,

оларса

оларса

0,100

,0,10

,0,0
1

a
a

fEfЕfE

a
a

fЕfE

аfE

a
f

E

IU

I

эюстярилишиндян вя саь тяряфдяки чохлугларын юлчцлян олма-

сындан ( )xf

1
 функсийасынын юлчцлян олмасы алыныр.

Теорем 2.4.2. Яэяр E чохлуьунда ики юлчцлян )(xf  вя

( )xg  функсийалары верилмишдирся, онда ( )gfE >  чохлуьу
юлчцляндир.

Исбаты. Бцтцн ( )¥¥-Î ,r  расионал нюгтялярини
(ядядлярини) щяр щансы ардыъыллыгла

,,,,,, 321 KK nrrrr

шяклиндя нюмряляйяк. Эюстяряк ки,

( ) ( ) ( )[ ]U I

¥

=

<>=>
1k

kk rgErfEgfE . (2.4.1)

Тутаг ки, ( )gfEx >Î .  Бу о демякдир ки,

( ) ( )xgxf > -дир. Еля расионал kr  ядяди тапмаг олар ки,

( ) ( )xgrxf k >>
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олар. Бурадан ися алыныр ки,
( ) ( )kk rgErfEx <>Î I

олар вя буна эюря дя

( ) ( )[ ]U I

¥

=

<>Î
1k

kk rgErfEx

олар.
Инди тярсиня, тутаг ки,

( ) ( )[ ]U I

¥

=

<>Î
1k

kk rgErfEx .

Онда x  нюгтяси ( ) ( )I kk rgErfE <>  топлананларындан

щеч олмазса бириня дахил олар. Бу о демякдир ки, ( ) krxf >
вя ( ) krxg <  олар, йяни ( ) ( )xgxf >  вя нятиъядя ( )gfEx >Î .

Беляликля, (2.4.1) бярабярлийи исбат олунур. )(xf  вя ( )xg
функсийалары E  чохлуьунда юлчцлян олдугларындан (2.4.1)
бярабярлийинин саь тяряфиня дахил олан чохлугларын щяр бири
юлчцляндир, нятиъядя щямин чохлугларын кясишмяси дя
юлчцляндир. Юлчцлян чохлугларын кясишмяси вя бирляшмяси
юлчцлян чохлуг олдуьун-дан ( )gfE >  чохлуьу да
юлчцляндир.

Теорем 2.4.3. )(xf  вя ( )xg , E  чохлуьунда сонлу
гиймятляр алан, юлчцлян функсийалардырса, онда 1)
( ) ( )xgxf - ,       2) ( ) ( )xgxf + , 3) ( ) ( )xgxf ×  вя ( ) 0¹xg

оларса, 4)
( )
( )xg

xf
 функ-сийаларындан щяр бири E  чохлуьунда

юлчцляндир.
Исбаты. 1) E чохлуьунда ( )xg  функсийасы юлчцлян олду-

ьундан, истянилян a  ядяди цчцн ( )xga +  функсийасы да E
чохлуьунда юлчцляндир. Онда теорем 2.4.2-йя ясасян
( )gafE +>  чохлуьу юлчцлян олаъагдыр. Диэяр тяряфдян,

( ) ( )gafEagfE +>=>-
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олдуьундан бу бярабярликдян алыныр ки, ( )agfE >-
чохлуьу, нятиъядя ися ( ) ( )xgxf -  функсийасы E  чохлуьунда
юлчцляндир.

Теорем 2.4.1-дя k= -1 цчцн –g(x) функсийасы юлчцлян-
дир вя теоремин исбат едилян щиссясиня ясасян 2) ( ) ( )xgxf +
функсийасынын юлчцлян олмасы

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xgxfxgxf --=+
бярабярлийиндян алыныр.

3) ( ) ( )xgxf ×  щасилинин юлчцлян олмасы

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ ( ) ( )[ ] }22

4
1 xgxfxgxfxgxf --+=×

ейнилийиндян алыныр, чцнки саь тяряфдяки орта мютяризя
ичярисиндяки функсийаларын щяр бири, щям дя онларын квадраты
юлчцляндир, нятиъядя ики юлчцлян функсийанын фярги кими саь
тяряфдяки функсийа юлчцляндир. Онда сол тяряфдяки ( ) ( )xgxf ×
функсийасы да юлчцлян олаъагдыр.

4) E -дя ( ) 0¹xg  оларса, онда ( )xg

1
 функсийасы E -дя

юлчцлян олдуьундан вя
( )
( )xg
xf

 ики юлчцлян функсийанын щасили

кими

( ) ( ) ( ) ( )xg
xfxgxf 1
×=×

шяклиндя эюстяриля билдийиндян
( )
( )xg
xf

 функсийасы E  чохлуьун-

да юлчцлян олаъагдыр.
Исбат едилян теорем 2.4.3-дя E  чохлуьунун бцтцн

нюгтяляриндя )(xf  вя g(x) функсийаларынын сонлу гиймят
алмалары шярти гейд едилмишдир, бу шярт ваъибдир. Якс щалда,
бу функсийалар цзяриндя щесаб ямялляри мянасыны итиря биляр.
Мясялян, щяр щансы нюгтядя +¥=)(xf вя -¥=)(xg  оларса,
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онда щямин нюгтядя )(xf +g(x) ъями щаггында щеч бир сюз
дейя билмярик. Яэяр )(xf  вя g(x) функсийалары цзяриндя ямял
иъра етдикдя эюстярилян гейри-мцяййянлик йохдурса, онда

)(xf  вя g(x) цчцн сонсуз гиймятляр дя эютцрцля биляр.
Теорем 2.4.4. Сонлу вя ¥+  гиймят алан )(xf  вя g(x)

функсийалары E  чохлуьунда юлчцляндирся, онда )(xf +g(x)
функсийасы E  чохлуьунда юлчцляндир.

Исбаты. )(xf  вя g(x) функсийаларындан щеч олмазса,

биринин ¥+ -а бярабяр гиймят алдыьы xÎE нюгтяляр чохлуьу
A  олсун. )(xf  вя g(x) функсийалары E  чохлуьунда юлчцлян
олдугларындан вя

[ ] ( )I

¥

=

>=+¥==
1n

nfEfEA

вя йа

[ ] ( )I

¥

=

>=+¥==
1n

ngEgEA

шяклиндя эюстяриля билдийиндян А  чохлуьу юлчцляндир. Диэяр
тяряфдян, )(xf +g(x) ъями А  чохлуьунда сабит ¥+
гиймятини алыр, она эюря дя )(xf +g(x) ъями А  чохлуьунда
юлчцляндир. AEE \=¢  чохлуьунда щям )(xf , щям дя g(x)
функсийалары сонлу гиймятляр алыр, онда теорем 2.4.3-я ясасян

)(xf +g(x) ъями E ¢  чохлуьунда юлчцляндир. Буна эюря дя
)(xf +g(x) ъями AEE È¢=  чохлуьунда да юлчцлян

олаъагдыр. Бунунла да теорем исбат олунур.

§ 5. Юлчцлян функсийалар ардыъыллыьы

Бу параграфда юлчцлян функсийалар ардыъыллыьынын лимити
дя юлчцлян функсийа олмасы арашдырылыр. Яввялъя лимит анлайышы
иля ялагядар бязи щаллары (кейфиййятляри) айдынлашдыраг.

Тутаг ки,
K,,, 321 aaa (2.5.1)
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щягиги ядядляр ардыъыллыьы верилмишдир, беля ки, бу ядядляр
арасында +¥ вя йа –¥ ядяляри дя ола биляр. [ ]K,, 1+nn aa
ядядляр чохлуьунун дягиг ашаьы сярщядини ns  иля, дягиг

йухары сярщядини ися nt  иля ишаря едяк, йяни

[ ]K1,inf += nnn aas ; [ ]K,,sup 1+= nnn aat (2.5.2)
олсун.

n  артдыгъа ns  азалмыр вя nt  артмыр. Беляликля, n  сонсуз

олараг артдыгда монотон ns  вя nt  ардыъыллыглары сонлу вя йа
сонсуз

Ssnn
=

¥®
lim ; Ttnn

=
¥®

lim ,

лимитляриня малик олъагдыр, беля ки,  монотонлуьа ясасян

nsS sup= ; ntT inf= , (2.5.4)

олар, бундан ялавя nn ts £  олмасындан TS £ алыныр. Гейд
едяк ки,

( ) ( ) ,,, K¥+¥+ ; вя ( ) ( )K., ¥-¥-
ардыъыллыгларынын лимитлярини уйьун олараг ¥+ -а вя ¥- -а
бярабяр щесаб едяъяйик. S  вя T  ядядляри (2.5.1)
ардыъыллыьынын уйьун олараг ашаьы вя йухары лимитляри адланыр.

Чох вахт

naS lim=  вя йа nn
aS inflim

¥®
=  ;

naT lim=  вя йа nn
aT suplim

¥®
=

йазылышындан истифадя едилир.
Ашаьыдакы лемманы исбат едяк.
Лемма 2.5.1. (2.5.1) ардыъыллыьынын лимитинин (сонлу вя

йа сонсуз) варлыьы цчцн TS =  олмасы зярури вя кафи шяртдир
вя яэяр бу шярт юдянярся, онда гейд едилян лимит S-я
бярабярдир.

Исбаты. Яввялъя кафи шярти исбат едяк. nk ³  олдугда

nkn tas ££  аларыг, яэяр ns -ин вя nt -ин лимитляри цст-цстя



61

дцшярся, йяни TS = оларса, онда San ® , йяни Sann
=

¥®
lim

олар.
Инди зярурилийи исбат едяк. (2.5.1) ардыъыллыьынын сонлу d

лимити, йяни d=
¥® nn

alim  олсун. Буна эюря, истянилян 0>e  цчцн

еля n0 нюмряси вар ки, n³n0 олдугда ( )eded +-Î ,na .

Ардыъыллыьын дягиг ашаьы вя дягиг йухары сярщядинин тярифиня
ясасян n³n0 олдугда ( )eded +-Î ,, nn ts олар. Онда 0>e -

ын ихтийарилийиня ясасян бурадан алыныр ки, d®ns  вя d®nt ,

йяни d==TS . Тамамиля аналожи олараг (2.5.1) ардыъыллы-
ьынын сонсуз лимити олдуьу щала бахылыр.

Инди юлчцлян функсийалар ардыъыллыьынын бязи хассялярини
исбат едяк.

Теорем 2.5.1. E  чохлуьунда верилмиш )}({ xf n  функси-

йалар ардыъыллыьы юлчцляндирся, онда ExÎ"  цчцн
( ) ( )xfx nn

inf=j  вя ( ) ( )xfx n
n

sup=y (2.5.5)

функсийалары E  чохлуьунда юлчцляндир.
Исбаты. ( )xy  функсийасынын юлчцлян олдуьуну эюстяряк.

Бу функсийанын юлчцлян олмасы

( ) ( )U

¥

=

>=>
1n

n afEaE y (2.5.6)

бярабярлийиндян алыныр. Доьрудан да, ( )aEx >Î y , йяни

( ) ax >y  фярз етсяк, онда кифайят гядяр кичик 0>e  цчцн

( ) ey +> ax  олар. Дягиг йухары сярщядин тярифиня эюря еля 0n

нюмряси тапмаг олар ки, ( ) ( ) ey -> xxf n0
 олар. Бурадан

( ) ( ) aaxf n =-+> ee
0

 вя буна эюря ( )afEx n >Î
0

, нятиъядя

U

¥

=

>Î
1

)(
n

n afEx  олар.

Тутаг ки,
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U

¥

=

>Î
1

)(
n

n afEx ,

онда еля n0 нюмряси вар ки, ( )afEx n >Î
0

, йяни ( ) axf n >
0

олар. Лакин ( ) ( ) axfx n >³
0

y , йяни ( )aEx >Î y -дир,

бунунла да (2.5.6) бярабярлийи исбат олунур. Бурадан да
( )xy -ин юлчцлян олдуьу алыныр. ( )xj  функсийасынын E

чохлуьунда юлчцлян олмасы аналожи гайда иля

( ) ( )( )U

¥

=

<=<
1n

n axfEaE j

бярабярлийиндян алыныр.
Теорем 2.5.2. Юлчцлян ( )xfn (n=1,2,…) функсийалар

ардыъыллыьы E  чохлуьунун щяр бир x  нюгтясиндя монотон
артан (вя йа монотон азалан) ардыъыллыгдырса, онда )(xf
лимит функсийасы E чохлуьунда юлчцляндир.

Исбаты. Монотон артан функсийалар ардыъыллыьынын лимит
функсийасы бу ардыъыллыьын ( )xy  дягиг йухары сярщяди иля,

монотон азалан ардыъыллыгларын лимит функсийасы ися ( )xj
дягиг ашаьы сярщяди иля цст-цстя дцшдцйц цчцн, бу теоремин
исбаты билаваситя теорем 2.5.1-дян нятиъя олараг чыхыр.

Теорем 2.5.3. E  чохлуьунда верилмиш ( ){ }xfn

функсийалар ардыъыллыьы юлчцляндирся, онда бу ардыъыллыьын ( )xS

ашаьы вя ( )xT  йухары лимитляри дя E  чохлуьунда юлчцлян
функсийалардыр.

Исбаты. xÎE цчцн
( ) ( ) ( )[ ],...,inf 1 xfxfxs nnn += ; ( ) ( ) ( )[ ],...,sup 1 xfxfxt nnn +=

функсийаларыны дахил едяк. Теорем 2.5.1-я ясасян ихтийари n
цчцн sn(x) вя tn(x) функсийалары E  чохлуьунда юлчцляндирляр.
( )xS  вя ( )xT  функсийалары уйьун олараг монотон sn(x) вя

tn(x) ардыъыллыгларынын лимит функсийаларыдыр, одур ки, теорем
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2.5.2-йя  ясасян  онлар  да E   чохлуьунда юлчцлян функси-
йалардыр.

Теорем 2.5.4. E  чохлуьунда верилмиш юлчцлян ( ){ }xfn

функсийалар ардыъыллыьынын щяр бир ExÎ  нюгтясиндя (сонлу вя
йа сонсуз)

( ) ( )xfxf nn ¥®
= lim

лимити варса, онда ( )xf  лимит функсийасы да E  чохлуьунда
юлчцляндир.

Исбаты. Шяртя эюря щяр бир ExÎ  нюгтясиндя
( ) ( )xfxf nn ¥®

= lim  лимити вар. Онда лемма 2.5.1-я ясасян

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxTxfxfxS nnn
n

====
¥®¥®

limlim

олмалыдыр. Теорем 2.5.3-я ясасян ися ( )xS  вя ( )xT  лимитляри
E  чохлуьунда юлчцляндирляр, нятиъядя )(xf  лимит функсийасы
да E  чохлуьунда юлчцляндир.

Бу теорем юлчцлян функсийалар ардыъыллыьынын щяр бир
нюгтядя йыьылмасында ясас рол ойнайыр, ону бир гядяр
цмумиляшдирмяк олар.

Тяриф 2.5.1. Юлчцсц сыфыр олан EE Ì¢  алтчохлуьу мцс-
тясна олмагла бцтцн ExÎ  нюгтяляриндя

( ) ( )xfxfnn
=

¥®
lim

оларса, онда дейирляр ки, ( ){ }xfn  ардыъыллыьы E  чохлуьунда

санки щяр йердя )(xf -я йыьылыр вя

( ) ( )xfxf
n

yhs
n ¥®

¾¾ ®¾ ..

шяклиндя йазылыр.
Теоерм 2.5.5. E  чохлуьунда юлчцлян ( ){ }xfn  функси-

йалар ардыъыллыьы санки щяр йердя )(xf  функсийасына йыьыларса:

( ) ( )xfxfnn
=

¥®
lim , (2.5.7)

онда )(xf  функсийасы да E  чохлуьунда юлчцляндир.
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Исбаты. E  чохлуьунун (2.5.7) шяртини юдяйян нюгтяляр
чохлуьу E ¢  вя EEE ¢=¢¢ \  олсун. Онда 0=¢¢Em  вя буна
эюря дя E ¢¢  чохлуьу юлчцлян олар. Юлчцсц сыфыр олан чохлугда
истянилян функсийа юлчцлян олдуьундан f(x) лимит функсийасы
E ¢¢ чохлуьунда, йяни EE ¢\  чохлуьунда юлчцлян олар.
( ) ( ),...2,1=nxfn  функсийалары E ¢  чохлуьунда 2.5.7 шяртини

юдяйир. Онда теорем 2.5.4-я ясасян )(xf  лимит функсийасы
E ¢  чохлуьунда юлчцлян олаъагдыр. Бундан башга,

EEE ¢¢=¢ \  ики юлчцлян чохлуьун фярги кими юлчцляндир.
Нятиъядя теорем 2.2.4-я ясасян )(xf  функсийасы EEE ¢¢¢= U

чохлуьунда юлчцляндир.

Мисал. [ ]1,0  сегментиндя ( ) ( )n
n xxf -= , n=1,2,…

функсийалар ардыъыллыьы ¥®n  олдугда ( ) 0ºxf  функсийа-
сына санки щяр йердя йыьылыр ( 1=x  нюгтясиндян башга щяр
йердя йыьылыр).

Русийада щягиги дяйишянли функсийалар нязяриййясинин
йарадыъыларындан олан Д.Ф.Йегоров (1869-1931) 1913-ъц
илдя санки щяр йердя йыьылма вя мцнтязям йыьылма анлайышлары
арасында ялагя йарадан ашаьыдакы теореми исбат етмишдир.

Теорем 2.5.6 (Йегоров). ( ){ }xfn  функсийалар ардыъыллыьы
E  чохлуьунда санки щяр йердя )(xf  функсийасына йыьыларса,

онда истянилян 0>d  ядяди цчцн еля юлчцлян EE Îd  чохлуьу
вар ки,

1) dd -> mEmE  олур;

2) dE  чохлуьунда ( ){ }xfn  ардыъыллыьы )(xf -я мцнтя-
зям йыьылыр.

Юлчцлян функсийалар нязяриййясиндя мцщцм рол ойна-
йан даща бир йыьылма анлайышы да дахил едяк.

Тяриф 2.5.2. Тутаг ки, E чохлуьунда юлчцлян вя санки
щяр йердя сонлу олан

( ) ( ) ( ),...,...,, 21 xfxfxf n (2.5.8)
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функсийалар ардыъыллыьы, юлчцлян вя санки щяр йердя сонлу ( )xf
функсийасы верилмишдир.

Истянилян 0>d ядяди цчцн
( ) 0lim =³-

¥®
dffmE nn

(2.5.9)

олдугда дейирляр ки, (2.5.8) ардыъыллыьы E чохлуьунда юлчцйя
эюря f(x) функсийасына йыьылыр.

mE<+¥ олдуьу щалда (2.5.9) шярти эюстярир ки, E-нин
( ) ( ) d<- xfxfn  бярабярсизлийини юдяйян нюгтяляр чохлуьу-

нун юлчцсц ¥®n  олдугда бцтцн E  чохлуьунун юлчцсцня
истянилян гядяр йахын олур.

Рус алими Г.М.Фихтенголс (1888-1959) тяряфиндян
юлчцйя эюря йыьылма ишаряси

ffn Þ
шяклиндя дахил едилмишдир.

Гейд едяк ки, ейни функсийалар ардыъыллыьы юлчцйя эюря
мцхтялиф функсийалара йыьыла биляр. Бу тяклиф ашаьыдакы
теоремлярдян айдындыр.

Теорем 2.5.7. E  чохлуьунда ffn Þ , f ~ g  оларса,

онда gfn Þ .

Исбаты. Истянилян 0>d  ядядиня эюря
( ) ( ) ( )dd ³-¹Ì³- ffEgfEgfE nn U

олаъагдыр, бурадан ( ) 0=¹ gfmE  олдуьу цчцн

( ) ( )dd ³-£³- ffmEgfmE nn

бярабярсизлийини аларыг. Бу бярабярсизликдян вя ¥®n
олдугда

( ) 0®³- dffmE n

олмасындан
( ) 0®³- dgfmE n

алыныр ки, бу да E -дя gfn Þ  олдуьуну эюстярир.
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Теорем 2.5.8. Яэяр E  чохлуьунда ffn Þ  вя gfn Þ
оларса, онда f ~ g  олар.

Исбаты. Истянилян 0>d  цчцн

( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ ³-÷

ø
ö

ç
è
æ ³-Ì³-

22

dd
d gfEffEgfE nn U       (2.5.10)

мцнасибяти доьрудур. Тутаг ки,

( ) .
22 þ

ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ ³-÷

ø
ö

ç
è
æ ³--³-Î

dd
d gfEffEgfEx nnn U

Онда ExÎ , лакин (2.5.10)-ун саь тяряфиня дахил олмаз, йяни

2
)()( d
<- xfxf n  вя

2
)()( d
<- xgxf n

олар. Бурадан

edd
=+<-+-<-

22
)()()()()()( xgxfxfxfxgxf nn

олар ки, бу да x  нюгтясинин (2.5.10) мцнасибятинин сол

тяряфиня дя дахил олмадыьыны, йяни )|(| d³-Î gfEx n  олдуьу-
ну эюстярир.

ffn Þ , gfn Þ
мцнасибятляри ися

0
22

lim =ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ ³-+÷

ø
ö

ç
è
æ ³-

¥®

dd gfmEffmE nnn
,

нятиъядя ися, ( ) 0=³- dgfmE  олдуьуну эюстярир. Анъаг

( ) U
¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ ³-Ì¹

1

1

n n
gfEgfE

олдуьу цчцн E  чохлуьунда f ~ g  олмасы алыныр.
Инди юлчцйя эюря йыьылма вя санки щяр йердя йыьылма

арасында мцнасибяти айдынлашдыраг. Бунун цчцн ашаьыдакы
ики теоремя бахаг.

Теорем 2.5.9 (А.Лебег). Тутаг ки, сонлу юлчцлц
( +¥<mE ) E  чохлуьунда юлчцлян вя санки щяр йердя сонлу
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( ) ( ),...2,1=nxfn  функсийалар ардыъыллыьы вя санки щяр йердя

сонлу )(xf  функсийасы верилмишдир. Яэяр ( ){ }xfn  ардыъыллыьы

E  чохлуьунда санки щяр йердя )(xf  функсийасына йыьыларса,
онда бу ардыъыллыг E  чохлуьунда юлчцйя эюря щямин )(xf
функсийасына йыьылыр.

Исбаты. Гейд едяк ки, теорем 2.5.5-я ясасян )(xf  лимит
функсийасы E  чохлуьунда юлчцляндир, ¥®n  олдугда

( ) 0®³- dffmE n  олдуьуну исбат етмяк лазымдыр. )(xf n

вя )(xf  функсийаларынын сонсуз гиймятляр алдыьы вя { )(xf n }-

ин )(xf -я йыьылмадыьы нюгтяляр чохлуьуну
)|(| +¥== fA ,

)|(| +¥== nn fEA ,

)( ffEB n ®/=
кими ишаря едяк. Теоремин шяртляриня ясасян бу чохлугларын
щяр биринин юлчцсц сыфра бярабярдир, йяни

0=mA ; 0=nmA ; 0=mB .
Одур ки,

U

¥

=

ÈÈ=
1n

nABAQ

бирляшмяси цчцн дя 0=mQ  олар.
Ашаьыдакы чохлуглара бахаг:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )IU

¥

=

¥

=

==³-=
1

,,
n

n
nk

knkk RMERffEE ddddd .

Айдындыр ки, бу чохлугларын щамысы юлчцляндир.
( ) ( ) ( ) ( ) KK ÉÉÉÉÉ dddd nRRRR 321

олдуьу цчцн, юлчцнцн кясилмязлик хассясиня ясасян ¥®n
олдугда

( ) mMmRn ®d (2.5.11)
олаъагдыр.

Инди
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QM Ì (2.5.12)
олдуьуну йохлайаг.

Доьрудан да, Qx Î0  цчцн

( ) ( )00lim xfxfkk
=

¥®

олур. Демяли, верилян 0>d  цчцн еля n  нюмряси тапылар ки,
nk ³  цчцн ( ) ( ) d<- 00 xfxfk  олар, йяни nk ³  цчцн

( ),0 dkEx Î  буна эюря дя ( )dkRx Î0  олар. Онда Mx Î0

олур. Бурадан да QM Ì  алыныр.
Бу заман 0=mQ  олмасына ясасян 0=mM  вя

( ) 0¾¾ ®¾ ¥®nnmR d
алыныр.

Бу ися теоремин исбатыны верир; чцнки ( ) ( )dd nn RE Ì -

дир, бурадан ися ¥®n  олдугда
( ) ( ) 0®³-£ dd ffmEmE kn

олмасы алыныр ки, бу да E  чохлуьунда ffn Þ  олдуьуну
эюстярир.

Юлчцйя эюря йыьылма анлайышынын кюмяйи иля Лебег
теоремини ашаьыдакы кими ифадя етмяк олар.

Теорем 2.5.9*. Санки щяр йердя йыьылан функсийалар
ардыъыллыьы, юлчцйя эюря дя щямин лимит функсийасына йыьылыр.

Гейд етмяк лазымдыр ки, бу теоремдя +¥<mE
олмасы ясас шяртдир, чцнки +¥=mE  юлчцлц E  чохлуьунда
санки щяр йердя йыьылмадан юлчцйя эюря йыьылма алынмыр.
Буну ашаьыдакы садя мисал тясдиг едир: тутаг ки,

( ) ( ),...2,1=kxfk  функсийалары ( )¥+= ,0E  интервалында

( )
î
í
ì

>
£<

=
olduqda

olduqda

kx
kx

xf k ,1
,0,0

шяклиндя тяйин олунмушлар.
Онда бцтцн ( )¥+Î ,0x  нюгтяляри цчцн ( ) 0®xfk

олар, лакин +¥=³ )1( kfmE  олар. Йяни
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( )
î
í
ì

>
£<

=
¥® olduqda

olduqda

kx
kx

xf kk ,1
,0,0

lim

олар вя буна эюря дя ( ){ }xfk  ардыъыллыьы юлчцйя эюря ( ) 0ºxf
функсийасына йыьылмыр.

Гейд 2.5.1. Ардыъыллыьын юлчцйя эюря йыьылмасындан
ади мянада йыьылмасы алынмыр. Мисал цчцн [0,1)
йарымсегментиндя щяр бир натурал k ядяди цчцн

( ) ( )

ï
ï
î

ïï
í

ì

÷
ø
ö

êë
é -

Î

÷
ø
ö

êë
é -

Î
=

olduqda

olduqda

k
i

k
ix

k
i

k
ix

xf k
i

,1~,0

,,1,1

( ),...2,1;,...,2,1 == kki
шяклиндя олмагла k сайда

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxf k
k

kk ,...,, 21

функсийаларыны тяйин едяк. Хцсуси щалда [ )1,0 -дя ( ) ( ) 11
1 ºxf

олур. Бцтцн гурулан функсийалары бир ардыъыллыг шяклиндя
йазаг, бунун цчцн ашаьы индексляри артма ардыъыллыьы, йухары
индексляри ися ейни бир ашаьы индекс цчцн артма ардыъыллыьы иля
нюмряляйяк, онда

( ) ( ) ( ) ,1
11 xfx =j ( ) ( ) ( ) ,2

12 xfx =j ( ) ( ) ( ) ,2
23 xfx =j

( ) ( ) ( ) ,3
14 xfx =j ( ) ( ) ( ) ,3

25 xfx =j ( ) ( ) ( )xfx 3
36 =j , … (2.5.13)

Асанлыгла ( )xnj  функсийалар ардыъыллыьынын [ )1,0 -дя
юлчцйя эюря сыфра йыьылдыьыны мцяййян етмяк олар. Доьрудан
да, яэяр ( ) ( ) ( )xfx k

in =j  оларса, онда истянилян 0>d  цчцн

( ) ÷
ø
ö

êë
é -

=³-
k

i

k

i
E n ,

1
0 dj  вя ( ]

kk

i

k

i
mmE n

1
,

1
=úû

ù
êë
é -

=³ dj

олур ки, бу да, ¥®n  олдугда тяклифин доьрулуьуну
эюстярир. Ейни заманда истянилян [ )1,0Îx  нюгтяси цчцн
(2.5.13) ардыъыллыьында бу нюгтядя ващидя, щям дя сыфра
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бярабяр гиймятляр алан сонсуз сайда функсийалара раст
эялмяк олар. Нятиъядя, (2.5.13) ардыъыллыьынын x нюгтясиндя
лимити йохдур. xÎE ихтийари олдуьундан [ )1,0  аралыьынын щеч

бир нюгтясиндя ( ) 0®xnj  мцнасибятинин юдянмядийини дейя
билярик.

Беляликля, юлчцйя эюря йыьылма анлайышы, санки щяр
йердя йыьылма анлайышындан, хцсусян дя щяр йердя йыьылма
анлайышындан даща цмуми (эениш) мцщцм анлайышдыр.

Буна бахмайараг маъар рийазиййатчысы Ф.Рисс (1880-
1956) ашаьыдакы теореми исбат етмишдир.

Теорем 2.5.10 (Рисс). Тутаг ки, сонлу юлчцлц
( )+¥<mE E чохлуьунда юлчцлян вя санки щяр йердя сонлу

( ) ( ),...2,1=nxf n  функсийалар ардыъыллыьы вя санки щяр йердя

сонлу )(xf  функсийасы верилмишдир. Яэяр ( ){ }xf n  ардыъыллыьы

E чохлуьунда юлчцйя эюря )(xf -я йыьыларса, онда бу
ардыъыллыгдан E –дя санки щяр йердя )(xf  функсийасына

йыьылан ( ){ }xf
kn  алтардыъыллыьы айырмаг олар.

Исбаты. Цмумилийи позмадан )(xf n  вя )(xf
функсийаларынын E чохлуьунда санки щяр йердя йох, щяр
йердя сонлу гиймятляр алдыьыны фярз едя билярик (якс щалда
теорем 2.5.9-ун исбатында олдуьу кими A  вя nA  чохлуглары

дахил едяряк, бцтцн мцщакимяляри ÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¥

=
U

1

\
n

nAAE  чохлуьу

цчцн апарарыг).
Гейд едяк ки, ( ){ }xf

kn  алтардыъыллыьыны гурмаг цчцн

......21 <<<< knnn (2.5.14)
индексляр ардыъыллыьыны гурмаг лазымдыр. Бунун цчцн мцсбят
щядли монотон азалан, лимити сыфра бярабяр олан

......21 >>> kddd
ядядляр ардыъыллыьы вя мцсбят щядли йыьылан
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......321 +++++ khhhh
ядяди  сыра  эютцряк.

Инди тяляб едилян (2.5.14) индексляр ардыъыллыьыны гураг.
( ){ }xf

kn  алтардыъыллыьынын юлчцйя эюря E -дя )(xf -я

йыьылмасына ясасян
( ) 0lim 1 =³-

¥®
dffmE nn

олдуьундан еля h1 нюмряси вар ки, онун цчцн
( ) 111

hd <³- ffmE n

олар.
( ) 0lim 2 =³-

¥®
dffmE nn

олдуьундан еля h2<h1 нюмряси вар ки,

( ) 222
hd <³- ffmE n , 12 nn > .

Цмумиййятля, kn  иля еля натурал ядяди ишаря едяк ки,

( ) kkn ffmE
k

hd <³- , 1-> kk hh
олсун.

Беляликля, (2.5.14) ардыъыллыьы йяни ( ){ }xf
kn  алтардыъыллыьы

алыныр. Эюстяряк ки, ( ){ }xf
kn  алтардыъыллыьы санки щяр йердя f(x)

функсийасына йыьылыр.
Теорем 2.5.9-ун исбатындакы кими

( )U I

¥

=

¥

=

=³-=
ik i

ikni RMffER
k

1

,d

иля ишаря едяк.

олдуьу цчцн юлчцнцн кясилмязлик хассясиня ясасян
mMmRi ®

олаъагдыр.

...321 ÉÉÉ RRR
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Диэяр тяряфдян айдындыр ки, å
¥

=

<
ik

kimR h , бурадан

¥®i  олдугда 0®imR , йяни 0=mM  алыныр.

Инди E  чохлуьунда санки щяр йердя
( ) ( )xfxf

knk
=

¥®
lim (2.5.15)

олдуьуну мцяййянляшдиряк. Бунун цчцн ME \  чохлуьунун
бцтцн нюгтяляриндя (2.5.15) мцнасибятинин юдяндийини
йохламаг лазымдыр.

MEx \0 Î  олсун,  онда еля 0k  тапылар ки,
00 kRx Î

олдуьуна эюря ,0 Ex Î Mx Î0 олар. Бу ися эюстярир ки,

бцтцн 0kk ³ -лар цчцн

( )( )kn fxfEx
k

d³-Î0 .

Бурада ( ) ( ) kn xfxf
k

d<- 00 ( )0kk >  олур. Бурадан,

шяртя эюря 0®kd  олдуьу цчцн ( ) ( )00lim xfxfnkk
=

¥®
 олур ки,

бунунла да теорем исбат олур.

Юлчцлян функсийалара аид тапшырыглар.

1. Юлчцлян E  чохлуьунда )(xf  функсийасы верилдик-

дя, исбат един ки, истянилян A  ядяди цчцн ( ) Axf ³  шяртини

юдяйян нюгтяляр чохлуьу юлчцляндирся, онда ( ) Axf =  шяртини
юдяйян нюгтяляр чохлуьу да юлчцляндир.

2. Истянилян аралыгда щяр бир расионал (там олмайан)
функсийанын юлчцлян олдуьуну исбат един.

3. ( )xD  Дирихле функсийасы олдугда úû
ù

êë
é

2
,0
p

 сегмен-

тиндя тяйин едилян ( ) ( ) xxDxf sin×=  функсийасынын юлчцлян
олдуьуну исбат един.

4. ( )xf  функсийасы E чохлуьунда юлчцлян олдугда
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( ) ( ) ( )
( )î

í
ì

£
>

=+ оларса,

оларса

0,0
,0,

хf
хfxf

xf

( ) ( )
( ) ( )î

í
ì

<-
³

=- оларса

оларса

0,
,0,0

хfxf
хf

xf

функсийаларынын E чохлуьунда юлчцлян олдуьуну исбат един.
5. ( ) 0³xf  функсийасы E  чохлуьунда юлчцлян ол-

дугда, ( )xf  функсийасынын E чохлуьунда юлчцлян олдуьу-

ну исбат един.
6. Яэяр )(xf  функсийасы E чохлуьунда юлчцляндирся,

( )[ ]
( ) ( )

( )ïî

ï
í
ì

>

£
=

nxf

nxfxf
xf n

яэяр

яэяр

,0

,,

шяклиндя тяйин едилян ( )[ ] nxf  функсийасы E чохлуьунда
юлчцлян олаъагдырмы?

7. ( )xf -ин E  чохлуьунда юлчцлян олмасындан

щямин чохлугда )(xf -ин юлчцлян олмасы алынырмы?

8. )(xf  вя ( )xg  функсийалары E  чохлуьунда юлчцлян

вя пилляли олдугда ( ) ( )xgxf ba +  вя ( ) ( )xgxf ×  функсийаларын
да (a  вя b  сабитляр олдугда) E  чохлуьунда юлчцлян вя
пилляли функсийалар олдуьуну эюстярин.

9. E  чохлуьу вя истянилян r расионал ядяди цчцн
( )rfE <  чохлуглары юлчцляндирся, онда )(xf  функсийасынын

юлчцлян олдуьуну исбат един.
10. [ ]ba,  сегментиндя йыьылан юлчцлян функсийалар

сырасынын ъяминин юлчцлян функсийа олдуьуну эюстярин.
11. { }nx  ардыъыллыьынын [ ]1,0 -дя санки щяр йердя

( ) 0=xf  функсийасына йыьылдыьыны эюстярин. { }nx  ардыъыллыьынын
)(xf -я щям дя юлчцйя эюря йыьылдыьыны эюстярин.
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Тутаг ки, ( ){ }xfn  вя ( ){ }xgn  юлчцлян функсийалар

ардыъыллыьы E  чохлуьунда юлчцйя эюря юлчцлян )(xf  вя ( )xg
функсийаларына йыьылыр. Ашаьыдакы тяклифляри (фикирляри) исбат
един (12-15 мясяляляр).

12. { }nfa ардыъыллыьы юлчцйя эюря ( )xfa -я йыьылыр.

13. ( ) ( ){ }xgxf nn +  ардыъыллыьы юлчцйя эюря ( ) ( )xgxf +
функсийасына йыьылыр.

14. ( ){ }xf n  ардыъыллыьы юлчцйя эюря ( )xf  функсийа-

сына йыьылыр.
15. { }nn gf  ардыъыллыьы юлчцйя эюря gf × -я йыьылыр.
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ЫЫЫ ФЯСИЛ

МЯЩДУД  ФУНКСИЙАНЫН  ЛЕБЕГ  ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Риман интегралы

1.1. Интегралын Риман тярифи. Дарбу ъямляри.

Мяшщур франсыз рийазиййатъысы О.Л.Коши (1798-1857)
тяряфиндян верилмиш вя алман рийазиййатчысы Б.Риман (1826-
1866) тяряфиндян инкишаф етдирилмиш интегралын классик тярифи,
интегралын Риман (Коши–Риман) тярифи артыг рийази анализ
курсундан мялумдур. Риман интегралы щаггында бязи
фактлары хатырлайаг.

Тутаг ки, f(х) функсийасы [a,b] сегментиндя мящдуд-
дур. [a,b] sегментини

a=x0<x1<x2<…<xn=b
нюгтяляри иля истянилян гайдада кичик [xk,xk+1] щиссяляриня

бюляк вя щяр бир щиссядя ихтийари xkÎ[xk,xk+1]  ( 1,0 -= nk )
нюгтялярини сечяряк
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+ -=

1

0
1 ))((

n

k
kkk xxf xs

шяклиндя, Риман интеграл ъями йа да садяъя интеграл ъями
адланан ъям дцзялдяк.

Айдындыр ки, s интеграл ъями [a,b]-нин щиссяляря
бюлцнмяси вя xk нюгтяляринин сечилмяси цсулларындан асылыдыр.

Тяриф 3.1.1. [a,b] сегментинин бюлцнмяси вя xk
нюгтяляринин сечилмяси цсулларындан асылы олмайараг,

)(max 1 kkk
xx -= +l ядяди сыфра йахынлашдыгда, s интеграл

ъями сонлу Ж лимитиня йахынлашарса, онда бу лимитя [а,b]-дя
f(x) функсийасынын Риман интегралы, йахуд мцяйян интеграл
дейилир вя
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ò=
b

a

dxxfJ )(

символу иля ишаря едилир.
Бязян сющбят мящз Риман интегралы щаггында

олдуьуну билдирмяк мягсяди иля щямин интегралы

ò=
b

a

dxxfRJ )()(

шяклиндя дя йазырлар.
Мцяййян интегралын кясилмяз функсийалар цчцн тярифи

1823-ъц илдя Коши тяряфиндян верилмишдир.
Бурада верилян интеграл анлайышы щям дя кясилян

функсийалар цчцн, 1854-ъц илдя Риман тяряфиндян тядгиг
едилмишдир. Риман интегралы олан функсийалар синфи, Риман
мянада интегралланан вя йа гысаъа олараг (R) интегралланан
функсийалар адланыр. Айдындыр ки, щяр бир k-ъы [xk,xk+1]
сегментдя f(x)-ин дягиг ашаьы вя дягиг йухары сярщядляри вар,
чцнки f(x) функсийасы [a,b]-дя мящдуд олдуьундан онун щяр
бир щиссясиндя дя, мящдуд олаъагдыр.

k-ъы [xk,xk+1] сегментиндя f(x) функсийасынын дягиг
ашаьы вя дягиг йухары сярщядлярини уйьун олараг mk вя Mk иля
ишаря едяряк, [a,b] сегментиндя f(x) функсийасы цчцн уйьун
олараг, ашаьы вя йухары Дарбу* ъямляри адланан даща садя

åå
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+ -=-=

1
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1

1
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1 )()(

n

k
kkk

n

k
kkk xxMSxxmS вя

ъямлярини дцзялдяк.
Гейд едяк ки, Дарбу ъямляри [a,b] сегментинин

щиссяляря бюлцнмяси цсулундан асылыдыр, лакин xk нюгтяляринин
сечилмясиндян асылы дейил.

Дарбу ъямляри ашаьыдакы мцщцм хассяляря маликдир.
Хасся 3.1.1.  [a,b] сегментинин верилмиш бюлэцсцня

* Гастон Дарбу (1842-1917) франсыз рийазиййатчысыдыр.
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уйьун (истянилян) s интеграл ъями, щямин бюлэцнцн Дарбу
ъямляри арасында йерляшир:

SS ££s .
Хасся 3.1.2. [a,b] сегментинин верилмиш бюлэцсцня

уйьун S ашаьы вя S  йухары Дарбу ъямляри уйьун олараг,
верилмиш бюлэцйя уйьун s интеграл ъямляринин дягиг ашаьы вя
дягиг йухары сярщядляридир, йяни

ss sup,inf == SS .
Хасся 3.1.3. [a,b] сегментинин бюлэц нюгтяляри

сырасына йени бюлэц нюгтяляри ялавя етдикдя, S  ашаьы Дарбу

ъями азалмыр, S  йухары Дарбу ъями ися артмыр.
Хасся 3.1.4. [a,b] сегментинин щансы бюлэцсцня аид

олмасындан асылы олмайараг, щяр бир ашаьы Дарбу ъями, щяр
бир йухары Дарбу ъяминдян бюйцк дейилдир.

Хасся 3.1.5. [a,b] сегментинин бцтцн мцмкцн олан
бюлэцляри цчцн алынмыш йухары Дарбу ъямляринин гиймятляри

чохлуьунун дягиг ашаьы сярщяди J , ашаьы Дарбу ъямляринин
гиймятляри чохлуьунун дягиг йухары сярщяди J  вар, йяни

SJSJ sup,inf ==
вя

S ≤ J ≤ J ≤ S
бярабярсизликляр системи доьрудур.

J  вя J  ядядляри уйьун олараг, f(x) функсийасынын
[a,b]-дя ашаьы вя йухары Дарбу интеграллары адланыр.

Хасся 3.1.6. [a,b] сегментиндя тяйин олунмуш бцтцн
мящдуд функсийалар цчцн

S
0

lim
®l

 вя S
0

lim
®l

лимитляри вар вя
SJ

0
lim
®

=
l

 вя SJ
0

lim
®

=
l

бярабярликляри доьрудур.
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Бурадан вя хасся 3.1.1-дян чыхыр ки,
s

l 0
lim
®

=J

лимити дя варса, онда
J ≤ J ≤ J

бярабярсизликляри юдянир.
Гейд 3.1.1.

s
l 0
lim
®

=J (3.1.1)

лимитинин олмасындан ейни заманда

SJ
0

lim
®

=
l

 вя SJ
0

lim
®

=
l

(3.1.2)

лимитляринин олмасы вя тярсиня, (3.1.2) шяртляринин
юдянмясиндян (3.1.1) мцнасибятинин алынмасыны нязяря
алараг, мцяййян интеграла Дарбу  интегралынын (ъямляринин)
васитяси иля ашаьыдакы кими дя тяриф вермяк олар.

Тяриф 3.1.2. Яэяр [a,b] сегментиндя f(x) функсийасынын
ашаьы вя йухары Дарбу интеграллары (ъямляринин лимитляри) цст-
цстя дцшярся, онда f(x)-я [a,b]-дя Риман мянада
интегралланан функсийа, ашаьы вя йухары Дарбу интегралынын
(ъямляринин) ортаг гиймятиня (лимитиня) ися [a,b] сегментиндя
f(x) функсийасынын Риман мянада интегралы дейилир, йеня дя

ò=
b

a

dxxfJ )(  вя йа ò=
b

a

dxxfRJ )()(

шяклиндя йазылыр.
Гейд етмяк лазымдыр ки, мцяййян интеграла верилян

щяр ики тяриф Риман мянада интегралын
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ортаг лимити кими тяйин едилмясини тямин едир, Dx=xk+1 – xk .
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1.2. Риман интегралынын варлыьы шяртляри.

Яэяр f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя гейри мящдуд
оларса, онда онун цчцн Дарбу ъямляри дцзялтмяк олмаз,
лакин s интеграл ъями дцзялтмяк олса да, сонлу лимити
олмайаъагдыр. Демяли, гейри мящдуд функсийалар Риман
мянада интегралланан ола билмяз. Онда, Риман мянада
интегралын тярифи, Дарбу ъямляри вя хассяляри цчцн, йарайан
бцтцн функсийалар [a,b] сегментиндя мящдуд олмалыдырлар.
Буна ясасян, демяк олар ки, [a,b] сегментиндя
интегралланан бцтцн функсийалар мящдуддур. Башга сюзля,
f(x) функсийасынын [a,b]-дя Риман мянада интегралланмасы
цчцн зярури шярт, онун мящдуд олмасыдыр. Бу шярт йалныз
зяруридир, кафи дейилдир. Беля ки, еля мящдуд функсийалар
гурмаг олар ки, Риман мянада интегралланан олмаз.

Мясялян, [a,b] сегментиндя тяйин едилмиш

î
í
ì

=
нюгтядирсяиррасионал

,нюгтядирсярасионал

x
x

xD
,0
,1

)(

Дирихле* функсийасына бахаг. Бу функсийа Риман
мянада интегралланан дейил, чцнки, s интеграл ъями бцтцн xk
нюгтяляри расионал олдугда, b–a-йа вя иррасионал олдугда ися
сыфра чеврилир. Бу ися s

l 0
lim
®

лимитинин олмадыьыны, йяни D(x)-ин

[a,b]-дя Риман мянада интегралланан олмадыьыны эюстярир.
Дирихле функсийасы цчцн, щям дя ашаьы вя йухары Дарбу
ъямляринин лимитляри дя бярабяр олмур; йяни

0lim
0

==
®

SJ
l

 вя abSJ -==
®0

lim
l

олур.
Демяли, интегралын Риман тярифи мцщцм чатышмаз-

лыглара маликдир, беля ки, эюрцндцйц кими щятта ян садя
функсийалар Риман мянада интегралланан дейил.

* Лежен Петер Дирихле (1805-1859) алман рийазиййатчысыдыр.
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Ясас  мясяля, мящдуд функсийаларын Риман мянада
интегралланмасы шяртлярини айдынлашдырмагдан ибарятдир ки,
бу да Риман тяряфиндян ашаьыдакы теоремля верилмишдир.

Теорем 3.1.1 (Риман критериси). [a,b] сегментиндя
мящдуд f(x)  функсийасынын  Риман  мянада  интегралынын
варлыьы цчцн

0)(lim0)(lim
1

0
100

=-=- å
-

=
+®®

n

k
kkk xxSS w

ll
йавя

бярабярлийинин юдянмяси зярури вя кафи шяртдир, бурада

wk=Mk–mk иля f(x) функсийасынын k-ъы [xk,xk+1]  ( nk ,1= )
сегментиндяки рягси ишаря едилмишдир. Бу теореми тятбиг
етмякля асанлыгла эюстярмяк олур ки,

1.  [a,b] сегментиндя тяйин едилмиш бцтцн кясилмяз
функсийалар;

2.  [a,b] сегментиндя сонлу сайда кясилмя нюгтяляри
олан бцтцн мящдуд функсийалар, хцсуси щалда

а) a<x<b интервалында сыфра чеврилян вя x=a вя x=b
уъларында ихтийари гиймятляр алан;

б) a£x£b олдугда [a,b] дя верилмиш кясилмяз функсийа
иля цст-цстя дцшян, уъларда ися ихтийари гиймятляр алан;

в) [a,b]-дя щисся-щисся кясилмяз;
д) [a,b]-дя тяйин едилмиш бцтцн щисся-щисся сабит

функсийалар;
3. [a,b]-дя тяйин

едилмиш бцтцн монотон
функсийалар;

Риман мянада
интегралланан функсийалар-
дыр.

Гейд етмяк лазымдыр
ки, монотон функсийалар
арасында сонсуз сайда кясил-
мя нюгтяляриня малик олан
функсийалар вар. Доьрудан

y

 o � � � y             1 x
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олдугда

олдугда,

функсийасы [0,1] сегментиндя мящдуд вя монотондур,
(азалмайандыр) щесаби сайда

,...1,...,
4
1,

3
1,

2
1

n
x =

нюгтяляринин щяр бириндя кясиляндир.
Бир щалда ки, монотон функсийалар сонсуз сайда

кясилмя нюгтяляриня малик ола биляр, бу теорем дя щисся-щисся
кясилмяз олмайан, Риман мянада интегралланан функсийа-
ларын варлыьыны тясдиг едир, лакин интегралланан олмасына
ъаваб верилмясиндя чятинлик тюрядир. Бу чятинлийи арадан
галдырмаг цчцн s Риман интеграл ъямини ашаьыдакы кими
дцзялдяк. [a,b] сегментини истянилян гайда иля кичик [xk,xk+1]
щиссяляриня бюлцб щямин щиссяляри ek иля ишаря едяк вя щяр бир ek

щиссясиндя истянилян xk нюгтяси эютцряряк
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шяклиндя ъям дцзялдяк, бурада mek=Dxk=xk+1–xk  ядяди
ek=[xk,xk+1]-ин юлчцсцдцр.

Теорем 3.1.2 (Лебег критериsi). [a,b] сегментиндя
верилмиш мящдуд f(x) функсийасынын Риман мянада
интегралланан олмасы цчцн зярури вя кафи шярт, бу функсийанын
[a,b] сегментиндяки кясилмя нюгтяляринин E чохлуьунун
юлчцсцнцн (Лебег мянада) сыфра бярабяр олмасыдыр.

Бу теореми исбат етмяк цчцн яввялъя функсийанын
кясилмя нюгтяляри чохлуьунун гурулушуну ифадя едян
ашаьыдакы теореми исбат едяк.

Теорем.* En фязасынын щяр щансы гапалы F чохлуьунда
тяйин едилмиш истянилян функсийанын бцтцн кясилмя нюгтяляри
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чохлуьу E, йа гапалы чохлугдур, йа да щесаби сайда гапалы
чохлугларын бирляшмясиндян ибарятдир.

Исбаты. Тутаг ки, f(x) функсийасы гапалы F чохлуьунда
тяйин едилмишдир. f(x) функсийасынын F-дя йерляшян, щяр бириндя
f(x) функсийасынын рягси e-дан кичик олмайан (wk f³e) кясилмя
нюгтяляри чохлуьуну Ee (EeÎE) иля ишаря едяк.

Ee чохлуьу гапалыдыр. Доьрудан да, тутаг ки, x, Ee
чохлуьунун щяр щансы лимит нюгтясидир. Лимит нюгтясинин
тярифиня ясасян x нюгтясинин истянилян ятрафында Ee

чохлуьунун, EeÌF олдуьундан, щям дя F чохлуьунун x-дян
фяргли сонсуз сайда нюгтяляри иштирак едяъякдир. Демяли,
EeÌF цчцн x лимит нюгтяси гапалы F чохлуьу цчцн дя лимит
нюгтясидир, одур ки, xÎF.  Щяр бир xÎEe нюгтясиндя wxf³e
олдуьундан, x нюгтясинин истянилян ятрафында да f(x)-ин рягси
x-дан кичик олмайаъагдыр. Анъаг x нюгтясинин истянилян
кичик ятрафында f(x)-ин рягси e-дан кичик олмадыьындан, x
нюгтясиндя дя f(x) -ин рягси e-дан кичик олмайаъагдыр: wx f³e,
буна эюря дя, xÎEe, йяни Ee чохлуьу гапалыдыр.

Инди e-на ардыъыл гиймятляр веряк: ,...1,...,
3
1,

2
1,1

n
.

Онда f(x) функсийасынын бцтцн кясилмя нюгтяляринин E
чохлуьу

LL ÈÈÈÈÈ=
n

EEEEE 1
3
1

2
11  (3.1.3)

бирляшмяси шяклиндя эюстярилир.

Доьрудан да, щяр бир
n

Ex 1Î  нюгтясиндя
n

fx
1

³w

олдуьундан wxf>0 олан бцтцн xÎE кясилмя нюгтяляри бу
бирляшмянин топлананларындан бириня дахил олар вя щеч бир
wxf=0 олан x нюгтяси, йяни f(x)-ин щеч бир кясилмязлик нюгтяси
эюстярилян бирляшмяйя дахил дейилдир.

(3.1.3) бирляшмясинин мцхтялиф топлананлары сонлу вя
йа щесаби сайда ола биляр.
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Биринъи щалда щяр щансы n – дян башлайараг бцтцн
сонракы

n

E1 -ляр цст-цстя дцшцрляр, йяни бош чохлуглардыр,

нятиъядя E сонлу сайда гапалы чохлугларын бирляшмяси кими
гапалы чохлуг олур; икинъи щалда E, щесаби сайда гапалы
чохлугларын  бирляшмясиндян  ибарят  олаъагдыр,  ола  биляр ки,
гапалы чохлуг олсун, ола биляр ки, гапалы олмасын.

Инди Лебег теореминин исбатыны веряк.
Зярурилийин исбаты. [a,b] сегментиндя верилмиш мящдуд

f(x) функсийасынын [a,b]-дя йерляшян, щяр бириндя f(x)

функсийасынын рягси
n
1

-дян кичик олмайан ÷
ø
ö

ç
è
æ ³

n
fx

1
w

кясилмя нюгтяляри чохлуьуну ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
Ì EEE

nn
11  иля ишаря едяк.

Теорем*-а ясасян
n

E1  чохлуглары гапалыдырлар вя E чохлуьу

онларын васитясиля

U

¥

=

=
1

1
n n

EE (3.1.4)

бирляшмяси шяклиндя эюстярилир.
Щяр бир гапалы

n

E1  чохлуьу юлчцлян олдуьундан,

онларын сонлу вя йа щесаби сайда бирляшмясиндян ибарят олан
вя [a,b] сегментиндя йерляшян E чохлуьу да юлчцлян
олаъагдыр, йяни бу чохлуьун mE юлчцсц вар.

Инди [a,b] сегментиндя мящдуд f(x) функсийасынын
[a,b] сегментиндя Риман мянада интегралланан олдуьуну
гябул едяряк, mE=0 олдуьуну эюстяряк.

Яксини фярз едяк, тутаг ки, mE>0-дир. Онда
n

E1

топлананлары  арасында щеч олмазса еля бир
0

1
n

E  (n0 -натурал
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ядяддир) чохлуьу тапылар ки,
0

0

1 >= d
n

mE (3.1.5)

олар. Якс щалда бцтцн
n

E1 -ляр цчцн

01 =
n

mE

олсайды, онда
LL ÌÌÌÌÌ

n

EEEE 1
3
1

2
11

олдуьундан теорем 1.3.7-я ясасян (3.1.4) бярабярлийиндян
0lim ==

¥® nn
mEmE

алынарды ки, бу да mE>0 фярзиййясиня зидд оларды.
[a,b] сегментини n сайда [xi-1, xi] сегментляриня бюляк

вя

å
=

--
n

i
iii xx

1
1 )(w

ъямини дцзялдяк вя бу ъями дя å¢ вя å² кими ики ъямя
айыраг. Бунлардан биринъисиня

0

1
n

E  чохлуьунун щеч бир

нюгтясини сахламайан [xi-1, xi] сегментлярини аид едяк,
икинъисиня ися,

0

1
n

E  чохлуьунун, щяр бириндя функсийанын

рягсинин
0

1
n

fx ³w  шяртини юдяйян нюгтялярини сахлайан

сегментляри аид едяк.
Онда

.1)(1)(1

)()()(

0
1

0
1

0

11
1

1

d

www

×³-å ¢¢=-å ¢¢³

³-å ¢¢+-å¢=-

--

--
=

-å

n
xx

n
xx

n

xxxxxx

iiii

iiiiii

n

i
iii

Бурадан
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01)(lim
01

10
>×³-å

=
-®D

dw
n

xx
n

i
iiix

олур  ки,  бу да [a,b]-дя f(x)-ин фярз едилян шяртляр дахилиндя
интегралланан олмадыьыны эюстярир. Бунунла зярурилик исбат
олунур.

Кафилийин исбаты. Эюстяряк ки, мящдуд f(x)
функсийасынын [a,b] сегментиндя кясилмя нюгтяляринин E
чохлуьу цчцн mE=0-дырса, онда f(x) функсийасы [a,b]
сегментиндя Риман мянада интегралланандыр. Бурада да
якс фярзиййядян истифадя едяк; йяни фярз едяк ки, мящдуд f(x)
функсийасы [a,b] сегментиндя интегралланан дейил вя бу щалда
mE>0 олдуьуну исбат едяк.

Яэяр f(x) интегралланан дейился, онда

0)(lim
1

10
>³-å

=
-®D

dw
n

i
iiix

xx . (*)

)(2 ab -
=

de  эютцряк вя [a,b] сегментинин щяр щансы

бюлцнмцш щиссяляри цчцн эютцрцлян å
=

--
n

i
iii xx

1
1 )(w  ъямини ики

å¢ вя å² топлананларына айыраг. Бунлардан биринъисиня wi<e
олан [xi-1, xi] сегментлярини, икинъисиня ися wi³e олан [xi-1, xi]
сегментлярини аид едяк. Онда

2
)()( 1

dew =-£-å¢ - abxx iii , (3.1.6)

Lxxxx iiiii www =-å ¢¢£-å ¢¢ -- )()( 11 , (3.1.7)
бурада w - f(x) функсийасынын [a,b] сегментиндяки рягси, L ися
икинъи топланан ъямя дахил олан бцтцн [xi-1,xi] сегментляринин
узунлуглары ъямидир. (3.1.6) вя (3.1.7) бярабярсизликлярини
топласаг

Lxx
n

i
iii w

d
w +£-å

=
- 2

)(
1

1
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вя йа (*) бярабярсизлийини нязяря алараг

Lxx
n

i
iii w

d
ddw +£³-å

=
- 2

,)(
1

1

бярабярсизликлярини, бурадан

0
2

>³
w
dL

бярабярсизлийини аларыг, йяни функсийанын рягсляри верилян e
кямиййятиндян кичик олмайан [xi-1,xi] сегментляринин

узунлуглары ъями, истянилян бюлэц цчцн мцсбят
w
d
2

ядядиндян бюйцкдцр.
Инди [a,b] сегментинин 2n (n=1,2,3,…) сайда бярабяр

бюлэцляри ардыъыллыьына бахаг, щяр беля бюлэцйя wi³e олан
бцтцн [xi-1,xi] сегментляринин узунлугларынын Ln ъями
уйьундур. Верилмиш бюлэцнцн бцтцн беля ардыъыллыгларында
йерляшян нюгтяляр чохлуьуну En иля ишаря едяк, йухарыдакына
ясасян

,
2w
d

³= nn LmE

айдындыр ки, ихтийари n цчцн
,1+É nn EE

чцнки бюлэцнцн n+1-ъи сегментиндя функсийанын рягси wi f ³e
оларса, онда узунlуьу ики дяфя артыг олан сегментдя wi f<e
ола билмяз. Бцтцн En чохлугларынын кясишмясини A иля ишаря
едяк, онда LL ÉÉÉÉ nEEE 21 олдуьундан (теорем

1.4.7) ясасян

.
2

lim
w
d

³=
¥® nn

mEmA (3.1.8)

Гурмайа ясасян A чохлуьу w³e рягсlи нюгтяляр
чохлуьудур, йяни бцтцн кясилмя нюгтяляринин E чохлуьунун
щиссясидир. Буна эюря дя (3.1.8) мцнасибятиня ясасян
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.0
2

>³³
w
dmAmE

Беляликля, мящдуд f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя
интегралланан дейился, онда

mE>0.
Бурадан алыныр ки, яэяр f(x) мящдуддурса вя mE>0-

дырса, онда f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя Римана эюря
интегралланандыр. Бунунла теорем тамамиля исбат олунур.

Бу теоремдян, [a,b] сегментиндя мящдуд вя санки
щяр йердя кясилмяз функсийалар синфинин [a,b] сегментиндя
Риман мянада интегралланан олмасы алыныр.

Мясялян, [a,b] сегментиндя монотон f(x) функсийасы
Риман мянада интегралланандыр. Доьрудан да, [a,b]
сегментиндя f(x) функсийасы мящдуддур, онун бцтцн
гиймятляри f(a) вя f(b) ядядляри арасында йерляшир. Бундан
башга бу функсийанын ян чоху щесаби сайда кясилмя
нюгтяляри вар. Щесаби чохлуьун юлчцсц ися сыфра бярабярдир.
Нятиъядя, [a,b]-дя бахылан монотон функсийа орада мящдуд
вя санки щяр йердя кясилмяздир вя буна эюря дя Лебег
теореминя ясасян [a,b] сегментиндя Риман мянада
интегралланандыр. Риман вя Лебег критерисиня ясасян [a,b]
сегментиндя тяйин едилян, орада сонлу вя йа щесаби сайда
кясилмя нюгтяляри олан бцтцн мящдуд f(x) функсийалары
щямин сегментдя интегралланандырлар. Мясялян, кясилмя
нюгтяляри чохлуьу щесабидян артыг олмайан бцтцн монотон
функсийалар, бцтцн мящдуд варийасийалы функсийалар Риман
мянада интегралланандырлар. Ейни заманда [0,1]
сегментиндя тяйин едилян кясилмя нюгтяляри чохлуьу бцтцн
сегментля цст-цстя дцшян вя юлчцсц сегментин узунлуьуна
бярабяр олан [0,1] сегментиндя Дирихле функсийасы Риман
мянада интегралланан дейил. Чцнки, [0,1] сегментиндя тяйин

едилян Дирихле функсийасы цчцн ашаьы J  вя йухары J  Дарбу

интеграллары вар, бу щалда J =1, J =0, йяни J ¹ J  олур. Щятта,
эюстярмяк олар ки, яэяр мящдуд f(x) функсийасы [a,b]-дя
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йерляшян щяр щансы D сегментинин щяр бир нюгтясиндя
кясиляндирся, онда о, [a,b]-дя Риман мянада интеграллана
билмяз.

Беляликля, эюрцрцк ки, [a,b]-дя Риман мянада
интегралланан функсийа [a,b]-нин щяр щансы щиссясиндя
йерляшян вя инстянилян гядяр кичик олан бцтцн D интервалында
кясилмязлик нюгтялриня малик олмалыдыр.

1.3 Риман интегралынын чатышмазлыглары.

Риман мянада интегралын варлыьы теоремляринин вя
интеграллана билян функсийалар синфи щаггында тяклифлярин
исбаты о щалда тямин едилир ки, аргументин санки щяр йердя
«кичик» дяйишмясиня функсийанын «кичик» дяйишмяси уйьун
олсун. Беля олдугда, l®0 шяртиндя f(x)-ин f(xk)  (k=1,2,…,n)
гиймятляри дя, Дарбу ъямляри дя бир-бириндян аз
фяргляняъякдир, нятиъядя s интеграл ъями вя Дарбу ъямляри
цмуми бир лимитя йахынлашаъагдыр ки, бу да f(x)-ин [a,b]-дя
Риман мянада интегралланан олдуьуну тямин едир. Буна
ясасян дя гапалы мящдуд областда бцтцн кясилмяз
функсийалар Риман мянада интегралланандыр. Яэяр верилян
f(x) функсийасы [a,b] дя кясилян оларса, [a,b]-нин истянилян
гайда иля бюлцнмясиндя еля [xk,xk+1]  (k=0,1,2,…,n-1)
сегментляри тапмаг олар ки, f(x)-ин гиймятляри орада кифайят
гядяр бир-бириня йахын олмаз. Буна эюря дя Дарбу ъямляри
бир-бириндян фяргляняр, цмуми лимитя малик олмайа биляр,
йяни верилмиш кясилян f(x) функсийасы [a,b]-дя Риман мянада
интегралланмайан ола биляр. Буна бахмайараг бязи кясилян
функсийалар да Риман мянада интегралланыр, лакин демяк
олар ки, интегралын Риман тярифи биринъи нювбядя бцтцн
кясилмяз функсийаларын интегралланмасыны эюстярмяк цчцн
нязярдя тутулмушдур. Бу, Риман интегралынын чатышмазлыг
ъящятляриндян бирисидир. Бундан ялавя ашаьдакы чатышмазлыг-
лары да гейд етмяк олар:
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Ø биринъи, интегралын Риман тярифиндя интеграллама
областы кифайят гядяр садя олмалыдыр (гапалы мящдуд област);
Ø икинъиси, интегралланан функсийалар синфи дардыр, тяйин
едилдийи щяр йердя кясилян, юлчцлян функсийар цчцн интегралын
Риман конструксийасы (механизми) йарамыр;
Ø цчцнъцсц, интеграл ишаряси алтында лимитя кечмяк
чятинлик ямяля эятирир (лимит функсийасынын интегралынын варлыьы
тяляб едилир) вя с.

Гейд едилян чатышмазлыглары арадан галдырмаг цчцн
1902-ъи илдя А.Лебег тяряфиндян онун ады иля адландырылан
Лебег интегралы, рийазиййата дахил едилмишдир.

Риман мянада интеграла аид нцмуняляр вя тапшырыглар.

Мисал 1. f(х)=sinх функсийасынын [а,b] сегментиндя
Риман мянада интегралланан олдуьуну исбат един вя

ò
b

a

dxxf )( -и тапын.

Щялли. [a,b]-ни н бярабяр щиссяйя бюляк:
n

abh -
=

олсун. Онда [xk,xk+1] ),1( nk = сегменти цчцн

n
abxhnk

n
abx kk

-
=D===

-
=D max),,...,2,1( l

олар.
abn -

<=
ed 1

  сечяк, онда h<e олар. [xk,xk+1]=[a,a+

+(k-1)h] (k=1,2,..,n) сегментиндя синx функсийасынын дягиг
ашаьы вя дягиг йухары сярщядлярини уйьун олараг mk вя Mk иля
ишаря едяк. синx функсийасы [a,b]-дя мцнтязям кясилмяз
олдуьундан [xk,xk+1] (k=1,2,…,n) щиссяляринин щяр бириндя

ab
mM kkk -

<=-
ew

олар. Онда
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e
e

w =-×
-

£D=D-=- åå
==

)()(
11

ab
ab

xxmMSS
n

k
kk

n

k
kkk

олар.
e>0 истянилян кичик ядяд олдуьундан бурадан аларыг:

.0lim)(lim
100

=D=- å
=

®®

n

k
kk xSS w

ll

Бу ися [a,b] сегментиндя f(x)=синx функсийасынын
Риман мянада интегралланан олдуьуну эюстярир.

Инди ò
b

a

dxxf )(  интегралыны щесаблайаг.

Буна эюря f(x)=синx функсийасы цчцн sn интеграл ъями
дцзялдяряк, лимитини щесаблайаг.

åå
==

+=+=
n

k

n

k
n khahhkha

11
)sin()sin(s

шяклиндя олар. Мцяййян чевирмяляр апарараг

=
÷
ø
ö

ç
è
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ø
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ç
è
æ +

×=

=ú
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ê
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é
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ø
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è
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ø
ö

ç
è
æ -+×=

=×+×=+=
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2
sin2

2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
sin2

2
sin)sin(2

2
sin2

)sin(

1

11

h

hnaha
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k
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2
sin2

2
1cos

2
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÷
ø
ö
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ø
ö

ç
è
æ +

=

аларыг. Беляликля,
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.
2
1cos

2
1cos

2
sin

2
ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ +-÷

ø
ö

ç
è
æ += hbhah

h

ns

Онда

.coscos

2
1cos

2
1cos

2
sin

2limsin
0
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hbha
h

h

xdx
h

b

a

-=

=ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ +-÷

ø
ö

ç
è
æ +=

®ò

Мисал 2. f(x)=ъосх функсийасынын [a,b] сегментиндя
Риман мянада интегралланан олдуьуну исбат един вя

ò
b

a

xdxcos -и тапын.

Мисал 3. a<x<b олдугда h(x)=0 вя h(a) вя h(b)
истянилян гиймятляр олсун. [a,b]-дя h(x) функсийасынын Риман

мянада интегралланан олдуьуну вя ò
b

a

dxxh )( =0 олдуьуну

эюстярин.
Щялли. [a,b]-нин истянилян бюлэцсцня уйьун h(x) цчцн

интеграл ъями

110 )()( -- D+D= nn xhxh xxs
шяклиндя олаъагдыр, бурада h(x0) 0 вя йа h(a)-дыр, h(xn-1) ися
0 вя йа h(b)-дир. Айдындыр ки, l=max(Dx0,Dxn-1) сыфра
йахынлашдыгда s®0 олар, бу да

ò
b

a

dxxh )( =0

олдуьуну эюстярир.
Мисал 4. a≤x≤b олдугда f(x) кясилмяз, f1(x) ися

истянилян f1(a) вя f1(b) гиймятлярини алан вя a<x<b олдугда
f(x) иля цст-цстя дцшян функсийа олсун. Онда f1(x)
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функсийасынын [a,b]-дя Риман мянада интегралланан
олдуьуну вя

òò =
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(1

олдуьуну эюстярин (эюстяриш: h(x)=f1(x)–f(x) иля ишаря етмяли).
Мисал 5. [a,b] сегментиндя щисся-щисся кясилмяз f(x)

функсийасынын щямин сегментдя Риман мянада
интегралланан олдуьуну исбат един вя

ò
b

a

dxxf )(

интегралынын щесабланмасы цсулуну верин.
Щялли. Яввялъя гейд едяк ки, a=x0<x1<…<xn=b

нюгтяляри иля [a,b] сегментини ихтийари гайда иля [xk,xk+1]
(k=0,1,2,…,n-1) щиссяляриня бюлдцкдя щяр бир xk<x<xk+1
интервалында f(x) кясилмяздирся вя сонлу

f(x0+0), f(x1–0), f(x1+0), f(x2–0), f(x2+0),…,f(xn–0)
лимит гиймятляриня маликдирся, йяни сонлу сайда x0,x1,x2,…,xn
биринъи нюв кясилмя нюгтяляриня маликдирся, онда f(x) [a,b]
сегментиндя щисся-щисся кясилмяз функсийа олаъагдыр.

xk≤x≤xk+1 сегментиндя тяйин едилян, бу сегментин
дахилиндя f(x) иля цст-цстя дцшян, сегментин уъларында уйьун
олараг f(xk+0) вя f(xk+1–0) лимит гиймятлярини алан функсийаны
fk(x) иля ишаря едяк. fk(x) функсийасы [xk,xk+1] (k=0,1,2,…,n-1)-
дя кясилмяздир. [xk,xk+1]-дя кясилмяз f(x) функсийасы Риман
мянада интегралланан олдуьуна эюря

òò
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x

x

dxxfdxxf .

Мцяййян интегралын хассясиня ясасян f(x) функсийасы
бцтцн [a,b] сегментиндя интегралланан олаъагдыр вя

å òå òò
-

=

-

=

++

==
1

0

1

0

!!

)()()(
n

k

x

x
k

n

k

x

x

b

a

k

k

k

k

dxxfdxxfdxxf



93

олаъаг.
Мисал 6. [a,b] сегментиндя бцтцн щисся-щисся сабит

функсийаларын Риман мянада интегралланан олдуьуну
эюстярин вя интегралыны тапын.

Мисал 7. f(x)=[x]  (x-ин там щиссяси) функсийасынын
[0,100] сегментиндя Риман мянада интегралланан олду-
ьуну эюстярин вя интегралыны тапын.

Мисал  8.

f(x)=signx=
ï
î

ï
í

ì

>
=
<-

олдугда

олдугда,

олдугда,

0,1
0,0
0,1

x
x
x

функсийасынын (-¥,+¥) интерва-
лында Риман мянада интеграл-
ланан олдуьуну эюстярин вя
интегралыны тапын. (эюстяриш: 6, 7,
8-ъи мисалларда верилян функсийалара щисся-щисся кясилмяз
функсийанын хцсуси щалы кими бахмаг лазымдыр).

Мисал 9.

ï
î

ï
í

ì

££
<£
<£

=
олдугда

олдугда,

олдугда,

32,3
21,0
10,1

)(
x
x
x

xf

функсийасынын [0,3] сегментиндя Риман мянада
интегралланан олдуьуну эюстярин вя интегралыны щесаблайын.

Мисал 10. [0,1] сегментиндя

ï
ï
î

ïï
í

ì

££

<£
=

олдугда

олдугда,

1
2
1,1

2
10,

)(
x

xx
xf

функсийасынын Риман мянада интегралланан олдуьуну эюстя-

                y

               1

               o                       x

                    -1
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рин вя ò
1

0

)( dxxf -и щесаблайын.

Щялли. Бу функсийа
2
1

=x  нюгтяси мцстясна олмагла

[0,1] сегментиндя кясилмяздир, щям дя мящдуддур, она
эюря дя [0,1]-дя Риман мянада интегралланандыр.

Мисал 11.

ïî

ï
í
ì

==

£<
=

олдугда

олдугда,

0,const

10,1sin
)(

xc

x
xxf

функсийасынын [0,1] сегментиндя Риман мянада интеграл-
ланан олдуьуну эюстярин.

Мисал 12.

ï
ï
î

ïï
í

ì

=-

¹
=

n
xx

n
x

xf
1,

,1,1
)(

2 яэяр

яэяр
     (nÎN)

функсийанын [0,1] сегментиндя Риман мянада интегралланан

олдуьуну эюстярин вя ò
1

0

)( dxxf -и щесаблайын.

Мисал 13. )10(
1

ln)( <<
-

= x
x
xxxf  функсийасынын [0,1]

сегментиндя Риман мянада интегралланан олдуьуну эюс-
тярин.

Щялли. Бу функсийа (0,1) интервалында кясилмяздир.
1)(lim;0)(lim

010
-==

-®+®
xfxf

xx

олдуьуну нязяря алсаг, f(x) функсийасыны [0,1] сегментиндя
кясилмяз  тяйин  етмяк  олар,  нятиъядя  [0,1]  сегментиндя Ри-
ман мянада интегралланандыр.
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Мисал 14. [0,1] сегментиндя верилян вя бцтцн
n

x 1
=

нюгтяляриндя биринъи нюв кясилмя нюгтяляри олан

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

=

=úû
ù

ç
è
æ

+
-

=úû
ù

ç
è
æ

-

=

нюгтясиндя

я,сегментиндйарым

я,сегментиндйарым

0,0

,....)2,1(
2
1,

12
1,1

,....)2,1(
12

1,
2
1,1

)(

x

n
nn

n
nn

xf

функсийасынын Риман мянада интегралланан олдуьуну
эюстярин.

Мисал 15. [0,1] сегментиндя монотон вя ,
3
1,

2
1

=x

,...1,...,
4
1

n
 нюгтяляриндя кясилян

ïî

ï
í
ì

=

£<
+=

олдугда

олдугда,

0,0

1
1

1,1
)(

x
n

x
nnxf  (n=1,2,3,…)

функсийасынын [0,1] сегментиндя Риман мянада интеграл-
ланан олдуьуну эюстярин (эюстяриш: 14 вя 15 нюмряли
мисалларда Лебег критерисиндян истифадя един).

Мисал 16. Лебег критерисиндян истифадя едяряк [0,1]
сегментиндя Дирихле функсийасынын Риман мянада интеграл-
ланан олмадыьыны эюстярин.

Щялли. Функсийанын кясилмязлийинин ардыъыллыг дилиндя
тярифиндян истифадя едяк. a нюгтяси [0,1] сегментинин истянилян
нюгтяси олсун. Мялумдур ки, a нюгтясиня йыьылан {xn}
расионал ядядляр ардыъыллыьы вя еляъя дя {yn} иррасионал ядядляр
ардыъыллыьы сечмяк олар. D(xn)=1, D(yn)=0 олдуьу цчцн
функсийанын {xn} вя {yn}-я уйьун олан гиймятляр ардыъыллыг-
лары мцхтялиф лимитляря (1 вя 0) малик олаъагдыр. Бу ону
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эюстярир ки, D(x) функсийасы a нюгтясиндя кясиляндир. Беля-
ликля, эюстярмиш олуруг ки, D(x) функсийасы [0,1] сегментинин
бцтцн нюгтяляриндя кясиляндир. D(x) функсийасынын кясилмя
нюгтяляри чохлуьунун юлчцсц сыфырдан фяргли (1-я бярабяр)
олур, онда Лебег критерисиня ясасян D(x) функсийасы [0,1]
сегментиндя Риман мянада интегралланан дейил.

§ 2. Мящдуд функсийанын Лебег интегралы

2.1. Лебег интегралынын тярифи. Лебег ъямляри.

Лебег, Римандан фяргли олараг функсийанын тяйин
областыны дейил, гиймятляр чохлуьуну кичик щиссяляря бюлцр.
Бу ися бир баша интеграл анлайышынын даща эениш функсийалар
синфиня йайылмасына (эенишляндирилмясиня) имкан йарадыр.
Бундан ялавя, Лебег интегралы чохлуьун юлчцсц вя юлчцлян
функсийаларла сых ялагядардыр.

Инди интегралын Лебег тяряфиндян верилмиш тярифиня
бахаг. Бурада, сющбят сонлу юлчцлц E чохлуьунда юлчцлян
мящдуд функсийаларын
интегралындан эедир.

Тутаг ки, E
чохлуьунда юлчцлян
мящдуд f(x) функсийасы
верилмишдир, беля ки,
mE<+¥. f(x) функсийасы
E чохлуьунда мящдуд
олдуьундан, онун E
чохлуьунда дягиг аша-
ьы вя дягиг йухары
сярщядляри вар, онлары уйьун олараг m вя M иля ишаря едяк.

A<m£ f(x)£ M<B
шяртлярини юдяйян A вя B ядядляри эютцрцб, [A,B] сегментини

A=y0<y1<y2<…<yn=B

    y
   B
 yn-1

   y3
   y2
   y1
   A

   o
  l0 l1 l2 ln-1

E
  x

y=f(x)
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нюгтяляри иля сонлу сайда кичик щиссяляря бюляк вя щяр бир
[yk,yk+1) йарымсегментиндя

ek=E(yk≤f(x)<yk+1)  (k=0,1,2,…,n-1)
чохлуьуну дахил едяк.

Асанлыгла йохламаг олар ки, ek чохлуглары ашаьыдакы
дюрд хассяни юдяйирляр:

1) ek чохлуглары ъцт-ъцт кясишмирляр, ekÇ×ek′=Æ (k¹k′),
2) ek чохлуглары юлчцляндирляр,

3) U

1

0

-

=

=
n

k
keE ,

4) å
-

=

=
1

0

n

k
kmemE .

Ашаьыдакы кими

),1,...,2,1,0;( 1

1

0
-=<£= +

-

=
å nkyyme kkk

n

k
kk xxs

åå
-

=
+

-

=

==
1

0
1

1

0
,

n

k
kk

n

k
kk meySmeyS

ъямлярини дцзялдяк.
s - ъяминя f(x) функсийасынын Лебег интеграл ъями вя

йа «аралыг» интеграл ъями, S  вя S  ъямляриня ися f(x)-ин
уйьун олараг ашаьы вя йухары Лебег ъямляри вя йа садяъя
олараг Лебег ъямляри дейилир.

s, S , S  ъямляри [A,B] сегментинин бюлцнмяси
цсулларындан асылыдырлар, [A,B]-нин щяр бир бюлэцсцня мцяййян

s, S  вя S  гиймятляри уйьундур. Лакин S  вя S  ъямляри s
ъяминдян фяргли олараг xk (yk≤xk<yk+1, k=0,1,2,…,n-1)
нюгтяляринин сечилмясиндян асылы дейилдирляр.

«Аралыг» интеграл ъяминин вя Лебег ъямляринин
Риман вя Дарбу ъямляриня уйьун ашаьыдакы хассяляри вар.
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Хасся 3.2.1. [A,B] сегментинин верилмиш бюлэцсцня
уйьун истянилян s «аралыг» интеграл ъями, щямин бюлэцнцн
Лебег ъямляри арасында йерляшир:

S ≤s ≤ S .
Исбаты. Доьрудан да,

yk≤xk≤yk+1

бярабярсизликляринин щяр тяряфини 0<mek<+¥ ядядляриня вуруб
k-йа эюря ъямлядикдян сонра алынан

ååå
-

=
+

-

=

-

=

££
1

0
1

1

0

1

0

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk meymemey x

бярабярсизликляри эюстярир ки,

S ≤s ≤ S .
Хасся 3.2.2. [A,B]-ин верилмиш бюлэцсцня уйьун ашаьы

S  вя йухары S  Лебег ъямляри, xk нюгтяляринин дяйишмяси

щесабына алынан s Лебег интеграл ъямляринин бцтцн гиймят-
ляр чохлуьу цчцн дягиг ашаьы вя дягиг йухары сярщядлярдир;
йяни

S =infs , S =sups.
Исбаты. [A,B] сегментинин верилмиш бюлэцсцня уйьун

S ,s вя S ъямляри арасындакы

S ≤s ≤ S
мцнасибятиндян алыныр ки,

mEmemeyySSS
n

k
k

n

k
kkk lls =£-=-£-£ åå

-

=

-

=
+

1

0

1

0
1 )(0 .

Бурада )(max 1 kkk
yy -= +l . "e>0 цчцн

mE
el <  эютцрмяк

олар. Онда 0£s – S <e вя йа s < S +e олур.
Одур ки,

s ≥ S  вя s < S +e.
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Бу бярабярсизликлярдян чохлуьун дягиг ашаьы сярщядинин
тярифиня ясасян

S =infs
олмасы алыныр.

0≤ S  – s ≤ S – S <l×mE
олдуьундан, аналожи гайда иля

s ≤ S  вя s > S  – e
бярабярсизликляри вя чохлуьун дягиг йухары сярщядинин
тярифиня ясасян

S =sups
бярабярлийи алыныр.

Хасся 3.2.3. [A,B] сегментинин бюлэц нюгтяляри
сырасына йени бюлэц нюгтяляри ялавя етдикдя S  ашаьы Лебег

ъями йалныз арта биляр, S  йухары Лебег ъями ися йалныз азала
биляр.

Исбаты. Садя олсун дейя [A,B] сегментинин бюлэц
нюгтяляри сырасына йени бир y* бюлэц нюгтяси ялавя етмякля
кифайятляняк. Фярз едяк ки, йени y* нюгтяси yk вя yk+1 бюлэц
нюгтяляри арасында йерляшир, [A,B] сегментинин йени бюлэцсц

A=y0<y1<…<yk<y*<yk+1<…<yn=B
нюгтяляринин кюмяйи иля гурулур.

ke¢ =E [yk≤ f(x)<y*] , ke ¢¢ =[y*≤ f(x)<yk+1]
эютцряряк,

S ′=y0me0+y1me1+…+yk-1mek-1+yk m ke¢ +y*m ke ¢¢ +
+yk+1mek+1+…+yn-1men-1

шяклиндя йени ашаьы Лебег ъями дцзялдяк.
Айдындыр ки,

ke¢ È ke ¢¢ =ek вя m ke¢ +m ke ¢¢ =mek .
S  ъяминин k-ъы ykmek топлананындан башга бцтцн

топлананлары S ′  ъяминя  дя  дахилдир, лакин S - ин k- ъы топла-

нанын явязиня S ′-я ики
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yk m ke¢ +y*m ke ¢¢
щядди дахил олур. Буна эюря

yk m ke¢ +y*m ke ¢¢ ³ykmek ,
S ′ – S =yk me′+y*me′′ – yk mek ≥ yk me′+yk me′′ – ykmek=0

олур вя бурадан да
S ′ ≥ S

олмасы алыныр.
Аналожи олараг S  йухары Лебег ъяминин артмамасы

исбат едилир.
Хасся 3.2.4. [A,B] сегментинин мцхтялиф бюлэцляриндян

асылы олмайараг щяр бир ашаьы Лебег ъями, йухары Лебег
ъяминдян бюйцк дейил.

Исбаты. [A,B] сегментинин биринъи вя икинъи цсулла щяр
щансы ики бюлэцсцня бахаг. Бунлара уйьун олараг ашаьы вя
йухары ъямляри 1S , 1S  вя 2S , 2S  иля ишаря едяк. Онда,

айдындыр ки, 1S ≤ 1S  вя 2S ≤ 2S  олаъагдыр. Биринъи вя икинъи
цсулла алынан бцтцн бюлэц нюгтялярини бирляшдирсяк, бу цсуллар
иля мцгайисядя [A,B]-нин даща чох сайда йени бюлэц
нюгтялярини алырг. Бу цчцнъц бюлэц цсулунун кюмяйи иля тяйин

едилян Лебег ъямлярини 3S  вя 3S  иля ишаря едяк, онда

3S ≤ 3S , олдуьундан хасся 3.2.3-я ясасян 1S ≤ 3S  вя 3S ≤ 2S

олар. Бундан башга, 3S ≤ 3S  олдуьундан вя бу
бярабярсизликлярин мцгайисясиндян

1S ≤ 3S ≤ 3S ≤ 2S вя йа 1S ≤ 2S
олур. Теорем исбат олур.

Хасся 3.2.5. [A,B] сегментинин бцтцн мцмкцн олан
бюлэцляри цчцн алынмыш йухары Лебег ъямляринин гиймятляри

чохлуьунун J  дягиг ашаьы сярщяди, ашаьы Лебег ъямляринин
гиймятляри чохлуьунун J  дягиг йухары сярщяди вар, йяни

J =inf S    , J =sup S
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вя

J ≤ J
бярабярсизлийи, нятиъядя

S ≤ J ≤ J ≤ S
бярабярсизликляр системи доьрудур.

Исбаты. Хасся 3.2.4-дян алыныр ки, [A,B] сегментинин
бцтцн мцмкцн олан бюлэцляриня уйьун, бцтцн S  ашаьы

Лебег ъямляри чохлуьу йухарыдан истянилян S  йухары Лебег
ъями иля мящдуддур. Демяли, { S } чохлуьунун дягиг йухары
сярщяди вар,

J =sup S ≤ S .

Онда { S } чохлуьу ашаьыдан J  ядяди иля мящдуддур,
буна эюря дя онун дягиг ашаьы сярщяди вар,

J =inf S ³ J  .
Демяли,

J ≤ J
бярабярсизлийи юдянир.

Бурадан

S ≤ J ≤ J ≤ S
алыныр.

Бу хассядян нятиъя олараг,
J = J

бярабярлийи алыныр.
Доьрудан да, ейни бир бюлэцйя эюря Лебег ъямляри

цчцн

,)(
1

0

1

0
1 EmmemeyySS

n

k
k

n

k
kkk ll =£-=- åå

-

=

-

=
+

S ≤ J ≤ J ≤ S
олдуьу цчцн, щям дя

0£ J  – J ≤lmE
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олар вя бурадан l-нын ихтийари кичик олмасындан

J = J
бярабярлийи алыныр.

Хасся 3.2.6. [yk,yk+1] сегментляринин ян бюйцк
)1,...,2,1,0()(max 1 -=-= + nkyy kkk

l

узунлуьу сыфра йахынлашдыгда, S  вя S  Лебег ъямляри ортаг

J= J = J  лимитиня йахынлашыр:

.limlim
00
SSJ

®®
==

ll

Исбаты. Ихтийари e>0 ядяди цчцн h>0 ядядини еля сечяк
ки, h×mE<e шярти юдянсин. Онда [A,B] сегментинин l<h
шяртини юдяйян истянилян бюлэцсц цчцн

0£ S  – S ≤l×mE<h×mE <e
олар. Лакин

S ≤ J≤ S
олдуьуна эюря

0≤ J – S ≤ S  – S < e вя  – S ≥ –J ≥ – S
олур. Бурадан

e > S – S ≥ S – J ≥ 0,
бунлара ясасян ися

| S – J |<e вя | S  – J |<e
олар. Демяли,

.limlim
00
SSJ

®®
==

ll

Бурадан вя хасся 3.1.1-дян алыныр ки, [A,B] сегментинин
бюлцнмяси цсулундан асылы олмайараг l®0 олдугда, S  вя

S  Лебег ъямляри вя s интеграл ъями, ортаг J лимитиня
йахынлашыр:

.limlimlim
000
SSJ

®®®
===

lll
s
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Тяриф. 3.2.1. J =sup S S
0

lim
®

=
l

  , J =inf S S
0

lim
®

=
l

ядядляри цчцн

J = J = J
олур.

J ядядиня f(x) функсийасынын E чохлуьу цзря Лебег
интегралы дейилир вя

ò
E

dxxfL )()(    вя йа ò
E

dxxf )( ,

хцсуси щалда E=[a,b] олдугда ися,

ò
b

a

dxxfL )()(    вя йа ò
b

a

dxxf )(

символлары иля ишаря едилир.
Теорем 3.2.1. Сонлу юлчцлц E чохлуьунда мящдуд вя

юлчцлян f(x) функсийасынын Лебег интегралы вар.
Исбаты. Доьрудан да, [A,B] сегментинин ихтийари

бюлэцсц цчцн 0£ S – S ≤l×mE олмасындан

)(lim
0

SS -
®l

=0   вя йа JSS ==
®® 00

limlim
ll

олур. Бу да теоремин исбатыны эюстярир. Бу теорем Лебег
интегралынын варлыьы цчцн кафи шяртдир. Асанлыгла исбат етмяк
олур ки, E чохлуьунда юлчцлян вя мящдуд f(x) функсийасынын
E чохлуьунда Лебег мянада интегралланан олмасы йалныз
кафи шярт йох, щям дя зярури шяртдир. Даща доьрусу, мящдуд
функсийаларын Лебег мянада интегралланан олмасынын зярури
вя кафи шярти (Лебег критериси) ашаьыдакы теоремля верилир.

Теорем 3.2.2. Юлчцлян E чохлуьунда мящдуд f(x)
функсийасынын бу чохлугда Лебег мянада интегралланан
олмасы цчцн, бу функсийанын E чохлуьунда юлчцлян олмасы,
зярури вя кафи шяртдир.

Мисал 3.2.1.

î
í
ì

=
,нюгтядирсяиррасионал

,нюгтядирсярасионал

x
x

xD
,0
,1

)(
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Дирихле функсийасынын [0,1]-дя Лебег мянада интегралланан
олдуьуну вя

0)()(
1

0

=ò dxxDL

олдуьуну эюстярин.
Щялли. D(x) функсийасынын юлчцлян олмасы мисал 2.2.2-

дя эюстярилмишдир. Мящдудлуьу ися айдындыр. Демяли, D(x)-ин
Лебег интегралы вар. Ону щесаблайаг. Бу мягсядля [0,1]
сегментинин s0 бюлэцсцня бахаг. [0,1] сегментини уйьун
олараг расионал вя иррасионал нюгтяляриндян тяшкил едилмиш
алтчохлугларына айыраг. Онда

)0()0(),11( 21 ><£=+<£= ddd DEeDEe
вя

1,0 21 == meme
олур. Бу бюлэцйя уйьун

.001

,0100101

21

21

=×+×=

=×+×=×+×=

memeS

memeS

Онда

0limlim
00

===
®®

SSJ
ll

.

Бу да [0,1] сегментиндя Дирихле функсийасынын Лебег
мянада интегралланан вя

0limlim
00

===
®®

SSJ
ll

олдуьу цчцн

0)()(
1

0

== ò dxxDLJ

олдуьуну эюстярир.
Гейд 3.2.1. Лебег интегралынын гурулмасында f(x)

функсийасынын бцтцн гиймятялярини сахлайан щяр щансы (A,B)
аралыьындан истифадя олунур. Бу интерваллар f(x) функсийасына
эюря биргиймятли тяйин едилдийиндян эюстярмяк лазымдыр ки,



105

Лебег интегралынын гиймяти A вя B ядядляринин сечилмясиндян
асылы дейилдир. Интегралын, B ядядинин сечилмясиндян асылы
олмадыьыны эюстяряк. Аналожи олараг интегралын A ядядиндян
асылы олмадыьы эюстярилир. Тутаг ки, A<f(x)<B, A<f(x)<B′  вя
B′>B .

Лебег интегралы (A,B′) интервалынын бюлцнмяси
цсулундан асылы олмадыьы цчцн B-ни бюлэц нюгтяляри сырасына
дахил едяк:

A=y0<y1<…<yn = B<yn+1<…<yp=B′,
бурада yn=B.

Бу бюлэцнцн кюмяйи иля

ååå
-

=

-

=

-

=

×+×=×=¢
11

0

1

0

p

nk
kk

n

k
kk

p

k
kk meymeymeyS

ашаьы Лебег ъямини дцзялдяк.
Лакин k≥n олдугда

ek=Ek [yk≤ f(x)<yk+1]ÌE[f(x)≥B]=Æ,
буна эюря дя mek=0 олур. Демяли,

SmeymeyS
n

k
kk

p

k
kk =×=×=¢ åå

-

=

-

=

1

0

1

0

олаъагдыр. Бурадан алыныр ки,
SS

00
limlim
®®

=¢
ll

,

бу ися о демякдир ки, (A,B) вя (A,B′) интервалларынын кюмяйи
иля f(x) функсийасы цчцн гурулмуш Лебег итегралы цст-цстя
дцшцр.

2.2. Лебег интегралынын ясас хассяляри.

Лебег интегралынын бир сыра садя хассялярини гейд
едяк. Бурада бахылан вя сонралар тясадцф едилян
функсийаларын мящдуд юлчцлян олмалары, интегралларынын ися
сонлу юлчцлц чохлуглар цзря эютцрцлдцйц фярз едилир.

Теорем 3.2.3. f(x) функсийасы E чохлуьунда a≤ f(x)≤b
бярабярсизликлярини юдяйярся, онда
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mEbdxxfmEa
E

×££× ò )( . (3.2.1)

Бу теорем орта гиймят щаггында теорем адланыр.
Исбаты. Истянилян натурал n ядяди цчцн

n
bB

n
aA 1,1

+=-=  эютцряк. Онда бцтцн xÎE нюгтяляри

цчцн A<f(x)<B олар.
A=y0<y1<y2<…<yn<B

нюгтяляринин кюмяйи иля [A,B] сегментини щиссяляря бюляк вя
Лебег ъямляри дцзялдяк. A≤ yk ≤B щесаб етсяк, айдындыр ки,

ååå
-

=

-

=

-

=

×££×
1

0

1

0

1

0

n

k
k

n

k
kk

n

k
k meBmeymeA

вя йа
A×mE ≤ S ≤ B×mE.

l=
k

max (yk+1,yk)®0 шяртиндя лимитя кечсяк,

mE
n

bdxxfmE
n

a
E

÷
ø
ö

ç
è
æ +££÷

ø
ö

ç
è
æ - ò

1)(1

олар.
Бурада n®¥ шяртиндя лимитя кечсяк (3.2.1)

бярабярсизлийини аларыг.
Бу теоремдян бир нечя садя нятиъяляр алыныр.
Нятиъя 3.2.1. f(x) функсийасы E чохлуьунда f(x)=c-

дирся, онда

mEcdxxf
E

×=ò )( .

Нятиъянин доьрулуьу (3.2.1)-дя a=c=b эютцрмякля алыныр.
Нятиъя 3.2.2. f(x) функсийасы E чохлуьунда мянфи

дейилдирся (мцсбят дейилдирся), йяни E-дя f(x)≥0  (f(x)≤0)-
дырса, онда

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£³ òò 0)(0)(

EE

dxxfdxxf .
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(3.2.1)-дян a=0 (b=0) олдугда алыныр.
Нятиъя 3.2.3. Яэяр mE=0 оларса, онда E чохлуьунда

верилмиш истянилян мящдуд f(x) функсийасы цчцн

0)( =ò
E

dxxf .

(3.2.1.)-дян mE=0 олдугда алыныр.
Нятиъя 3.2.4. Яэяр f(x) функсийасы E чохлуьунда

|f(x)|≤L шяртини юдяйярся, онда

mELdxxf
E

×£ò )( .

Исбаты. Верилян шяртдян алыныр ки, -L≤ f(x)≤ L олур.
Онда теорем 3.2.1-я ясасян

mELdxxfmEL
E

×££×- ò )(

олар ки, бурадан да

mELdxxf
E

×£ò )(

олмасы алыныр.
Теорем 3.2.3. Тутаг ки, E чохлуьунда юлчцлян

мящдуд f(x) функсийасы верилмишдир, E чохлуьу ися сонлу вя
йа щесаби сайда ъцт-ъцт кясишмяйян юлчцлян Ek чохлугларынын
бирляшмясиндян ибарятдир:

),( kkEEEE kk
k

k ¢¹Æ=Ç= ¢U .

Онда

å òò =
k EE k

dxxfdxxf )()( . (3.2.2)

Интегралын бу теоремля ифадя олунан хассяси онун
там аддитвлик хассяси адланыр.

Исбаты. Яввялъя E-нин ики алтчохлуьа бюлцндцйц садя
щала бахаг:

E=E′ È E′′   (E′ Ç E′′=Æ).
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Яэяр E чохлуьунда A<f(x)<B оларса, [A,B] сегмен-
тини y0,y1,…,yn нюгтяляри иля щиссяляря бюляряк

),)((
),)((

),)((

1

1

1

+

+

+

<£¢¢=¢¢
<£¢=¢
<£=

kkk

kkk

kkk

yxfyEe
yxfyEe

yxfyEe

чохлугларыны дцзялдяк. Онда айдындыр ки, щяр бир k цчцн
),0( =¢¢Ç¢¢¢È¢= kkkkk eeeee  нятиъядя kkk ememme ¢¢+¢=  олаъаг-

дыр, онда
²+¢=¢¢+¢== ååå

-

=

-

=

-

=

SSemyemymeyS
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk

1

0

1

0

1

0

олар. Бурадан, l®0 олдугда лимитя кечсяк, аларыг:

òòò
¢¢¢

+=
EEE

dxxfdxxfdxxf )()()( .

Беляликля, теорем ики топланан чохлуг щалы цчцн исбат
олунур. Рийази индуксийа цсулундан истифадя едяряк, теореми
истянилян сонлу сайда топланан чохлуглар щалында асанлыгла
исбат етмяк олар.

U

¥

=

=
1k

kEE

щалына бахмаг галыр. Бу щалда

U

¥

+=

=
1nk

kn ER

иля ишаря едяк. Онда

n

n

k
k REE È=

=
U

1

. (3.2.3)

Айдындыр ки,

å
¥

+=

=
1nk

kn mEmR ,

йыьылан
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mEmE
k

k =å
¥

=1

сырасынын галыг щяддидир. Одур ки, 0lim =
¥® nn

mR  олур.

Сонлу сайда топланан чохлуглар цчцн теорем исбат
едилдийиндян вя (3.2.3) бярабярлийиндя сонлу сайда
топлананлар олдуьундан,

òå òò +=
=

nk R

n

k EE

dxxfdxxfdxxf )()()(
1

бярабярлийи доьрудур.
A≤f(x)≤B эютцрсяк, орта гиймят теореминя ясасян

n
R

n BmRdxxfAmR
n

££ ò )(

олар. Бурадан

0)(lim =ò¥®
nR

n
dxxf

олур. Демяли,

å òòå òò
¥

=
¥®

=
¥®

=+=
11

)()(lim)(lim)(
k ER

n

n

k E
n

E knk

dxxfdxxfdxxfdxxf .

Теорем  исбат олунду.
Нятиъя 3.2.5. E чохлуьунда f~g оларса (щяр икиси

мящдуд вя юлчцляндир), онда

òò =
EE

dxxgdxxf )()( .

Исбаты. Доьрудан да, яэяр A=E (f¹g), B=E (f=g)
оларса, онда f~g олдуьуна эюря mA=0 олар.  Йяни E
чохлуьунда f(x) вя g(x) функсийалары санки щяр йердя цст-цстя
дцшцр.

òòò +=
BAE

,

буна эюря дя ашаьыдакы ики бярабярликляри аларыг:
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.)()(

,0)()(

òò

òò
=

==

BB

AA

dxxgdxxf

dxxgdxxf

Бу бярабярликляри тяряф-тяряфя топласаг интегралын
аддитивлик хассясиня ясасян алырыг:

òò =
EE

dxxgdxxf )()( .

Бу нятиъя щям дя эюстярир ки, сыфыр юлчцлц чохлуг цзря
эютцрцлмцш интегралын гиймяти интегралалты функсийадан асылы
дейилдир.

Гейд етмяк лазымдыр ки, нятиъя 3.2.5-дя g(x)=c=const
эютцрсяк, ону ашаьыдакы кими ифадя етмяк олар.

Нятиъя 3.2.5′. f~c (с сабит ядяддир) оларса, онда

mEccdxdxxf
EE

×== òò )(

олар. Хцсуси щалда, f~0 оларса

0)( =ò
E

dxxf

олур (сыфра еквивалент олан функсийанын интегралы да сыфра
бярабярдир).

Лакин интегралы сыфыр олан функсийа сыфра еквивалент
олмайа биляр. Мясялян, [-1,+1] сегментиндя

î
í
ì

<-
³

=
олдугда

олдугда,

0,1
0,1

)(
x
x

xf

эютцрцлярся, онда

011)()()(
1

0

0

1

1

1

=+-=+= òòò
--

dxxfdxxfdxxf

олур, лакин f(x) сыфра еквивалент дейилидир.
Нятиъя 3.2.6. Яэяр E чохлуьунда

f(x)≥0  вя 0)( =ò
E

dxxf
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оларса, онда бу функсийа сыфра еквивалентдир, йяни f(x)~0.
Исбаты. Бу нятиъянин исбаты цчцн E (f>0) чохлуьунун

юлчцсцнцн сыфра бярабяр олмасыны эюстярмяк лазымдыр. Бу
чохлуьу,

( ) U
¥

=

÷
ø
ö

ç
è
æ >=>

1

10
n n

fEfE

шяклиндя эюстярмяк олар. Яксини фярз едяк, йяни f(x) сыфра
еквивалент олмасын, онда mE(f>0)>0 олар. Одур ки,
топланан чохлуглардан щеч олмазса биринин юлчцсц мцсбят
олаъагдыр.

Мясялян, фярз едяк ки, n0 ядяди цчцн ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
>=

0

1
n

fEA

чохлуьунун юлчцсц мцсбятдир:

01

0

>=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
>= s

n
fmEmA .

E чохлуьуну ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
>=

0

1
n

fEA  вя B=E\A чохлугларына

айыраг. Орта гиймят щаггында теоремя вя ондан чыхан

нятиъя 3.2.2-йя ясасян A чохлуьунда
0

1)(
n

xf >  олдуьун-

дан,

s
00

11)(
n

mA
n

dxxf
A

=³ò ,

B чохлуьунда ися f(x)≥0 олдуьундан,
0)( ³ò

B

dxxf

олар.
Ахырынъы ики бярабярсизликляри тяряф-тяряфя топласаг

теорем 3.2.2-йя ясасян
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s
0

1)()()(
n

dxxfdxxfdxxf
EBA

³=+ òòò
аларыг ки, бу да

0)( =ò
E

dxxf

шяртиня зиддир, йяни mA=mE (f>0)=0 олмалыдыр. Бу ися f(x)~0
олдуьуну эюстярир.

Орта гиймят теореминдян чыхан нятиъя 3.2.2-ни бир
гядяр гцввятляндирмяк олар.

Нятиъя 3.2.7. E чохлуьунда санки щяр йердя f(x)≥0
(f(x)≤0 ) оларса, онда

0)( ³ò
E

dxxf ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£ò 0)(

E

dxxf

олур.
Доьрудан да,

÷÷
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ì

<
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0)(,0
,0)(),(

)(

0)(,0
,0)(),(

)(

xf
xfxf

xg

xf
xfxf

xg

яэяр

яэяр

яэяр

яэяр

фярз едяряк, f(x)-я еквивалент функсийа аларыг. Бцтцн xÎE
нюгтяляриндя g(x)≥0  ( g(x)≤0 ) олдуьу цчцн

0)( ³ò
E

dxxg ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£ò 0)(

E

dxxg

олар. Бурадан нятиъя 3.2.2-йя ясасян

0)( ³ò
E

dxxf ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£ò 0)(

E

dxxf

алырыг.
Нятиъя 3.2.8. Тутаг ки, Ek чохлуглары юлчцлян, ъцт-ъцт

кясишмяйяндирляр вя
,...)2,1(),()( =Î== kExconstccxf kkk
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оларса, онда

U

n

k
kEE

1=

=

чохлуьу цчцн

åò
=

=
n

k
kk

E

mEcdxxf
1

)( .

Бу бярабярлик теорем 3.2.2 вя нятиъя 3.2.1-дян бир
баша алыныр, беля ки,

.)()(
111
åå òå òò
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n

k E
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n

k EE

mEcdxcdxxfdxxf
kk

Нятиъя 3.2.9. mE  чохлуглары юлчцляндирлярся, артан

E1ÌE2Ì E3Ì… ардыъыллыг ямяля эятирилярся вя

U

¥

=

=
1m

mEE

оларса, онда

òò
¢

¥®
=

mE
m

E

dxxfdxxf )(lim)( .

Исбаты. A1=E1, k≥2 олдугда ися 1\ -= kkk EEA гябул

едяк. Онда Ak-лар ъцт-ъцт кясишмирляр,

U

¥

=

=
1k

kAE ,

истянилян m цчцн ися

U

m

k
km AE

1=

=

олар. (3.2.2) бярабярлийиндян бир баша алыныр ки,

.)(lim)(lim)()(
11

òå òå òò ¥®
=

¥®

¥

=

===
mkk E

m

m

k A
mk AE

dxxfdxxfdxxfdxxf

Нятиъя 3.2.7. Яэяр мянфи олмайан f(x) функсийасы E
чохлуьунда юлчцлян вя мящдуддурса, онда юлчцлян AÌE
цчцн
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.)()( òò £
EA

dxxfdxxf

Исбаты. Фярз едяк ки, AEB \= . AÌE олдуьундан
"xÎB олдугда xÎE,  xÏA олар. "xÎE цчцн ися f(x)≥0
олдуьуна эюря щямин "xÎB нюгтяляри цчцн дя f(x)≥0
олаъагдыр. Онда нятиъя 3.2.2-йя ясасян

0)( ³ò
B

dxxf

олаъагдыр. Диэяр тяряфдян AÇB=Æ вя E=AÈB олдуьундан
теорем 3.2.2-йя ясасян

òòò +=
BAE

dxxfdxxfdxxf )()()(

олар.
Саь тяряфдян ò

B

dxxf )( -и атсаг

òò ³
AE

dxxfdxxf )()(

аларыг ки, бу да тяляб едилян бярабярсизликдир.
Гейд 3.2.2. Нятиъя 3.2.1-я ясасян, нятиъя 3.2.2-ни бир

гядяр дягигляшдиряряк ашаьыдакы теорем шяклиндя сюйлямяк
олар.

Теорем 3.2.3. Юлчцлян мящдуд f(x) функсийасы E
чохлуьунда санки щяр йердя f(x)≥0 оларса вя

0)( =ò
E

dxxf

оларса, онда E-дя f~0 олур.
Исбаты. Фярз едяк ки,

E1=E (f>0), E2=E (f<0), E3=E (f=0).
Шяртя эюря f(x)≥0-дир, буна эюря дя mE2=0, щям дя

0)(
2

=ò
E

dxxf

олаъагдыр. Бундан ялавя E3 чохлуьунда f(x)=0 олдуьундан
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0)(
3

=ò
E

dxxf

олаъагдыр. Нятиъядя, шяртя ясасян

0)( =ò
E

dxxf

олдуьундан,

.0)()(

)()()(

13

21

==+

++=

òò

òòò

EE

EEE

dxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

 (3.2.4)

Бурадан нятиъя 3.2.6-йа ясасян, mE1(f>0)=0, йяни E1

чохлуьунда f~0 алыныр. Шяртя эюря mE2=0 вя E3 чохлуьунда
f=0 олдуьуну нязяря алсаг mE(f¹0)=0. Демяли, E-дя f~0.
Теорем исбат олунду.

Теорем 3.2.4. Q чохлуьунда ики юлчцлян мящдуд f(x)
вя F(x) функсийалары цчцн

òòò +=+
QQQ

dxxFdxxfdxxFxf )()()]()([ . (3.2.5)

Исбаты. Тутаг ки, Q чохлуьунда a<f(x)<b, A<F(x)<B
верилиб. Щяр ики [a,b] вя [A,B] сегментлярини

a=y0<y1<…<yn=b,    A=Y0<Y1<…<YN=B
нюгтяляри иля щиссяляря бюляк вя

ek=Q(yk≤ f<yk+1), Ei=Q(Yi<F<Yi+1), Ti,k=EÇ ek

(i=0,1,2,…,N-1; k=0,1,…,n-1)
чохлугларыны дахил едяк.

Айдындыр ки, Ti,k чохлуглары ъцт-ъцт кясишмирляр вя

U
ki

kiTQ
,

,= .

Буна эюря дя теорем 3.2.2-йя ясасян

å òò +=+
ki TQ ki

dxxFxfdxxFxf
,

,

)]()([)]()([ .
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Лакин Ti,k чохлуьу цзря
yk+Yi≤ f(x)+F(x)<yk+1+Yi+1

олаъагдыр, бурадан орта гиймят щаггында теоремя ясасян

kiik
T

kiik mTYydxxFxfmTYy
ki

,11, )()]()([)(
,

++ +£+£+ ò .

Бу бярабярсизликлярин щамысыны тяряф-тяряфя топлайараг,
аларыг:

.)(

))()(()(

,
,11

,
,

å

òå

++ +£

£+£+

ki
kiik

Qki
kiik

mTYy

dxxFxfmTYy
 (3.2.6)

Бурадакы

å
ki

kik mTy
,

, (3.2.7)

ъямини айрыъа щесаблайаг. Бу ъями

÷
ø

ö
ç
è

æåå
-

=

-

=

1

0
,

1

0

N

i
ki

n

k
k mTy

шяклиндя йазмаг олар.
Диэяр тяряфдян

.)(
1

0

1

0

1

0
,

1

0
,

kk

N

i
ik

N

i
ki

N

i
ki

N

i
ki

meQemEem

eEmTmmT

=Ç=ú
û

ù
ê
ë

é
Ç=

=ú
û

ù
ê
ë

é
Ç=ú

û

ù
ê
ë

é
=

å

ååå
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=

-

=

-

=

-

=

Демяк, (3.2.7) ъямини å
-

=

1

0

n

k
kk mey  шяклиндя эюстярмяк

олур. Бу ися f(x) фукнсийасынын fS  ашаьы Лебег ъямидир.

Аналожи гайда иля (3.2.6) бярабярсизликляриня дахил
олан башга ъямляр дя щесабланыр. Щямин бярабярсизликляри

Ff

Q
Ff SSdxxFxfSS +£+£+ ò )]()([  (3.2.8)

шяклиндя йазмаг олар.
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[a,b] вя [A,B] сегментляринин бюлэц нюгтялярини
бирляшдиряряк, l®0 шяртиндя (3.2.8) бярабярсизлийиндя лимитя
кечсяк, теоремин исбатыны аларыг.

Теорем 3.2.5. E чохлуьунда юлчцлян мящдуд f(x)
функсийасы вя сонлу C сабити цчцн

òò =
EE

dxxfCdxxCf )()( .

Исбаты. C=0 оларса, теоремин исбаты айдындыр.
C>0 щалына бахаг. A<f(x)<B эютцрцб [A,B] сегмен-

тини yk нюгтяляри иля щиссяляря бюляк вя
ek=E[yk≤ f<yk+1]  (k=0,1,…,n-1)

чохлугларыны дцзялдяк. Онда xÎek цчцн
Cyk≤Cf(x)≤Cyk+1

олур. Орта гиймят теореминя ясасян

kk
e

kk meCydxxCfmeCy
k

1)( +££ ò .

Бярабярсизликляри тяряф-тяряфя топлайараг

åòå
-

=
+

-

=

££
1

0
1

1

0

)(
n

k
kk

E

n

k
kk meyCdxxCfmeyC  (3.2.9)

вя йа

SCdxxCfSC
E

££ ò )(

алырыг, бурада S  вя`S ися f(x) функсийасы цчцн Лебег

ъямляридир. Ахырынъы бярабярсизликлярдя l=max(yk+1–yk)®0
шяртиндя лимитя кечсяк

òòò ££
EEE

dxxfCdxxCfdxxfC )()()( ,

бурадан да

òò =
EE

dxxfCdxxCf )()(

алырыг ки, бунунла да C>0 олдугда теорем исбат едилир.
Яэяр C<0 оларса, (3.2.9) бярабярсизликляриндя вя

сонракы ифадялярин щамысында ≤ ишарясини ≥ ишаряси иля явяз
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етмяк, сонра ися l®0 шяртиндя лимитя кечмяк лазымдыр.
Онда

òòò -+=-+=
EEE

dxxfCdxxCfdxxfCxCf )()()()]()()([0

олур ки, бурадан да теоремин исбаты алыныр.
Нятиъя 3.2.11. f(x) вя F(x) функсийалары E чохлуьунда

юлчцлян вя мящдуд олдугда

òòò -=-
EEE

dxxFdxxfdxxFxf )()()]()([ .

Исбаты цчцн f(x)-F(x)=f(x)+(-1)F(x) йазараг теорем
3.2.3 вя теорем 3.2.4-ц тятбиг етмяк кифайятдыр.

Теорем 3.2.6. E чохлуьунда юлчцлян вя мящдуд f(x)
вя F(x) функсийалары цчцн

f(x)≤F(x)
оларса, онда

òò £
EE

dxxFdxxf )()( .

Исбаты. Доьрудан да, xÎE олдугда F(x)–f(x)
функсийасы мянфи дейилдир, онда

0))()(()()( ³-=- òòò
EEE

dxxfxFdxxfdxxF ,

бурадан да

òò ³
EE

dxxfdxxF )()(

бярабярсизлийи алыныр.
Теорем 3.2.7. E чохлуьунда юлчцлян вя мящдуд f(x)

функсийасы цчцн

òò £
EE

dxxfdxxf |)(|)( .

Исбаты. P=E  (f ≥0), N=E (f<0) эютцряк.
Юлчцлян функсийанын хассясиня ясасян |f(x)| юлчцлян

олар. P вя N чохлуглары юлчцляндирляр вя PÇN=Æ, PÈN=E.
Онда интегралын аддитивлик хассясиня ясасян
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,|)(||)(|)()()( òòòòò -=+=
NpNpE

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

òòò +=
NpE

dxxfdxxfdxxf |)(||)(||)(| .

|a – b|≤a + b (a≥0, b≥0 ) бярабярсизлийиня ясасян

.|)(||)(||)(|

|)(||)(|)(

òòò

òòò

=+£

£-=

ENp

NpE

dxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

Бурадаn теоремин исбаты алыныр.

§ 3. Интеграл алтында лимитя кечмяк

Тутаг ки, E чохлуьунда юлчцлян мящдуд
f1(x), f2(x),…,fn(x),…

функсийалар ардыъыллыьы щяр щансы мянада (щяр йердя, санки
щяр йердя, юлчцйя эюря вя с.) юлчцлян мящдуд F(x)
функсийасына йыьылыр.

Бу заман

òò =
¥®

EE
nn

dxxFdxxf )()(lim (3.3.1)

мцнасибяти доьру оларса, онда дейирляр ки, интеграл алтында
лимитя кечмяк мцмкцндцр.

Цмумийятля, (3.3.1) мцнасибяти щямишя доьру
олмайа биляр. Мясялян, [0,1] сегментиндя fn(x) функсийалары

ï
ï
î

ïï
í

ì

=<£÷
ø
ö

ç
è
æÏ

<<÷
ø
ö

ç
è
æÎ

=
)(олдугда

олдугда,

,...2,111,1,0,0

10,1,0,
)(

nx
nn

x

n
x

n
xn

xf n

шяклиндя тяйин едилярся, онда бцтцн xÎ[0,1] нюгтяляри цчцн
0)(lim =

¥®
xf nn

=F(x)
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олдуьу щалда,

110)()()(
0

1

1

0

1

1

1

0

1

0

=×=×+=+= òòòòò n
ndxndxdxxfdxxfdxxf

n

n

n

n

n

nn

олур. Бу мисал эюстярир ки, щямишя интегралалтында лимитя
кечмяк оламаз.

Теорем 3.3.1 (А.Лебег). Тутаг ки, E чохлуьунда
юлчцлян мящдуд

f1(x), f2(x),…,fn(x),…
функсйалар ардыъыллыьы юлчцйя эюря юлчцлян мящдуд F(x)
функсийасына йыьылыр:

fn(x)ÞF(x).
Ялавя олараг {fn(x)} ардыъыллыьы мцнтязям мящдуд-

дур, йяни еля K сабит ядяди вар ки,
|fn(x)|<K

бярабярсизлийи "n вя "xÎE цчцн юдянир.
Онда

òò =
¥®

EE
nn

dxxFdxxf )()(lim . (3.3.2)

Исбаты. Гейд едяк ки, санки бцтцн xÎE нюгтяляри цчцн
                                          |F(x)|≤K, (3.3.3)

Доьрудан да, Рисс теореминя ясасян {fn(x)}
ардыъыллыьындан санки щяр йердя F(x)-я йыьылан )}({ xf

kn

алтардыъыллыьы айырмаг олар:
)()( xFxf

kn ® .
Онда Kxf

kn <|)(|  бярабярсизлийиндя k®¥ шяртиндя

лимитя кечсяк (3.3.3) бярабярсизлийинин доьрулуьуну аларыг.
Истянилян s  мцсбят ядяди цчцн

An(s)=E(|fn - F|≥s) , Bn(s)=E(|fn - F|<s);
чохлугларыны дцзялдяк. Онда
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)4.3.3(.|)()(||)()(|

|)()(|)()(

)()(
òò

òòò
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=-£-

ss nn B
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A
n

E
n

EE
n

dxxFxfdxxFxf

dxxFxfdxxFdxxf

Бурадан
|fn(x) – F(x)|≤|fn(x)| + |F(x)|

бярабярсизлийиня ясасян An(s) чохлуьунда санки бцтцн x
нюгтяляр цчцн

|fn(x) – F(x)|<2K
олар. An(s) чохлуьунда |fn(x)  – f(x)|<2K шяртини юдямяйян x
нюгтяляр чохлуьуну Qn(s) иля ишаря едяк.  Онда mQn(s)=0
олур.

Pn(s)=An(s) \ Qn(s)
иля ишаря едяк. Онда орта гиймят щаггындакы теорем 3.2.1-я
ясасян

)5.3.3()(2)(2

|)()(||)()(|

|)()(||)()(|

)()(

)()(

ss
ss

ss

nn

P
n

Q
n

P
n

A
n

mAKmPK

dxxFxfdxxFxf

dxxFxfdxxFxf

nn

nn

×=×£

£-=-+

+-=-

òò

òò

олар.
Аналожи гайда иля аларыг:

mEBdxxFxf n
B

n

n

×£×£-ò sss
s

)(|)()(|
)(

. (3.3.6)

(3.3.5) вя (3.3.6) бярабярсизликлярини (3.3.4) бярабяр-
сизлийиндя нязяря алсаг

mEmAKFdxdxf n
EE

n ×+×£- òò ss )(2 . (3.3.7)

Ихтийари e >0 ядяди цчцн вя s >0 ядядини кичик эютцр-

мякля
2
es <×mE  етмяк олар. Гейд олунмуш s ядяди цчцн
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юлчцйя эюря йыьылмайа ясасян еля N нюмряси сечмяк олар ки,

n>N цчцн
2

)(2 es <× nmAK  шярти юдянсин.

n>N цчцн (3.3.7) бярабярсизлийи

e<- òò
EE

n Fdxdxf

шяклиня дцшцр. Бурадан теоремин исбаты алыныр.
Исбат олунан теорем |fn(x)|<K мцнасибяти E чохлуьун-

да санки бцтцн нюгтялярдя юдяндикдя дя доьрудур. Функ-
сийалар ардыъыллыьынын мцнтязям, нюгтяви, санки щяр йердя
йыьылмаларындан юлчцйя нязярян йыьылмасы алыныр. Одур ки,
исбат едилян теорем щям дя беля ардыъыллыглар цчцн доьрудур.

§ 4. Риман вя Лебег интегралларынын мцгайисяси

Риман вя Лебег мянада интеграллар арасындакы
мцнасибяти айдынлашдырмаг цчцн ашаьыдакы теореми исбат
едяк.

Теорем 3.4.1. f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя
Риман мянада интегралланандырса, онда

а) f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя Лебег мянада
да интегралланандыр;

б) [a,b] сегментиндя f(x) функисйасынын Риман вя
Лебег мянада интеграллары бярабярдир.

Яввялъя ашаьыдакы лемманы исбат едяк.
Лемма. f(x) функсийасынын [a,b] сегментиндя кясилдийи

нюгтяляр чохлуьунун юлчцсц сыфра бярабярдирся, онда f(x)
[a,b]-дя юлчцляндир.

Лемманын исбаты. f(x) функсийасынын S=[a,b]
сегментиндя кясилдийи нюгтяляр чохлуьуну E0 иля ишаря едяк.
Онда mE0=0 олур.

Ихтийари A ядядi цчцн S=[a,b] сегментинин f(x)≥A
шяртини юдяйян нюгтяляр чохлуьуну

E=S ( f ≥A )
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иля ишаря едяк вя бу чохлуьун юлчцлян олдуьуну исбат едяк.
Яввялъя эюстяряк ки, x нюгтяси E чохлуьунун лимит
нюгтясидирся вя xÏE-дирся, онда x нюгтяси f(x)-ин кясилмя
нюгтяляри чохлуьу E0-а дахилдир, йяни xÎE0.

Яксини фярз едяк. Тутаг ки, f(x) функсийасы x
нюгтясиндя кясилмяздир. xÏE олдуьу цчцн f(x)<A олур,
демяк, x нюгтясинин еля (x-d,x+d) ятрафы вар ки, бу ятрафда
f(x)<A олур. Бу ону эюстярир ки, (x-d,x+d) ятрафында E
чохлуьунун щеч бир нюгтяси йохдур, бу ися мцмкцн дейил,
чцнки x нюгтяси E чохлуьунун лимит нюгтясидир. Алынан
зиддиййят эюстярир ки, f(x) функсийасы x нюгтясиндя кясилир.
Одур ки, xÎE0. E чохлуьунун юзцндя йерляшмяйян лимит
нюгтяляри чоьхлуьуну D иля ишаря едяк. Эюстярдийимизя эюря
DÌE0. E0 чохлуьу юлчцлян вя mE0=0 олдуьу цчцн D чохлуьу
да юлчцлян вя mD=0 олур.

F=EÈD
чохлуьу E чохлуьунун гапанмасыдыр, буна эюря гапалыдыр
вя гапалы чохлуг юлчцлян олдуьуна эюря, щям дя юлчцляндир.
Бурадан алыныр ки, E чохлуьу ики юлчцлян чохлуьун

E=F \ D
фярги кими эюстярилдийиндян юлчцляндир.

Беляликля, истянилян A ядяди цчцн E=S(f ³ A) чохлуьу
юлчцляндир.

Бу да f(x)-ин [a,b] сегментиндя юлчцлян функсийа
олдуьуну эюстярир. Лемма исбат олду.

Теоремин исбаты. f(x) функисйасы [a,b] сегментиндя
Риман мянада интегралланан олмасындан алырыг:

1) f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя мящдуддур;
2) f(x) функисйасынын [a,b] сегментиндя кясилмя

нюгтяляри чохлуьунун юлчцсц сыфра бярабярдир.
Леммайа ясасян f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя

юлчцляндир. Нятиъядя f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя Лебег
мянада интегралланандыр.

[a,b] сегментини
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a=x0<x1<….<xn=b
нюгтяляри иля

[x0,x1],[x1,x2],…,[xn-1,xn]
щиссяляря бюляк. f(x) функсийасынын [xk,xk+1]  ( 1,0 -= nk )
сегментляриндя дягиг йухары вя дягиг ашаьы сярщядлярини
уйьун олараг Mk вя mk иля ишаря едяк. f(x) функисйасы [xk,xk+1]
( 1,0 -= nk ) сегментляриндя мящдуд вя юлчцляндир, буна
эюря дя онларын щяр бириндя Лебег мянада интегралланандыр.
Одур ки, орта гиймят щаггында теоремя ясасян

,)()(
1

kk

x

x
kk xMdxxfLxm

k

k

D££D× ò
+

бурада Dxk=xk+1–xk. Бу бярабярсизликляри бцтцн k-лар цчцн
ъямляйяряк аларыг:

åå òå
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=

D££D
1

0

1

0

11

0
)()(

n

k
kk

n

k

x

x

n

k
kk xMdxxfLxm

k

k

вя йа

,)()( SdxxfLS
b

a

££ ò
бурада S  вя S  уйьун олараг ашаьы вя йухары Дарбу
ъямляридир. Шяртя ясасян f(x) функсийасы [a,b] сегментиндя
Риман мянада интегралланандыр, онда

ò==
®®

b

a

dxxfRSS )()(limlim
00 ll

олар, бурада l=max(xk+1–xk)=maxDxk.
Ахырынъы бярабярсизликлярдян эюрцнцр ки, S  вя S

ъямляринин ортаг лимити

ò
b

a

dxxfL )()(

олур. Нятиъядя
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òò =
b

a

b

a

dxxfRdxxfL )()()()( .

Бунунла теорем исбат олур.
Беляликля, f(x) Риман мянада интегралланандырса,

онда Лебег мянада да интегралланандыр вя щяр ики интеграл
бярабярдир. Лакин бу тяклифин тярси доьру дейил, йяни f(x)
функсийасынын [a,b] сегментиндя Лебег мянада интеграл-
ланмасындан Риман мянада интегралланмасы алынмыр. Буна
Дирихле функсийасы мисал ола биляр.

Нятиъядя Лебег интегралынын Риман интегралынын
цмумиляшмяси олдуьуну сюйлямяк олар. Бу фикри ашаьыдакы
фактлар да тясдиг едир.

1) Лебег интегралы алтында лимитя кечмя теореминдя
бцтцн шяртляр юдянмякля Риман мянада интегралламайа
бахсаг лимит функсийасы интегралланмайа биляр.

2) f(x) функсийасы [a,b] сегментинин щяр  бир
нюгтясиндя мящдуд f′(x) тюрямясиня маликдирся, онда f′(x)
Лебег мянада интегралланандыр вя

f(x)=f(a) + ò
x

a

dSSfL )()( .

Демяли, Лебег интегралынын кюмяйи иля щяр бир
мящдуд тюрямясиня эюря ибтидаи функсийа тапылыр. Буну
Риман интегралынын кюмяйи иля щямишя етмяк олмур. Буна
сябяб тюрямяси Риман мянада интеграллана билмяйян
функсийанын варлыьыдыр.

Лебег интегралына аид нцмуняляр вя тапшырыглар.

Мисал 1. [0,1] сегментиндя f(x)=x функсийасынын
Риман вя Лебег мянада интегралланан олдуьуну эюстярин
вя

ò
1

0

)( xdxR  вя ò
1

0

)( xdxL -и
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тапын.
Щялли. Яввялъя

ò
1

0

)( xdxR

интегралыны щесаблайаг. Истянилян e >  0 цчцн e<
n
1

шяртини

юдяйян n ядяди эютцряк вя [0,1] сегментин n бярабяр щиссяйя
бюляк. Бу бюлэцнц sn иля ишаря едяк. Онда
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ess <==+-+=-
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fSfS nn
1

2
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2
1

2
1

2
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2
1),(),(

олдуьу цчцн

[ ] 0),(),(lim =-
¥® nnn

fSfS ss

олар.
Бу ися ону эюстярир ки, [0,1] сегментиндя f(x)=x

функсийасы Риман мянада интегралланандыр.
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ç
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æ ±===

¥®¥®¥® n
fSfSJ

nnnnn
ss

Демяк,

J= ò
1

0

)( xdxR =
2
1 .

Инди f(x)=x функсийасынын [0,1]-дя Лебег интегралыны
щесаблайаг.

Функсийанын [0,1] гиймятляри чохлуьуну n бярабяр
щиссяйя бюляк.

Бу заман алынан
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Демяк, f(x)=x функсийасы Лебег мянада да интеграл-
ланандыр вя

.
2
1)(

,
2
1limlim

1

0

==

===

ò

¥®¥®

xdxLJ

SSJ
nn

Ъаваб: ò
1

0

)( xdxR = ò
1

0

)( xdxL =
2
1 .

Мисал 2. [0,1] сегментиндя

î
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ì
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=
олдугдаиррасионал

олдугда,расионал

xx
x

xf
,
,2

)(

функсийасынын Риман мянада интегралланмайан олдуьуну
вя Лебег мянада интегралланан олдуьуну эюстярин вя

ò
1

0

)()( dxxfL -и тапын.

Щялли. [0,1] сегментинин s бюлэцсцня бахаг. Онда
щяр бир [xk,xk+1] сегментиндя щям расионал вя щям дя
иррасионал нюгтяляр вар. Одур ки,

Mk=2, mk= – xk .
Буна эюря йухары вя ашаьы Дарбу ъямляри
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fSfS
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¹ .

Бу да верилян функсийанын Риман мянада интеграл-
ланан олмадыьыны эюстярир.

E=[0,1] чохлуьуну уйьун олараг расионал вя
иррасионал нюгтясиндян тяшкил едилмиш E1 вя E2 алтчохлугларына
айыраг. Айдындыр ки, бу алтчохлуглар юлчцляндир вя mE1=0,
mE2=1-дир. [0,1] сегментиндя f(x) функсийасы

g(x)= – x
функсийасына еквивалентдир, чцнки, йалныз юлчцсц сыфыр олан E1

чохлуьунда f(x)¹g(x), mE1=0. g(x) функсийасы [0,1]-дя Риман
мянада интегралланан олдуьундан Лебег мянада да
интегралланандыр вя

.
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1)()()()(
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-=-== òòò xdxdxxgRdxxgL

Мисал 3.
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олдугда

олдугда,

n
xx

n
x

xf
1,

1,1
)(

2
(nÎN)

функсийасынын [0,1] сегментиндя Риман вя Лебег мянада
интегралланан олдуьуну эюстярин вя

ò
1

0

)()( dxxfR  вя ò
1

0

)()( dxxfL

интегралларыны тапын.
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Мисал 4.
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олдугда

олдугда,иррасионал

кясрдиррасионалолунмайанихтисар

олдугдаядядрасионал

0,1
,0
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0(,1

)(

x
x

q
p

q
px

q
xf

Риман функисйасынын [0,1] сегментиндя Риман вя Лебег
мянада интегралланан олдуьуну исбат един вя

ò
1

0

)()( dxxfR , ò
1

0

)()( dxxfL

интегралларыны тапын.
Мисал 5. [0,1] сегментиндя
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олдугдаядядиррасионал

олдугда,ядядрасионал

x
x

xf
,1
,1

)(

функсийасынын Риман мянада интегралланмайан, лакин
Лебег мянада интгралланан олдуьуну эюстярин вя

ò
1

0

)()( dxxfL -и

тапын.
Мисал 6. [0,1] сегментиндя
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олдугдаядядиррасионал

олдугда,ядядрасионал

x
x
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,1
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)(

функсийасынын Риман мянада интегралланмайан, лакин
Лебег мянада интегралланан олдуьуну эюстярин вя

ò
1

0

)()( dxxfL -и

тапын.
Мисал 7. Риман мянада интегралланмайан, лакин

Лебег мянада интегралланан мящдуд функсийанын кясилмя
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нюгтяляри чохлуьу щансы хцсусиййятляриня эюря фярглянир (беля
функсийалара аид мисаллар эюстярин).

Мисал 8. Ашаьыдакы функсийанын [0,2] сегментиндя
интегралланан олдуьуну исбат един вя интегралыны тапын:
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ì

Î
ÇÎ
ÇÎ

=
олдугда.

олдугда,

олдугда,

Qxx
Jxx
Jxx

xf
,sin

]1,0[,2
]2,1[,

)(

2

Бурада J – [0,2]  сегментинин иррасионал ядядляр чохлуьудур,
Q расионал ядядляр чохлуьудур.

Щялли. f(x) функсийасы [0,2] сегментиндя

î
í
ì

<
³

=
олдугда

олдугда,

1,2
1,

)(
2

xx
xx

xg

функсийасына еквивалентдир, чцнки [0,2] сегментинин йалныз
расионал нюгтяляриндян дцзялдилмиш Q′ чохлуьунда f(x)¹g(x)-
дир, mQ′=0-дыр.

g(x) функсийасы [0,2] сегментиндя (йалныз бир кясилмя
нюгтяси (x=1) олдуьуна эюря) Риман мянада интеграл-
ланандыр. Беля ки,

òòòò +==
]2,1(

1

0

2
2

0

2

0

2)()( xdxdxxdxxgdxxf .

Бир нюгтяли чоьхлуьа эюря интеграл сыфра бярабяр
олдуьу цчцн (онун юлчцсц сыфырдыр) онда

òò

òòò +=

2

1

1

0

2

)1(]2,1(]2,1(

2

,222

xdxdxx

xdxxdxxdx

вя

интеграллары кясилмяз функсийаларын сегментя эюря
интегралларыдыр, (онлары Риман мянада баша дцшмяк олар)
буна эюря онлары Нцтон – Лейбнис дцстурунун кюмяйи иля
щесабламаг олар, йяни
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Мисал 9. Ашаьыдакы функсийанын [0,2] сегментиндя
интегралланан олдуьуну эюстярин вя интегралыны щесаблайын.
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CAxx
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Axx
xf
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,
)(

2

p
p

бурада A ъябри ядядляр чохлуьудур.
Мисал 10. Санки щяр йердя f(x)=0 оларса, онда

0)( =ò
E

dxxf

олдуьуну эюстярин.
Мисал 11. 0)(2 =ò

E

dxxf  оларса, онда f~0 олдуьуну

эюстярин.

Мисал 12. [0,1]-дя f(x)≥0, 1)(
1

0

=ò dxxf  оларса, f~1

олдуьуну эюстярин.

§ 5. Гейри-мящдуд функсийа вя юлчцсц сонсуз
олан област цчцн Лебег интегралы

1. Гейри-мящдуд функсийалар вя сонсуз областлар
цчцн биринъи нюв вя икинъи нюв
гейри-мяхсуси Риман инте-
гралы анлайышына уйьун олараг,
Лебег интегралында да буна
уйьун интеграл анлайышы
верилир.

Тяриф 3.4.1. Тутаг ки,
юлчцлян E чохлуьунда мянфи
олмайан f(x) функсийасы

y

N

     [f(x)]N

 о                                      x
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верилмишдир. Истянилян натурал N ядяди цчцн
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NxfN
Nxfxf

xf N )(,
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)]([

шяклиндя функсийайа f(x) функсийасынын кясик функсийасы
дейилир.

Тярифдян айдындыр ки, [f(x)]N функсийасы мящдуддур вя
f(x) функсийасы E чохлуьунда юлчцляндирся, онда

( )
î
í
ì

³Æ
<>

=>
олдугда

олдугда,

Na
NaafE

axfE N ,
,)(

)]([

шяклиндя тяйин едилдийиндян [f(x)]N кясик функсийасы да
юлчцляндир. Демяли, [f(x)]N функсийасы Лебег мянада
интегралланандыр.

Бундан ялавя
[f(x)]1£[f(x)]2£[f(x)]3£…,

олдуьундан

....)]([)]([)]([ 321 £££ òòò
EEE

dxxfdxxfdxxf

олур вя мцяййян сонлу вя йа сонсуз

ò+¥®
E

NN
dxxf )]([lim (*)

лимити вар.
Тяриф 3.4.2. (*) лимитиня f(x) функсийасынын E чохлуьу

цзря Лебег интегралы дейилир вя
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è

æ
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EE

dxxfLdxxf )()()(

символу иля ишаря едилир. Бу лимит сонлу олдугда дейирляр ки,
f(x) функсийасы E чохлуьунда Лебег мянада интеграл-
ланандыр.

Тутаг ки, f(x) функсийасы юлчцлян E чохлуьунда
истянилян ишаряли юлчцлян функсийадыр. Онда
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функсийалары цчцн f+(x)³0 вя f-(x)³0 шяртляри юдянир. Бу
функсийалар E чохлуьунда юлчцляндирляр. Одур ки,

ò +
E

dxxf )(  вя ò -
E

dxxf )(

интеграллары вар.
f(x)=f+(x)–f-(x) олдуьуну нязяря алсаг, щеч олмазса

ò +
E

dxxf )( , ò -
E

dxxf )(  интегралларындан бириси сонлу оларса,

f(x) функсийасынын E чохлуьунда интегралы

òòò -+ -=
EEE

dxxfdxxfdxxf )()()(

кими тяйин олунур.

òò -+ -
EE

dxxfdxxf )()(

сонлу вя йа сонсуз фярги E чохлуьу цзря f(x) функсийасынын
Лебег интегралы адланыр вя
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EE
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символу иля ишаря едилир.

ò
E

dxxf )(  интегралы варса вя сонлудурса, онда f(x)

функсийасы E чохлуьунда Лебег мянада интегралланан
адланыр.

2. Инди фярз едяк ки, E сонсуз юлчцлц чохлугдур:
mE=+¥. Тутаг ки, юлчцсц сонлу олан

E1Ì E2Ì E3Ì…
ардыъыллыьы цчцн
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олур. Одур ки, сонлу вя йа сонсуз

ò¥®
kE

k
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лимити вар. Бу лимитя f(x) функсийасынын E чохлуьунда Лебег
интегралы дейилир вя
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символу иля ишаря олунур. Лимит сонлу олдугда дейирляр ки,
f(x) функсийасы E чохлуьунда Лебег мянада интеграл-
ланандыр.

Мцхтялиф ишаряли f(x) функсийасы цчцн f+(x) вя f-(x)
функсийаларынын ò +

E
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олдугда
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кими тяйин олунур.

Мисал 1. E=[1,2] сегментиндя
3 1
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xf

функсийасынын Лебег интегралыны щесаблайын.
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Мисал 2.
]![

1)(
x

xf =  функсийасынын E=(0,+¥)

чохлуьунда Лебег интегралыны тапын, бурада [x] иля x
ядядинин там щиссяси ишаря олунмушдур.

Щялли. Бу мисалда E чохлуьунун юлчцсц сонсуз олур.
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Мисал 3. (0,1] йарымсегментиндя
x

xf 1)( =  функсийа-

сынын Лебег интегралыны щесаблайын (ъаваб: +¥).

Мисал 4. (0,1] йарымсегментиндя
x

xf 1)( =  функси-

йасынын Лебег интегралыны щесаблайын (ъаваб: 2).

Мисал 5. (2,3] йарымсегментиндя
3 2

1)(
-

=
x

xf

функсийасынын Лебег интегралыны щесаблайын (ъаваб:
2
3

).
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