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Diferensial tanlikler kursu riyazi fannlar arasinda mdhium yer tutur.
Bu da tesadufi deyil. Cunki hayalda bag veren ba'zi hadiseler, gedan
proseslar, elmin, texnikanin bir gox masolaleri diferenscial tenlikisre
gatrilarak hall olunur.

Diferensial tenliklor adi va xiisusi téramali tenliklora béliintr. Bir-
dayisenli funksiyanin toramalen daxil olan tanliklar adi diferensial ton-
likior, goxdayiganli funksiyanin xususi téramolart daxil olan teniiklar
xususi toramsh diferensial tanlikler adlarr.

Ders vesaili adi diferensial tenliklar kursuna aid qisa NeZen
me'lumatiar verir, masale va misallar halline hasr olunmusdur va dérd
fesilden ibaratdir.

Birinci fesil birtartibli diferensial tenliklann hall dsullarina hasr
olunmusdur. dvvalca izoklin Usuluna, dayisentarine ayrila bilan, bir-
cing, xatti, Bernulli, tam diferensialli, Rikkati tonliklarina va integralla-
yia vurugun taplimasina aid misal va masalalarin hall numunaelari
verilit. Sonra ise téramays nazeran hall olunmamig birlattibli diferensi-
al tenliklere aid misallar hell edilir. Feshn sonunda wwayektoriyaya aid
misallann halli, teqnbi hellin tapiimas: Gglin Eyler ve ardicil yaxinlag-
malarin tatbigi verilmigdir.

ikinci faslin avvalinda tertibi asag salina bitan ikitertibli toniiklore
aid misalann halli verilmis, ikitertibli xatti tanliklarin Grmumi hallinin ta-
piimast tsullanina aid misaliar hall olunmusgdur. Analoji misallar daha
yiiksak tartibli tanlikler Ggiin da verilir, tanliklar sisteminin halline aid
mixtolif misallar, dayarighg masslesi, serhad masalesi ve hallin
glivat sirasinmin komakliyi ila tapimasina aid rnisailar hall oluriut.

Ugtinc fasiida elmin, iexnikanin miuixtelif sahalerini ehate edon ve
adi diferensial tenliklara gatirilan massialarin halli verilir. Burada asas
mesala diferensial tenliyin quruimasidir. Diferensial tonhyin tapilma-
siv asanlasdimnag magsadi ile olave izahatlar verilir, tanfiyin qurulma
dsullan gosterilir,

Dérdunci fosilda qiyabt oxuyan talebslar va diferenzial tanlikleri
sarbast Gyreneniar ugln adi diferensial tontiklarin btiun sahalarine aid
misallann halleri miistagil hall ediimak Uglin alave misallar, mosalalar
vo fardi tapsinglann variantian verilmigdir.

Her faslin axinnda mustaait hall etmak teun miaatlar, mesalater,
yoxiama suallan venimisdir.



I FasiL
BIRTORTIBLI DIFERENSIAL TS LIKLOR

1. Adi diferensial tenlikier. Un umi
anlayiglar ve to'rifler

Sorbost doyisan x, axtanlan y = p(x) funksiyas: ve onun ',
P y(") téremeteri arasindaki

F(x, R AR )= 0 1))
minasibstine n -tertibli adi diferensial tenlik dey_f/i:: o
Diferensial tenliye funksiyanin tremalerinin daxil olmasi vacibdir.
14 ~ -'1
¥ = 763055y @ D) )

tenliye o yiksek tertibli tbromeye nezeren holl'olunm_u‘g teniik deyilir.
Tanl{yo daxil olan en yuksek tertibli tdremenin tertibine diferensial

tonliyin tertibi deyilir. .

1) y'-2y=x+1, 2) y'+3y=1 3) y"+5y'+6y=sinx,

4) w+2x=0, 5y"= x2 +3, 6) y"=1gx.
tonliklerden 1), 2), 4)-birtertibli, 3), 8)-kitertibli, 5)-Ugtertiblidir.

Tenliyin (a,b) intervaiinda helli efe y = ¢(x) funksiyasina deyilir
ki, bu funksiyanin tenliys daxil olan tertibden toroemelori olsun, 6zinu
vo toromalerini tenlikde yazidigda alinan beraberlik xe& (a,d)
nazeren eynilik kimi densin, ya'ni

Flr, 0, 0,97, 0P @)= 0, 5 (@),

Tonliyin y = (x), x € (a,b) -askar, P(x, y) = 0 -qeyri-agkar vo r

x=f), y=y(t), te(a,B) parametrik gakilde halli verilo bilar.

Tenliyin hellinin qrafikna inteqral eyrisi deyjilir.

(1) tenliyinin .

¥(xp)=yp, ¥Y(xp)= ya,---,y("_l)(xo)= y{,’" (3

sarflerini 6deysn hellinin taplimasina Kog/ meselasi deyilir.
Xiisusi halda, térameys nezaran hall olunmusg

4

y'=f(x,y) 4
tenliyinin
y(xg) =, (5)
sartini 6dayan hallinin tapiimastna birtartibli diferensial tanlik lglin Ko-
$i maselesi deyilir. Handasi olaraq, bu (4) tanliyinin (x4, v,) nogte-
sindan ke¢an inteqral ayrisini tapmaqdan ibaratdir.
S (x,v) funksiyasi (xg,y,) nogtesinin misyyen strafinda kasil-
msaz olduqda, (4){5) Kogsi mesalasinin halli var. Slava olaraq

F

(x9,}'0) noqgtesi atrafinda ™ kasilmaz xususi téromasi varsa, Kogi
oy
masalasinin hall yegane olur.

f(x,y) funksiyasinin x vo y dayigenlarine nezeran k tertibe
qedar butin xisusi toremalori varsa, onda (4) tenliyinin istenilen hal-
linin k + 1 tartiba gader téremasi olur.

Tenliyin y = ¢(x), x< (a,b) integral syrisi Uzerindaki har bir

niqtede Kosi masalasinin halli yegana olarsa, ona xususi hall deyir-
far.

y=y(x), xe (0(.,[3) integral ayrisi tzarindaki har bir ndqtads

Kogi maslasinin hellinin yeganaliyi pozularsa, bu hall mexsus/ hell
adlanir.

Ancagq tenliyin ixtiyari xtisusi hallini ¥ = @(x,¢) ailesindan ¢ sa-
bitina qiymat vermakle aimag mumkdndursa, y = @(x,c) ailasine (4)
tenliyinin  dmumi  hafli  deyilir. Tanliyin Umumi  halli geyri-askar
D(x,v)=c gekilde verildikde O(x,y)-o tanliyin integral deyilir.
Umumi hallin x = @(t,¢), y=ylt,c), te(a,p) ifadesine para-
metrik gakilda dmumi hafl deyilir.

Tanliyin ¥ -= ¢(x,¢) Umumi halli ma’lum olduqda Kosi masalasi-

nin hallini almaq Uglin y, = ¢(x,,c) berabarliyini ¢ - nazaran hali
edib, ¢=c¢, tapinq va ¢, Umumi hslide yazing: y = @(x,c,).
Umumi hall geyri-askar ®(x, y,¢) = 0 sokilde verildikde Kogi maseo-
lasinin haliini tapmagq Gguin P(xy, ¥5,¢) =0 tenliyinin ¢ hallini ta-
ping. Onda O(x, y,c,) = 0 Kosi maselasinin geyri-askar gakilda halli
olur.



Tenliyin mexsusi halli hafler aiasinin qurgayary kini tapilir.
O(x, v, ¢) = 0 ailasinin qursayan

(D(x, v,¢)=0,
{(D;(xv Vs C') =0

sistemindan ¢ sabitini yox etmakla alinir. Ailanin qurgayam varsa, 0,

maxsusi hall olur.
Umumi hall ma'lum olmadiqda, mexsusi hall diskrimat ayrileri ara-

smda axtanir.
F(x,p,y')=0
tonliyinin diskrimat oyrisi
Flx, v, y')= 0,
| Fy(xp,97)= 0
sistemindan 3’ yox etmakla alinan R(x, v) = 0 tenliyi ila ta'yin olu-

1 .
nur. Tanlik ¥’ = f(x,y) seklinde verilmigdirsa ———— = 0 tanliyi

f v (x$ y )
ilo to'yin olunan ayrilere mexsusi hall Ugln subhali ayrifar deyilir.
Maxsusi hell maxsusi hall tglin subhali ayriler arasinda axtarthr.
Tutaq ki, f(x,y) funksiyasi xoy mustavisinin [) oblastnda ta’-

yin olunmugdur. Her bir (x, y)€ D noéqgtesi tgun bu nogtedan bucaq

amsal k== f(x,y) olan diz xett kecirak. Onda L) oblastinda /stiga-
matler meydary yaranir.

Hsndasi olaraq diferensial tenliyi heall etmak grafiki /) oblastinda
yerlagan ele ayrilar tapmaqdan ibaratdir ki, bu ayrilerin har bir négte-
sinds gakilan toxunan meydamin hamin négtesindeki istiqameti ila dst-
uste dligsun.

1. v xlonx funksiyasinn xy’ - y - x tenliyinin halli oldugunu
gostarin.

HILLL y - xInx funksiyasinin verilmis tanliyin halli olmast
dgun y' = (xIn x)’ = In x + 1 téremesinin olmasi vacibdir ve y, ’-
in giymatiarini tenlikde yazdigda onu eyniliye gevimalidir:

nx+D-xInx=x x=x.
Demali, v = xIn x funksiyasi verilmig tenliyin hallidir.

_ ~2x 1 ;
2. y=Ce ™ 4 ;e" funksiyasinin 3’ + 2y =e* ftanliyinin Gmumi

helli oldugunu géstorin.

-2 1,
HILLI y=Ce™ + 3¢ funksiyasi ve onun y' = -2Ce"* 4
+ 3— e téremaesini verilmis tonlikda yerine yazsaq

S I U T I
- 2Ce ™ +-ie" +2Ce™ ™ 4 Zo¥ = o

De . - -2x 2 X . - sl L, .
mali, v= Ce “* + 3e funksiyasi (7 -sabitinin ixtiyari giyma-

tinde verilan tanliyin halli ofur. Ixtiyari y(xo): Yo baslangic sertine
v -2y 1
baxaq. y = Ce ™ + —ie‘ funksiyasinda x, y avezine verilon Xp, Vo

qiymetlarini yerine yazaq; Vo = Ce 20 +§l- e™ . Alinan barabarliyi

C -y nazeren hall edib, yerina yazaq. Onda alinan y :( Vo -

o X0 2(10"3) ] X .
3 e )e + 58 funksiyasi y(xo ): Yo baglangic sertini 6da-

PR S
yan hell olur. Demeli, y = Ce™* + ~¢* ailesi verilen tenliyin Umumi

halli olur.

3. Qeyri-agkar sskilde verilmis e ¥ —cr =]

’ - funksiyasirn
xv+1 = e’ tonliyinin tmumi halli oldugunu géstarin.

HILLl Verilen ¢ —cx =1 berabarliyinden y == —In(1+ cx)

7



funksiyasini tapaq. Buradan y' = -

aling. Bunlan verilen tenlikde
+cx

- 1 1
1= In+e) godan = . Demali,
1+cx 1+ex 1+cx

ixtiyari ¢ adedi Ggiin y = ~In(1+4cx) funksiyasi verilon tonliyin halli
olur. bdiyari y(xg)=yo baslangic sertini 6deyen hallo baxaq.
Yo =—In(1+cxy) berabariyinden ¢ sabitini tapag. xg # 0 oldugda

yazaq. —

- 1{-
Cxp =e Yo , c=— (e Yo _ l) olur. Onda geyri-agkar sokildo ve-
X0

- x{_
rilmis ™Y —~——(e Yo ——l)zl funksiyasi Kosi masalasinin halii olur.

X0
) 1(-y . ) o
Demali, @(x, y) = —\e™” —1) funksiyasi verilon tonliyin integrali olur.
X

4. Parametrik soxildo verilmis x:tet, y:e_t funksiyasinin

1+x)y' +y% =0 tenliyinin halli oldugunu géstarin.

X))y +y
WoLLl.  y,. =, x{= e'(1+1), y; =—e~'  oldugundan,
, e e

=-— =— . X,y va y'-in ifadolorini verilmis tanlikde
e(+r 1+1

yazsaq,
-2t o2
+ (e_,)z =—(1+1) te Moo U L7 g
1+¢ 1+¢

o)

Demali, verilmis x = te’ , Y= e’ funksiyasi verilan tenliyin halli olur.

5. y=csin(ox+¢@) funksiyasimin @ ve c¢>0 odedlori gln

Y"+0%y =0 (o> 0) tonliyinin Gmumi hali oldugunu gdstorin.

HOLLI. ixtiyari ¢ vo ¢ >0 adadleri Ugiin y = ¢sin(OX + @) funk-
8

siyasinin verilan tenliyin halli oidugunu gostarek. y'= cw cos(wx + ),

¥'= ~co’ sin(wx + @) . y ve y"-n ifadolerini veriimis tenlikde ya-
zaq:

~ o’ sin(wx + @)+ cw? sin(wx + ) = 0
Ixtiyari y(xy) = y,. Y'(xy) = y, baglangic sertlerini 6deysn hal-

lini ¢ ve @ sabiflarine adadi qiymetiar vermakle almag mumkdn of-
dugunu gdsterek:

{yo -esin(ox, -+ @),

» = cocos(wx, + ¢)

sistemindan
sin(wx, + @)= 20,
¢
cos(mxo @)= k43

wc
tapib, beraberhym her iki terefini kvadrata yikseldib, tersf-torefe top-

lasaq y; + ~y—L == ¢, baraberiyin her iki terafini teref4erefe bélsak
w?
®
alang: fg(wx4 )= Yo®
M

g e e

! 2
)
Onda ¢ = V.Vg + ('&) . P arclg Yo wx, .
® ) n
Tapilan ifadalen verilan funksiyada yazsaq:

~,

L

4

y= ;\j @ f +y, sm(co(x X )+ arctg}f‘)J.

Onda alinan ifade Kogi maselasinin halli olur.

6. Parametrik gokilde verilmis x == ccos¢?, y=csint funksiyasinin
x -+ "= 0 tenliyinin imumi halli oldugunu géstarin,



Haril y. ¥ SO L COSL vy, n ifadelerini ve-
Tt x csint sint
rilmis tanlikds yering yazsaq .
. cost
CCO8 t-+ (?ant( oo l:: 0 . 0 = 0
.osind

Demali, istenilon ¢ Ggun x = ceast, v csin { funksiyasi veril-
mig tanliyin halli olur. Bu funksiya tenfiyin Gmumi hgﬂ_i_@_ri _»l_'.?{ogrudan
2 1

da, ixtiyari ¥(xq) = ¥y gortini ddayan hall ¢ = \/xo + Vs Xg ¢

e X
) 2 e AT
o \‘ xﬂ + ~'VO Cﬂstﬂ. (ﬂ = ArCCOY e

VX0 +¥a

ez gOtUrMakie alirr

[y T a
X oot v xO -+ _Vo CO8 t,

‘ Ty T
| v = \fx(“‘ Foyy wInce

7. v = \{(11'2 {anliyinin hellin varkg ve yeganaliyini ta'min edan
oblash tapin.

HILL! Tanliyin sag tersfi [ (x, ) \/l -yt funksiyasi 1)
& {»- o0 < XA, Yk l'} oblastinda kasilmazdir. Demali, ixtiyari
(x4, ¥0) € [ ndgtasindan kegan integral ayrisi var. ()v T \“ yl
toremasi [) = - oo x < 4o0, Ly l_} oblastinda kasilmazdir.
Ona gére da (x4, ¥g) & 4) nogtesinden tenliyin yegans integral ayrisi
kegir. v = 'l oldugda torama sonsuzluga gevrilic. Bu, y - 1.1 diz
xatlari mexsusi hall gin subhali ayrilar olur. 3 - +1 duz xetleri tenli-
yi ddeyir. Gastarsk ki, buntar mMaxsus hallerdir. Bilavasita yoxlamaqk%
gostormak olar ki, y = sin(x+ ¢} tenliyin hallidir. v =1 dUz xat

uzarinde ixtiyari (x,,1) néqtesi gotiirek. Onda bu nogtadan iki y -

10

. Ll N .
= §m| X 5 xoj ve y = | hallari kegir. Demali, y=:1 diiz xatti tize-
\ v ,
rinds hallin yegansliyi pozu- ‘/11\

lur, yo'ni v =1 tanliyin mox-
susi halli olur. Eyni qayda ila WV LN /
gostermek olar ki, vy = -1 'T z /=

da maxsusi halldir (sokil 1).

8 y = \/xl -y - x tonhiyinin hallinin varig va yeganaliyini ta’'min
edsan oblast tapin.

HALLI Tenliyin sag tersfi  f(x, v) = \/x2 =P x funksiyasi

D= ‘ W< X <o, P xz} oblastinda kasilmazdir. Onda har bir

%
(x4.30) DD négtesinden  tanliyin  integral  ayrisi  kegir. (3)1/ 25
(4
1
T e ATRINMOSI r) o {" [LANSN "":”, }' « xZ} Oblasnnda ke-
2va2 -y

silmazdir. y - x? ayrisi Uzerinds %/ téramasi sonsuziuga gevwrilir.
oy

nd
-

Lakin 3y = x? funksiyasi verilon tenliyi 6demir: 2x # \[x2 -X" X,

Ona gbire da tenliyin mexsusi halli yoxdur. Demali, D) oblastinda heil
var va bu hall yeganadir.

T

9 y=x+ y.'j tanliyinin hallinin koordinat bagiangicimn atrafinda ne-
¢a tartib toremasi var?
7
H3LLL Tenliyin sag tersfi f(x,y)= x+ y* funksiyasi koordinat
baglangionin strafinda kesimezdir vo x, » dayigenlorine gobra
4

, " T o o, .
Fiap) = L £yt Ls )= 0, f0 ) - 0,

11



Sy (%) =—2§§ y.fI kesiimoz toromelori  var.  Aydindr

2
281 —7 28
93 T2
y
suziufa gewvirilir. Odur ki, f(x,y) funsiyasinin (0,0) noqtesi atra-finda
x ve y doyigenlarine nazeron ikinci tartibe qedsr kesilmez xi-susi

t6remalen olur. Onda baxilan tenliyin hellinin 0 ndqtesi atrafinda Gelinci
tortice qodoar tbromesl var.

f}’{;y(x,y) = toremasi y =0 oldugda son-

2. izoxlin Gsulu
Tutaq Ki,

y'=fxy) (M
tonllyi verilmigdir. Burada f(x,y) funxsiyasi xoy mistevisinin [
oblastinda xesilmezdir ve xesilmez xtsusi tdremeler var. Verilan
M(x,y) € D noqgtesinde meydanin istigamatini bu ndqtaden xegen ve
bucaq emsall k= f(x,y) olan diiz xett te'yin edir. Meydanin eyni
istigametli noqtelerinin hendesi yerinden ibaret olan eyriye izoxlin de-
yilir. (1) tanliyinin izoxlinleri

fxp)=k @

tonliyi ilo te'yin olunur. Burada k -parametrdir. X -parametrinin her bir
giymetinde (2) baraberliyi bir ve ya bir nege ayri vere biler ve bu ayriler
izodinler olur. k -parametrine bir-birine yaxin giymater vermaxde bir-birine
yaxin izoxlinler qurmagq olur. Bu da inteqral eyrilarinin daha deqiq teqtibi
tasvirini vermeye imkan yaradir. f(x, y) = 0 beraberliyi ila verilen izoxiin
exstremal adlanir, ginki inteqgral ayrilar bu izoxdin ilo kesigdiyi ndqtede
maxsimum ve ya minimum giymet ala biler. D oblastinin f(x,y)>0
gortini  Odeyen hissesinde (ndqtslor Uglin) inteqral eyrilori  artan,
f(x,y) <0 olan hissasinde azalan olur.

Y= L0+ H,000)Y = L0600+ (60 f(x,9)
oldugundan
Sx (e, y)+ f(x, ) fy(x,y) >0

olduqda, inteqral eyrilen ¢dxiix,
12

12

LG+ [(69)],(x,y) <0
oldugu hisseda gabanq olur.
L)+ F(6,9)f,(%,5)=0

tanliyini ta'yin etdiyi ayri noqgtelari inteqral ayrilari Gglin ayilma noqtesi
olur (ager varsa).

1. y'= y — x tenliyinin integral syrilarinin izoklin Usulu ila tagribi qra-
fikini qurun.

HILLI Tenlikde y'= k avazlemasini aparsaq, k = y — x alangq.
Demali, y = x+ k tanliyin izoklin ayrilerinin parametrik tanliyi olur.
k =0 oldugda y = x ekstremal izoklin alirir. Bu dliz xatt tizerindeki

har bir néqtade meydanin istigamati ox oxuna paralel olur. Inteqral
ayrileri ekstremal ayrisi ile kesigdiyi nogtada 6ziniin maksimum va ya
minimum giymatini ala biler. k¥ =1 oldugda y == x +1 izoklin tizarin-

de meydanin istiqgameti 45° olur, (k =y'= 1= tg45°), k=-1 ol
dugda y =x-1 izoklin zerindeki her bir néqtede meydarun isti-

gamati 135° olur. y > x oldugda 3'> 0, y < x oldugda iss y'< 0
olur. Demali, y = x dliz xattinden yuxanda inteqral ayrilari artan,
y = x duz xstfinden asagida inteqral ayrilari azalan olur.
Verilmig tanlikdan

Y pl=p-x-1>0,
yo'ni y > x-+1 oldugda inteq- '
ral eyrileri gokuk,

W=y-x-1<Q,

ya'ni y < x+1 olduqdaise in-
teqgral ayrilari qabang olur.

y = x + 1 funksiyas verilsn
tanliyi odeyir (1=x+1-x),
odur ki, tenliyin inteqral eyrila-
rinin ayilme ndqtesi yoxdur.

Yuxanda deylenlari nezors
alaraq verilan tanliyin inteqral
ayrilannin taqribi grafikini qur-
magq olar. (gakil 2).

13



2. lzoxlin Gsulu ile y' = x2 + y2 tonliyinin inteqral ayrilarinin taqribi
grafikini qurun.

HOLLi. y' =k ovezlomesini aparsaq, x2 + y2 =k, (k>0)
izoklin ayrilarini alanq. y' > 0 oldugundan integral ayrilori hamiga ar-tan

olur. ¥ =0 olduqda x2 + y2 =0, yo'ni (0,0) ndqtasi alinir. De-mali,
1

inteqral  ayrilorinin  exstremumu  yoxdur. k=— olduqda

V3

3

1
x? +y2 = —= izokli-

V3

ni (izarinde meydanin
istiqameti 300, k=1
oiduqda, X2+ y2 =1
izoklini Gizerinde mey-
danin istigamati 450,
k= \/5 olduqda ise
x% + y* = /3 izoxlini
tizarinde meydanin istiqgamati 60°, va s. olur.

Bunlan nozers alaraq verilen tenliyin inteqral ayrilarinin taqribi gra-
fikini qurmagq olar (goxil 3).

3,y =y- x2 tonliyinin inteqral ayrilarinin ayilma ndqtalerinin hen-desi
yerinden ibarat olan ayrini tapin.

HOLLI. Dyrinin ayilme ndqgtesi Ggin y" = 0. Verilan tonliyi x-o

nezeren diferensiallayaq. y" = y'—2x. Tenlikdon y'=y - x> qiy-
matini axinnci baraberlikde yazaq: y” =y- x2 =2x.

Buradan y” =0 oldujunu nazare alaq. Alinan y = x2 +2x oyrisi
verilmig tonliyin integral ayrilarinin ayilma ndqtalarinin handasi yeridir.
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3. Dayigsenlarine aynlan diferensial tanliklor

- Tutag ki, té‘?re_)maya nazaran hsll olunmus birtertibli diferensial ten-
liyin sag torsfi iki funksiyanin hasili geklinda verilmigdir. Bu funk-
siyalardan biri yalniz x -dan, o biri yalrz y -den ashdir:

& L
o J)Ny) . ()

Onda (1) tenliyine dayiseniarine aynian diferensial tanlik deyilir.
Bu tenliyin har iki tersfini dx -8 vurub @(y) -e bélsak,

dy
—— = f(x)dx 2
o(v) @
dayigeniarine ayrimyg diferensial tenlik alanqg. Bu tenliyi integrallayaq
ol
—= =} f(x)dx+C. 3
.[ ¢() @

Bu, verilen tenliyin Umumi inteqrali olur. Bundan bagga @(y) = 0

sortini 6deyen y, Ugln y = y, tonliyin halli olur. Bu hallin imumi
hallden alinmayanian maxsusi hall olur.
Dayiganlarine aynian diferensial tanliklar

J1 ()9, (V) + £, (x)p, (v)dy = O (4)

saklinda da verils bilar.
(4) tonliyini hall etmak Ugln beraberliyin hor iki tarefini

@,(¥) f,(x) hasiline bélsek

Si(x) P,(»)
RIS 15 2 W
L& e

dayigenlarine aynimig diferensial tanlik alariq. Bu tanliyi integrallasaq

S

HG) J‘cpz(y)
SIS v =C .
O Vom© ©

(6) ifadeasi (4) tenliyinin Gmumi integrahidir. Nazars almaq lazimdir
ki, (4) tenliyinin her iki terefini @,(y)f,(x) hasiline béldikds, bu ha-
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sili sifira geviren noqtelers uygun y =y, x=x; heller de alina bi-

ter: @, ( v)=0, f (3;)=0. Bu hellerden timumi heliden alinma-
yanlari maxsusi hall olur.

1. x)' =1- 7 tenliyini hall edin.

. dv

HLLI Tenlik deyigenlerine ayrilan diferensial tenlikdir. )’ = L4

X

oldugunu nazere alsaq ve beraberliyin her iki terefini dx-e vurub, x-o
2

"

n

bolsek alanqg. ydy=——dx.

Bu tenlik deyigenleriﬁa ayriimig tenlikdir. Tenliyi inteqrallasaq

J‘ydy= I_c{)_c_ J.xdanC. y? +x* = 2In|Cx
X

2. .x(l- y? )rlx+ y(l - xz)ly =0 tenliyini hall edin ve maxsusi hallin
olub-olmadigint aragdinin.

H3BLL/ Tenlik deyisenlerine aynlan diferensial tenlikdir. Bsraber-
liyin her terefini {1 — yzi

I]iixZ +J‘1}_’d)3}’2 =C,
1pdll-x*) 1,d0-32) 1 R
"EI 1(—:; )_EI ](_;;)=——2—lnCl, (c..=—5c,,),
3o, bher)-q

1- x* ) hasiline bélek ve integrallayaq.

Bu, verilmis tenliyin GUmumi integralidir. Indi mexsusi helli arag-
dirag. Bunun Ggiin (1— ¥ h- yz = 0 tenliyini hall edek. Bu tenliyin
butin  koklerini  (ye'ni x=21, y=%1) uUmumi integraldan
C, = 0 gbtirmakie almagq olar. Demali, verilmig tenliyin mexsusi helli
yoxdur.
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3. xydx+ (1 + yz)\/l ~xtdy =0 tenliyini hall edin ve maxsusi hailin
varligiri aragdirin.

HALLL Tanliyin har iki terafini v | - x? hasilina bélssk, dayi-

) z
senlerine aynimig tenlik alanq: m"\__,dx& 14y dy=10. Alinan
1+ x? ¥

tenliyi integrallayaq.

,.dx 1_ 2
X -+I Y m-mc,

\/l—- xg. Y

Jir . L2 .
,_.l_ M.;.-“.‘fk+.'.yd‘])=ln(j,
2 S1-42 ¥y

————

——-T 2 [-;(2_;’_‘
SN TIVEN lnl_y[ + X{<=lnC, vy=Ce 2

Bu, verilmig tenliyin dmumi hallidir. pv1-x* =0 tenliyine ba-
xaq. ¥ = O halli Gmumi hallden ¢ = 0 gotirmakia alindigindan xtisu-

si, x = +1 halleri isa sabitine adadi giymastlar vermakla alinmadi-
gindan verilmis tanliyin maxsusi halli olur.

4. Radioaktiv maddenin pargalanma sir'ati maddenin miqdari ile mii-
tenasibdir. Baglangic £+ 0 aninda maddanin migdannin m, oldugu-
nu bilerek, onun pargalanma qanununu tapin.

HILLS Tutaq ki, ¢t aninda radioaktiv maddanin kdtlasi m(¢)
f+Al aninda m+ Am (Am qader azahr) olur. Af miiddatinda ra-

dioaktiv pargalanmanin orta siir'ati 7&1— olar. Ani sur'st isa

Fn Am  dm lar. Ond olon »
~— = — olar. Ondam o = _ I
M0 Af dt asalanin gartine gora yaza bilerik
dm
—— =),
dt

17



Burada 4 -muitenasiblik smsahdir (menfi isare killasinin zarnan keg -
dikca azalmosiry gdsterir). Lielslikla, qoyulan mnassleni hall etmak
Ggtin alinan tanlivin hallini tapimag lazmdir.

ifm . i i o ,
e 7/ J S --Kjar tinc, me s ki rIn,

m m
m=Ce ',

f = 0 oldugda m = m, oldugundan mr, == (C aling. Belslikla, ve-

riimis masalonin haili m = m"e"", Mitanasiblik amsal & tacribo yo-

lu ila to'yin olunur, mesalen, radium dgun & . O,00044 gotdruldr.

5. Syri Uzerinda gatdriilmiis har bir ndate ugiin koordinat oxian, syi-
nin ézi ve gétiirtimus négtanin ordinatl ile mahdud clan fiqurun saho-
si hamin nogtenin koordinatlan tzerinda qurulmug dizbucaghmn sa-

1
hasinin ; -na barabardir. Hu ayrini tapin,

HILLI Sy lizerinda géturdlmis ndqteni A (v, ») gabul etaak,
maselanin sartine gore yaza kilerik:

o

( |
(s )ds - xy

0
Barabarliyin her terafini X dayisenine gora diferensiallayaq:

| S : . -
yooowt o xp', Buradan av' - 2y Deyiganlari ayinb, tenliyi integ -

D

“a

‘{\:’ (;I\: .
rallasaq o 2, lnl}'] Zln{x‘ I8 | (RSP U
v X

Demsli, axtanian ayri 3 = (*x? paraboialar ailasini verir.

4 Bircins diferensial tanliklar

Fla ey 4" Fx, vy gerting ddayan f(x, v) funksiyasina m

18-

deracall bircins funksiya deyilir. Mesalen, Fv)y=x%~xp+ y?
funksiyasi ikideracali bircins funksiyadir. Dogrudan da f (1;; )=
=37 - ey 4 £2y? = tz(xz - xy+ yz)r: 2 f(x, »).

Fx,v)= ;E+_2:v; funksiyas: isa sifir deracali bircins funk-

o 3uxty 1’3
siyadir:  f(te,ty) = ———2 o O9) =10 f(x
2 x% + 220 t‘z(x2 + 2yz) £y,
f(x,¥) funksiyasi sift deracali bircins funksiyadirsa 3’ =
= I (x, y) diferensial tanliyi bircins tenlik adianr Bircins tenliyi

V:#yJ (1)

\x
seklinda gostarmsk olar. Bircins tonliyi 2. z (v = xz) svezlomesi
ite (z yeni axtanlan funksiyadir) dayiJ;anlarina aynian diferensial
tenliyine gafirilir. y = xz ifadasini diferensiallasaq alanq: % =z+

dz
i x;zﬁ_r - Y V@ y"-4n qiymatiarini (1) tenliyinde yerine yazsaq alang:

dz , dz
Z+ x&; —_ (P(Z), e e dl&' (2)
oz)—z «x
Bu tenliyi hell edib, z = z avezlsmasini nazers alsaq, verilan

x
tanliyin hallini tapang. z, adadi @(z)= z tenliyinin halli olduqda
Y = zgx funksiyasi da hall olur. Bu hell imumi halden alinmadiqda
maxsusi hall ofur.

M(x,y), N(x,y) funksiyalan eyni deracali bircins olduqda
M (x, Ydxe + N(x, v)dv = 0 (3)

tanliyi bircins olur.

1 . x+ y L .
. ¥ = -~ tanliyini hall edin.
X~ }’

19



. Xk w S .
HALL {{x, v) - T funksiyas: sifir deraceli bircins funksiva-
o

o

dir:
: x-ry rvn ty Xty

FALN ) I w2, (0 SACSIE
D iy I(x ») Xy

Verilmis tonlik bircins  diferensial tenlikdir ¥ xz avazlomesini
aparaq. Onda v':: z 4 xz'.

¥ va ¥ Hn qiymetierini verilon tenliyinda
yering yazsaq alanq: :

b4 .
, X XxE A Iz dx
FA Nz e
X X2 Iz | B X

Axinner tanlik deyiganlarine aynlmig tanlikdir. Bu taenliyi integ-
rallayaq.

j L2 e J’ e f Lz -" E
14 77 x 11 z‘ iz

wrelge - --zln(1 + oz )rzlulx[ i, o

ln‘xl +In(’,

v )
~ cldugundan
¢

y o
wretlg - o
X

2 (33:? SESUTEA JJ« (.\“?‘ - f.’..)q;:}dy tanliyini hall edin.

BILLL A (xt, pt) = 3(pt)? -+ 3xivry+ (x)® = 120 (x, )

N(xt, yf) = (xN* 1 2xtyr = (xl s"'w) 1PN (x. v)
oldugundan M (x, y)ve N(a,p) ikideravsli bircins funksiyalardir.
Dermali, veriton tanlik bircinsdir. 1 = xz avedemasini aparaq. Onda
v = zdx v+ xelz . v Anve dy 4n bu giymatlonini verilmis tenlikda yeri-
ne yaraq

(h 2t Bk o )1/1 ( ;%x..)(“lx 1 xddz)
Buradan

(.z:"" Rt l)r;bq:u A1+ 22)dz, ‘. I+ 2z oz J. h ¢

20

_ﬁ ) [ “a
lrr (e st )

; ‘ i
2ln'|l A 7 ‘ :
B 4

»

o - avedamesini nazara alsaq (x”

X

b oo [ll‘k‘ iﬂ(..,,

lnjx + I

X

o yptert,

3. Har bir ndgtesinds toxunma nogtesinin koordinatianmn cami toxu-
nanattinin uzuniuguna barabar olan ayrini tapin.

H3LLf Tutag ki, y -

W(x) ayrisina A (x, vy néqgtesinda gakilon

toxunan ax oxunu 1 négtasinda kasir (sakil 4). Onda M pargas-
rin o8 oxu lzarinds proyeksiyas:, yo'ni A# parcas: toxunanalt okur.

'lr!}’
AAM P -dan: 4[ = IR 1', MP
v .y
Onda AP = =~ v 7 Me-
}". 1‘4[’
sslanin sortine gore AP - x4
' v . ) )
Onda vy -+ -7 - diferensial tenli-
.

»

yini alang. Alinan tanlik bircins ton-
ikdir, = X7 avezlamasini ve '

71 xz' ifadesini tenlikde yerna
yazagq.

|z,

ln[('fvl =

Y .
% M\"/SJ
ﬁzym
|
. 4/{ : -
A o p
Sokil 4.

:’ ],.;.,.: e dx
t II, 71' v

A_, Koy ln}(?yl.
3



5. Bircins tantiya gotitila bilan tonlikiar

. ey

yie soklinde verilmig diferensial tenlik o~

Caxtbvte
cins fanfiya getirile bilir. Burada asa@idaki hallan nazardan kegirak:

1) ¢ = ¢, = (O olduqda tenlik bircins olur. Odur ki, ¢, ¢, adadlarindan
heg olmazsa birinin sifirdan fargli halina baxaq.

4 by iu,(x-r o 1oy 2 0,

7 () oldugda, !
b Lavt P e 0

74
- ‘ , o
SR v -1 ) avazlamasi aparmagla bircins olan

dan { AR
ot Cab b

2) sisternini hall edib,

|
i
!
{
|

tanliyiru aling.

7

oy
3) 4

@ h
va verilmis tenlik p" = Flax - hy) sokline dlgur vo z - @x i by
avaziemasi ila hall olunuy,

1. (2 4y 1 6)de+ (x4 v~ 3)edy - U tanliyini hall edin.

. % 2x 4y i€
HILL! Verilmis tenliyi - =

dx x4y
a bl 2
da ¢, =26, ¢=-3ve =65 () oldugundan
a b 11

‘2 [Jiﬁ 0,
i
|

B30

t
| 0 oldugda, ayx + 63 = k(ax + by), (k= const) olur

--------------- g Y $ak||nda yazaq. On-

sistemini hall edib a.=1, B= 2 taping. Onda x =1+ & y=2+n
avaziomssinin kémakliyi ile verilmis tenlik 2(E - 2n)dk -+ (£ + n)dn = 0
bircins tenliyine getirilir. Tanliyini hall etmek Ggun 1 = Eu evézlame—
sini aparag. Onda tenlik (2» 3u+u W+ EQ+u)du =0 i

s . . ' - *'
diguir. Dayiganleri ayinb, hall etsok: . Fne

i} J‘ LI
o f 5 iinC, 21| 3inpe-2)-

=lft|+InC, Ct= ((5‘-—1)1 w=1_
4

C(y-2x) = (p—x-12
2. Qx+y-Dex- (4x+ 2y 3)dy := 0 tenliyini hall edin.

2 1

HaLL] = O oldugundan (3-cii hal) z = 2x+ » avazloms-

4 2
sini aparaq. Onda dy:- dz - 2dx v svezlemani nszeors alsaq verilmis

tenlik (z-1)dv- (2z- 3}z - 2dx) == 0, (5z- Ndx = (2z - 3)dz
saklma dliger. Day|$anlan ayirsaq ve inteqrallasaq |

Y= 2z-3 . f 25z
52”7‘12--4", J~5~~~~-~dz: d-InC _I_:~_,Zdz_.

i - -
- _“* Idx nc, 2 dz-l % me

2 1
7 5shlSz-T|=x-InC, 10z- Mjsz-7|=25x- 25mnC,

Inj5z~7|-InC, =10z-25x, (InC, = 25InC).

5z - 7 T

C; » 10x+5y 7 =C e’
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8 Umumilasmis bircins diferensial tanliklor

!'(Ixt vty ') " E(x,y, v

barabarliyi ddandikda l"(\x, ;1.',,3.#'_) = timarnilesmis bircins tenlik ad-
lanir va y = +x" 2 ovaziemasinin kémakliyi ite deyigenlore ayinian
tanliye getrilir. Ba'zi lanliklar 3 - +7™ avezlemssi ilo bircine tenliys
gatirilir.

oy 2 K] gt .
1. 2%y v7 4 xv teriliying hall edin.

; . i -
HILLE x->Ix, y->1"y, ¥ »i 'y‘ avarlemasini aparsaq

2t Tyttt t"’(‘l.x?y'»--,v"‘ = ;\;v) ddenmasi  iglin

i
24k 13k 14 & beraberiklen Odaniimalidir. Buradan & -

!
alang. Onda ¥ :.’xzz‘:";/.‘t:? {x

Il

» () evezlemesi  aparsaq:

p e Vxz'oov ve v'-n giymatlarini verilmig tenhkds yerina
Y.
uvx
yazag;
p \ A g .
{ , - , 1 ot &
2 g .3 Ll [2xy
A% E s t x,a";\?:;" 2 o (\. R J J\\/\, AN sy ) .
(ARYES J z x

y-©

o

Az . x ) .
2J. f g In%x| s, - Lo ImCx, ptInCxra- O

x « ) oldugda, v : v A: avazienasi aparmag lazmdir.
T y’z fanliyini x - {) {iglin hall edin.

HALEL v o 2 averlamasi aparag. Onda  verilmig tenlik

3 mxz ™ 2t \,/x6 +2z% 4+ 2™ sekline dusir. Bu tenliyin bircins

6 4
olmas! dgin 1+2m-1= 3 = ‘-;34 =2m serti 6denmalidir. Buradan
3 Yam—
3 . > - , 2tz
m=-. Demali, y=2? avezlemasini aparmaqla z'= |-+ -+ --
2 24 x2 X

bircins tenliyini alanq.

JT? "

Bu tenlik z = xt avazlemasi ila dayisenlerine aynhin xf'= ———

tonliyine gatirilir. Onun dmumi integral %h\ I \[1+ 8=
2 S
- 3 y? 4
olar. Onda 1= = - Y - oldugunu nezers alsaq 1ln | & Y 1=
X x 3 (%0 x®
. 1 yz + x6 + y‘ e
= In(¢,x), gln {3-— = In{¢,x), + \[x vyt
¢ =0 cf .
7. Tam diferensiatli tenlikior
M (x,y)dc+ N(x,y)dy = 0 (1)

tenliyinin sol terefi her hansi F(x,y) funksiyasinin tam diferensial
seklinde gostarila bilerse, ya'ni

M (x, y)dx + N(x, y)dv = --E—dﬁu é)—,dv - dF(x,y) )

barabaerliyi dogrudursa, (7) tan//y/ fam diferensialll tonlik adlanir

(burada M (x,y), N(x,y) kesilmazdir va kasilmaz @!- ?:1\—/ tore-

3

malari var). Bela F(x, v) funksiyasi tiglin
dF (x,y) =M (x, y)dx + N(x, y)dy = 0 (2)
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Buradan tenliyin dmumi integrali

F(x,y)=c (3)
sakhnda tapilir. Tanliyin tam diferensialh tanlik olmasi Ggln
: (3N
. (4)
oy o

sarti zoruri ve kafidir. o -
oger (4) gerti 6denirsa, (1) tanliyinin dmumi inteqrali

IM(E:,,y)dé + IN(xo,an =c (5)
X0 .
va ya
X b
J. M, yo ME+ '[N(x, n)dn = ¢ (6)

gaklinds olar. Burada (ixo, 3"0) néqtesi M (x,y), N(x,y) funksi-
yalarinin ta'yin oblastindan gétiralur. (5) dusturunu almaq Uglin

oF :
—— = M(x,y) gétrilir vo x -8 nezeran inteqrallamagqla alirir.

F(x,y)= j M, y)de + 9(y). 7

M ON A
Burada y -» nazersn torems alb —-— = -éx— barabarliyini nezare
)

NEY) g+ () = Nix, )~ N, )+ 9'(3).

alsaq o _ = 6N(2’;,
Oy

x

X0

'5) .
#(3) = M(sy,») gotarderse, - = N(x,») sort; air. Demno-

x ”
i, Flx,y)= “-1\4 (E, v)IE + IN (5.1 )dn + C funksiyast tgiin (1°)
*p ¥o

26

beraberliyi 6danir.
1. 2xydx + (x2 ~ y’)ajz =0 tonliyini hall edin.

HILLL M(x,)=2xy, N(xy)=x*~3*, M oo N 5.

a7 " ox
M ON
oldugundan, -é; ==z —é; aling. Demali, veriimis tanlik tam diferensiali
tenlikdir. Tenliyi hall etmsk lgtin ele F(x, y) funksiyasi tapmagq la-

oF _
zimdir ki, rel M (x,y) = 2xy édensin. Bu baraberiyi x -0 nezarsn
g,

integrallayaq. F(x,y) = I2F,yd§ + @)= xty+p(p).
0

Zapy

) bd B
Buradan —-—- x" —y° olmas uglin x2 4+ P'(y)= x? - y2

b

3 3
V() oyl (p(y)*»r-— . Onda F(x,y)=x y~—-j~ axtarilan

funksiya ve 3x%v - y = C verilmig tenliyin Umumi inteqral olur.

2. (sin xy+ xycos xp)dx + x* cos xydy = 0 tanliyini hell edin.

M F . 2 .
H3LLI f—’v = 5) (sin xy + xycos xp) = 2xcosxy - x° ysin xy,
o "
oN & ( 2 ‘ 2 . M aN
o= T cosxy )= 2xcosxy - x“ysin xp. —- =-—- oldugundan
0\ e ») VR YRR S e o8
Imig teniik tam diferensialh tenlikdir. Odur ki, (6) diisturuna ssasan
umumv integrah taping:
¥

J‘(smg 0+&-0cosE - 0)E + J.(x2 cosxn)dn = C, xsinxy = C.

0 0
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3. (x3 +xyz)dr+ (x2 y+ y3)a5v = Q tenliyini hall edin.

HaLLl _&g_: = 2xy, ?{V» = 2xy, —aiM = %2\{— oldugundan, veril-

ax o
mig tonlik tam diferensiath tenlikdir. Diger terefdan, bu tenlik ham da
bircins tenlikdir. Bu tip tenliklani musyyen gruplagdirmalar aparmaqgia

daha asan hell etmek olar. Verilmis tenliyi x> dx + xy(ydi + xdy) +
+ 3 dy = 0 seklinde yazaq. Onda

4 RY: 4 4 2 4
¥ LAS o AP AR B S ¢ LT Sy
4 2 4

tr2atyrayt=C, O 4, .

8. Inteqrallayici vuruq

Ba'zi hallarda
M (x,y)dx + N(x, y)dy = 0 (1)
tenliyi tam diferensialli tenlik olmadiqda, ele sifirdan farqli (x, y)

funksiyasi segmak olur ki, onu (1) tenliyinin her terafine vurdugda o
tam diferensialli tenliye gevrilir:

du = pM (x, y)x + PN (x, y)dy . ()
Onda W(x,y) funksiyasina inteqrallayici vurug deyilir. Integ-
rallayicl vurugun tarifine gére yaza bilarik: aay(u.M ) = g—x(}LN )
e ol a4 v "
ox oy o o

Bu xususi téremsli diferensial tanliyi hall etmekla u(x, y) inteq-

rallayict vurugu taping. Lakin (3) tenliyini hall etmak hemisa mumkiin
olmur ve ya gstin olur. Ona gére de xlisusi hallara baxag.

1). Tutag ki, p = pu(x), ya'ni inteqrallayici vuruq x deyisanindan
asthdir. Onda (3) tanliyi
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oM ON

din ax
dinp_ oy o @
dx N

goklinae dusir. Bela vurugun varhg dgiin (4) barabarliyinin sag terafi
yalniz x-dan asii funksiya olmalidir. Onda (4) tenliyini hell etmakia

p(x) inteqrallayic vurugunu taping.
2). Integrallayici vuruq ancaq y -dsyiseninden asih olarsa, (3)-den
N oM

dinp & oy

dy M

alanqg. Bu berabarliyin dogru olmasi Gglin, barabarliyin sag tersfi yal-
nz  y-dayigeninden asih olmalidir. Buradan inteqrallamagla

L = L ¥) vurugunu taping.

1. (x + yz)dx - 2xydy = 0 