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GIRIS

Ehtimal nozariyyasi biitiin tobiot elmlorinin tomal dasi, statistika iso
insan foaliyyatinin biitlin sahalorinin ayrilmaz hissasidir”. Moshur Amerika
alimi Kasin bu kolami ehtimal nozoriyyasi vo riyazi statistikanin miiasir
dovrds oynadigi rolu ¢ox gozal ifads edir. Buna gora do bu elmlarin asaslari
ilo tanis olmagi riyazi madoniyyatin zoruri komponenti hesab etmok olar.
Ehtimal nozariyyasi — nazari vo tatbigi shomiyyat kosb edon riyazi elmdir.Indi
elm vo texnikanin elo bir sahasi yoxdur ki, orada ehtimal-statistika
tisullarindan bu va ya basqa daracadas istifads edilmasin.Bu cahat ham ehtimal
nazariyyasinin, ham da onun tatbiq edildiyi miixtalif elm sahalarinin (masalan,
riyaziyyat, fizika, kimya, biologiya, igtisadiyyat, ekonometrika, tibbi elm,
horbi is, texnika vo s.) inkisafina genis imkan vermisdir. Ehtimal
nozoariyyssinin miithiim totbiq saholorindon biri do igtisadiyyatdir.Bu giin
igtisadi proseslorin tadqiqi vo prognozlasdirilmasini ehtimal nazariyyasina
osaslanan ekonometrik prognozlasdirma, reqressiya analizi, trend vo
hamarlasdirma modellari va bir sira digar tisullardan istifade etmadan tasavviir
etmok miimkiin deyildir.

Real gercoklikda bas veran har bir hadiseni 6yronmoak {i¢iin insanlar
miiayyan miisahidalor, tocriibalor, 6l¢gma islari — sinaqlar aparirlar. Miimkiin
goadar ¢ox aparila bilon , praktiki olarag geyri- mahdud sayda tokrar edils bilan
smaqlarin naticasina asason hamin hadisanin xassalari vo qanuna uygunlugu
askar edilir. Insanlar bu qanunauygunlugu 6yranmoklo miioyyoan doracads
tosadiifii hadisolori idara etmoyi, onlarin tasirinin naticalorini avvalcadon
sOylomoya Vo aradan qaldirmaga, hotta onlardan 6z praktiki foaliyyat

sahoalorinds masadyonlii sokilds istifads etmok imkani alds edirlar.



Ehtimal nazariyyasinds riyaziyyat elminin bir ¢ox sahalorinds istifado
olunan fisullardan vo alinan noticalordon (kombinator analizds, riyazi
analizds, cobrds, montiqdo vo s.) genis istifado olunur.Ancag ehtimal
nozoriyyasinin sirf 6ziino Moaxsus Oyronma tsullart vardir.Ciinki onun
oyrondiyi masoalolorin oksoriyyatinds doqiq riyazi qurulus olmur vo belo
mosalalarin riyazi modelini qurmaqda nozori ehtimal intuisiyadan istifada
oluna bilar.

Ehtimal nazariyyasinin analitik tisullarinin islonib hazirlanmasinda vo
timumilagdirilmasinde Muavrin (1667-1754), Laplasin (1749-1827), Qausun
(1821-1894), Puassonun (1781-1840), Cebisevin (1821-1894 ), Markovun
(1856-1922), Lyapunovun (1857-1918) boyiik xidmatlori olmusdur.

Miiasir ehtimal nazariyyasini aksiomlar sistemi osasinda qurmaga cohd
edon S.N.Bernsteyn (1880-1948), lakin tam quran A.N.Kolmogorov (1903-
1987) olmusdur.Bu nozariyyays inkisaf tempi veran bir sira alimloarin, 0
cimlodon, Xinginin (1894-1959), Sluskinin (1880-1948), Levinin (1886-

1971) v. s. alimlorin adlarini1 geyd etmok olar.



Tasadiifi hadisalor va sinaqlar. Tasadiifi hadisalor

uzarinda amallar

1. Tasadiifi hadisalar va sinaqlar
2. Smagqlar seriyasi va hadisalorin basverma tezliyi
3. Elementar hadisalor fozasi

4. Tosadiifi hadisalor tizarinda amallar

Tasadiifi hadisalar va sinaqlar

Tobiotdo bas veran hor bir hadisoni 6yronmak ti¢ilin insanlar miiayyan
miisahidalar, tacriibalor va 6l¢mo islari aparir. Eyni soraitds eyni bir hadisani
Oyranmoak tigiin ardicil olaraq aparilan miisahids va tacriibalarin naticasi eyni
olmur. Dayismoayan soraitdo eyni bir cihazla aparilan 6lgmalarin naticasi,
imumiyyatlo miixtalif olur. Buna gora do aparilan har bir tacriibanin v yaxud
miisahidanin naticasini qgabagcadan sdylomok ¢ox zaman miimkiin olmur. Hor
hans1 bir hadisonin qanunauygunlugunu tocriibi olaraq miioyyon etmok tigiin
onu eyni saraitds tokraran ¢oxlu sayda miisahido etmok lazimdir. Coxlu sayda
miisahido oluna bilmayan hadisalorin ganunauygunlugunu miioyyan etmok
cotindir. Buna gora do, ehtimal nazariyyasindo, asasan kiitlavi hadisalar, yani
praktiki olaraq eyni soraitdo istonilon sayda tokrar oluna bilon hadisalor
oyranilir. Ehtimal nazariyyasi ayri-ayr tosadiifi hadiso vo kamiyyatlor deyil,
onlarin ganunauygunluglarini vo timumi xassalorini 6yranir. Bu mogsadlo
uygun riyazi model qurulur. Ehtimal noazoariyyssindo qurulan bu riyazi

modelds tocriiba, miisahido, Ol¢gmo anlayislar1 ovazine “sinaq” anlayisi



isladilir. Hor bir sinaq miiayyan sortlor va sortlor kompleksi daxilindo yerina
yetirilir. Sinagin aparilma sortlori avvalcodon miioyyon olunur. Yalniz bu
sortlor 6dondikdo sinaq aparilir. Tokraron aparilan sinaq zamani bu sortlor
doyismoz qalir. Hor bir sinaq 6z aparilma sortlari vo naticalori ilo xarakterizo
olunur. Ogar siagin aparilma sartlori doyisdikdo, onda homin sinaq da doyisir
Vo basqa siaq alinir.

Forz edok ki, S tokraron aparilan (eyni sortlor kompleksi daxilindo)
sinaqdir. S sinagin hor bir icrast zamani alinan noticoya hadiso deyilir.
Aparilan sinaq naticasinds nozords tutulan hadiso bas vera do bilor, basg
vermaya do bilor. Smagin har bir icrasinda hokmon bag veran hadisaya yagin
hadisa deyilir. Sinagin heg bir icrasinda bas vermoayan (Vo ya hokmon bas vera
bilmoayan) hadisays iso miimkiin olmayan hadisa deyilir. Sinagin icrasi zamani
nozords tutulan hadiss bas verso do, bas vermasa do, yani, sinaq zamani
hadisonin bas verib-vermodiyi haqda gabaqcadan he¢ no demok miimkiin
deyilso, onda hamin hadiss tosadiifi hadiss adlanir.

Ehtimal nazariyyasinds hadisalor A,B,C,...,va. s harflorlo isara olunur.
Aparilan sinaq noticesindo hadisalorin bas verib-vermomasi homin sinagi
keyfiyyotco xarakterizo edir. Smagin komiyyotco xarakteristikasindan da
danigmaq olar.

Tutaq ki, aparilan siaqla bagli olan hor hansi kamiyyatin ala bilocayi
giymotlori miioyyon etmok lazimdir. Bu halda sinagi xarakterizo edon
komiyyatin miimkiin ola bilon giymatlorin hor hansi birini almasi tosadiifi
xarakter dasidigindan, homin komiyystin miimkiin qiymotlorin hansinm
alacagini avvalcodon sdylomok miimkiin deyildir. Ehtimal nazariyyssinds belo

komiyyatlor tosadiifi kamiyyatlor adlanir.



Sinaqlar seriyasi vo hadisalorin basverma tezliyi

Ehtimal nazariyyasi kiitlovi tasadiifi hadisalorin ganunauygunluglarini
oyronir. Tosadiifi hadisolori elmi riyazi sokildo Oyronmok ii¢lin onlarin
miioyyon ododi xarakteristikalar1 olmalidir. Hor bir hadisays onun ehtimali
adlanan bir haqiqi adod uygun qoymagq iigiin hololik asagidaki kimi horokot
etmok olar.

Forz edok ki, S tokraran aparila bilon sinaq vo A bu sinagla bagl olan
hadisadir. S sinagini n dofo aparildigda A hadisosinin bas vermasinin say1
Sn(A) olar. Bagqa sozla, S sinagi n dofa tokraron aparildigda A hadisasinin bag

verdiyi sinaglarin say1 Sy(A) ilo isara olunur. Bu halda,
=B ()

nisbati n sinagdan ibarat olan seriyada A hadisasinin basverms tezliyi vo ya
sadaCo olaraq tezliyi adlanir. Tezliyin statistik dayaniqliq xassosi vardir. Bu o
demokdir ki, S smmaginin ¢oxlu sayda aparildigi miixtalif seriyalar tokrar
olundugda A hadisasinin (1) tezliyi bir-birindon ¢ox az farglonir. S sinaginin

uygun olaraq n1,ny, ... dofa tokraron aparildigr miixtalif seriyalara baxdiqda

~ -(2)

5,(A) S, (A) _S,(A)
n n n

olur.

Kifayat godor bdyiik sayda sinaqlardan ibarat olan miixtalif seriyalarda
baxilan A hadisasinin tezliklori bir-birina ¢ox yaxin olmagqla barabar, miiayyan
bir sabit P(A) odadi otrafinda rags edir. Seriyalardaki sinaqglarin say1 artdigca
hadisonin tezliyi hamin adads daha ¢ox yaxinlasir. Baxilan A hadisasinin, S
sinaq naticasinds bag vermasi imkaninin obyektiv olgiisti olan P(A) adodi A

hadisasinin ehtimali (vo ya statistik ehtimal) adlanir.



Hadisonin tezliyi vo ehtimali 6lgiisiiz (adsiz) koemiyyatdir. Tosadiifi
hadisonin ehtimalin1 toyin etmok tiglin smaq naticalori eyniehtimalli
(eyniimkanli) olmalidir. Bunun iimumi sxemi beladir:

Forz edok ki, A sinaginin A1, Az, ..., An Kimi n dono miimkiin naticasi
vardir vo hor bir simaq naticasinds bu hadisslordon yalniz biri vo ham do
hokmon bas verir. Bu hadisalordon har hansi birinin bas vermasinin, digarinin
bas vermasina nazaron heg bir iistiinliiyii (daha artiq imkani) yoxdursa, hamin
hadisalor eyniehtimalli hadisalordir vo onlar tam qrup teskil edir. Belo

hadisalorin har birinin ehtimali 1/n-2 barabardir.
p(py):%, k=1,2,3,..n (3)

Verilmis sinaq naticasinda eyni zamanda (birgos) bas vera bilmayan

hadisalora uyusmayan hadisoalor deyilir.

Elementar hadisalar fazas:

Forz edok Ki, tokraran aparila bilon hor hansi S sinagmin icrasinda
clit-ciit uyusmayan o; (i=1, 2, ...) naticalorindan ancaq biri bas verir. Bu halda
o; naticalarinin hor biri S sinaginin elementar hadisasi (vo ya elementar
noticosi) adlanir. Biitiin belo elementar hadisolor ¢oxluguna S sinaginin
elementar hadisalor fozasi deyilir vo Q ila isara olunur:

Q={w,m,..} VoYya Q={wo}

Ixtiyari tobiotli ,» elementlorinin Q coxlugu elementlor hadisalor
fozasi, onu toskil edon ® elementloari iso elementar hadisalor adlanir.

Hor bir real hadiss va prosesi dyronmok iigiin uygun elementar
hadisalor fozasi toyin edilir. Baxilan sinagin ciit-clit uyusmayan, uygun

naticalori isa elementar hadisalor hesab olunur. Elementar hadisolor fazasinin



hor bir alt ¢oxluguna tosadiifi hadiso vo ya hadisa deyilir. Aparilan sinaqda
miioyyan hadisonin bas vermasi, onu toskil edon elementar hadisalorin heg
olmasa birinin bas vermasi demokdir. Beloliklo, baxilan sinaq naticasinds bag
vera Dbilon biitiin hadisolor ¢oxlugu Q fozasinin biitiin alt g¢oxluglar
coxlugundan ibaratdir. Q ¢oxlugundan (fozanin 6ziindoan) ibarat olan hadiss,
simaq naticosindo bas veran har bir elementar hadisonin bas vermasi
naticoasindo bas verir. Bu o demokdir ki, Q hadisasi har bir sinaq naticasinds
bas verir. Demoli, Q fozasi yaqin hadisadir. Bos ¢oxluq iso sinagin icrasi
zamani heg¢ bir elementar hadisonin bas vermasi naticasinds bas vera bilmaz,
yoni, bos coxlugu miimkiin olmayan hadisadir. Malumdur ki, n sayda
elementdon ibarat olan sonlu @ ={v,,... »,} coxlugunun 2" sayda altcoxlugu
vardir. Buradan aydindir ki, n sayda elementar hadisadon ibarat olan

Q={w,w,.. v,} fozas1 2" sayda hadisa ilo baglidir. Bu hadisalordon biri yaqin

hadiss (fozanin 6zii), o biri iso miimkiin olmayan hadisadir.

Toasadiifi hadisalar tizarinda amoallar

Tutaq ki, har hans1 S sinaginin elementar hadisolor fozas1 Q={w} ilo
isaro edilir. Burada homin fozanin alt¢oxluglart olan A,B,C,...,vo s.
hadisalorino baxilir. Bu hadisalor bozon Ay, By, Ck,..., (k=1, 2, ...) vao s. kimi

isaro olunur. Tasadiifi hadisalor tizorinds asagidaki amoallor yerino yetirilir:

1. Hadisalarin baraborliyi.

Baxilan sinaq naticasine A hadisasi bas verdikda B hadisasi do hokman
bas verirsa, onda deyirlar ki, “B hadisasi A hadisasinin naticasidir” vo AcB
(A daxildir B-ys) kimi isara olunur. Bu daxilolma miinasibatinin asagidaki

xassolori vardir.



» AcA
» AcBvoBcColarsa, onda Ac=C olar.

Ogor AcB vo Bc A miinasibatlori eyni zamanda 6danilorss, A vo B
hadisalorina eynigiiclii vo ya barabar hadisalor deyilir vo A=B kimi isara
edilir.

Hadisalarin eynigiicliiliik miinasibatinin simmetriklik, refleksivlik
Vo tranzitivlik xassalori vardir:
» Simmetriklik: A=A
> Refleksivlik: A=B olduqda, B=A olar.
» Tranzitivlik: A=B va B=C oldugda A=C olar.

2. Hadisalarin comi va ya birlogsmasi.

A va B hadisalarinin he¢ olmasa birinin bas vermasindan ibarat olan
hadisaya homin hadisalorin comi vo ya birlogsmasi deyilir vo A+B, AUB kimi
isaro olunur. Buradan aydin olur ki, A vo B hadisalorinin comi, hamin
hadisalorin he¢ olmasa birina daxil olan elementar hadisalordon ibaratdir:

A+B={ ® Q | o cAVvoyaw <B} (1)
Istonilon A vo B hadisoloari iiciin asagidaki xassalor dogrudur.
A+A=A
A+B=B+A
A+Q=Q
A+O=A vas.

Eyni gayda ilo istonilon sonlu sayda hadisalorin A1, Az, ..., Aj

YV V V V

hadisalarinin comini miiayyon etmok olar:

ArtAst. A=A (2)



(2) diisturunun comi A1, Ay, ..., An hadisalorinin he¢ olmasa birinin bas
vermasindan ibarat olan hadisadir. Hadisalorin comi anlayis1 hesabi sayda

coxluglar iigiin imumilogdirilir.

Ar+Agt. +An+..= | JA (3)

3. Hadisalarin hasili.

A vo B hadisalorinin hor ikisinin eyni zamanda hokmon bas
vermasindan ibarat olan hadisaya hamin hadisalarin hasili deyilir vo AB vo ya
ANB kimi igaro olunur. Buradan aydin olur ki, A vo B hadisalorinin hasili
homin hadisalerin har birina hékman daxil olan elementar hadisslordan
ibarotdir:

AB={ ® te o cAvoo B} (1)

Istanilon sonlu sayda vo ya hesabi sayda hadisalorin hasilindon da

danismaq olar. Hesabi sayda A1, Ao, ...,An hadisalor ii¢iin asagidaki diistur

dogrudur:
NA-={0 Q| weca k=1,2,..} ()

Ixtiyari A, B, C,... hadisalori {i¢iin asagidaki xassalor dogrudur:
AA=A
AB=BA
A(B+C)=AB+AC
AG=0
A Q=A

vV V V V VY

Hadisalorin comi vo hasili tigiin qruplasdirma xassalori do dogrudur.

Yoani A, B, C hadisalari ii¢lin asagidaki miinasibatlor 6donilir:

A+B+C=A+(B+C)=(A+B)+C=(A+C)+B va



ABC=A(BC)=(AB)C=(AC)B
Q fazasi yagin hadiso, bos ¢oxluq iso miimkiin olmayan hadisalordir.

Buna goro do AB= O olmasi A vo B hadisolorinin uyusmayan olmasi
demokdir. Ciit-ciit uyusmayan A1, Ao, ..., An hadisalor sistemi tigiin

AA =0(k, m=1,2,..)
miinasibatlori 6danilir. Bels sistem ti¢iin alavo

At At .+ An=Q
miinasibati 6doanildikds, ona ciit-ciit uyusmayan hadisalarin tam grupu vo ya
tam sistemi deyilir. Bu anlayis1 hesabi sayda A1, Ay, ..., An hadisalor sistemi
liclin do timumilesdirmok olar. ©gar Ai, Ay, ..., An hadisalar sistemi {igiin
1. A=0(k>1),
2. AA, =0 (k,m=1,2,..),

3. CJAkzg

sortlori 6danilarss, onda ona hadisalorin “tam sistemi” deyilir.
Ogor A hadisasi ciit-ciit uyusmayan Aj, Ay, ..., Ay hadisalorinin
comidirse, yani
A=A+ At ..+ Ay
miinasibati 6donilorss, onda deyirlor ki, A hadisasi A1, A, ..., An xiisusi

hallarina ayrilir.

4. Hadisolor forqi.
A hadisasinin bas vermasi, B hadisasinin isa bas vermamasindan ibarat
olan
hadisaya A vo B hadisolorinin forgi deyilir vo A-B kimi isara olunur. A-B
forqini asagidaki kimi toyin etmok toyin etmok olar:
A-B={ o te ®cAVow eB}



Q-A forgina A hadisasinin garsiliql aksi deyilir va bels isara olunur:
A=Q-A
A hadisasi A-nin bas vermasini gostorir. A vo A hadisalori qarsiligl oaks
hadisalor adlanir. Onlarin biri bas verdikdo, o biri hokmon bas vermir. Demali,
A vo A hadisslori uyusmayandir A A=@ vo onlarin comi yaqin hadisadir: A+
A=Q



Ehtimahin xiisusi va aksiomatik tariflari.

Ehtimalin xassalori

Hadisalar cabri

Hadisalarin ehtimal vo ehtimal nazariyyasinin aksiomlari
Ehtimalin sada xassalari

Ehtimalin Klassik tarifi

Handasi ehtimal

Sarti ehtimal

S - < A e

Ehtimalin sada xassalari

Hadisalor cabri

Forz edok ki, Q={w} ilo hor hansi S sinaginin elementar hadisolor
fozas1 vo A, B, C ilo onun altgoxluqlar1 olan hadisalar isars edilir.

Tutaq ki, Q fozasinin har hansi hadisalori (altgoxluglari) sistemi F ilo
isaro edilmisdir. Bu sistem ii¢iin asagidaki sortlor 6danilir:
1. QeF
2. AcFvoBeFoldugda ABeF, A+B<F, A-B<F olur.
Onda F sistemina hadisalor cobri deyilir.

Hadisolor cabrinin bir sira xassolori vardir:
1. Qfozasi F sistemins daxil oldugundan 2 sartine goro 9=Q-Q bos ¢oxlugu
da F sistemino daxildir, yoni Q<F.

2. Hadisalorin comi va hasili ii¢iin qruplasdirma xassasi dogru oldugundan
F sisteminoa daxil olan sonlu sayda Ay, ..., An hadisalarinin comi vo hasili do F

sistemina daxildir,



yani AxeF (k=1, 2, ..., n) olduqda

kLnlek eF Vo [n]lAk eF
3. AxeF (k=1, 2, ...,) oldugda

QAk eF Vo ﬁAk eF

Bu halda, yani F hadisalor caobri 3 sortini 6dodikds, ona c-cobri vo ya Borel

cabri deyilir.
Hadisalorin ehtimali vo ehtimal nazariyyasinin aksiomlari

Forz edok ki, Q={®} hor hansi elementar hadisalor fozas1 vo A, B, C
va S. onun hadisoaloridir. Bu hadisalorin c-cobri olan F sistemino baxaq. F
hadisalor sisteminds toyin olunmus va asagidaki xassalori (aksiomlar1) 6dayan
hoqiqi P funksiyasina “ehtimal” deyilir. Aksiomlar asagidakilardir:
1. Ei : Hor bir AcF hadisosinin ehtimali manfi olmayan adaddir. Yani,
P(A)>0 olur.
2. E2(normalliq aksiomu): Yogin hadisonin ehtimali vahids boraboardir.
Yoni, P(Q2)=1 olur,
3. E,(ehtimallarin toplanma aksiomu): Ciit-ciit uyusmayan AxeF (k=1, 2, ...)

hadisalori cominin ehtimali onlarin ehtimallart comina barabardir:
P(UAR}ZP(M
k=1 k=1
Bu aksiomlar ehtimal nazariyyasinin aksiomlar1 vo ya Kolmogorov
aksiomlar1 adlanir. Kolmogqorov aksiomlar1 bir-birindon asili deyil vo onlar

ziddiyyat toskil etmir. Bu o demokdir ki, elo real hadisalar vo obyektlor vardir

ki, onlar igiin E1-E2 -E,aksiomlar1 odoanilir. Qeyd edok ki, hadisalarin

chtimali birqiymatli tayin olunmur. Eyni bir F hadisalor cabrinds E;-E> -E,



aksiomlarmi o6doyan miixtalif P(A) funksiyalarini toyin etmok olar. Bu

baximdan E;-E; - e, aksiomlar sistemi tam deyildir.
Coxluglar funksiyasi istonilon sonlu n adadi ii¢iin
AUa]-2pia) @

miinasibatini 6dadikda, ona additiv funksiya deyilir. P(A) funksiyasi (1)
barabarliyini n=« oldugda 6dayirsa, onda ona hesabi-additiv vo ya c-additiv
funksiya deyilir. Hor bir hesabi additiv funksiya additivdir, lakin bunun tarsi
dogru deyildir, additiv funksiya hesabi-additiv olmaya da bilor. P(a) ehtimali
monfi olmayan giymatlor alan hesabi-additiv ¢oxluq funksiyasidir.

Ehtimal anlayigini toyin etmok iiciin Q elementar hadisalor fozasi,
onun c-Cabr olan F hadisalor sistemi ilo vo bu sistem tizarinds toyin olunmus

P(A) funksiyasi gostorilmalidir. Bunlarin {Q,F,P}icliiyli ehtimal fozasi

adlanir.

Ehtimahin Klassik torifi

Forz edok ki, Q={wi,...,0n} hor hansi S sinagmin elementar
hadisalor fozasidir. Burada ok (k=1,...,n) elementar hadisalori eyni

chtimallidir, yani P(w1)...P(®n). Onda fozani toskil edon elementar hadisalori

clit-clit uyusmayan olmasina vo
Q={w1,...,0n}={o01}+...+{o0n}

hadisasinin yagin hadiss olmasina asasan va
P(w1)+...+P(wn)=1, nP(wn)=1Vaya P(mk)=% (1)
almir. stonilon

A={wit,...,0im}={oi1} ...+ {®in}

hadisasinin ehtimali



PA== (2

diisturu ilo hesablanir. Eyni ehtimalli sonlu sayda elementar hadisodon ibarat
olan fozanin ixtiyari hadisosinin ehtimali bu hadisaya daxil olan elementar
hadisalor sayinin fozanin biitiin elementar hadisalorinin imumi sayina olan
nisbatina barabardir. A hadisasinin bas vermasi onu toskil edon ik elementar
hadisalarinin birinin bas vermasi demokdir. Buna gora do bozon A hadisasini
toskil edon m dono wik elementar hadisalorinin har birino homin A hadisasi
liclin alverisli hal deyilir. A hadisasi tigiin alverisli hal bas verdikds A hadisasi
do bas verir. Q fozasinin ®1,...,00n elemntar hadisalori iSo miimkiin hallar
adlanir. A hadisosi ii¢lin olverisli hallarin saymin miimkiin hallar sayma olan

nisbatina hamin hadisanin ehtimali deyilir.

m alverisli hallar say1
P(A)== =22 -

n  mimkin hallar say1

Bu ehtimalin klassik torifi adlanir. Burada m-alverigli hallar say1, n-miimkiin

hallar sayidir.
Handasi ehtimal

Elo hadisalor vardir ki, onlar ii¢iin miimkiin vo alverisli hallar say1
sonsuzdur vo ya onlarin sayindan danismaq miimkiin deyildir. Belo ehtimal
masalalarini hall etmak {i¢lin handasi ehtimal anlayisi verilir.

Tutaq ki, miistovi tizorinds bir ¢ oblast1 vo onun daxilinds yerlason Q
oblastt verilmisdir (s:1). o oblastina atilmis néqtanin onun hissasi olan Q
oblastinin daxiline diismesi ehtimalini tapmali. Bu masaloni ehtimalin klassik
torifi vasitasilo hall etmok miimkiin deyildir. Ciinki bu halda miimkiin hallar ¢
oblastinin noqtalori ¢oxlugu, alverisli hallar isa Q oblastinin ndqtalori ¢oxlugu
olar. Onlar iso sonsuz saydadir. Buna gora do gostorilon hadisonin ehtimalini

hesablamagq li¢lin hadiss iigiin alverisli hallar sayinin miimkiin hallar sayina



nisbatini gotiirmak olmaz. Belo masalalari hall etmak {i¢iin ehtimalin handasi
torifindan istifado edilir. Bu torifi vermak ii¢iin qobul etmak lazimdir ki,
oblastina atilan ndqtonin Q oblastina diismoasinin P(Q) ehtimali homin oblastin
Olgiisii (sahoasi) ilo miitonasib olub, onun formasindan vo tutdugu yerdon asili
deyildir.

Onda, P(Q)=u +saha Q

olar. Burada Q= o qobul etdikds, P(c)=1 olmasina asasan

1
saha o

1=p-sahs o, =

olar vo noticoda

saha Q
saha o

P(Q)= (1)
miinasibati alinar. Bu diisturla hesablanan ehtimala handasi ehtimal deyilir.

Ehtimalin hoandasi torifi imumi sokildo

PQ)= 222 ()

mes o

olur.

Sarti ehtimal

Hor bir tasadiifi prosesi dyronmoak ii¢lin miiayyan {Q,F,P} ehtimal fozasi
qurulur. Bu fozada hadisalorin ehtimali he¢ bir slava sort goyulmadan
hesablanir. Belo hesablanan ehtimallar sortsiz ehtimallar adlanir. Bazon bir
cox hadisolorin ehtimalin1 olave sortlor daxilindo hesablamaq lazim golir. B
hadisasinin bag vermasi sartinds A hadisasinin ehtimalina sorti ehtimal deyilir
va P(A/B) ila isara olunur.

A hadisasinin, B hadisasinin bas vermasi sortinds P(A/B) sorti ehtimali
homin hadisalorin hasilinin ehtimalinin B hadisasinin e¢htimalina olan
nisbatina deyilir:

P(AB)
P(B)

P(A/B)=



Bu torifin P(B)>0 oldugda monasi var. Ehtimal1 0 olan hadisays, yani P(B)=0

olan B hadisasina nozaron hadisalorin sarti ehtimalina baxilmur.

Ehtimalin sada xassalari

Ehtimala Q elementar hadisalor fozasinin F hadisalor cabrinds toyin
olunmus hesabi-additiv ¢oxluq funksiyasi kimi verilmis torifden bir sira
naticalor alinir:

1. Verilmis A eF hadisasinin garsiliqli aksi olan A hadisasinin ehtimali
P(A)-1-P(A) (1)

barabarliyi ilo hesablanir. Dogrudan da, A<F vo Q <F oldugundan A=a-A

olur. A va Ahadisalari uyusmayandir vo onlarin comi yaqin hadisadir:

A + A= Q. Onda E; -E,aksiomlarina gora

P(A)+P(A)=P(Q)=1
P(A)=1-P(A)

olar.
2.  Miimkiin olmayan hadisonin ehtimali sifra barabardir:
P(©)=0 (2)
Bu naticani almaq tigiin (1) barabarliyinds A= Q gotiirmak vo Ez aksiomundan
istifado etmok lazimdir.
3. lIstonilon AeF va BeF hadisalorinin cominin ehtimali {i¢iin
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) (3)

boraborliyi dogrudur.
4. Istonilon AeF vo BeF hadisalari iigiin

P(A+B)<P(A)+P(B) (4)
5. A hadisasi B hadisasini dogurursa, yani A «<B miinasibati dogrudursa,
onda

P(A) <P(B) ()



6. Istonilon AcF hadisasinin ehtimali
0<PA) <1 (6)
barabarliyini 6dayir.

7. Hadisalor ardicilliginin asagidaki kimi xassasi do vardir:

AcAc.cAcA,,c.. VO A=0A1

voya AoA>.oADA,,D..Vd A:ﬁA1

oldugda P(A)= lim P(A,)

n—o

borabarliyi dogrudur.



Ehtimalin vurma disturu

1. Hadisalor hasilinin ehtimah

2. Tam ehtimal va Bayes diisturu

Hadisalor hasilinin ehtimal

B hadisasinin bas vermasi sartinds A hadisasinin P(A/B) sorti ehtimali

A
P(A/B)= PP((BB)) (1)

diisturu ilo hesablanir. Buradan, B hadisasinin P(B)>0 sortsiz ehtimalt malum
oldugda A vo B hadisalorinin eyni zamanda bas vermasinin ehtimalini tayin
etmok olar:
P(AB)=P(B)-P(A/B) (2)
Burada, A va B hadisalorinin yerini doyismoklo asagidaki barabarlik
alinir:
P(AB)=P(A)-P(B/A) (3)
(2) vo (3) borabarliklori ehtimallarin vurma teoremini ifado edir.
Homin boarabarlikdon asagidaki miinasibati almis olariq:
P(A)-P(B/A)=P(B)-P(A/B) (4)

(3) barabarliyini istanilon sonlu sayda Aj,...,An hadisalari tiglin
timumilasdirmak olar.

Teorem (ehtimallarin vurma teoremi): P(A1)>0, P(A1A2)>0,....,
P(A1...,n)>0 sortlorini 6dayan sonlu sayda As,...,An hadisalari {i¢iin asagidaki
borabarlik dogrudur:

P(A1,...,An)=P(A1) P(A2/A1) - P (As/A1A2)...P (An/As,...,An1)



Tam ehtimal vo Bayes diisturu

Tutaq ki, ciit-ciit uyusmayan A;, A,, ..., A, hadisalori tam grup toskil
edir vo B hadisasi bu hadisalarin har hansi biri ilo eyni zamanda bas verir. Ay
hadisalarinin P(Ay) ehtimali vo B hadisasinin P(B/Ay) (k=1,2,...,n) sorti
chtimallar1 molumdur. B hadisasinin P(B) ehtimalini tapmaq talob olunur. Bu
moasalani hall etmak iigiin geyd edok ki, ciit-ciit uyusmayan va tam qrup toskil

edon Aghadisalarinin comi yaqin hadisadir:

n
U A =0
k=1

Buna goro do B hadisasini ciit-ciit uyusmayan BAy hadisalarinin

n

B=| Jmao

k=1
comi soklindo gdstormok olar. Buradan E; aksiomuna gora

P(B) = ) P(BAY)
k=1

miinasibatini vo sag torofdoki hadloro ehtimallarin vurma teoremini totbiq
etdikds

P(B) = ) P(AP(B/AY)
k=1

boraborliyi alinar.
(2) diisturuna tam ehtimal diisturu deyilir. Bu diisturdan istifado etmoklo

asagidaki moasalani hall etmak olar:



Tutaq ki, ciit-clit uyusmayan va tam grup teskil edon Ay (k=1,2,...,n)
hadisalorinin P(Ay) ehtimallar1 kegirilmoali olan miioyyan sinaqdan avval
verilmisdir. Sinaq aparildigda B hadisesi bas verir vo bu hadisoanin
Aghadisalarina nazaron P(B/Ay) sorti ehtimallart malumdur. B hadisasinin bas
vermasi Ay hadisasinin ehtimalini neco doyisir?

Bu moasaloni hall etmok tigiin

P(BAy)=P(B)P(Ax/B)=P(Ax)P(B/Ay)
barabarliklarindan istifads etmok lazimdir. Buradan

A\  P(A)P(B/Ay)
P (f) - P(B)

barabarliyi va (2) diisturuna asasan

P(A /B)= nP(Ak)P(B/Ak) (3)
S Pl P61 A)

Miinasibati alinir. (3) barabarliyina Bayes diisturu deyilir.



Asili olmayan hadisalor

1. Asih olmayan hadisalor

2. Bir neco hadisanin asih olmamasi

Asili olmayan hadisalor

Hadisalorin asili olmamasi ehtimal nazariyyasinin asas anlayislarindan
biridir. A vo B hadisalari ii¢iin
P(AB)=P(A) - P(B) (1)
barabarliyi 6donildikds onlara asili olmayan hadisalor deyilir. (1) barabarliyini
ovvalki paraqrafda alinmis
P(AB)=P(B)-P(A/B) (2)

Vo P(AB)=P(A)-P(B/A) (3)
barabarliklori ilo miigayiso etsok, onda P(B)#0 va P(A) #0 oldugda, uygun
olaraq
P(A/B)=P(A) (4)
V) P(B/A)=P(B) (5)

borabarliklori alinar.

P(B)>0 olduqgda (4) barabarliyindon (1) alinir. Demali, P(B)>0 olduqda
A va B hadisalorinin asili olmasi iigiin (4) barabarliyinin 6donilmasi zaruri va
kafi sortdir. P(A)>0 olduqda isa A va B hadisalarinin asili olmamasi tigiin (5)
barabarliyinin 6danilmasi zaruri va kafi sortdir. (4) va (5) barabarliklarinin har
hans1 birinin dogrulugundan o birinin dogrulugu ¢ixir. Dogrudan da, tutaq ki,
(4) boraborliyi dogrudur. Onda

P(A)-P(B/A)=P(B)-P(A/B)
barabarliyindan (5) alinar. Buradan aydin olur ki, asili A vo B hadisalari tigiin
P(A/B)+#P(A)



P(B/A)+#P(B)
olar. Uyusmayan A vo B hadisalori asili hadisalordir. Dogrudan da, bu halda
A vo B hadisalorinin birinin bas vermasi digarinin bas vermoamasi demoakdir.
Yani,
P(A/B)=P(B/A)=0
barabarliklori 6danilir. Qeyd edok ki, A vo B hadisalari asili olmadigda A va
B, A vo B, A vo B hadisalori do asili olmur. A vo B hadisalari asili olmadiqda
onlarin cominin ehtimalini
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)P(B)
diisturu il hesablamagq olar.

Istonilon sonlu sayda A4, A,, ..., A,, hadisalarinin asili olmamasindan da
danismaq olar. Verilmis Aq, A,, ..., A, hadisalorinin ixtiyari biri yerds galan
hadisalarin har birindan va onlarin miimkiin ola bilan istanilon hasilindon asili
olmadiqda, onlara garsiligh asili olmayan vo ya sadoCo olaraq asili olmayan
hadisalor deyilir. Asili olmayan hadisalor ciit-ciit asil1 olmayandir, lakin bunun
torsi dogru deyildir.

Tutaq ki, A, A,, ..., A, hadisalori asili olmayandir. Onda tarifo gora

P(Az/A1) = P(Ay),
P(A3/A1Az) = P(A3),
P(An-1/A1 . An—2) = P(Ap_1),
P(An/Ay . Aq—1) = P(Ap)

miinasibatlori 6danilir. Bu halda

P(Ay,Ay, ..., Ap) = P(A1)P(Az/A1) .. P(A1A; . Apq)
barabarliyi

P(AL, A, ..., Ay) = P(A)P(A,) ...P(A,) (6)

kimi yazilir.



Masala 1. Metal pul iki dofs atilir. Ailo gerb tiziiniin birinci, B ilo ikinci
dofo diigmosi hadisosini isaro edok. Avoghadisalorinin asili olmadiglarini
gostarin. Holli. Metal pul iki dofo atildigda elementar hadisalor fozasi
Q={GG,GR,RG,RR}0lar.Onda A={GG,GR};B={GG,RG}; AB = {GG}

P(A)%:%;P(B):%:%;P(AB): Demoli, P(AB)=P(A)P(B) .Belaliklo, Avas

NP

asilt olmayan hadisalordir.
Masala 2. Bir zor atilmisdr.Asagidak: hadisaloro baxaq: a) A-diison
xalin tico boliinmoasi; b) diison xalin ciit odod olmasi. Ava Bhadisalorinin asili
olmadiglarini gostarin.

Holli. Masolonin sortino asason A={w, o,}=1{36};B={w, o, a,}={2.46};

AB = {w, = {6}
e) ¢
_3_1 _1 i ehti i 5 _PlAB) _6_1
P(B)_6 2,P(AB) - Sorti ehtimalin diisturuna géro P(A/B) PB) ~1-3
2

P(A):%:%. Demali, P(A/B)=P(A).Bu isa Ava Bhadisalorinin asili

olmadiqlarin1 gostarir.

Moasala 3. Miistaviya birinci iizli qirmizi, ikinci lizii yasil, liglincii izl
mavi Vo dordiincii iizii hor {ic ronglo ronglonmis tetraedr atilir. Tetraedrin
miistoviys atilisinda qirmizi {iziiniin diismasi hadisasini Q ila, yasil {iziiniin
diismoasini Y ila vo mavi iiziinlin diismasini M ils isara edok.

Hor bir iz iki ronglos roglondiyi tigiin
_p(y)=pm)=2-1
P(Q)=PlY)=P(M)=2-1
olar.

P(QY)=P(QM)=P(YM)=

NS



Beloliklo, Q,Y va M hadisalari ciit-ciit asil1 olmayan hadisalardir. Ancag bu

hadisalor qarsiligl asili hadisalordir.

Belo ki, P(QYM)= % + P(Q)P(Y)P(M) =

|-

Bir ne¢d hadisanin asili olmamsi

A, A, ..., A hadisalarindan istonilon ikisi asili olmadiqda onlara ciit-ciit asili
olmayan hadisalor deyilir.
P(AA)=P(A)P(A)i# j;i, j =1,2,..,n
A, A, ,...,Ahadisalori {i¢lin 1<i<j<k=<..<n indekslorinin bitiin miimkiin
kombinasiyalar1 ti¢lin 2" -n-1Sayda
P(AA,..A )=P(A P(A, )..P(A ), 1<i <i, <..i,k=23..n, yani
P(AA )=P(A)P(A)i# j;i, j=12,.,n

P(AA;)=P(A)P(A; )
P(AAA,)=P(A)P(A P(A,)

P(AA,..A)=P(A)P(A,).P(A)
barabarliklari 6danildikds garsiligli ( birga) asili olmayan hadisalor adlanir.
Qeyd edok ki, ciit-ciit asili olmayan hadisalor qarsiligli asili ola bilor. Bu
monada hadisalorin qarsiligli asili olmamasi anlaysi ciit-ciit asili olmamaq
anlayisindan daha giicliidiir.Masalon, Q=(w,,®,,»,,»,) eynichtimalli elementar
hadisslor fozasinda

A:(wlla)z)’ B :(a)l’a)3)'c :(a)l’a)él)

hadisalori buna misal ola bilar.Dogrudan da,

P(AB)=P(AC)=P(BC)=

M|

barabarliklari A, B va C hadisalarinin ciit-ciit asili olmadigini,



P(ABC)=P(w,)= % - % = P(A)P(B)P(C)

barabarliyi isa onlarin garsiliglt asili oldugunu gostarir.

Hadisalarin asili olmamasi haqqinda asagidaki tokliflari s6ylomok olar:

1) n sayda hadisalorin asili olmamasi, bu hadisalordon istonilon saydasinm
onlarin tamamlayici hadisalori ilo avoz etdikdo doyismir.

2) A..., A, asili olmayan hadisalor olarsa, onlardan gotiiriilon ixtiyari r (r <n)

sayda A, ..., A, hadisalori do asili olmayacaqdir.

3) Asiliolmayan A,..., A hadisalorindon he¢ olmasa birinin bas verma ehtimali
(VYRR SCIVEELLS

kimi hesablanilir.



Ardicil tokrar sinaqlar

1. Bernulli diisturu va Bernulli teoremi.
2. Binomial paylanma iiciin asimptotik diisturlar.

3. Muavr - Lapalasin inteqral teoreminin tatbiqlari

Bernulli diisturu va Bernulli teoremi

Tutaq ki, miioayyan sortlor kompleksi daxilindo ardicil smaglar
aparilir.9gor har bir sinagm noticasi digor siagin naticasina tosir etmirss,
onda bels sinaqlara asili olmayan sinaqglar deyilir. Aparilan asili olmayan har
smagin naticasi “ugurlu” va ya “ugursuz” ola bilar, yani gozlonilon tosadiifiii
A hadisosi bas vero, yaxud bas vermoyo bilor.Asili olmayan smagin iki
naticasindan birinin bas vermasi halina Y.Bernulli baxmisdir vo onu Bernulli
sxemi adlandirirlar. Tarif. Eyni bir sinagin tokrarindan ibarat sinaqlar
asagidaki iki sorti 6dodikdoa, Bernulli sinaqlar1 adlanir:

a)  sinaglar asili olmayandirlar;

b)  hor bir sinagin yalniz iki naticoesi vardir vo bu naticalorin ehtimali
biitiin sinaglar ti¢iin eynidir;

c)  Bernulli stnagimin naticalorindon birini sarti olaraq “+”, digarini isa

“-“adlandiraq.

Tutaq ki, n sayda asili olmayan sinaq aparilir vo har bir sinagda A
hadisasinin bas vermasi ehtimal1 sabit p adadina, bas vermomasi ehtimali iso
g=1-p odadina barabardir.i-ci sinagin naticasini B,,i=12,.,n ilo isaro edok.Bu
ardicilligin m hissasinda A hadisasi, galan n-m hissasinds iso A olarsa, bela

ardcilliglarin say1 ¢! olar. Smaglar asili olmadiqglarindan onlarin naticalori —

hadisalor do asili deyillor vo ehtimallarin vurulmasi qaydasina gora belo



ardicilligin ehtimali p"g""ododina borabor olar.Onda uyusmayan (birga
olmayan) hadisalorin ehtimallar1 haqqinda gaydaya goéra m-goadoar A-dan va n-
m godor A-don ibarat ardicilliglarin ehtimallart comi p,(m)=Cc"p"q"™ olar.
Aparilan n Bernulli sinaginda “+” noticonin bas vermo saymi s, ilo isaro
edok.Belaliklo asagidaki naticaya galirik:

Bernulli diisturu. Tutaq ki, aparilan n Bernulli smmaginda miisbot
naticonin basvermo sayi s, -dir. Hor smmaqda miisbat naticonin bas vermo
chtimal1 iso p- dir.Bu halda

p,(m)= P(s, =m)=C'p"q""(q=1- p,m=012,..,n)

p,(m) ehtimallarina binomial paylanma deyilir.Bu paylanma m=0,1,..., n
adadlari ilo p,(m)-lor arasinda uygunluq soklinda verilir. (1) ehtimal1 (px+q)"
binomunun ayrilisinda x*-ni omsalina barabar olduguna goro, ona binomial
ehtimal deyilirlor.Binomial ehtimallarin ¢oxlugu binomial paylanma, n vo p
sabitlori iso onun parametrlori adlanir.

Masala 1.Hor 100 yeni dogulan usaqdan orta hesabla 51-i oglan, 49-u isa
qiz olur.Bir ailodo 3 usaq var.Onlardan he¢ olmasa ikisinin oglan olma
ehtimalin1 tapin.

Holli. Bu mosalads, n=3, p=0.51, q=0.49 — dur.Bernulli diisturuna asasan
axtarilan ehtimal P(S, >2)= p,(2)+ p,(3)=3p°q+ p°® = 3x(0.51)°(0.49)+(0.51)° = 0.515
olacaqdir.Demali, 3 usaqli 100 ailodon orta hesabla 515-do he¢ olmasa iki
oglan olacaqdir.

Binomial paylanmanin xassalori:
1) p,(m)>~0, > p,(m=1

Bu miinasibatin dogrulugunu iki miilahizodon almag olar.Birincisi, n

ardicil asili olmayan sinaqlar zamani hadisalar ardicilliglar: tam sistem toskil



edir vo onlardan hor hansmin bas vermosi yogin hadisadir.ikincisi, axirmei

miinasibotin dogrulugu

p+q Zcmmnm Zp

binomunun agilisindan alinir.

2) p,(m) ehtimali m-don asil1 funksiya kimi 6ziiniin on biiyiik qiymatini (n+1)p
adadi kasr oldugda (n+1)p odadinin tam giymatinds, tam adad oldugda iss
m=(n+1)p vo m=(n+1)p-1 qiymatlorinds alir.

Tarif. p,(m) ehtimal 6ziiniin an boyiik giymatini m = m, qiymatindo alarsa,
onda m, adodi binomial paylanmanin modasi, p,(m,) iSo maksimal ehtimal
adlanur.

Masala 2 . 729 tolobasi olan fakultads no godor talobonin yanvarin
birinds anadan olmasi ehtimali an boytkdiir.

Holli. (702; 1/365) parametrli binomial paylanmadan istifads edo bilarik.

(n+1)p=(729+1)*1/365=2

olduguna goro, an boyiik ehtimalli adod 2 vo 1, maksimal ehtimal iso

365/ | 365
olacaqdir.

4)n sayda Bernulli sinaglarinda miisbot noticonin r-don az syda bas

LN

r—

vermasiehtimalin1 B,(r)=>" p,(m) kimi hesablamagq olar.

0

3
I

Binomial paylanma iiciin asimptotik diisturlar

Ehtimal nozariyyasinda p,(m) ehtimali li¢lin miixtalif asimptotik diisturlar

verilmisdir.Burada Puasson vo Muavr-Laplas diisturlari ilo tanis olacayiq.



k

Puasson teormi. n— ow,np —> A = C*p*q"* % ¢~ Bu miinasibot har bir k-
" k!

ya goro miintozom 6donilir. Isbati. Bu miinasibot asagidak: barabarliklordan

alinir:

k n—

n(n-1).(n-k +1) =1X(1_1}'(1_k__1j 1

n n n

Liml- p)"™ = Lim(1-p)" = Lim[(l— p);}np e

k k
k! k!

Teorema asasan n kifayat qodor boyiik, p iso kifayat goadoar kicik olduqda

pn(k)zMe"“p asimptotik boraborliyi dogrudur. Bu diisturdan adoton

k!
p<0.1,npg<9 olduqda istifado edilir.
n-in kifayat godor bdyiik giymaotlorinds Bernulli diisturundan istifado
texniki cohotdon c¢otinlik yaradir.Laplasin lokal teoremi p,(m)=CMp"q"™

chtimallar1  hesablamaq {i¢liin asimptotik  yaxinlasma  diisturudur.(

lim M:1,x — o olduqda, deyirlar ki, f(X) ¢(x)-n asimptotik yaxinlagmasidir).

f(x)
Qeyd edok ki, xiisusi halda p=1/2 iigiin asimptotik diistur 1730-cu ildo Muavr
torofindon alinmisdir.1783 cii ilds iso Laplas bu diisturu istonilon 0 < p <1 iigiin
isbat etmisdir.
Teorem. Ogoar asili oimayan sinaglar zamani miisbat naticonin bas vemasi

chtimali, p sabitdirso, onda

X2

Lim,/npap, (m)=——e ?

Jor
dogrudur, burada x=""" v5 x miioyyon sonlu parcada doyisdikdo biitiin
: T

k=0,1,...,n giymatlorinds y1g1lma miintozomdir.



Teoremo asason aparilan n siaqda hadisanin m dofa bas vermasi ehtimali

togriban
_ 1 _ 1
pn(m)_ /_npq (/’(X),CD(X)— 27z'e

barabarliyi ils tayin edilir.

x -in miisbat giymatlori li¢lin ¢(x) funksiyasinin qiymatlari cadvali islonib
hazirlanmisdir. ¢(x) tok funksiya oldugu tigtin x-in manfi qiymatlori {i¢iin do
homin cadvaldan istifads etmok olar.

Masalo 3. Qeyri standart detalin hazirlanmasi ehtimali 0.004-diir.1000
detaldan besinin geyri standart olmasi hadisasinin ehtimalini tayin edin.

Halli.Bu masalada, n=1000, p =0.004, 4 = np =1000x 0.004 = 4

Puasson diisturuna asasan

45
p1000(5) ~ Ee_A ~0.1563
Indi iso bu ehtimali Muavr-Laplas diisturuna asason hesablayaq:

L __ 5-1000x0004 1 _
V1000 x0.004 x0.996  1.9960

0.501

Muavr-Laplas diisturuna asason axtarilan ehtimalin togribi giymati

1 03519

p1000(5) ~ f (0'501)X 1.9960 1.9960

~0.1763

Bu ehtimalin Bernulli diisturuna asasen tapilmis dogig giymati iss
Prooo(5) = Cryno X 0.004 x 0.996°*° ~ 0.1552
olar.

Belaliklo, p,(5) ehtimalinin Muavr-Laplasin toqribi diisturuna asasan

0.1763-0.1552
0/1552

hesablanmis nisbi xotasi ~0.136 Vo ya 13.6%, Puasson diisturuna

0.1563-0.1552
0.1552

a5asan isa ~0.007Vva ya 0.7% toskil edir.




Aparilan n sayda Bernulli sinaginda “ miisbat” natiConin bas vermo
saymin miioyyon parcada yerlosmosi ehtimalin1 hesablamaq {i¢lin asimptotik
diisturu Muavr — Laplasin inteqral troremindan almaq olar.

Teorem.

s, —np 1 &
Pla<x _—<b|>—e
( Jnpg ] \/ﬂj
miinasibati miintozom odanilir.

d(x) =

%‘Ieu“du
funksiyasina Laplas funksiyasi deyilir.

Laplas funksiyasinin miisbat X-lor ti¢lin qiymatlori codvali islonib
hazirlanmigdir.Bu funksiya tok funksiyadir, yani

®(x)=-(x)

sorti 0doanilir.Bu iso o demokdir ki, o(x) funksiyasinin moanfi X-lor iigiin
qiymatlorini axirinci diisturun komayi ilo hesablamag olar.

Codvoldo @(x) funksiyasinin qiymotlori x<5 fi¢lin verilmisdir. x5
oldugda o(x)=0.5 gabul ertmok olar.

Laplas funksiyasinin qiymatlori cadvalindon istifado etmok figiin
s, —np
Pla<-— <b|—>
<)

0 —_
P[a<s“_np<b] ! Ie 2 dx +

vNpq

X2

b
jef7 miinasibotini asagidaki kimi yazaq:

¥
3

1 b x° b x° a L
o gl gt an- o

Qeyd edok ki, {m <m<m,! hadisosi {ml_”pgm‘”p<m }hadlsey ilo
Jnpg  npg  /npg

eynigiiclii hadisadir.Ona gora do asili olmayan n sinaqda hadisanin an azi m,,
on ¢oxu iso m, dofo basvermosi ehtimalinl togriban p,(m,,m,)= ®(x,)-®(x,)

barabarliyi ilo hesablamag olar.



m-np _M—-Np

— X, = :
Jnpg Jnpg
Masala 4. Sigorta sirkatinds 10000 abtomobil sigorta edilmisdir.Qaza

Burada x, =

naticasinda istonilon avtomobilin siradan cixma ehtimali 0.006-dir.Si1gorta
edilmis hor bir avtomobilin sahibi ildos 12 manat sigota haqq1 6dayir vo
avtomobilin siradan cixmas1 naticesinds cirkotdon 1000 manat alir.ilin
sonunda a) sirkotin bankrot olmasi hadisasinin, b) oan az1 40000 manat
monfaat aldo etmoasi ehtimalini tayin edin.

Holli. @) Tutaq ki, il arzinds n sayda avtomobil goza naticasinds siradan
cixmusdir.Sirkatin bankrot olmasi {i¢lin onun avtomobil sahiblarina ddadiyi
moblog il oarzindo Odonilmis sigorta haqqindan cox olmalidir.Bu iso 0
demakdir ki,

10000 n > (10000 —n)x12
barabarsizliyi 6danilmalidir.Bu barabarsizliyi n-o gora hall etsok va n-in tam
adad oldugunu nozars alsaq n>-119 oldugunu alariq.

Belalikla, sirkatin bankrot olmas1 iigiin il arzinds an az1 120 avtomobil
goza naticasinds siradan ¢ixmalidir.Bu isa il arzinds 120, yaxud 121,..., yaxud
da 10000 avtomobilin siradan cixmasi demokdir.Belaliklo, baxilan halda
n=10000, p = 0.006,q = 0.994,k, =120, k, = 10000
n=10000, p = 0.006,q = 0.994,k, =13,k, =10000 gobul etmak lazimdir.

120 —10000 x 0.006

= ~ 7.769
/10000 x 0.006 x 0.994

1

/10000 x 0.006 x 0.994

X

Bu halda axtarilan ehtimal ®(x,)-®(x, )= ®(1287.116 )— ®(7.769) ~ 0.5-0.5=0

b) Sigorta sirkatinin il arzinds 40000 manat manfoat alds etmasi tigiin

(10000 —n)x12 —1000 n > 40000

barabarsizliyi 6donilmalidir.Buradan iss n<79 oldugunu aliriq.



79 —10000 x 0.006 x 0.994

= =~ 2.460
/10000 x 0.006 x 0.994

1

~ 10000 —10000 x 0.006

_ ~ 1287.1162
/10000 x 0.006 x 0.994

2

Bu halda o(x,)-®(x,)=®(1287.1162 )— ®(2.460 ) ~ 0.5-0.4931 = 0.069 odadi on azi
79 avtomobilin siradan ¢ixmasi hadisosinin ehtimalidir. ©On ¢oxu 78 avtomobil
siradan sixdiqda sirkat on az1 40000 manat manfaot oldo edar. Bu hadisalor

qarsiligli hadisalor oldugu ti¢iin axtarilan ehtimal 1-0.069=0.931 olar.

Muavr - Lapalasin integral teoreminin tatbiglari
Asili olmayan n sayda sinaqglarin hor birindo A hadisosinin bag vermo

chtimal1 p adadina barabardir.

Muavr — Laplasin inteqral teoremini ‘m—p<g barabarsizliyinin
n

ehtimalinin giymotlomdirmasins totbiq edok.

Bu moagsadlo Pﬂ% —p

< aj = p isara edok. n in boyik giymatlorinds g
ehtimalin1 tapmagq olar:
Pﬂm— p <gJ:P{—g\/I<m<g\/I}
n Pq Pq
Demoli, Muavr — Laplasin inteqral teoreminino goro
< e} St Te_zdx=1

fe-s
n Jer

Beloliklo asagidaki teoremin dogrulugunu aliriq.

Bernulli teoremi. Tutaq ki, aparilan n Bernulli sinaglarinda miisbat naticanin

bas verma say1 s,, har bir sinagda miisbat naticonin bas verma ehtimali isa p-

dir.Bu halda
> g} =0

Sn
~-p

LimP{
n




barabarliyi dogrudur.

A hadisasinin p bas verma ehtimalina asasan avvacadan onun hagigaton
bas vermasi Vo ya bag vermoamasi haqqinda qoti fikir sdyloya bilmarik.Lakin
kiilli migdarda tocriibolordo asagidaki faktin dogrulugu askar edilmisdir:
chtimali vahido yaxin hadisalor sanki hokmon bag verir, ehtimali sifra yaxin
olan hadisalor iso ¢ox nadir hallarda bas verir.Birinci név hadisalori praktiki
yaqin, ikincilori iso praktiki miimkiin olmayan hesab edirlor.Hadisanin
praktiki miimkiin olmamasi {i¢iin onun ehtimali na daracads kigik olmalidir?
Bu suala birgiymatli cavab vermok olmaz, ¢iinkii burada baxilan hadisanin no
doracada shomiyyatli olmasi nazaoro alinmalidir.Masalon, riyazi statistikada
chtimali 0.001 vo 0.005 sorhadlori arasinda yerlogon hadisslor praktiki
miimkiin olmayan hesab edilir.

Bernulli teoremi tosdiq edir ki, kiilli migdarda sinaglarin seriyasinda
hadisalorin tezliyi ilo onun ehtimali arasinda forqin istonilon godor kigik
olmasi praktiki yaqin hadisadir.Beloalikls, bu teorem ehtimalin statistik torifini
osaslandirir.

Bernulli teoremi 1713-cii ildo miallifin 6liimiindon 8 il sonra latin dilinda nasr
edilmigdir.Miitoxassislor bu teoremi ehtimal nozoriyyssinin inkisafinda
miihiim kosf kimi giymatlondirmislor.

Akademik B.V. Qnedenko: “ Bernulli teoremini miibaligasiz ehtimal
nazariyyssinin bir elm kimi varliginin baglangici hesab etmok olar”.

Akademik A.A.Markov: Boyiik adadlor ganununun baslangicini qoyan
teorem, birinci dofo Bernullinin isindo ¢ap vo isbat edilmisdir.Y. Bernulli
Oziinlin teoremini daqiq sdylomis vo tam ciddiliklo isbat etmisdir

1.A hadisssinin basverms tezliyinin p ehtimalindan konarlasmasimin «
ododini agsmamas1 hadisasSinin ehtimalini tapm.Bu ehtimal asagidaki kimi

hesablanir:



Beloliklo, P{‘%—p

sa}z—z Ie_7dx:2®a
27

Axirinct boarabarkikdo dord n,a,p, g parametr var. Onlardan tigii moalum
olduqda dordiinciisiinii tapmagq olar.

Masala 5. Qeyri standart momulatin hazirlanmasi ehtimal1  0.2-lir.
Secilmis 625 momulat igarisinds yararlilarin hissasinin onun ehtimalindan

konarlagsmasinin miitlag qiymatca 0.04-ii asmamasi ehtimalini tapin.

Holli.Bu masalodo, n=625p=084q=0.2¢=0.04. P[ 652n

-0.38
5

< 0.04} ehtimalini

hesablamaq tolob olunur.Nisbi tezliyin sabit ehtimaldan konarlagmasi

diisturundan istiufado edak:

Pl |2 —0.8<0.04|= 20| 004, |22 | 20(2.5) =
625 0.8x0.2

2.Tezliyin ehtimaldan konarlagsmasinin « odoadini agsmamasi hadisasinin

2x0.4938=0.9876

verilmis g odadinindan kicik olmamasi {i¢iin ne¢a sinaq aparilmalidir?

fi-s
n

Inteqral teoremo 2sason

Sa}zﬂ



oldugunu yaza bilorik. Demali, 2@[05 \/%] > x,.Laplas funksiyasinin qiymatlori

cadvolindon verilmis « Vo g -ya goro n- tapirig. Bunun iigiin Laplas

funksiyasinin giymatlori cadvalindan @(xﬂ)zg sortini  6deyan  x,odadini

tapiriq.Bu funksiya monoton artan oldugu ii¢iin « \/I >x, oldugunu yaza
Pq

X
2

<5

bilorik.Buradan isa n> pq oldugunu aliriq.

Q

Masalo 6. Qutudan nego detal ¢ixarmaq lazimdir ki, keyfiyyatsiz
detallarin nisbi tezliyinin ehtimaldan konarlagsmasinin 0.01 —i agmamsini 0.95
ehnimalla gézloamak miimkiin olsun.

Holli. Riyazi model olaraq Bernulli sxemini gotiirok vo Miiavr — Laplasin

integral teoremindon istifads edok.

2 “ Jpq X2
—_— e 2dx>0.95
N2

sortini 6doyon a adodinin tapilmasina gatirilir.

o(x,)=2 = 0475, x, =1.9

2
X; 1 1.96°
anq—ﬂz:Zx0012:96O4

3. Sinaglarin say1 vo £ ehtimali verildikdo ‘%— p‘ miitloq giymatinin miimkiin

sorhadlorini tapin.Basqa s6zlo, /S va n verildikdo« -n1 tapmaq lazimdir.

fi-s
n

< a} = p boraboarliyini 6dayan « -n1

n
a

g x
2

E I e_7dx:,3

miinasibatindan tapiriq.

2



Masala 7. Texniki nozarat s6basi tosadiifi se¢ilmis 800 momulatin
standartlara uygunlugunu yoxlayir. Momulatin standart olmasi ehtimali 0.7-
ya baraboardir.0.9625 ehtimalla standart momulatlarin hissasinin hiidudlarini
toyin edin.

Halli. Malumdur ki,

P(S
n

=-p

ol

Bu masalodo n=800,p=0.7,q=0.3.P =0.9625

)] 81/ 800 =0.9625
0.7x0.3

Laplas funksiyasinin qiymatlori cadvalindon o(x)=0.9625

odugda x=2.08 oldugunu aliriq.Belalikls, 51/%=2.08.Buradan IS0 £=0.034

olar.
Beloliklo, standart momulatlarin hissasinin (0.266, 0.334) intervalinda

yerlosdiyini 0.9625 ehtimalla g6zlomak olar.



Tasadiifi kamiyyatlor vo onlarin paylanma funksiyasi

1. Tosadiifi kamiyyat va onun paylanma funksiyasi
2. Paylanma funksiyasinin xassalori
3. Diskret paylanmalar

4. Kasilmaz paylanmalar

Tasadiifi komiyyat vo onun paylanma funksiyasi

Tosadiifi kamiyyat anlayisi ehtimal nazariyyasinin asas anlayislarindan
biridir. Tosadiifi komiyyat, baxilan hadisoni kamiyyatco xarakterizo edon vo
tosadiifi amillarin tasiri ilo bu va ya digar sokildo miixtalif giymaotlor ala bilon
komiyyatlordir. Tosadiifi kamiyyatin hansi qiymati alacagini qabaqcadan goti
demok miimkiin deyildir. Onun hor bir sinaqda aldig1 qiymatlor miixtalif sobab
Vo tosadiiflordon asili olaraq doyisir. Tosadiifi kamiyyotlori latin olifbasinin
son iri X, Y, Z,.. haorflori vo ya yunan olifbasinin kigik p, &, n,... harflori,
onlarin ala bilacayi giymatlori iso uygun olaraq kicik x, y, z,... harflori ils isaro
edirlar.

Ogor tosadiifi komiyyat sonlu vo ya hesabi sayda izolo edilmis
X1,Xp, ..., Xp, ... gilymatlorini ala bilirso, ona diskret tosadiifi komiyyot deyilir,

Toasadiifi kamiyyatin ala bildiyi giymatlor hor hansi sonlu va ya sonsuz
intervali toskil edirso, ona kasilmoz tosadiifi komiyyoat deyilir. Tosadiifi
koamiyyatin verilmasi {i¢iin onun ala bilacayi giymatlor ¢oxlugu vo ham do bu
giymotlori hansi ehtimalla aldig1 gostorilmalidir. Tosadiifi komiyyatin
paylanma funksiyasini tayin etmok {i¢iin avvalca tesadiifi kamiyyatin ciddi-

riyazi torifini vermok lazimdir.



Q={w} elementar hadisalor fozasinda toyin olunmus va istonilon haqiqi
X odadi tigiin
Qy ={o|X(0)<x}c F (1)
sartini 0dayan haqiqi X=X(w) funksiyasina tasadiifi komiyyat deyilir.
Istanilon hagigi X(—oo < x < o0) adadi iigiin Q, ¢oxlugu o - cobr olan F
sistemins daxil oldugundan, onun ehtimali toyin olunmusdur. Bu ehtimala,
yani tosadiifi X komiyyatinin x-don kicik giymotlor almasi hadisosinin
chtimalina homin tosadiifi X kamiyyatinin paylanma funksiyasi deyilir vo
F(X) [=|Fx|(x) = [P(X < [x) = P(X(w) <x) (2)
ilo isara edilir,
{X = x} hadisasinin ehtimali (2) barabarliyina asasan
P(X = x)=1-P(X< x)=1-F(x) (3)
borabarliyi ilo hesablanir. Bundan basqa, x; < x, oldugda {X <x;} vo
{x; < X < x,} hadissalori uyusmayandir vo
X<x}J =7 {X <x}+ {x; X< x5}
boraborliyi 6donilir. Onda ehtimallarin toplanma aksiomuna gora
PX < x,)=P(X < x1)+P(x; < X < X5)
Vaya P(x; £ X< X,)=PX < x,)-P(X < x7)=F(x,)-F(x1) (4)
olar. Yoni {x; <X <x,} hadisosinin ehtimalinin paylanma funksiyasi

vasitasilo (4) barabarliyi hesablanir.

Paylanma funksiyasinin xassalori

Paylanma funksiyasinin bir sira xassolori vardir:
1. Paylanma funksiyasi azalmayandir. Dogrudan da hadisonin ehtimali
monfi adad olmadigindan istanilon X1<x» adadlari iigiin
P(x; < X <x,)=F(x2)-F(x1) (1)



barabarliyindan
F(X2)-F(X1)>0, F(x2)>F(x1) (2) alinr.

2. Paylanma funksiyasi ii¢iin asagidaki boraboarliklor dogrudur:

F(+o0)=lim F(n)=1 (3)

n—o0

F(=o0)=1lim F(n)=0 4)

n—o0

3. Paylanma funksiyasi istonilon noqtodo soldan kasilmoayandir, yoni
istonilon x noqtasinde  F(x-0)=f(x)  (5) barabarliyi 6danilir.
Notica: Hoaqigi doyisanli f(x) funksiyasi
f(x)20(-co<x<to0), [ f(x)dx =1 (6)

sortlorini 6dadikdo,

F)=/". f(tdt (7)

funksiyasi paylanma funksiyasidir.
Diskret paylanmalar

Tosadiifi komiyyatin miimkiin giymotlori ilo onlara uygun ehtimallar
arasinda olago yaradan hor bir miinasiboato tosadiifi komiyyatin paylanma
ganunu deyilir. Tosadiifi komiyyatin paylanma ganunlart miixtalif formalarda
olsa da, onlarin hamisindan paylanma funksiyasini almaq homiso miimkiin
olmalidir. Tasadiifi komiyyatin ehtimalinin paylanma qanunu bir sira hallarda
daha aydin va alverisli sokillorda verilir. Bunlarin 2 asas novii vardir. Forz
edok ki, diskret tosadiifi X kamiyyatin aldig1 sonlu va ya hesabi sayda x4, ....Xn
giymatlari va bu giymatlorin alma ehtimallar1 gostarilmisdir:

P(X=xx)=P>0, k=1,2,....n,.... (1)
Burada ciit-ciit uyusmayan {X=x; },{X=x,}...{X=Xn},... (2)



hadisalari tam qrup teskil etdiyindan

i pk=1 (3)
k=1

sorti 6donilir. Diskret tosadiifi X komiyyatin aldig1 x4, ...,Xn gqiymatlarinin va
bu giymatlori almasinin P(X = xy) = px ehtimallrinin gdstarilmasi onun
paylanma ganununu tayin edir. Paylanma ganununun cadvali asagidaki

Kimidir. Bu codvalo diskret tosadiifi komiyyatin ehtimalinin paylanma coadvali

deyilir,
X-in miimkiin qiymatlori X4 X Xp
giymatlori alma ehtimallart | p, o Pn

Diskret tasadiifi kemiyyatin paylanma ganunu verildikds onun paylanma
funksiyasi
FOO =P <0 = ) p (4
Xk<X
kimi tapilir.

Diskret paylanmalarin novlari

Ehtimal nazariyyasinds an ¢ox istifado olunan diskret paylanmalar

asagidakilardir:
1.  Binomial paylanma
2. Puasson paylanma
3.  Hoandasi paylanma
4.  Hiperhondasi paylanma

Binomial paylanma: X tosadiifi komiyysti m=0,1,2,....,n miimkiin
giymatlarini

P(X=m) =C'p™(1 —p)™™™, O0<p<l (1)



ehtimali ilo aldigda, ona binomial ganunla paylanmis diskret tosadiifi
komiyyat deyilir. Burada n vo p ododlori binomial paylanmanin
parametrloridir.

Puasson paylanmasi: X tosadiifi komiyyati tam m=0,1,2,....n miimkiin
giymatlorini P(X =m) = % e, A>0 (2) ehtimali ilo aldiqda, ona A

parametrli Puasson ganunu ilo paylanmis diskret tosadiifi kamiyyat deyilir.
Hondosi paylanma: X tosadiifi komiyysti m=0,1,2,...,n miimkiin

giymatlarini  P(X=m)=p(1-p)™, 0<p<l (3) chtimallar ilo aldiqda, ona p

parametrli hondasi qanunla paylanmig diskret tosadiifi komiyyat deyilir.
Hiperhondasi paylanma: X tasadiifi kemiyyati m=0,1,2,..., min(n,M)

miimkiin gqiymatlorini

P(x =m)= e (4)

chtimali ilo aldigda, ona hiperhondosi gqanunla paylanmis diskret tosadiifi
komiyyat deyilir.

Kasilmaz paylanmalar

Kasilmaz tasadiifi komiyyatlorin ehtimalinin paylanmasi paylanma
funksiyas1 vasitasilo toyin edilir. Lakin elo kosilmoz tesadiifi kamiyyatlor
vardir ki, onlarin F(x) paylanma funksiyasi, miiayyan xassasi olan digar bir

p(t)=0, (-co<t<+oo)

funksiyasi vasitasilo

X

Hm=_[mom (1)

Kimi sado sokildo gostarilir. Paylanma funksiyasi (1) saklinda gostarilo bilon
X tosadiifi komiyyatino miitlog kosilmoz tosadiifi komiyyat, p(t)=px(t)



funksiyasina iso onun ehtimalinin paylanma sixlig1 vo ya sixliq funksiyasi
deyilir.
Sixliq funksiyasinin agagidaki xassalori vardir.

1. P()>0, -oo<t<too

2. [T p®dt=1
3. p(t) funksiyas1 t=x noqtasinds kasilmaz oldugda
F'(x)=p(x) (2)
boraborliyi dogrudur.
Ehtimal nozoriyyasindo istifade olunan kasilmaz  paylanmalar

asagidakilardir:
1. Normal paylanma
2. Ustlii paylanma
3. Miintazom paylanma.

Normal paylanma: X tosadiifi kamiyyatinin sixliq funksiyasi

1 _&x-a)?
p(x)=0me 262 |, —oo<x<o,0>0 (3)

soklindo olduqda, ona normal ganunla vo ya Qaus ganunu ilo paylanmis

tosadiifi komiyyot deyilir.
Ustlii paylanma: X tosadiifi komiyyatinin sixliq funksiyasi

_ (ae™®¢, x>0
p(X) - { 0, X S 0 (4)

oldugda ona iistlii ganunla paylanmis tasadiifi komiyyat deyilir. a adadi tstlii
paylanmanin parametri adlanir. Bu halda, X kasilmaz tosadiifi kamiyyatinin

paylanma funksiyasi

F(x)={1‘e”’“° oldugda (5)

0,x<0
olar.

Miintozom paylanma: X tosadiifi komiyyatinin sixliq funksiyasi



1
—, x€la; b], a < b oldugda
p(x) = {b—a [2;b] )

0, X € [a;b]olduqda
oldugda ona miintozom paylanan kasilmoz tesadiifi kemiyyat deyilir. A vo b
sabitlori miintozom paylanmanin parametrlori adlanir. Bu paylanma {iciin

paylanma funksiyas1 asagidaki kimi tapilir:

0,x<a
F(x)= g a<x<b (7)
1Lx>b



Coxolciilii tasadiifi komiyyatlar

1. Tasadiifii vektor ( ¢oxolgiilii tasadiifii kamiyyat) anayisi.
2. Tasadiifii vektorun paylanma va sixhiq funksiyasi
3. Asili olmayan tosadiifii kamiyyatlar.

4. Iki ol¢iilii paylanma funksiyasinin xassalari.

Coxolgiilii tosadiifi komiyyatlor

Eyni bir elementar hadisalor fozasinda iki vo daha ¢ox tosadiifii kamiyyat
toyin edilo bilor.Belo zorurot obyekt bir nego tesadiifi parametrlor ilo
xarakterizo edildikdo yaranir. Masalon, tosadiifi secilmis bir ailonin xarclarin
qurulusunun ehtimal (stoxastik) modellosdirilmasinds orzaqa , ayaqqgabiya,
paltara , kommunal xarclora, nogliyyata, madoni talobata va s. Xarclor eyni bir
elementar hadisalor fozasinda toyin edilmis tosadiifii komiyyatlordir.

Tutaq ki, X,,X,.., X,eyni bir o elementar hadisalor fozasinda toyin
edilmis tasadiifii komiyyatlordir.Bu tasadiifii kamiyyatlors X (o) = (X, (@)..... X, (@))
n-olciilii vektorunun kordinatlar1 kimi baxmaq olar.Beloalikls, har bir
elementar hadisesine n sayda tosadiifii komiyyotin nizamlanmig
X (@)= (X, (@), X, (@) y1gimin1 ( n Olgiilii tosadiifi vektorunu ) garsi qoymagq olar.

Torif 1. Kordinatlar1 eyni o elementar hadisalor fozasinda toyin olunmus
X (@)= (X,(®)... X, (0)) vektoruna n-ol¢iili tosadiifi vektor ( n- ol¢iilii tosadiifii
komiyyat) deyilir.

Bu tesadiifii vektor « elementar hadisalor fozasinda tayin olunub va

onun giymatlor oblast1 R" -dir.



Tosadiifii vektorun paylanma va sixliq funksiyasi

Torif. F(x,,... x,)= P(X, < x,.. X, <x,) funksiyasmna n-0l¢iili paylanma
funksiyast vo yaxud X,,., X, Komiyyatlorinin birgo paylanma funksiyasi
deyilir.

Bu funksiya biitiin R" fozasinda tayin olunub. X(w)=(X,(@)... X, (®))
vektoruna R"fozasinin noqtosi kimi baxdiqda, onun n-0Olgiilii paylanma
funksiyast (X,,.. X,) noqtasinin (-o,x), =(t, < x,,..t, <x,) N-Ol¢iilii intervalina
diisma ehtimali olur.

Tosadiifi vektorun paylanma funksiyasi onun paylanma ganununu tayin
edir.

Tosadiifi vektorun miimkiin giymatlor ¢oxlugu sonlu vo yaxud hesabi

coxluq olduqda ona diskret tosadiifi vektor deyilir.Bu halda
an: P(X =x)=1
Burada, x =(x,,x,..., x,) N-0l¢tilii adadi vektordur.
Diskret tasadiifii vektor miimkiin qiymatlorinin - x,x,.,.., x, vektorlarimin
Vo p=P(X=x)p,=P(X=%)...p,=P(X=x,) ehtimallarinin verilmasi ilo
birgiymatli toyin edilir.

Torif . F(x,,... x,)=P(X, < x,.. X, <x,) funksiyast miitloq kasilmaz, yani

oldugda, (x,.., X,) vektoruna kasilmaz vektor, f(x,..x,)- nNo isa onun sixliq
funksiyas1 vo yaxud ehtimallarin paylanma sixlig1 deyilir.
Sixliq funksiyast paylanma funksiyasi ilo yanasi n-Olgilii tesadiifi

komiyyatin paylanma ganununu tayin edir.



Diskret tosadiifii kamiyyatlor {igiin A R" n-0lgiilii fazasinin har hansi

altcoxlugu oldugda P(Xx eA) echtimali P(X =x)x €A echtimallarinin comina

barabardir:

P(X e A)= D> P(X =x)

Kasilmaz tesadiifii komiyyatlar iigiin {x € A}esoldugda P(x e A) ehtimali
n-Olgili sixliq funksiyasinin A ¢oxlugu iizra n-6lgiilii inteqralina barabardir:

P(X e A)=J. f (X, Xy, X, )X X, X,

A

Sixliq funksiyasinin xassalari.

2) f(x,.. x,) sixliq funksiyasmin (x,,.., x,) kasilmayanlik noqtalorinda

O"F (X, Xy, X,
f (X, Xpreo X, ) = aixé];xzﬁx )
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Asili olmayan tasadiifi komiyyatlor

Istonilon A vo B ¢oxluglar ii¢iin {§; € A} vo {&€, € B} hadisalori asili
olmadiqgda, yani P(§; € A, &, € B)=P(§; € A)-P(§, € B) (1) borabarliyi
odonildikda &, &, koamiyyatlorine asili olmayan tosadiifi kemiyyatlor deyilir.
Tosadiifi kamiyyatlorin asili olmamasi sartini basqa sokilds do yazmagq olar.
Dogrudan da &;,&, komiyyatlori asili olmadigda istonilon x;ve x, haqiqi
odadlori tiglin A={§; < x;} vo B={, < x,} hadisalori do asili olmaz. Onda
(1) barabarliyina gora P(§; < x41,& < X,)=P(§; <x1)P(E, <x,)

Vaya F(xq x2)=Fg, (x1) - Fg,(x2) (2)
alinir. Demaoli, asili olmayan komiyyatlarin birge paylanma funksiyasi onlarin

paylanma funksiyalarinin hasilino barabardir. Bu taklifin tarsi do dogrudur:



Istonilon x,va x, ti¢lin (2) barabarliyi 6danildikda &;,voe €, kamiyyatlori asili
olmur.

Teorem. P(t, t3), Pg (t;), Pg,(t;) funksiyalarinm kasilmoz olduglari
biitiin noqtolords P(t;, t;)= Pg (t;) - Pg,(tz) (3) borabarliyinin 6donilmasi
€,va &, tosadiifi komiyyatlorinin asili olmamasi ti¢lin zoruri va kafi sortdir.

Teorem. Tutaq ki, ikidlgiilii (§4,&,) diskret tosadiifi komiyyatinin

paylanmasi
P =ul g =u))=p; >0, Z Pi=1 (4

soklinda verilmisdir. Onda istonilon i, j adadloari {i¢iin

Py = ipij '(iﬂj) (5)

j=1 i=1
barabarliyinin 6danilmasi &, €, tasadiifi kamiyyatlorinin asili olmamasi {i¢iin

zoruri va kafi sortdir.

iki olciilii paylanma funksiyasinin xassalari
1. Paylanma funksiyasinin qiymaotlor oblast1 [01] parcasidir:
0<F(x,y)<1
Xassonin dogrulugu bilavasito paylanma funksiyasinin tarifindan
alinir.Belo ki, ehtimal homiso manfi olmayan vo vahidi asmayan adaddir.
2. F(x,y)paylanma fuknksiyasi hor bir arqumento goro azalmayan
funksiyadir, yoni
x, <x, olduqda F(x,y)<F(x,y);
y, <y, olduqda F(x,y,)<F(x,y,)

F(x,y)- funksiyasinin x argumentine gors azalmayan oldugunu gostarak:



Qeyd edilmis yliclin (X <x,,Y <y) hadisasini uyusmayan iki
(X <x,Y <y) (6 <X <x,Y <y)
hadisalorinin comi soklindo gostormak olar.Ehtimallarin toplama teoremino
aSasan
P(X <%,,Y <y)=P(X <x,Y <y)+P(x <X <x,,Y <y)

Buradan, F(x,,y)-F(x,y)=P(x <X <x,,Y <y)>0

Belaliklo, x <x,0ldugda F(x,y)<F(x, y) olar.

Bu Xxasse paylanma funksiyasinin hondesi monasindan daha aydin
olur.Belo ki, F(xy), (X,Y) tosadiifii vektorunun tops ndoqtasi (x,y) olan
kvadrantina diismosi hadisosinin ehtimalidir. x-in artmasi ilo bu kvadrantin
sag sorhodi saga horokot edir.Yoni, x <xo0ldugda topa noqtesi (x,y) olan
kvadrant topa néqtasi (x,,y) olan kvadranta daxildir. Ona gora do (X,Y) tosadiifii
vektorunun topa ndqtasi (x,,y) olan kvadranta diismosi hadisasinin ehtimali,
onun topa noqtasi (x,y) olan kvadranta diismasi hadisasinin ehtimalindan
kicik deyildir.

Eyni gqayda ilo F(x,y) funksiyasinin ikinci arqumento goro do azalmayan
oldugunu gostormak olar.

3.Asagidaki limit miinasibatlori dogrudur:

1) x> -0 = F(x,y) > F(-,y)=0;y > -0 = F(x,—0)=0
2)  x—>-m,y—>—0=F(xy)—>F(-0,0)=0
3) x> oy >w0=F(xy)->F(00)=1
4) x>0 = F(xy)—>F(oy)=F(y)=Fy)
5)  y—o=Fxy)- Fe)=F(x)=F(y)
(X <—0,Y <y) hadisasi miimkiin olmayan hadisadir.Ona gora do

F(=o0,y)=P(X <—0,Y <y)=0



x ——o 0ldugda tops noqtasi (x,y) olan kvadrantin sag sarhaddi sonsuz
olaraqg sola harokat edir vo (X,Y) tosadiifii vektorunun bu kvadranta diismasi
hadisasinin ehtimali sifra barabar olur.

Eynigqaydailo Y <—wo,(X <—0,Y <) hadisalori miimkiin olmayan hadisalor
oldugu {i¢lin F(x,~0)= F(~o0,~0)=0

(Y <o) hadisasi yagin hadisadir va (X <x,Y <) hadisasi (X <x) hadisasi ila
eynigiicliidiir. Ona gora do

F(%,00)=P(X < x)=Fy (x)=Fy(x)

Eyni qayda ilo F(e,y)=P(Y <y)=F,(y)=F,(y)



Tasadiifi kamiyyatin adadi xarakteristikalar:

1.Yerlasma va sapalonma xarakterisnikalari.
2. Riyazi gozloma, moda va median
3.0rta xatti meyl, dispersiya, orta kvadratik meyl, variasiya amsal.
4. Tosadiifii kamiyyatlarin momentloari.
Yerlasma vo sapalonma xarakterisnikalari

Tosadiifii  komiyyatlorin ehtimalinin paylanma ganunu onun tam
xarakteristikasi oldugu molumdur.Lakin bazon ehtimalin paylanma ganunu
moalum olmur, tasadiifii kamiyyatin miiayyan ehtimal xassalarini nisbaton az
Vo ya sado molumatlar vasitasilo 6yranmok lazim galir. Tasadiifii kamiyyatin
belo sada xassalori, onun odadi xarakteristikalar1 adlanan bir ne¢o adadlo ifada
olunur.

Tosadiifti  komiyyatin odoadi xarakteristikalart onu miiayyan daqigliklo
komiyyatco xarakterizo edir.Bu ododi xrakteristikalar tosadiifii kamiyyat
haqqindaki bazi ehtimal masoalolorini ¢ox zaman qisa yolla hall etmoyo vo hom
do hamin komiyyat haqqinda yigcam vo otrafli molumat almaga imkan verir.

Tosadiifii komiyyoatin ala bildiyi giymoatlorin odod oxunda necs
paylandigin1 xarakterizo etmok tii¢iin miixtalif odoadi xarakteristikalardan
(riyazi gozloma, orta Xatti meyl, dispersiya , orta kvadratik meyl, momentlor
va s.) istifads olunur.

Torif .Tosadiifii kamiyyatin yerlosmo xarakteristikasi elo sabito deyilir ki,
bu kamiyyatin biitiin miimkiin qiymatlori homin sabit otrafinda qruplagmis
olsun.

Riyazi gozlomo, moda vo median on ¢ox istifado olunan yerlosmo

xarakteristikalaridir.



Tosadiifii komiyyatin riyazi gozlomasi , onun giymatlarinin adoad oxu
tizorindo yerlosmo xarakteristikalarindan biridir. Qeyd etdiyimiz Kkimi,
tosadiifii komiyyatin miimkiin giymaotlori onun riyazi gdzlomosi otrafinda
qruplasir.Lakin bu qiymatlorin riyazi gozlome atrafinda neco paylanmasini vo
ya sopalonmosini ¢ox zaman bilmoak talob olunur.

Torif . Tosadiifi komiyyatin miimkiin giymatlorinin onun riyazi
gbzlomosi aotrafinda na doracods six sopalonmosinin Gl¢iisiinii gostaran sabit
adada bu kamiyyatin sopalonma xarakteristikasi deyilir.

Bu xarakteristikalara orta xotti meyl, dispersiya, orta kvadratik meyl va

variasiya omsali aiddir.

Riyazi gozlamoa, moda va median

Tosadiifi kamiyyatin ala bildiyi giymatlarin adad oxu {izarinds neca
paylandigin1 xarakterizo etmok {i¢iin miixtolif ododi xarakteristikalardan
(riyazi gozloma, dispersiya, orta kvadratik meyl, momentlor va s.) istifads
olunur. Tosadiifi kamiyyatlorin on miihiim adodi xarakteristikalarindan biri

riyazi gozlomadir.

(0]

z xkPe (1)

k=1
sirast miitloq yigilan olduqda, onun comina diskret tasadiifi X kamiyyatinin

riyazi gdzlomasi deyilir vo asagidaki kimi isars olunur:

oo

M[X] = 2 XkPe  (2)

k=1
Tosadiifi komiyyatin riyazi gdézlomesine onun orta giymati do

deyilir. X tosadiifi komiyyati x4, X5, ..., X, qiymatlorini eyni P:% ehtimal ilo

aldigda onun riyazi gozlomasi li¢lin



boraborliyi alinir.,
Ehtimalinin paylanma sixligi P(x) olan tosadiifi X komiyyatinin

riyazi gozlomasi, miitloq yigilan

M(X) = fOOXP(X)dx (3)

inteqralina deyilir.
Tosadiifi koamiyyatlorin riyazi gézlomasi sabit odaddir.
Riyazi gézlomonin bir sira imumi xassalori vardir:
1. Sabitin riyazi gézlomasi 6ziino barabardir:
M[C]=C (1)
2. Sabitin vurugu riyazi gézloms isarasi Xaricinoe ¢ixarmaq olar:
M[CX] =CM [X] (2)
3. ki tosadiifi komiyyotin cominin riyazi gozlomosi onlarin riyazi
gozlomoalarinin camina baraboardir:
M[X + Y] = M [X] + M[Y] (3)
Bu xasso istonilon sonlu sayda tesadiifi kemiyyatlorin comi iigiin do
dogrudur: M[X; + X, + -+ + X, ] = M[X;] + M[X,] + -+ M[X,] (4
Noatico 1. Y=kX+b Xotti funksiyasi (tosadiifi komiyyat) iigiin
M[Y] =kM[X]+b (5
boraborliyi dogrudur.
Notico 2. Iki tosadiifi komiyyatin forqinin riyazi gdzlomasi, onlarin riyazi
gozlomoalarinin fargina baraboardir:
M[X — Y] = M [X] — M[Y] (6)
4. Asili olmayan iki tasadiifi koamiyyatin hasilinin riyazi gézlomasi, onlarin

riyazi gozlomalarinin hasilina barabardir:



M[XY] = M [X]M[Y] (7)

Bu xasso istonilon sonlu sayda asili olmayan tosadiifi koamiyyatlorin hasili
ticiin do dogrudur: M[X; X, ... X,] = M[X;] - M[X,] - ...-M[X,] (8)

(8) barabarliyi riyazi gézlamonin multiplikativlik xassasi adlanir.
5. Istonilon X tosadiifi kamiyyati tigiin

IMIX]| < M[IX]]  (9)
barabarsizliyi dogrudur.
Tutaq ki, X tasadiifi kamiyyat va F(x) onun paylanma funksiyasidir.

Onda F(xpm) <0,5<F(Xxy+0) (1) minasibatini 6doyan har bir xy
noqtasing X kKomiyyatinin mediani deyilir. Verilmis tosadiifi kemiyyatin riyazi
gozlomasi olmaya bilor, lakin hor bir tesadiifi komiyyatin he¢ olmasa bir

mediani var. Dogrudan da, paylanma funksiyasi 0-dan 1-o kimi monoton artan
oldugundan, elo xy; noqtasi vardir ki, funksiya bu noqtado % giymatindan kegir.
F(x) funksiyasi bu noqta atrafinda kosilmoaz olduqda xp; median1 yegans olar,
homin néqtonin miiayyan (a, ) atrafinda yerlason biitiin néqtalords F(X):%

barabarliyi 6danildikds isa bu atrafin biitiin ndqtalori median olar. Paylanma
funksiyas1  kosilmoyan oldugda (1) miinasibati F(xy) =05 (2)
borabarliyino ¢evrilir. Bu halda, X tosadiifi komiyyotinin median1 (2)
barabarliyini 6dayan yegans xy; kokii olar.
(2) miinasibatini P(X < xp) = P(X > xpy) (3) boraboarliyi soklinds yazmaq
olar. (3) borabarsizliyi gostarir ki, hondasi olaraq median, sixiq funksiyasinin
grafiki ilo ohato olunmus sahani yariya bolan diiz xatt noqtalorinin absisidir
(s:1). Xiisusi halda, simmetrik paylanmis tosadiifi komiyyatin median1 onun
riyazi gdzlomasi ilo tst-iista diisiir. Paylanmanin (va ya tosadiifi komiyyatin)
kvantili do mediana analoji olarag tayin olunur.

F(X)=P(0O< P < 1)



tonliyinin kokiina P-tortibli kvantil deyilir. P:% tortibli kvantil paylanmanin

medianidir. Tutaq ki, X kasilmaz tasadiifi komiyyatinin sixliq funksiyasi P(x)-
dir. Onda P(x) funksiyasinin har bir x,;, maksimum noqtasine X kamiyyatinin
modasi deyilir. Tosadiifi komiyyatin bir modas1 oldugda ona birmodali, bir

ne¢o modasi oldugda iss ona ¢oxmodali kamiyyat deyilir,

Orta xotti meyl, dispersiya, orta kvadratik meyl, variasiya amsah

Tosadiifi kamiyyatin miimkiin qiymatlorinin onun riyazi gézlomasi
otrafinda no daracads six sopalonmasinin Slgiisiinii gdstoran sabit oadada bu
Komiyyatin sopalonmo xarakteristikasi deyilir. Burada tosadiifi kemiyyatin
dispersiya va orta kvadrarik meyl adlanan sopalonma xarakteristikalar1 baxilir.

X tosadiifi kamiyyatinin M[X] riyazi gézlomasi sonlu adad oldugda

M[(X — M[X])?]
ifadasina X kamiyyatinin dispersiyasi deyilir va D[X] kimi isars edilir:
D[X] = M[X —M[XD?] (1)
Torifdon aydindir ki, istonilon tesadiifi kemiyyatin dispersiyasi manfi olmayan
adaddir:
D[X] =0

Tosadiifi komiyyatin miimkiin giymotlorinin riyazi gozlomo
otrafinda sapalonmasinin xarakteristikalarindan biri do orta kvadratik meyldir.

X tosadiifi komiyyati dispersiyanin kvadrat kokiina hamin

komiyyatin orta kvadratik meyli deyilir va
o[X] =yDIX] (2)

ilo isaro edilir.



Riyazi gozlomonin Xxassalorindan istifado etmoklo dispersiyanin
asagidaki xassalorini isbat etmok olar.
1. Sabitin dispersiyasi sifra barabardir:
D[C]=0 (1)
2. Istonilon C sabiti {iciin asagidaki boraborlik dogrudur:
D[CX] = C?D[X] (2)
3. Asili olmayan iki tosadiifi komiyyatin cominin dispersiyasi onlarin
dispersiyalar1 comina barabardir:
D[X+ Y] = D[X] + D[Y] (3)
Bu xassa istonilon sonlu sayda asili olmayan tasadiifi kemiyyatlorin
comi li¢lin do dogrudur:
D[X; + X, + - +X,] = D[X4] + D[X;] + -+ D[X,] (4)
Natica: Asili olmayan iki tosadiifi komiyyat {igiin
D[X —Y] = D[X] + D[Y] (5)
boraborliyi dogrudur.
4. Asili olmayan X va Y tosadiifi komiyyatlori {i¢iin
D[XY] = M[X*IM[Y?] — (M[X])?(M[YD? (6)
borabarliyi dogrudur.
Tutaq Ki, X tosadiifi kamiyyatinin riyazi gézlomoasi M[X] sonlu
ododdir. Onda X; = X — M[X] forgi tosadiifi komiyyat olar. Bu komiyyats,
yani X- M[X] forgina X kamiyyatinin meyli,

X _ X-M[X] _ X-M[X]
27 ox] /DX

nisbatina isa homin kamiyyatin normallasdirilmis meyli deyilir.

Torif . Dispersiyanin hesabi kvadrat kokiino orta kvadratik meyl deyilir,
o =+/DX

Torif . v = &100% adadina tosadiifi komiyyatin variasiya omsali deyilir.



Torifo gore, variasiya omsali orta kvadratik meylin riyazi gézlomaya faiz
nisbotidir.Basqa sozlo 0, o -nin EX -in ne¢o faizi oldugunu gostarir.
Variasiya omsali, miixtolif 6l¢li vahidlori ilo ifado edilon bir nego

komiyyatin doyismoa daracalorini miigayiss etmoyas imkan verir.

TOSADUFU KOMIiYYOTIN MOMENTLORI

Tosadiifti kemiyyatin ala bildiyi giymetlori vo bu giymotlori hansi
chtimalla aldigim1 gostoron paylanma funksiyast onun on miikommaol
xarakteritikasidir.Paylanma funksiyasi iso bozon bir vo ya bir neg¢o
parametrdon asili olur.Masalon, normal paylanma iki parametrdan
asilidir.Paylanma funksiyasmin parametrlori, bir gayda olaraq, tosadiifi
komiyyatin miithiim ododi xarakteristikalar1 olan mixtalif tortibli momentlor
vasitoasila ifads olunur. Tasadiifii kamiyyatin momentlarini hesablamagla onun

paylanma funksiyasini toyin etmok miimkiin olur.

Torif.  E(X—-c) = [(x—c)'dF(x)

—00

odadino x tesadiifi komiyyatinin ¢ adadino gdra n-tortibli momenti deyilir.

Diskret va kasilmaz tosadiifii komiyyatlar ti¢lin bu diisturu uygun olaraq

o0

E(x—c)" =>(x, —c)'p, Vo E(x—c)" = I(x—c)n f (x)dx

barabarlikloring ¢evrilir. Xiisusi halda c=0,c=EX olarsa
b, = EX" = [x"dF(x)

m, = E(X —EX)" = T(x— EX)"dF(x)

alariq.

Torif. b, kamiyyati x kamiyyatinin n tortibli baslangic momenti, m,

ISo onun momenti adlanir.



Tosadiifii kamiyyatin baslangic vo morkazi momentlori arasinda alage

vardir:

Dogrudan da, istonilon «,p odadlari tisiin yaza bilorik:
E(X—a) =E[X - p)+(5-a)] = XCE(X - p) (5-a)”
Bu diistur « adadina gora n tortibli momenti, g adadine gora n-don kigik

tortibli momentlorlo ifads etmoys imkan verir.
Bii diisturlardan xiisusi hallarda asagidaki diisturlar alinir:
m, =h, —b/
m, = 2b2 —3b,b,
m, =30 +6b%b, — 4b,b, +b,
a,=a’+bh,
a, =a

a, =a; +62b, +4ab, +b,

Praktikada 3 va 4 tortibli momentlordon istifada edilir



Boyiik adadlar ganunu

1. Boyiik adadlor ganunun mahiyyati

2. Boyiik odadlor ganunun statistika tocriibasinds ohomiyyati. Praktiki
yaqinlik prinsipi.

Cebisev borabarsizliyi

Boyiik adadlor ganunu haqqinda teoremlor

Xarakteristik funksiyalar

R e

Morkazi limit teoremlori

Boyiik adadlar ganunun mahiyyati

Ehtimal nazariyyasi vo onun tatbigi sahalorinds ¢oxlu sayda tosadiifii
komiyyatlorin comi soklinda gostarilon tosadiifi komiyyatloro tez-tez tosadif
edilir.Bels tasadiifii kamiyyatlorin cominin paylanma ganununun bilavasita
tapilmasi miioyyan ¢atinliklorlo baglidir.Molumdur ki, riyazi gézlomolori a,

dispersiyalar1 o?olan asili olmayan eyni paylanmaya malik X, X,,.., X, tosadiifii

komiyyatlorinin hesabi ortast bdyiik n-lor {i¢iin dayamiqlidir vo riyazi
gozlomodon az forglonir , dispersiyasi iso n—o sortinds sifra yaxinlagir.
Demoli, n-in boyiik qiymatlorindo n sayda asili olmayan tosadiifii
kamiyyatlorin adadi ortasinin miiayyan monada a-ya barabar oldugunu gabul
etmok olar.Belsliklo, asili olmayan tesadiifii kemiyyatlorin hesabi ortasinin
boyiik n-lar li¢lin dayaniqliq xassasinin riyazi ifadasi boyiik adadlor ganunu
vasitasi ilo verlir.

Boyiik adadlor ganuna aid olan teoremlor tosadiifii kamiyyatlorin
ododi ortasinin  hanst sortlor daxilinds dayaniqli olmasi1 sortlorini

mioyyalosdirir.Morkozi limit teoremlorindo iso n sayda tesadiifii



komiyyatlorin normallasdirilmis cominin n—« sartinds normal paylanmaya
malik olmasi sortlori ifado edilir,

Bu movzuda biz bdyiik odoadlor ganununun va morkazi limit
teoremlorinin bozi teoremlari ilo tanig olacayiq.Bu teoremlorin ehtimal soarhi
miisahidalorin say1 kifyod godor boyiik oldugda onlarin hesabi ortalar
ardicilliginin  xassasinin Oyranilmosindan ibarotdir.Htsabi ortalar bir sira
maraqli xassaloro malikdirlor. Hesabi ortan1 formalasdiran hor bir
miisahidonin naticasi har hansi bir tesadiifii komiyyatin realizasiyas: oldugu
liciin onun kamiyyati haldan(tosadiifden) asili olacaqdir. Ancaq miisahidalarin
say1 ¢ox olduqda miixtolif tosadiifii amillarin tasiri qarsiligli silinir, naticads
miisahidanin naticalorinin hesabi ortasi realizasiyasi miisahidos edilon tosadiifi
Komiyyatin riyazi gbzlomasindan ciizi farglonir.

Boyiik adadlor ganunu tacriibadio mithiim shamiyyato malikdir.Bu
ganun statistik tadqgiqatlarin — ucot vo hesabat molumatlarinin toplanmasinin,
kiitlovi hadisalorin ganunuuygunluglarinin askar edilmosinin osasmni toskil
edir.Boyiik odadlor ganununa goro miisahidalorin sayinin qgeyri-moahdud
artmas1 ilo miixtolif tosadiifi meyllor qarsilighh silinir vo noticado
miigsahidalorin naticalorinin hesabi ortasi, todqiq edilon olamatin statistik
yigimdaki orta komiyyatindon vahido kifayot godor yaxin ehtimalla ciizi
suratdo forglonanir.

Kamiyyatlarin asil giymatini toyin edarkon bu vo ya basga doracado
xotaya Yol verilir.Masalon, torazi ¢okinin , termametr temperaturun,
ampermetr corayan siddatinin asil giymotini dogiq deyil, togribi giymatini

gostorir.Hor hansit a komiyyatini toyin edorkon, onun x,,Xx,.., X, tocriibi

n

giymatlori vasitasi ilo tayin edilon

a X+ X, +..+ X,
" n




komiyyatindon genis istifado olunur.Mahz bu kamiyyat n-nin kifayat
godar boyiik qiymatlorinds a-nin asil gqiymatini asagida doqiqlosdirilocak
monada ¢ox yaxin olur.

Olgmo prosesinds tosadiifii amillor olduguna gora, onun X, X,... X

naticolorino tobii olaraq tosadiifii komiyyst kimi baxilmalidir.Olgmo
nazariyyasinds asagidaki farziyys oasas gotiiriiliir: aparilan 6lgmoalorin say1
Kifayot godar boyiik oldugda alinan naticalorin adadi ortasi miiayyan bir a
sabitino olduqca yaxin olur.Belo xassoyos malik olan a sabitini Ol¢iilon
koamiyyatin asil giymoti kimi gotiirmok tabiidir.

Yuxarida sorh edilon tacriibi forziyys , riyazi cohotdon ehtimal
nazariyyasinin boyiik bir bolmasini taskil edon boyiik adadlor ganunu vasitssi
ilo osaslandirilir.Ehtimal noazariyyasindo boyiik odadlor ganunu dedikds |,
tosadiifii kemiyyatlor ardicilliginin bu vo ya diger manada miioyyan sabito
yigilmas1 haqqinda teoremlar nozardos tutulur.Boyiik adadlor ganununun ilk
formasmi 1713-cii ildo Y. Bernulli kosf etmisdir.Hadisonin bas vermo
tezliyinin onun ehtimalina yigilmasi haqqinda Bernulli teoreminin tarixan
fundamental shamiyyati onunla izah olunur ki, bu teorem ehtimalin statistik
torifini riyazi asaslandirir. Homin teorem bir ¢ox alimlarin digqgatini calb etmis
vo miixtolif istigamotlords giiclondirilmisdir.

Boyiik adadlor ganunu klassik formada bels ifads olunur.

X,,n>1 tosadiifii kamiyyatlor ardicilligi n — « olduqda
18 1S
H;xi_E(ﬁgxij_’o
sortini 6dayarss, homin ardicilliq ii¢lin boyiik odadlor ganunu odonilir

deyilir,
Bu ganunu ilk dofa rus riyaziyyatcist A.Markov ifads etmisdir.



Burada yigilma ehtimal monada basa diisiiliir.Beloliklo, boyiik adadlor
ganunu n sayda tesadiifii kamiyyatlorin cominin 6z riyazi gézlamasine ehtimal

monada yaxinlagmasi sartlorini miiayyan edir.

Boyiik adadlar ganunun statistika tacriibasinda ahamiyyati.
Praktiki yaqinlik prinsipi.

Bosoriyyat torofindon iizun osrlor zamani oldo edilmis tocriibaya gora
miioyyon sortlor daxilinds hadisonin basvermo ehtimali kifayot godor kisik
oldugda , bu sortlorin bir dofs icrasinda hadisasnin bagvermamasina amin
olmaq olar.Insan foaliyyotinin biitiin saholorinds bii hadisoni miimkiin
olmayan hadisa kimi gabul edirlor. Tocriibodo miimkiin olmayan hadisalarin
chtimallarinin yuxari sarhaddini géstormok miimkiin deyildir.Ona goérada har
bir konkret halda praktiki olaraq miimkiin olmayan hadisonin bagvermasinin
ohomiyyaliliyindon asili  olaraq  yuxart sorhoddi miioyyon etmok
lazimdir.Hadisdonin ehtimali kifayot godor kigik olduqda o, praktiki olaraq
miimkiin olmayan hadiso hesab edilir.Bu halda hadisonin tamamlayaninin
chtimali vahido yaxmn olur.Beloliklo, smaq naticosindo hadisaninn
tamamlayani1 praktiki olaraq yaqin hadiso hesab edilir.Demali, biz hadsisalorin
miimkiin olmamasi va Vo onlarin ehtimaliniln ki¢ik olmasi; aksins onlarin aksi
olan hadisalarin praktiki yaqin olmasi va yaxud onlarin ehtimalllarinin vahido
yaxin olmasi hagqinda danisa bilarik.

Tutaq ki, hor hanst namolum parametr giymatlondirilir.Parametrin
giymatlondirmasi boyiik adadlor ganununa tabe oldugda miisahidalorin sayini
geyri-moahdud olaraq artirmaqla vahida Kifayat qodor yaxin ehtimalla xatanin
Kifayat godor kigik olmasini tomin etmak olar.Boyiik adadlor ganunu ayri-ayri
giymatlondirmalarin Xatalariin kifayat qodor kicik adodi asmamasina tominat

vermir.Ancaq bu ganuna gora miisahidalorin say1 geyri-mahdud artdiqda belo



hal daha az ehtimalli olur.Masalon, metal pulu 1000000 dafs atdigda har dofa
qerb izl diiso bilor.Bu halda gerb iiziiniin diismasi hadisasnin tezliyi 1 olar va

rogom iiziiniin diismosi ehtimali olan - % don oshamiyyatli daracada

farglonar.Ancag bu naticonin ehtimali olan Gjmomoadadi 0 godar kigikdir ki,

onu praktiki olaraq nozora almamaq olar.Eyni ils har hansi igtisadi rayonda
bugdanin mohsuldarligi gqiymatlondirildikds tasadiifon mohsuldarliglar kigik
( boOyiik) olan tosaorriifatlar secilo bilor va noticodo mohsuldarligin
giymatlondirmasi real orta mohsuldaligdan kifayat godor forgli olar.Ancaq
boylik odadlor gqanununa goro miisahidalorin say1 geyri —mohdud olaraq
artdiqca bela bir bir naticonin alinmasi ehtimali kigilir.

Boyiik odadlor ganununun statistika tocriibasindo tatbiginin asasini
paktiki yaginlik prinsipi toskil edir.Bu prinsip empirik miisahidoays asaslanir:
ehtimallan kifayot godor kigik olan hadisolor ¢ox nadir hallarda, ehtimallari
vahids yaxin olan hadislar iss sanki yaqin bas verir.Bu vaziyyat tacriibanin
askar naticoasi kimi gobul edilir.Tosadiifii hadisonin ehtimali kifayat godor
kicik olduqda o nadir hallarda bas verir vo tocriibado bu hadisonin bas
vermomoasini  gobul etmok olar.Bu halda deyirlor ki, hadisasnin bas
vermoamasine aminlik vardir.

Praktiki ominliys misal olaraq ot tayasinda iynonin tapilmasini mosalasini
gostarmok olar.Tayadan tesadiifii qaydada ¢ixarilmis bir ¢gongo otda axtarilan
Iyna ola bilar. Ancaq bu hadisanin ehtimali o godor kigikdir ki, praktiki olaraq
bu hadisonin bagvermasi qeyri-miimkiin hesab edilir.Beloliklo, tosadiifii
olaraq ¢ixarilmis bir ¢angs otda iynanin olmamasi praktiki yaqin hadisadir.

Biz bilirik ki, har giin naqgliyyat ilo iso kedorkon goza bas vers bilar vo
biz holak ola bilarik.Ancaq praktiki olaraq biz bels bir ehtimalla razilasmiriq,

yani gozanin bas vermasi ehtimali kifayat godor kigik oldugu iiciin biz qoza



naticasinda hoalak olmayacagimiza praktiki olaraq aminik.Eyni ilo se¢mo
yigima asason iqtisadi rayonda bugdanin mohsuldarligini giymatlondirdikda
miisahidalorin say1 kifayat godor boyiikk olduqda biz xotanin shomiyyatli
olmamasina praktiki olaraq ominik.

Praktiki yaqinlik prinsipina goro ¢oxsayli miisahidolor tgiin boyiik
odadlar ganuna tabe olan xotalarin ehtimali ¢ox kigikdir. Tacriiba do bu faktin
dogrulugunu tosdiq edir.Bununla bels, hadisonin bas vermomasina praktiki
yaqinlik oldugu haldada o, bas vera bilor.Masalon, yuxarida geyd edildiyi kimi
tosadiifii  qydada c¢ixarilmig bir c¢ongo otda iynonin tapilmasi
miimkiindiir.Bugdanin mohsuldarligini miioyyan etdikdo tosadiifii qaydada
mohsuldarliglar1 boyiik vo yaxud kigik olan tasarriifatlar sec¢ilo bilor.Bu halda
hotta ~ miisahidolorin  say1 ¢ox oldugda belo  mohsuldarligin
giymatlondirmasinin xotasi ohomiyyatli ola bilor.Belaliklo, boyiik adadlor
ganununun tacriibada tatbiginin asas1 olan praktiki yaqinlik prinsipi cox nadir,
ancaq miimkiin olan istisnalara yol verir.Bas vermomasina praktiki yaqinlik
olan hadisalor bas vera bilor.Ona goro do miimkiin istisnalarin tezliklorinin
daha doqiq analizi mosalosi meydana ¢ixir.Bu mosalo giiclondirilmis bdyiik
odoadlor ganunu vasitasi ilo hall edilir. Kolmoqorov gostormisdir ki, asili
olmayan miisahidolor bircins yigimda aparildigda , yoni miisahidonin
naticalori sonlu riyazi gézlomosi olan har hansi bir tesadiifii kamiyyatin
giymatlori oldugda vo miisahidslorin say1 geyri-mohdud artdigda onlarin
naticalorinin hesabi ortasi riyazi gézlomayas vahid ehtimal ilo yi1gilir:

P(X, - EX)=1

Bu halda miisahidalorin say1 kifayat godor boyiik oldugda

)?n—E)?‘—m?
baorabarsizliyinin ~ 6donilmasini vahid ehtimalla gézlomok olar.Bu isa 0

demokdir ki, riyazi gézlamanin giymatlondirmasinds xoata kifayat qodor kigik

miisbat ¢-dan boyiik deyildir,



Cebisev barabarsizliyi

Tutaq ki, X tosadiifi komiyyatinin riyazi gézlomoasi my, = M[X] vo
dispersiyas1 Dy, = D[X] ilo isaro edilmisdir.

Teorem. Sonlu dispersiyasi olan X tosadiifi kamiyyati ixtiyari € > 0
adadi tigiin

P(IX —m |>€)<M (D
Xl = — 82

borabarsizliyi 6doayir.
Dogrudan da, tutaq ki, X kasilmoz tosadiifi kemiyyatdir va onun

sixliq funksiyasi P(x)-dir. Onda
P( X —my| =€) = IP(x)dx

[x—m,|>¢&

miinasibatino asason

D[X] = M[(X — my)?] = T(x—mX)ZP(x)dxz I|x—mx|2P(x)dx2€2 IP(x)dx =

- e x|z
e?P(|X — my| = ¢)
Vo ya
D[X] = €2P(|X — my| = ¢)

olar. Buradan (1) boarabarsizliyi alinir.

Diskret tosadiifi komiyyatlor iigiin (1) borabarsizliyini isbat1 eyni
gayda ilo aparilir.
(1) borabarsizliyi Cebisev barabarsizliyi adlanir. Onu

P(IX—my| =)+ P(IX—my| <e)=1

barabarliyina asasan,

DX
PUX—my <e) 2 1-"00 (2)

Kimi do yazmagq olar.



Boyiik adadlar ganunu

Tutaq ki, sonlu riyazi gozlomasi olan X;,X,, ..., X,,...(1) tesadiifi
komiyyatlor ardicillig1 verilmisdir. (1) tosadiifi komiyyatlor ardicilligi istanilon

€ > 0 odadi tigiin

n n
1 1
i (s m-5 widl <e) =1 @
n—oo n n
k=1 k=1
Vo ya
n n
_ 1 1
i (305wl <c) =0 @
n—oo n n
k=1 k=1

miinasibatini 6dadikds, yani (1) kamiyyatlorinin

n
1
Xp = - z Xk (4)
k=1

odadi ortast onlarin riyazi gozlomolarinin

1 n
=) MIXd ()
k=1

ortasina ehtimala goro yigildigda, deyirlor ki, (1) tosadiifi komiyyatlor
ardicilligi tictin boyiik adadlor ganunu 6danilir.

Teorem (Markov). Ogar (1) tasadiifi kamiyyatlor ardicilligi

n

S

k=1

lim —=D =0 (6)

n—-»>oo n2

sortini 6dayirsa, onda homin ardicilliq tiglin boyiik adadlor ganunu, yani (2)
miinasibati 6danilir.

Markov teoremindan asagidaki natico alinir:



Noticol. Ciit-ciit asili olmayan X1, Xo, o, Xpyeoo tosadiifi

kamiyyatlori

1 n
lim— ) D[X]=0 (7)
kZ )

n—oo nz

(7) sortini 6dadikdos, (1) tesadiifi komiyyatlor ardicillig: {i¢iin boyiik adadlor
qanunu 6danilir.

Notico 2. Ciit-ciit asili olmayan  X;,X,,..,X,,... tosadiifi
Komiyyatlorinin ~ dispersiyalari D[Xy] <C, k=12,.. (8) sortini
odadikds, (1) tesadiifi kemiyyatlor ardicilligi tigiin boyiik adadlor ganunu
odanilir.

Notico 3. Ciit-ciit asili olmayan eyni ciir paylanmis va sonlu
dispersiyalar1 olan Xj, X, ..., Xp,... tosadiifi komiyyatlor ardicillig1 istonilon

€ > 0 ododi Uiciin

1 n
ump(_zxk_a
‘n—)OO n

k=1

miinasibatini 6dayir, yani hamin komiyyatlor ardicilligr iigiin boyiik adadlor

<€>=1 (9)

qanunu odanilir.
Notico 4. Tutaq ki, asili olmayan n sinaq naticasinds A hadisasinin
bas vermasinin say1 u, Vo har bir sinaqda A hadisasinin bas vermasi ehtimali

pP(0 < p < 1) adadidir. Onda ixtiyari € > 0 odadi ii¢iin

limP(|l;—n—p| <8)=1 (10)

n—>0o

boraborliyi dogrudur. Natica 5. Tutaq ki, asili olmayan n sinaq aparilir vo k-c1
simnaqda A hadisasinin basvermasi ehtimali P, —dir. Onda homin hadisanin
basvermo tezliyi n — oo sartinds ehtimala gora P, adadlarinin adadi ortasina

yigilir, yani istonilon € > 0 adadi {igiin



barabarliyi dogrudur.

Xarakteristik funksiyalar vo onlarin xassalori

Xarakteristik funksiyalar {isulunun oasasin1 kompleks qiymatli
tosadiifi komiyyat, onun riyazi gdzlomasi va xarakteristik funksiya anlayislari
toskil edir.

¢ vo 1 haqiqi tesadiifi kemiyyatlor oldugda
X=¢+in, i*=-1
ifadasi kompleks qiymatli tosadiifi komiyyat vo
M[X] = M[§] + i*M[n]
onun riyazi gozlomosi adlanir.
¢ haqiqi tesadiifi kemiyyat olduqda
O(®) = @z(0) = M[e'F], —o<t<ow (1)
funksiyasina onun xarakteristik funksiyasi deyilir.

Xarakteristik funksiyalarin bir sira xassolori vardir:

Teorem 1. lIstonilon § tosadiifi komiyyatinin @(t) = @g(t)
xarakteristik funksiyasi biitiin adod oxunda toyin olunmusdur va asagidaki
Xassolori vardir:

a) @(0) =1 oddonilir.
b) ()] <1 (—oo <t < o0) barabarsizliyi 6danilir.
C) a Vo b sabit oadad oldugda n = a& + b tasadiifi kamiyyatinin xarakteristik
funksiyasi
@ (1) = e™®pe(at)
olar.



Teorem 2. Asili olmayan §vomn tosadiifi kemiyyatlori cominin
xarakteristik funksiyasi, onlarin xarakteristik funksiyalar1 hasilino baraboardir,
yani

P5n(® = (D9, ()
miinasibati dogrudur.

Notico 1. Asili olmayan &;, &5, ..., &, tosadiifi komiyyatlorinin S, =
&, + & + -+ + &, cominin xarakteristik funksiyasi

@s, () = @z, (D) - @, (D) - .m0, (D) (3)
miinasibatini 6dayir.

Notico 2. Asili olmayan vo eyni ¢ xarakteristik funksiyasi olan
1, €2, o, & tasadiifi Komiyyatlorinin S, cominin xarakteristik funksiyasi

@s, () = [e®]"
barabarliyi ils hesablanir.

Teorem 3. Xarakteristik funksiyalar c¢oxlugu ilo paylanma
funksiyalar1 coxlugu arasinda qarsiliglt birqiymatli uygunluq vardir.

Notico 3. Tutaq ki, F;ve F, paylanma funksiyalari, ¢,va ¢, iSa
onlara uygun olan xarakteristik funksiyadir. Onda @ (t) = @, (t) eyniliyi

F,(x) = F, (x) barabarliyina ekvivalentdir.

Moarkazi limit teoremlari

Ehtimal nazariyyasinin markazi limit teoremlori dedikdo, tosadiifi
komiyyatlor ardicilliginin  miioyyan sortlor daxilindo normal tosadiifi
komiyyats y1g1lmasi haqqinda olan teoremlar nazards tutulur. Muavr-Laplasin
integral teoremi ilk dofo isbat edilmis morkozi limit teoremidir. Tutaq ki, asili

olmayan n ardicil smaq aparilir vo haor smnaqda A hadisasinin bas vermasi



chtimali eyni sabit p ododidir. ©Ogar k-c1 sinagda A hadisosinin bas vermasi
say1 X}, ilo isaro edilsa, onda aparilan biitiin n sinaq naticasinds A hadisasinin
bas vermasinin y,, say1 y, = X; + X, + .-+ + X, kimi gostorilir. Tosadiifi y,
Komiyyatinin riyazi gézlomasi vo dispersiyasi hesablanmisdir: M|y, ] = np,
D[y,] = npq. Bu komiyyatlordan istifado edorok, Muavr-Laplasin inteqral

teoremini asagidaki kimi yazmaq olar:

; Yn — M[Vn] > L
| < < 2 d 1
noeo (xl = Dyl = V2 j ¢ W
Burada

D [Vn] \/D[ ;cl—l X
ifadasine X, X,, ..., X,, tosadiifi komiyyatlorinin n-tartibli normallasmis comi

deyilir. Bu normallasmis com vasitasilo (1) barabarliyi
X2
lim ( ) . 5 d
mx <y, <x)=—= | e 2dt 3
N oo 1 Vn 2 m ( )
X1
kimi yazilir. Verilmis ixtiyari &, (k = 1,2, ...) tosadiifi kemiyyatlarinin do
normallasmis comlarina baxmag olar. Tutaq ki, tesadiifi koamiyyatlarinin sonlu

riyazi gdzlomasi vo dispersiyasi vardir. Onda

n
Sn = z Sk
k=1
comlori vasitasi ilo diizolmis
S, — M|S 4 — [
g LS MIS T & - MITG]
D [Sn] \/D =1 S;k

ifadasine hamin tasadiifi keamiyyatlorin n-tortibli normallasmis comi deyilir.

Verilmis &, tosadiifi komiyyatlorinin (4) normallasmis comi istonilon

X1 V9 x5 (x1 < x,) odadloari igiin



lim(x; <§;, <x,) = e 2 dt (5)
n—oo

rf

barabarliyini 6dadikds, deyirlar ki, hamin tasadiifi komiyyatlor {i¢lin morkoazi
limit teoremi odanilir.

Cebisev teoremi. Tutaq ki, &4,¢&,, ... asili olmayan, eyni paylanma
funksiyasina malik vo sonlu dispersiyasi olan tosadiifi komiyyatdir. Onda

hamin kamiyyatlor {iciin morkazi limit teoremi ddanilir, yoni a=M[&, ] vo 2 =

Sn na

M[¢, ] oldugda hmp(x1 —\mgxz) = [ St (6)

miinasibati dogrudur.

Lyapunov teoremi. Tutaq ki, &;,&,,.. asili olmayan tosadiifi
kamiyyatdir vo elo § > 0 odadi vardir ki,
M[lfk — M[Ek]|2+6] <o, k=1,2,.. (7) minasibati 6danilir. Bu halda,

1 n
Jn(8) = = ) M[|& —M[&]**] -0 (n->w) (8)
JDIST 6; c

sorti 6danildikda, hamin &, (k = 1,2, ...) tosadiifi kemiyyatlori ii¢lin morkazi

limit teoremi dogrudur.



Riyazi statistikanin elementlari

1. Riyazi statistikanin elementlari
2. Bas y131m va secmd anlayisi

3. Empirik paylanma funksiyasi
4. Secmanin adadi xarakteristikasi

5. Secmoanin yerlasmo xarakteristikasi

Riyazi statistikanin elementlari

Umumiyystle qeyd etmak olar ki, riyazi statistika masalsleri,
ehtimal nazeriyyasi ilo bir vaxtda yaranaraq inkisaf etmaya baslamisdir.
Bu nazariyyanin yaranib ve inkisaf etdiriimasinds bir ¢ox alimlarin boyuk
xidmatleri olmugdur. O cumladan, rus riyaziyyatgilari olan P.L.Cebisevin,
K.Qausun, A.A.Markovun, K.Pirsonun ve basga alimlerin riyazi
statistikanin inkisafinda boyuk rolu olmusdur. Son zamanlar ise bu elmin
inkisafinda Azarbaycan riyaziyyatcilar da boyuk igslar géormaya baslayiblar.
Bunlara ©.Mammadov, Tamella Nesirova, ©.Sahbazov ve s. alimleri
gostarmak olar. Statistika elmi, aparilan musahidalarin naticalarini tahlil
etmakle masgul olan bir elmdir.

Statistika latin s6zU olub «Status» s6zundan goturularak manasi
vaziyyat, hal demakdir. Riyazi statistika statistik malumatlarin toplanmasi,
toplaniimis malumatlarin statistik tahlil edilmasi, statistik musahidalerin
aparilmasi ve malumatlarin tahlili Gsullarini 6yranan riyazi elmdir.

Eyni zamanda riyazi statistika, muxtslif masalaleri, statistik malumatlarin
toplanma ve gruplasdirma, namalum paylanma funksiyasini va paylanma

parametrlarinin giymatlandirilmasini, bir tesadlfi kemiyyatin basqa tesadufi



kamiyyatloarden asiliiginin  giymatlendiriimasini gbstaran bir elmdir.
Demeali, kutlavi tesadufi hadiselar, Uzarinde aparilan musahidalarin
naticesini qeyd etmak onlan qruplasdirmaq ve analiz etmak Usullan
riyazi statistika elmindea muayyan edilir.

Statistik raqemlerin ilkin islenib natice cixarila bilan veziyysta
gatirilmasine statistik malumat deyilir. Bir-birinden farglenan eyni keyfiyyot
gOstericilerinin bir yere toplanmasina statistik yigim kglliyati deyilir. Masalon,
muayyen bir Glkada eyni vaxtda dogulmus usaqlar statistik yigimdir.

Torif. $Sexsi muisahideler asasinda toplanan yigima emprik
statistik yigim; nezari muibahizaler esasinda yaradilan yigima ise nazari
statistik yigim deyilir.

Torif. Statistik yigimlarin har bir elementina (lzvina) ayriligda
variant deyilir. Variantlarin sayina ise statistik yigimin hacmi deyilir.
Umumiyystle eyni ndvli  obyektlorin  yigimini  keyfiyyst ve kemiyyset
gOstaricilarine gore dyranilir. Qeyd edak ki, detalin keyfiyyat gostaricisi onun
standarthgi, kemiyyat gostericisi ise detalin olgisudir. Demali, analiz
aparmagqla, har hansi prosesi dyronmak olar. Burada obyektlar yigiminin
har biri ayrica analiz olunur. ©gear baxilan obyektlarin sayl ¢ox olsa, onda
obyektlarin har birini ayrica analiz etmak olmaz. Ona gore de basga
usullardan istifade etmak lazimdir. Clnki obyektlorin sayi ¢ox oldugu halda
onlari bir-bir analiz etmak, masalani ¢atinlesdirir. Ona gbére da se¢ma

Usulundan istifada olunur, yani xUsusi yigimlara baxilir.

Bas y121im va secmad anlayisi

Tutaq Ki, sonlu va ya sonsuz sayda eyni ndv obyektlor ¢oxluguna
baxilir vo bu ¢oxlugu taskil edon elementlorin miiayyan alamoti 6domasi

todqiq edilir. Baxilan olamot tesadiifi komiyystdir vo onun giymoti bir



elementdon basqasina ke¢dikda dayisir. Miisahids va ya tadqiq olunan ¢oxluq
bas y1gim va ondan tosadiifi sokildo segilon kigik hacmli ¢oxluq (elementlor
y1gimi) iso tosadiifi segmo Vo ya qisaca segmo adlanir. Yigimu toskil edon
elementlorin sayina onun hacmi deyilir. Tutaq ki, paylanma funksiyasi F(x)
olan X tosadiifi komiyyati miioyyan sinaglar naticasinda X giymatlorini ala
bilir. Bu halda, paylanma funksiyas1 F(x) olan X tosadiifi komiyyati avazino,
“x qiymotlorinin bas yigimi” isladilir. X tosadiifi kamiyyati naticasindoa X
qiymatini alir avazine “bas y1gimin X giymatlorinin tosadiifi birinin se¢ilmosi”
isladilir. Aparilan n asili olmayan sinaq naticasindo X komiyyatinin aldigi
X1, X2, ., Xp Qlymatlori y1igim adlanir, n adadi bu yigimim hacmidir. Riyazi
statistikanin asas masalasi bas yigimdan tosadiifi ayrilan X4, X5, ..., X,, sSe¢ma
y1gimin xassaloring osason bas yigimin uygun xassolori haqqinda diizgiin elmi
naticalor almaqdir. Segmo y1gim miixtoalif tisullarla diizaldilo bilor. Tutaq ki,
bas y1gimin elemrntlarindan biri tesadiifi secilir, tadqiq edilir vo yenidon bas
yigima qaytarilir. Bu prosesi n dofo tokrar etdikdo, hocmi n olan tokrarli segma
yigim alinar. Bas yigimin tosadiifi segilon elementlori yenidon bas yigima
qaytarilmadigda iso tokrarsiz segmo y1gim aliir. Praktikada osason tokrarsiz
se¢madoan istifado olunur. Bunun sababi odur ki, tokrarsiz segmada daha ¢ox
element miisahido olunur vo alinan noaticoalor bas yigimin uygun xassolorini

daha diizgiin ifados edir.

Empirik paylanma funksiyasi

Tutaq ki, paylanma funksiyasi1 F(x) olan bas yigimdan xq,Xs, ..., X,
tosadiifi segmo y1gim ayrilmisdir. Segilan bu x, giymatloring variantlar, homin
giymatlorin artan ardicilliq soklinda

X(1) < X(2) < - < X(n) (1)



yazilisina iso variasiya sirasi deyilir:
X(1) = min{Xy, Xz, ..., Xp}, X(n) = Max{Xy, Xy, ..., Xp}
Se¢monin osas xarakteristikalarindan biri onun paylanmasidir. Tutaq ki,

se¢cmoani togkil edon x4, X5, ..., X, Qiymatlorini eyni % chtimal1 ilo ala bilon

komokgi diskret tosadiifi kamiyyat X* ilo isara edilmisdir:
1
Pk = P(X* = Xk) = H, k= 1,2, R |

Diskret tosadiifi X* komiyyatinin paylanmasina x4, X, ..., X, se¢cmanin
paylanmasi deyilir. Tasadiifi segmoni togkil edoan x4, X5, ..., X, adadlarinin x-
don kigik olanlarinin sayimni p, (x) ilo isaro etsok, onda

Un (%)

PX*<x) = (2)

olar. Bu ifadoys segmonin paylanma funksiyasi vo ya empirik paylanma
funksiyasi deyilir vo Fy (x) ilo isars edilir:

M (X)
n

Fa(x) = (3)

(3) empirik paylanma funksiyasinin bas yigimin F(x) paylanma
funksiyasinin xassalorino oxsar xassolori vardir:
» azalmayandir;
» giymatlori [0,1] parcasinda yerlosir;
> Fr(x(1))=0, Fa(x) =1 (X> x(y)) boraborliklaorini 6dayir.

Bununla bels, F} (x) funksiyasi {x < x} hadisosinin ehtimalini yox, onun
tosadiifi segmodo bagverma tezliyini gostorir.

Bernulli teoremina goéra n — oo sortindos segmonin Fj(x) empirik
paylanma funksiyasi ehtimala goro bas yigimin F(x) paylanma funksiyasina
yigilir, yani istanilon X(—oo < x < o) va € > 0 odadlori {i¢iin

lim P(IF; ()~ FG)l <&) =1 (4)



miinasibati Odanilir. Bu gostarir ki, se¢moanin Fj(x) empirik paylanma
funksiyasini bas yigimin F(x) paylanma funksiyasinin togribi giymati Kimi

gotiirmok olar.

Secmanin adadi xarakteristikalar:

Tutaq ki, paylanma funksiyas1 F(x) olan bas yigimdan xq,Xs, ..., X,

tosadiifi segmo yigim ayrilmisdir. Bu se¢moni toskil edon x4,X,,...,X,
giymatlorini eyni % chtimali ilo ala bilon komokgi diskret tasadiifi komiyyat X*
komiyyatinin ododi xarakteristikalarina se¢monin odadi xarakteristikalari
deyilir. Burada nazors almaq lazimdir ki,
. 1
P = P(X* = xy) ==
Vo xiisusi halda, segcmoanin daxilindaki x, qiymati m dofs tokrar olundugda
. m
P = P(X =Xk)=;
olar. Diskret tosadiifi X* komiyyatinin riyazi gdzlomasi

n 1 n
M[X*] = Z PrXk = HZ Xk (1)
k=1 1

k=
Kimi toyin olunur. (1) ifadesine segmonin riyazi gozlomasi (orta giymati)
deyilir va X ilo isaro edilir:

n

)‘(=%ZX1{ )

k=1
X* komiyyatinin dispersiyasina segmonin dispersiyasi deyilir vo S2 ilo

isaro edilir:



1 n
$2 = DX == (1= 9% (3)
k=1

Bas y1gimin N hacmi kifayat godor boyiik oldugda segmo yigimin
paylanmasi vo xarakteristikalari aslinds N-don asili olmur. Buna goéra do, bas
yigimin hocmini ¢ox zaman sonsuz hesab edirlor. segmoa y1gimin hacmi isa
homiso mohdud gotiiriilir. Lakin se¢gmo yigimin n hacmi geyri-moahdud
artdigda onun xarakteristik ododlori bas yigimin uygun xarakteristik
adadlarine yaxinlasir. Buna gora do n-nin bdyiikk giymaotlorinds segmonin
xarakteristik ododlorini bas yigimin (X tesadiifi komiyystinin) uygun

xarakteristik adadlarinin togribi giymatlori hesab edirlor:

Se¢cmoanin yerlasma xarakteristikasi

Secimin yerlogsmo xarakteristikasi elo sabito deyilir ki, segmonin biitiin
elementlori bu sabit otrafinda qruplagmis olsun.

Riyazi gbézlomo, moda vo median on ¢ox istifado edilon yerlosmo
xarakteristikalaridir.

Ehtimal nazoariyyasindon molumdur Ki, x,,x,,....x, giymatlorini uygun

olaraq p,=P{X =x}, i=1,n ehtimallar1 ilo alan X diskret tosadiifii kamiyyatinin

riyazi gézlomasi

n

szzn:xip{x =x}=>"xp,

i=1



diisturu 1lo hesablanir.

Burada, nozors alsaq ki, ixtiyari i=1,n liglin ~ p, =P{X =x,}=

S|

onda mx = %Z x, oldugunu alariq.

i=1
Axiriner diisturun sag torofindoki ifado segmo orta adlanir vo x ilo isaro
edilir.
Belolikls, ;:%ixi
i=1

Tutaq ki, tesadiifii se¢imin x1, X2, ...,xn elementlori igorisinda k (k<n)

sayda mixtalif olan z1,z,,..., zk elementlori vardir.Onda p,=P{X =z}=—, i=1k

S |2

_ k o
Vo x= lz z,n, oldugunu alarq.
N5

x|

n - k . . T
=32xi diisturuna se¢cmo ortanin sado, x =EZ z,n, diisturuna isa ¢okili
n n

diisturu deyilir.

Tacriibado se¢imin biitiin elementlori miixtolif vo yaxud eyni tezlikloro
malik oldugda sado, oks halda iso ¢okili diisturdan istifado etmok
magsadauygundur.

Qruplasdirilmis se¢molor {i¢lin riyazi goézlomoni ¢okili diistur ilo
hesablamagq olar. Bels ki, burada z; i —ci qruplasdirma intervalinin orta noqtasi,
ni isa seg¢monin intervalda yerloson elementlorinin sayi, yoni intervalin
tezliyidir.

Teorem. Se¢imin elementlorinin segmo ortadan konarlagsmalari comi

sifira baraboardir.Yani Zk:(zi —x)n, =0

Isbati. Dogrudan da

k

> (z, - x)n, :Zk:zi n, —Q_Zk:ni

i=1



Zk:ni = n oldugunu nazars alsaq, i(zi —x)n, =0 oldugunu alariq.

i=1 i=1

Ehtimal nazariyyasindon molumdur Ki,  x,,x,,...,x, qiymatlorini uygun

olarag p, =P{X=x}, i=1n chtimallar1 ilo alan diskret tosadiifi kamiyyatin

hondasi Vo harmonik ortalar1 uygun olaraq

En:pilnxi n -1
G(X)=e= H(X):(Zi pi]

i1 X

diisturlar ilo hesablanilir. Ixtiyari i=1n iiciin p, :% oldugunu nozors alsaq

Zn:pilnxi Zn:lnxipi N n .
G(X)=¢e" —e" =i1=71e”i :i1=71xip' =10/X X, .. X,
\)
51 n
HX)= —p) " =
()=Qrp) =5
i1 X

oldugunu alariq. Demali, tasadiifii segimin handasi ortasi
=0X% Xy X,

harmonik ortasi1 1s2

n

XX

n
i=1

H =

diisturunun komayi ilo hesablanir.

Uygun ¢okili diistu lar G(x)=1/z"z) .z Vo H=—_"

i1 Zj

soklindo olar.

Ustlii ortanin {imumi sokli asagidaki kimidir:



k qlivvatinin dayisilmasils, x se¢mo ortasinin miixtalif névlarini almag olar:

k=-1 oldugda harmonik orta alinir:

n -1
>
X har = izln = nnl
2%,

Aydindir ki, k=0 oldugda handasi orta aklnir:

Xhon= /X X,..x, =2/Tx

k=1 oldugda hesabi1 orta kamiyyat alinur.
Xhes = %Zl: X;

k=2 olduqda iss kvadratik orta kemiyyat alinir.
Xy = %Zx

Aydindir ki, eyni bir segmo li¢iin hesablanmis miixtalif orta kamiyyatlor
do miixtalif olacaqdir. k qiivvati artdigca uygun orta komiyyat artir:

X har< X han< X hes< X kv

Ustlii ortalarn bu xassosi majorantliq xassosi adlanir. Bu miinasibati
birinci dofo A.Y. Boyarski isbat etmisdir.

Orta komiyyatin bu va ya diger ndviiniin seg¢ilmasi tadgiqatlarin
mogsadindan, ilkin molumatlarin xarakterindon va orta kamiyyati hesablanan
gostaricinin igtisadi mahiyyatindon asilidir. ©lamatin doyisan giymatlor
yigimini har hansi bir ododlo xarakterizo etmok zorursti yarandigda slamatin
paylanmada orta giymati gostoricisindan istifads edilir. Bu zaman slamatin
doyisan giymati onlarin se¢ma ortasi ilo avaz edilir. Bu iss 0 zaman miimkiin
olar ki, aparilan omoaliyyat Gyranilon slamato goro yigimin asas xassasini

doyismasin.



