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GIRIiS

Toqdim edilon metodik vasait universitetin bakalavr
pillasinde tehsil alan I kurs teleboleri ligiin «Ali riyaziyyat»
program Uizre nazerde tutulan: «Matrislor vo determinantlar»,
«Xaotti tonliklor sistemi», «Vektorlar cebri», «Miistovi iizorin-
de analitik hondese» ve «Fezada analitik hondese» bdlme-
larini ahata edearak, bes fosildon ibarotdir.

Vosaitde her bir mévzu ile bagh yigcam tam nozeri
material verilir, osas qaydalar, diisturlar gosterilir, misal ve ya
masalalorin helli niimunsleri ve bu istigametle bagh tapsirig-
lar verilir.

Ona gore do talebaler vesaitden lazim olan bolmelers
aid sorgu kitabgasi kimi de istifade eds bilerlor.

Vasaitde hell edilmis niimunsler vo tapsirnglarin say:
400-o yaxindir.



. IFOSIL
MATRISLOR VO DETERMINANTLAR

§1. Matrislor va onlar iizorinde amallor.

i=12,...m; j=12,..,n olmagla a; odedlerinden
va ya bagqa riyazi ifadslarinden diizoldilmis m sayda setirden,
n sayda siitundan ibaret diizbucaqli codvel mx n (m # n)
6lgiilii diizbucaqli matris adlanir.

Matrislor A,B,C,..vo ya (a;),(b;),(c;)... kimi
isaro edilir:
ay,, ay; .. ay,
Ay Ay sy,

A=

a

Ay Apyy -y

a; — lar matrisin elementlari adlanir.
2 3 4x 0
y x+1 y° 5

J matrisi 2 x 4 olgiilidiir ve
ay =24y, =3,a,; =4x,a,,=0,a,, = y,a,, =x+1,a; =)’2’024 =5
onun elementlaridir.
Ogor A matrisinde m=n olarsa, onda bu matris n
tortibli kvadrat matris adlanir. Kvadrat matrisin bag diaqonah
lizorinde olmayan (yeni I # j) elementlorinin hamisi sifra

borabordirso, onda bele matris diaqonal matris adlamr.
Diagonal matrisin biitiin elementlori 1-e beraberdirsa, bu
matris vahid matris adlamr ve E ile isaro edilir. Biitiin
elementlari sifir olan matris sifir matris adlanir ve «0O»- ilo
isars olunur.
Tarife asasen

1 2 3
Lty y o x+y -kvadrat matris;
0 x

[V}



2000
2.0 x 0 0 |-diagonal matris;
00y0
0005

100
3. 010 -vahid matris;

001

4. 000 -sifir matris
000

olacaqdir.

Eyni olgiilii A = (a,.,.) ve B= (by) matrislerinin comi
elo C = (CU) matrisine deyilir ki, V i, j {igiin ¢y =ay +b,.j
olsun.

A= (a,.j) matrisinin 4 edodina hasili 6l¢iisi A -nin
Olgilisiine barabor olan elo B =(b,-j) matrisine deyilir ki,
ixtiyari 7, j iiciin bij =1 a; olsun.

Tutaq ki, ixtiyari eyni Olgili A, B,C matrislori
verilmigdir. Onda agagidak: berabarliklor dogrudur:

1) A+ B = B+ A (kommutativlik);
2)(4+B)+C=A4+(B+C)=A+ B+ C (assosiativlik);

3) A-(u-A)=(1-u) 4 (assosiativlik);
$A-(A+B)=21-A+A-B (Matrislerin toplanmasina nazeren
distributivlik);

55(A+u)-A=A-A+pu-A (ododlorin  toplanmasina
nazaran distributiviik).



a-A+ - B soklindes ifade (¢, [ ixtiyari odedlor-
dir) eyni olgiili A ve B matrislorinin xetti kombinasiyasi
adlanir.

m x n Slgiilii A matrisi ilo 7 X r Olgillii B matrisinin
A-B hasili lgiisiit mx7r olan elo C=(c;) matrisino

deyilir ki,

in~nj

n
cj=aybj+anby; +..+ayby +..+a,b =kzla,.,‘b,y.

olsun.

Goriindiiyii kimi, A4 - B hasili ancaq o zaman var ki, 4
matrisinin stitunlaninin say1 B matrisinin setirlerinin saymna
berabar olsun.

Matrisloerin vurulmas: amsalinin asagidak: xasseleri var:
1)(A-B)-C=A-(B-C)=A-B-C (assosiativlik);
2)(A+ B)-C=A4-C+ B-C (distributivlik);
3NA-(B+C)=A-C+ B-C (distributivlik);
4)Umumiyystls, A - B # B - A (kommutativlik dogru deyil)

Tutaq ki,

f(x)=a,x" +a, x" " +.+ax+a,
goxhadlisi verilmisdir.

a A +a, A" +.a,-A+a,-E ifadesi matris
coxhedlisi adlamr ve f(A4) ilo isare edilir (burada
A" = A-A-..-4)- Verilmis 4 matrisi iigin f(A4) matris

\.——v_.—_J
n dofe
¢oxhedlisinin qiymeti matrisdir.

Oger A matrisinin biitiin setirleri uygun siitunlan ile
ovoz edilerse, onda alinmig ve AT kimi isaro olunmus
matrise, A matrisinin transponire edilmisi deyilir.

Matrislor lizerinde aparilan asagidaki gevirmoler

elementar gevirmeler adlanir.
1. Ixtiyari iki sotrin (slitunun) yerini deyismak;



2. Ixtiyari setri (siitunu) ixtiyari A # 0 odedine vurmag;
3. Ixtiyari setrin (siitunun) elementlorini bagga setrin

(slitunun) uygun elementlarine slave etmak.

A ve B matrislerinden biri digerinden elementar ¢evir-
molorin kOmeyi ile alinarsa, onda bu matrisler ekvivalent
matrislor adlanir vo 4 ~ B kimi isare olunur.

Ogor matrisin har hansi satrinin elementi sifirdan forqli,
ondan soldaki elementlorin hamusi sifra berabardirse, onda bu
element hamin satrin konar elementi adlanir.

Oger matrisin ikinciden baglayaraq her bir setrinin
kenar clementi Oziinden avvalki setrin kenar elementinden
sagda yerloasorse, belo matris pillovari matris adlanir.

Ixtiyari matrisi elementar g¢evirmelerin komeyi ilo
pillavari sokle gatirmeak olar.

Misal.

A, B ve C matrisleri verildikde 54+3B~2C xetti
kombinasiyasini hesablayin.

1 -2 0 51 =2 -5 3 1
A=\ 3 5 1, B=|-3 2 7|Cc=| 2 05
-1 2 4 4 0 -1 4 2
Holli:
54-3B+2C=

5210 0Y (15 3 -6\ (-10 6 2\ (-20 -7 &
15 25 S|-|-9 6 21|+l 4 o0 10]7| 28 19 -6
s 1020) (12 0 -3) 12 8 4)\-5 18 27
Misal.

A ve B matrisleri iigiin A+ B =B - A beraberliyinin
dogru olub-olmadigini gostorin:

el

Holli:



01y(1o0 0-1+1-1 0-0+1-1
A-B= . - =
11 11 1-1+1:1 1-0+1-1

10 01 01
B-A4A= . = .
11 11 1 2
Demah
A-B#B-A4
olur.

Misal.
-5 0 3

4 1 -1 -2
A= B=|-2 1|C=
2 -3 2 3
15 3
matrisi verildikdo (4 - B)+ C —ni hesablaymn.

Holli:
avvolce

-I15+0+12 0+0+9 -3 9
= 12-2-4 0+1-3 6 -2/,

6+6+8 0-3+6 20 3
3-10+12 0+5+9 5 14

Onda
-3 9 6+ 27 33
- -2 - —_ —
(1-8).c=] & ~2|[-2)_|-12-6 |_|-18
20 3 3 -40+9 -31
5 14 -10+42 32

olar.

11
21

J.



Indi ise B-C -ni hesablayag.

300) L\ (-6+0) (-6
B-C=|-2 1 ( J: 4+43)= 7]
4 3 3 -8+9 1
Onda
-5 0 3 30+0+3 33
A(B-C)= 4 1 -1 *7 2471 | [ |
2 -3 20| ) -12-2142| 7|3
1 5 3 —6+35+3 32
33

Demali, (4-B)-C = 4-(B-C) = ‘z .

32
Misal.

I 0 1
A={3 -1 0| oldugda, f(x)=x’—=x>+5 matris
0 0 2
¢oxhadlisi tigiin f(A) -m hesablayin.

Holli:

Matrislerin vurulmasi qaydasina esason A2 ve A’-nu
hesablayagq:
1 0 1Y(1 0 1
A=4-4=|3 -1 0|3 -1 0=

0 0 2J{0 0 2



1-140-3+1:0  1.-040-(-1)+1-0  1-1+0-0+1-2

=314 (=1)-3+0-0 3-0+(-1)(=1)+0-0 3-1+(~1)-0+0-2 |=
(0:140:3+2:0  0-040-(=1)+2:0 0-1+0-0+2-2
103

013},
00 4
1 0 1y(1 O 3 1 0 7
A=4-4=|3 -1 0[]0 1 3|=[3 -1 6.
0 0 2)10 0 4 0O 0 8
100
Onda, 5=5-{0 1 0| oldugunu nazars alsaq:
001
f(A)=A-A+5.E=
1 0 7)(1 0 3) (50 0) (50 4
=3 -1 6[-|0 1 3{+|0 S 0|=|3 3 3{.
0O 0 8)\0 0 4) 10 0 5 0 009
Belsliklo,
50 4
f(AH)=|3 3 3
0 0 9
Misal.

Verilmis matrisi pillovari seklo getirin.



Holli:

1-(-3)+11

N U T T A i
3.2 1 1 -3 -2

A= -
0 1 2 2 6 23
54 3 3 -1 12

1+

1 1 1 1 7 W (=D)+1V

0 0O o0 O 0 O

Ixtisarla verilmis izahlardan birini agiglayaq. Masalen,
[-(-=3)+II izahi o demakdir ki, «birinci sotri (-1)-a vurub veo
naticeni ikinci satrin lizerina alave edak».

Tapsinglar:
Verilmis matrislorin xatti kombinasiyalarini tapin.
2 -1 2
111, A-AE, 4-| 5 -3 13|
-1 0 -2
1.1.2. 44-5B,
2 -1 0 3 1 2
A= 3 4 =-2| B=|-2 1 3l
-3 1 5 0 2 -4

1.1.3. 34+48B,

10



1 -2 53 2 7 -5
L17.44-7B,4=|2 0 -3 1| B={-8 1 3
5 -1 0 4 4 2-2 5
1 -2 0
1.1.8.54-3B+2C, 4=| 3 5 1|
-1 2 4
5 1 -2 -5 3 1
B=(-3 2 7, c=l2 o 5|
4 0 -1 6 4 2

Miimkiin olan hallarda matrislerin 4-B ve B- A hasillarini
tapin.

3 -2
1.1.9. 4= , B= 4 .
5 -4 2 5

11



\ 2)

(4 0 -2 3 1), B=|-1].

1.1.10. 4

1.1.17. 4

12



1 1 -2 -3
1.1.18. 4 = oL,B=j0 -3 1.
-1 -5 4 -4 5

Matrislorin (A- B)-C vo A-(B-C)hasillerini hesablayin.

1 -1 20 3 -1
1.1.19. 4= , B= , C= .
-1 -3 1 2 3
1 3 -5 3 1 3
1.1.20. 4= , B= , C= .
2 5 2 -1 2 5
-3 2 0
1.121.4=(1 -3) B= :
-2 5 -1
-2 4 -3 0
C=| 0 2 5 -2}1.
3 -1 2 4
Matris goxhadlisinin f(A4) giymstini tapin

1 5
1.1.22. f(x) =3x"+x*+2, A:(O 3].

1 2
1.1.23. f(x)=2x’-3x*+5, A=( 5 3}.

1 2 0
1.1.24. f(x)=3x"-5x+2, A=| 0 2 -1]|.
2 1 4

1 0 0
2 -1f.
1 4

=]

1.1.25. f(x)=3x*-5x+2, A=

)

13



2 1 0
1.1.26. f(x)=2x"-3x+1, A=[ J

, 2 -3
1.1.27. f(x)=3x"+2x+5, A=( 0 4 )

-1 2
1.1.28. f(x)=2x"—x*+3, A=( 3 1)'

, -2 3
1.1.29. f(x)=4x"—2x* +3x~2, A=( ]

10

1 -3 0
1.130. f(x) = x*-3x+2, A=|0 2 1}.
3 -3 2

Verilmis A matrisini pillevari soklo gotirin.
1 0o -1 -1

1.131. A=] 3 -2 -1 0].

-5 3 2 -1

0 -1 -1 -3

1.132. 4=|1 2 4 7
5 10 5
34 -5 7

133 4|2 > % 72
4 11 -13 16
7 -2 1 3
2 3 -2

1.134. A=|3 1 1
15 -5

14



1.1.35. A=

1.1.36. 4 =

1.1.37. A=

1.1.39. 4=

(2
3
1
1
3
-1
L 2
(1
3
2
(5
2
1

1

3
1
5

-2
-1
1

0

-1

-2

1

-5
-3 1

-7

-5

1
2
-3
-1
5

3.

3
2.
13
9
-10|
5
11
2, lJ3&A=[
~18
~13
1 -2
1.1.40.4=(3 2
5 -2
-1
3
0
2
ol
2

15

123
45 6)
31

-4 2.
2 4



§2.Determinantlar.

Torif: Istonilon » tertibli kvadrat

.....................

matrisine determinant adlanan bir det4 adedini qars1 qoymaq
olar.

Dn=1, A=(a) detd=gq,

a, a, | a, &,
2yn=2, A= , detA= = a,,8,, — 8,,4,,,
ay dy ay ay
a,; a; 4, a; a;; a;

3)”=3, A= ag, aZZ a_?] ’ detA: a.’l a].’ a.’] =

a;, Ay Ay A Ay Qg
= Uy 0y + Q0505 + Ay 30 — A3 Q50,5 —
=0y A)30y; — Aydyay, .
Ixtiyari n tortibli matrisin determinantinin hesablamagq
qaydasi hem qavramaq, hem de tetbiq baximindan kifayet
qedor miirokkebdir. Buna baxmayaraq yilksek tortibli

determinantlarin, asagi tertibli determinantlarin kdémayi ilo
hesablanmasi iisullart movcuddur. n tortibli determinantin hor

hanst a, elementinin durdugu setir ve siitun clementlarini

pozdugda alinan n-/ tortibli determinant, bu elementin
minoru adlanir vo M; - la isaro edilir. Mesalon:

Gy Gy Gy
A =la, a,, a,| determinant ligiin

ay Q3 Ay

16



Qj ay a; 4

M, = , M, = Vo s.

as, Qs ay Ay

Determinantin a, elementinin M, minorunun (~1)"*/
adadina hasili homin elementin cebri tamamlayicisi adlanir ve
A, kimi igare edilir:
(NS .
A =CD)"-M,.
Onda,
Ay =DM, =M,y
A= (1" M,, = -M,, vas.

Determinantin  hesablanmasi zamani onun Xasse-

lerinden istifade etmak faydali olur.

Iki tortibli determinantin hasablanmasi asagidaki sxem
asasinda yerina yetirilir.

(-X ] ] o
NNV
Misal.
5-2
A=’3 6‘=5-(——6)—3-(—2)=—30+6==—24,
A=-24.

Ug tortibli determinant ise

Rt

sxemi ilo hesablanir.

17



Misal.
203

A=124/=2-2.5+1-1-3+0-4.3-3.2.3-1-4-2-0-1.5=
315

=20+3+0-18-8-0 = 23-26 = -3,
A=-3.

Determinantin cebri tamamlayic1 ile bagh belo bir
xassosi var. Determinantin her hansi sotir (vo ya siitun)
elementlorinin 6z cebri tamamlayicilanna hasillori comi hemin
determinanta baraberdir.

Bu xasso determinantin setir (siitun) elementleri iizro
ayrilig1 adlanir.

Misal.

Yuxarida baxdigimiz determinanti gétirek ve onun
liglincl satir elementlari iizre ayriligini yazagq:

Holli:
2 0 3
0 3 2 3 2 0
- =3¢ +1-(-1)*? +5-(=1)*? =
A—;?:_()24’()]4 ()]

=3(0-6)-1(8-3)+5(4-0)=-18-5+20=-3.
Demsoli, yena do A = -3 alingq.

Tapsinglar:
Iki tertibli determinanti hesablayin.

1 —
1.2.1. . 122 c123. 7.
-3 -4 00 1y
b i { 1
1247 °| 125 ©7 M 6. ‘ i W’
c —sing  cosy, -1 g

18



Ug tortibli determinanti hesablayin.

321 1 2 3 213
1.2.7. 12 53| . 1.28. |14 5 6} . 1.29.15 3 2{.
342 789 143
3 2 -1 111
1.2.10. -2 2 3} . 1.2.11. 01 2 3
4 2 -3 136
1 1 1 1 1 1
1.212. 4 5 9| . 1.213.5 7 8
16 25 81 25 49 64
001 0 x0
1.2.14. 10 2 O . 1.2.15. (y 0 Q.
300 00 ¢z
010 5 6 3
1.2.16. 12 3 4| . 1.2.17.10 2 0
050 7 -4 5
30 2 203
1.2.18. -5 3 -1]. 1.2.19. (7 1 6| .
6 0 3 60 5
0 a0 123
1.2.20. |b ¢ dj. 1.2.21. [0 0 1.
0 e0 456

19



2 1 -3 sina cosa 1

1.222. 10 1 ~1}. 1.2.23. [sinf cosf 1|.
3 -2 1 siny cosy 1

§3. Matrisin ranqi. Bazis minoru.

ixtiyari A matrisinin her hans1 k sayda setirleri ilo £
sayda siitunlarimin  kesismesinde yerlogon elementlarden
diizoldilmis k tertibli determinant homin matrisin k tartibli
minoru adlanir. Masalan:

1 243 2
A=|3 2 4 1 3 | matrisinin bir tortibli;
567 3 0

lsl (la31|=5)>|4l (]023|=4). Vo S.

iki tertibli; 13 2‘ [“2' a”];\z 2 [a” s ] ve's.
56 a, ay|) |16 0 ay, s
Ug tortibli;
124 (lay a, as|) 232 ap Gy s
3214 a, ap aylL 21 3 Ay, Gy Qys | VOS.
567 ay Gy ayl) 15 63 ay, Gy s

minorlarim gostormak olar.

Aydindir ki, A matrisi mxn Olciiliidiirse, onda
k < min(m,n) olmalidir.

A matrisinin sifirdan farqli an yiiksak tertibli minoru-
nun tortibine hemin matrisin ranqu deyilir va r(A4) ile isare
edilir. Aydindir ki, 0 < r(4) < min(m,n).

Tortibi matrisin ranqini mileyyen eden minor bazis
minoru adlanir. Matrisin bir nego bazis minoru ola biler.
Matrisin bazis minorunun satirlorine (siitunlarina) uygun

20



satirlori (siitunlar1) bazis setirleri (bazis siitunlar) adlanir.

Bazis minoru haqqindaki teorema esasen matrisin bazis
sotirlari (bazis siitunlart) xetti asih deyillor ve matrisin ixtiyari
sotrini (siitununu) bazis satirlerinin (bazis siitunlarmin) xatti
kombinasiyas kimi géstermok olar.

Elementar ¢evirmeler noticesinde matrisin ranqi
doyismir. Pillovari matrisin ranq onun sifirdan fergh
satirlorinin sayina berabardir. Matrisin ranqmm iki qayda ile
tapacagiq:

1)Elementar gevirmelorin kémeyi ile matris pillovari
soklo gotirilir. Alinmug pillevari matrisin sifirdan ferqli
sotirlarinin sayi, ele verilmis matrisin ranq: olacaqdir.

2)9vvalca ixtiyari bir tertibli sifirdan farqli M, minoru

(yeni matrisin sifirdan forgli elementi) axtanlir. Oger belo
minor yoxdursa, onda verilmis matris sifir matrisdir ve

r(4)=0. Sonra M, minorunu 6z daxiline alan sifirdan ferqli
M, minoru tapilanadek iki tertibli minorlar hesablanmir. 9ger
bele minor (yani sifirdan forqli olan iki tertibli) yoxdursa, onda
#(4)=1, oks halda r(4)=2 ve s. Bu qayda ilo matrisin
ranquni axtararkan her addimda cemi birce k tertibli sifirdan
forgli minoru tapmaq kifayatdir ve onu ancaq M, #0

minorunu 6z daxiline alan minorlar igerisinde axtarmaq
lazimdar.

Misal.
1 2 3 -1
2 -1 -4 . . .
A= matrisinin elementar ¢evirmalerin
4 -7 18 11
3 1 -12

kémayi ile ranqii tapmali.

21



Hbolli:

Ix{-2)+ll

T T TS ) =3t P NP P RE 1o
I b - |0 -5 -10 5

4 -7 -18 11 0 -15 -30 15

3001 -1 2 0 -5 -10 5

1 2 3 -1
0 -5 -10 5
0o 0 0 Of
0 0 0 0

Bu A matrisinin pillevari soklidir. Sifirdan farqgli
satirlerin say1 2-yo baraber oldugundan r(A) =2 olar.

Indi ise verilmis A matrisinin ranqim sifirdan fergli an
yiiksok tartibli minorunu tapmagqla hesablayaq:
A matrisinin sifirdan forqli elementi oldugundan
r(A4)=1.

Sifirdan farqli iki tartibli minoru axtaragq:

~

M2=12 1=-1-4=-520. Demoli r(4)22, M,-ni
daxiline olan ii¢ tertibli minorlara baxaq:
1 2 3
M® =2 -1 —4{=18-42-32+12-28+72=102-102=0;
4 -7 -18
1 2 3
MP =2 -1 -4 =1+6-24+9+4+4=24-24=0,
31 -1
1 2 -1
M®P =2 -1 3|=-11+14+24-4-44+21=59-59=0;
4 -7 11

22



M, = 5y 1 iki tortibli minorunu daxiline alan biitiin
li¢ tortibli minorlar sifra baraber oldugundan verilmis matrisin

ranqi #(4)=2 olur.

Misal.
1 2 3 -1
2 -1 -4 3
A=
4 -7 =18 11

3 1 -1 2
matrisinin bir bazis minorunu, bazis sotirlorini ve bazis
stitunlarin1 gostarin. Bazis minoru hagda teoremin dogrulugunu
yoxlayin.
Holli:
Bu matrisin ranqim1 hesablayarkan gordiik ki,

1 2 3 -1
A~
0 -5 -10 5
Demoli, birinci ve ikinci setirlari ile birinci ve ikinci
siitunlarinin kesigmasinde duran

1 2
2 -1
minorunu bazis minoru kimi gétiirmak olar.

Qeyd edoak ki, diger ixtiyari sifirdan forgli iki tortibli
minoru da A matrisinin bazis minoru kimi gétiirmak olar.

Beloliklo, A matrisinin bazis sstirlori
123 -Dva(2 -1 -4 3),

M, = =-1-4=-5%0

1 2

. 2 -1
bazis siitunlar Vo olar.

4 -7

3 1
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Indi gostorok ki, A matrisinin ixtiyari satrini bazis
sotirlorinin xatti kombinasiyas: kimi gostormak olar. Dvvelce
ixtiyari setir olaraq, bazis satirlerinden birini gétiirek, onda

@2 3-D=4-123-D+4-2 -1 -4 3)
miinasibatini 6deyen eyni zamanda sifra berabar olmayan 4,
va A, odedleri tapmaltyiq. Aydindir ki, 4 =1,4, =0 olarsa,
bu miinasibat 6denar:

4 -7 =18 1)=-11 2 3 -H+0(2 -1 -4 3).

indi ise ixtiyari setir olaraq, qeyri-bazis satrini segok:
(4 -7 -18 11).

4 -7 -18 1)=4-0 2 3 -1)+4-2 -1 -4 3).
A +224, =4, - {4:—2,

24— A, =~T. A, =3.

(4 -7 =18 1)=-2(1 2 3 -D+32 -1 -4 3)

olar.
Eyni qayda ile birinci (bazis) siitunu t¢in:

Buradan { \Z)

1 1 2
2 -, 2 o, -1
4 4 -7
3 3 1
A=1 4 =0 olur Ugiincii (qeyri-bazis) stitunu iigiin:
3 1 2
—4 20 .1-1
s =4, + 4, 7l
-1 3 1
Buradan {& +24, =3, = {/11 =1 vo
24 - A, =—-4. A =2
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olar.
Tapsingqlar:
Elementar ¢evirmalerin kémayi ile matrisin ranqini tapin.

1.3.2. 13 -1 1 6 11/

1230 1 2 -1 1 -3
13.L{0 1 1 1

1 341 I -1 -1 4 -3
1 1 3 -7 1
133.] 2 -1 1 6 -4
-1 2 -1-10 5
1 1 3 -7 1

2 -1 1 6 -4

1.3.4.
-1 2 -1 =10 5
2 -1 2 5 -4
(2 11 1
(1 0 0 1 4) L3
010 2 5
1 141
1.35.{]0 01 3 6. 1.3.6.
1 115
1 2 3 14 32
1 234
45 6 3277
1 11 1)

Minorlarin kémeyi ilo matrisin ranqini hesablayin, her
hansit bazis minorunu gosterin. Bazis minoru haqqinda
teoremin hdkmiinii yoxlayin.
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1 23 1 23
137.12 4 5. 1.38.|2 4 5
78 9 4 811
1 -2 3 1 1 -2 3 1
139.13 2 -4 2. 1.3.10. |3 2 -4 3
5 -2 2 4 5 -2 2 4
1 3 5 -1
2 -1 3 -2 4
2 -1 -3 4
1311, |4 -2 5 1 7| 1312
1 -1 7
2 -11 8 2
7 7 9 1

Minorlarin kémayi ile matrisin ranqin: tapin, bir bazis
minorunu gostarin.

3 -1 2 3 -1 2
13.13.14 -3 3| 1314.|4 -3 3|
1 3 0 1 3 2
2 -1 56
1315 (1 13 5
1 -5 1-3
1 -2 3 -4 4
a6 |0 V! -3
1 3 0 -3 1
0o -7 3 1 -3

1 =2 1 -1 1

2 1 -1 2 -3
1.3.17.

3 -2 -1 1 -2

2 1
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2 1 -1 -1 1
1 -1 1 I -2
3 3 -3 -3 4
4 5 -5 -5 7

§ 4. Tors matrisin tapiimas:.
Kvadrat A matrisinin tersi eloe 4~ matrisine deyilir ki,
A" A=A4-4" = E olsun.

A matrisinin a; elementlorinin A; cebri tamamlayicilarindan
diizeldilmis matrisi transponire etsak,

A=(4,
matrisini alariq. 9goar det 4 # 0 olarsa, onda A™' var ve
=15
det 4
Misal.
1 1 1
A=1~2 -1 -2 | matrisinin torsini tapin.
2 3 3
Holli:

-1 -2 -2 -2 ]-2 -1
detd=1.- -1 +1 =
3 3 2 3 2 3
=-34+6+6-4-6+2=1vo

detd =10 oldugundan A4 var. Verilmis matrisin her bir
elementinin cobri tamamlayicisim hesablayag:

2 -2

-] -2 -
4, = =-3+6=3 A,=- =6-4=2
3 3 2 03
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2 3
. g
w=-, J=3+3=0; 4,=[ |=3-2=1
- 3 - 3
1 1
A?J=~‘_2 _1j=1—2_ I;
AJ,—I_: _;(:-2“: 1, A, —I_z1 ~2’=2—2=0
1
A33—'2 3’=3—2=1.
3 0 -1
A= 2 1 ol
-4 -1 1
Demoli, A matrisinin torsi:
3 0 -1
A"’:%Z= 2 1 0ol
-4 -] 1

Yoxlama aparaq:

I 1 1 3 0 -1

A-A"=|~-2 -1 -2 2 1 0]=
2 3 3/\-4 -1 1
1-3+2.(-4) O+1-1 —1+0+1 1 00
= -6-2+8 0-1+2 2-0-2]=/0 1 0|=E.
6+6-12 0+3-3 -2+0+3 0 01

Bu iso o demokdir ki, 4™ diizgiin toyin edilmigdir. Indi hemin
matrisin tersini elementar ¢evirmalorin kémayi ilo tapaq.
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Bunun ii¢lin P:(A/ E) 3x6 Olgiilii matrisini yazaq. Sonra
elementar cevirmelerin komeyi ilo P matrisini pillovari
P, = (4, / B) soklina, sonra ise P, = (E / A“) sokline gotirok.

12411

1 1 11 o o)™
p=l-2 -1 =210 1 0 ~
2 3 30 0 1

H-1)+1l

11131 00
~l001 02 10 ~
-2 0 1
1 111 O
~l0 1 02 1
0 0 1j-4 -1
Bu P, =(4, /B) pillovari matrisidir. Sonuncu matrisin birinci

sotrinden ikinici ve iigiincii setirleri ¢ixsaq
1 0 003 0 -1

p={01 02 1 0
00 1-4 -1 1

o
—

0
0].
1

3 0 -1
alariq. Beloliklo, 4" =| 2 1 0] olar, bu da avvelki
4 -1 1

cavabla ist-iiste dusir.

Misal.
Verilmis matris tonliyi hell edin:

(12 _;)'X{—i _52]{12 _31]
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Holli:

1 -1 2 =2 1 -1
A= , B= , C= olsun.
2 3 -4 5 2 3
1 ~1 2
det4 = =5#0 vo detB =
2 3

oldugundan 4~' vo B™' var. Onda,

1 2 31
A" = ,A"=—l- vo

-1 3 50-2 1
g 2“4 g 15 2)

-2 5/ 214 2

Indi verilmis tenliyin har terofini soldan 4™'-a vo sagdan B'-
o vurag;onda X = 4™'-C-B™' vaya

1( 3 1) (1 -1}(5 2
X = — . . =
10{-2 1){2 3)4 2
1{5 0Y[5 2 1(5 2
X =— . = X =— .
1000 5) 4 2 24 2

1
Demoli, X = .

N o

1

Tapsiriglar:

Verilmis matrisin tersini tapin.

1 2 3 1 00
141.14 5 6.142.(0 1 0].
7 80 0 01
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3 23 23
1.43.12/3 13 -2/3|.
23 -2/3 13
2 -3 1
145. |4 -5 2
5 -7 3
1 2 3
14.7.14 5 6}.
7 89
111
1.49.|1 2 1].
1 12
1 2 3
1411 2 6 4
—4 -14 -6
1 1 -1
1413.| 3 3 -6
(—4 -1 3]
3 4 2
14.15.12 -4 -3
1 5 1

Matris tenliklari hall edin.

-1 2
1.4.17. ‘X =
2 -3

-2 3
1 -4

1 2 -3
144.|3 2 -4
2 -1 0
3 21
14.6.(2 3 1].
2 13
5 3 1
1.4.8.L 1 -3 -2
-5 2 1
1 2 3
14.10.|12 6 4
3 10 8
2 -3 4
1412.15 6 7 -2
-1 0
3 4 5
1 1 2
14.14.12 -1 2|.
4 1 4
3 -1
1.4.16. {4 -3 3|
1 3 0

)
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1 00\ (00 1
1428 X-10 2 0|=|0 2 0.
00 3 300)

/I -2 3 2)
1.429.{2 3 -1{-X=|-1]|.
0 -2 1 3)
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~ IIFOSIL .
X9TTi TONLIKLOR SISTEMI

§1. Xotti tanliklor sisteminin arasdirilmasi. Kroneker-
Kapelli teoremi. Qauss iisulu.

n moachullu vo m tenlikden ibarst xatti tenliklar
sistemine baxaq:

a,x,+a,x,+..+a,x,=b,
a,x,+a,x,+..+a,x, =b,,
amlxl + am2x2 +..+ amn‘xn = bm‘

Burada a,.j(i=l,2,...,m; j=l,2,...,n) machullarin emsallan,

b, (i = 1,2,...,m) sarbast hadler, x,,x,,...,x, ise machullardir.

a, a, a,
A= a, 4 a,,
am! am) anm

matrisi xotti tonlikler sisteminin asas matrisi adlamir. A
matrisine sistemin sag toraflarindan ibarat

b

bm

siitununu olave etmokle ahinan matris sistemin genislenmis

matrisi adlamir. Genislonmis matrisi 4’ ve ya A/B ile isare
etsok:
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olar. Bu sistemin uyusan olub-olmamasi Kroneker-Kapelli
teoreminin kdmayi ile mileyyen edilir:

Teorem. Xbotti cobri tanliklor sisteminin uyusan olmasi
liclin zaruri va kafi sort esas matrisin ranqinin genislonmis
matrisin ranqina baraber olmasidir

r(A4) = r(4/B).

Xatti tonlikler sistemini aragdirmaq onun uyusan olub-
olmadigini, uyusan olduqda ise mileyyan ve ya geyri-miiayyon
oldugunu teyin etmakdon ibaratdir.

Ixtiyari xotti tenliklor sisteminin halli qaydasi
asagidakindan ibaretdir:

1)yr(4) ve r(A4/B)-m hesablamaq lazimdir; oger
r(A4) # r(A/ B) olarsa, onda sistem uyusmayandir;

2)9ger r(A)=r(4/B)=r olarsa, onda sistem
uyusandir. Bu halda A matrisinin her hansi1 » tertibli bazis
minorunu se¢moak, homin bazis minorunu emolo gatiren
amsallara uygun olan r sayda tenliyi gotiirmak, yerde qalan
tonliklori ise atmaq lazimdir. Sonra emsallari bazis minoruna
uygun olan r sayda machulu (esas) sol terefde saxlayib, qalan
n—rsayda machulu (sorbast) ise tenliklerin sag teraflerine
kegirmoak lazimdir.

3)Osas mochullarin  sarbast machullardan asililig
muayyen edilir, bununla da sistemin imumi hslli tapilir.

4)Serbest machullara ixtiyari qiymetler vermoakls asas
mohgullarin giymetleri, yeni verilmig sistemin xiisusi helleri
toyin edilir.

Qeyd edak ki, xatti tanliklor sistemini aragdirmaq iigiin
Qauss tisulundan istifade etmak olar. Bu iisul iki morhaladon
ibaratdir. Birinci morhelede sistem pillovari sokloe (xiisusi
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halda iigbucaq soklina) gatirilir ve bu marhele diiziino gedis
adlanir. Diiziine gedis neticesinde verilmis sistem, elementar
¢evirmaloarin kémayi ile

a,x,+a,x,+..+a,x, +..+a,x, =b

nn 19

X, + ..+ AyX, +...+a,x, =b,,

AuX, +..+a,x, =b,.
sokilli pillovari sistemlo ovez edilir. Burada k<n ve
a; #0 (i=12,.k). Ikinci morhalade-tersino gedis notice-
sindo pillevari sistemden mechullarin ardicil teyini yerine
yetirilir.

Qeyd edok ki, ager verilmis sistemin pillovari sistemo
gotirilmesi zamant:

1)0=0 soklindo tenlik alinarsa, hemin tanlik atilir;

2)0=b, (b, #0) soklinde tenlik alinarsa, demoli
verilmig sistem uyusmayandir.

Ogor pillovari matris iigbucaq sekilli olarsa (k = n),
onda verilmis sistemin yegane halli var. Bu halda sonuncu
tenlikden x,, axirdan ikinci tenlikden x,_,, sonra sitstem lizre
yuxariya dogru heraket ederak, qalan machullar

(xn—Z’xu-S"”’xl)
toyin edilir. Praktiki olaraq, sistemin 0zii ile yox, onun
genislonmig matrisi ilo islomek daha magsadsuygundur (bu
halda biitiin elementar ¢evirmalari matrisin satirlori iizerinda
aparmaq lazimdir).

Misal.

Xotti tonliklor sistemini aragdirin, uyusan sistem iigiin
timumi halli ve bir xiisusi halli tapin.

X, +x,+x;, =3,
2, =X, +x; =2,

X, +4x,+2x; =3.
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Holli:
Sistemin osas ve geniglonmis matrislerini yazaq.

1 1 1 1 1 1|3
A=12 -1 1| A'=12 -1 12].
1 4 2 1 4 2|5

Aydindir ki,
1 11
M= -1 |==2+8+1+1-4-4=0=r(4) <3,

1 4 2

1 1
M;(A)=\2 _1l=—1—2=—3¢0:>r(A)=2,

1 13
My(A) =2 -1 A=~-5+24+2+3-8-10=6%0=
1 45
= r(4)=3
olar ve Kroneker-Kapelli teoremine gors,

oldugundan sistem uyusmayandir.

Misal.
Xotti tonliklor sistemini aragdirin, uyusan sistemlor

{igiin imumi halli ve bir xlisusi holli tapin.

r(A4) = r(4")

4x—-3y+2z=9,
2x+5y—-3z=4,
Sx+6y—2z=18.
Holli:
4 -3 2 4 -3 2|9
A=|2 5 =3} A'=|2 S5 =34/
5 6 -2 5 6 -218

A(A) = —40+24+45-50+72-12=39# 0= r(4) =3
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(sistem uyusandir ve miiayyendir) demoli, sistemin yegane
holli var. Sistemi Kramer tsulu il hall edak:

9 -3 2
A =4 5 -3|=
18 6 -2

=-90+48+162-180+162-24=372-294=78,

4 9 2
Ay=12 4 -=3|=
5 18 =2

=-32+72-135-40+36+216=324-207 =117,

4 -3 9
Az=]2 S5 4i=
5 618
=360+108-60-225+108-96 =576 -381 =195
M T, oy 1T A2 195
A 39 YT 39 7 T M 39
Demoli sistemin iim.h.=xiis.h=(2;3;5).

Misal.

Sistemin geniglonmis matrisini pillovari gokle gotir-
moklo aragdirn. Uyusan olarsa, (imumi hallini ve bir xiisusi
hallini tapin.

x, +2x, +3x; —x, =38,
2x, —x, =4x, +3x, =1,
4x, —Tx, —18x; +11x, =13,

3x, +x, —x, +2x, = 9.

38



Holli:

Sistemin genislonmis matrisini yazaq ve onu elementar
cevirmalorin komoeyi ile pillovari soklo gotirok. Asagida
istifado edilmis simvolik yazilist izah cdoek: Masslen,
Ix(-2)+ 11 o demakdir ki, «birinci satri (-2)-yo vurub, ikinci
sotro alave edok».

b
1 2 3 =1 8 \Wihw
2 -1 -4 3|1

=14 7 Z18 nl-n3 -
301 -1
[Ix(~-3)+11
] 2 x(-1)+1V
o -5 -10 5|-15 3
0 -15 —-30 —15/-45
0 -5 -10 5|15
1 2 -1 8 Y
0 -5 -10 5|-15
“lo o o ofo
o0 0 o|o

0 =0 oldugundan, Il ve IV satirler atilir.

12 3 -1]8 n_
[0 | _1|3J:>{r(A)=2,r(A)—2ve r(A)<4}

oldugundan, sistem uyusan ve qeyri-mileyyandir, odur ki,
sistemin sonsuz sayda halli var. Belalikla,

X, +2x,+3x;-x, =8,
X, +2x;,-x,=3.
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1 2
IO 1
qalan mechullari, yeni x, ve x,-ii iso serbest machul goebul
etsok:

# 0 minoruna uygun (x,,x,) mechullarin osas,

II tonlikden x, =3-2x,+x, tapib ve X, —nin bu
qiymatini I tenlikde nezers alsagq:
X, +2(3—2x3 +x,)+3x, -x,=8=
=X +6-4x;+2x, +3x, -x, =8> x, = 2+x,-x,.
Demsali, sistemin iimumi halli:
X, =24+x,-x,,
X, =3-2x,+x,,
X, - ixtiyari,
x, -ixtiyari.
Oger x,=#,x,=1, qobul etsok, =2+4-t, ve
X, =3 -2 +1, olar. Demsli, sistemin iimumi halli
(2+4,~1y; 3-21, +1,5,31,)
soklindadir. Sistemin bir xiisusi hellini yazaq. Bunun igiin
t, =0, t, =0 gebul edek. Onda alinmig (2:3;0;0) halli sistemin
Xiisusi helli olar.

Indi ise ovvel baxdigimiz xatti tenliklor sistemini onun
geniglonmis matrisini pillavari sekilo gotirmokle hall edok:

{-= 1l
2
4 -3 219 l&)uu
5 =34 ~
5 6 =218
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4 -3 2|9 4 -3 219
Jo B _4-L o B _4 L}

2 2 2 2

o 2 _18127 o o &3

L 4 4|4 4

w2

Hom A, ham do A' iigiin sifirdan forqli olan satirlerin
say1 3 oldugundan, r(4)= r(A')= 3 olar, yoni sistem uyusan
vo milayyandir.

Alinmis matrise uygun sistemi yazaq:

4x,—3x,+2x; =9,
13 )
—Xx,=4x; =——,
V3 x, —4x, 5
6 30
— Xy =
| 4 4
Torsine gedigi yerine yetirsak:
x; =3,

Ex, -4-5 =—-l:> x, =3,

2 - 2 }
4x,-3:3+2-5=9=>x,=2.

Demoli: Um. hall (2;3;5)=xiis.hell (2;3;5).

Tapsinglar: Xotti tonlikler sistemini aragdinn,

sistemlar {iglin imumi helli ve bir xiisusi halli tapin.

X, +x,=3, X, +x,=3,
2.1.1. 2.1.2. .
X, —x,=~1. 2x,+ 2x, =0.

uyusan

-x,=1,

21.3. 1" 2.14. {"l + Xy +x; =3,
2%, - 2x, = 2.

2x, +2x, +2x, = 6.
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(x, +x, +x; =3, 3x-y+2z=0.
2.1.5. {2x, —x, + X, =2, 2.1.6. <4x-3y+3z=0,
(X, +4x, +2x; =5. x+3y=0.

X, +x, —Xx; =3, 4x -3y +2z =5,
2.1.7. {8x, —3x, —6x; =0, 2.1.8.42x+5y -3z =4,
14x,—x2+3x3=0. S5x+6y-2z=18.
(2x -3y =-2, 3x—y+2z=2,
x+2y=25, 4x — 3z =3,
219.0 .7 2000, T332 =3
-2x—-4y=-5, x+3y=0,
2\/§x—-3\/§y=-—2-\/§_ 5x+3z=3.
(2%, —x, +3x, —5x, =1,
TR T ! x, +2x, =3,
X, =X, = 5X, =2, )
2.1.11. ¢ 2.1.12. 4-2x, +3x, =0,
3x, —2x, =2x; ~5x, =3,

-2x, —4x, =1.
7x, —5x, —=9x, +10x, = 8. )
(3x+4y+2z=38, ~-x+y-3z=5,

2.1.13. <2x-4y-3z=-1, 2.1.14. 3x-y-z=2,
1x+5y+z=0. 2x+y-9z=0.
2x-y-z=0,

2.1.15. {3x+4y-22=0,
3x-2y+4z=0.

42



§2. Xaotti tonliklor sisteminin tors matrisin kémayi ile halli.
Kramer diisturlari.

Tutaq ki, n machullu 7 xatti tonlikden ibaret sistem
verilmisdir:
anx, +ay,x, +..+a,x, =b,,
anxy +ayx, +..+a,,x, =b,,

auX, +a,%, +..+a,x, =b,.

Burada aij(i =12,..,n,j =1,2,...,n) sistemin emsallari,
b,(1,2,...,n) sorbest hodlor adlanir. X5 Xy,...,X, machullardir.
Bu sistemin matris soklinde yazagq:

A- X =B,
Burada
a,1ay,...q,,
A - a21a22"'a2n A
anlanl : "aml
X bx
X, b,
X= . y B" .
by b

Sistemin osas matrisi A kvadrat matrisidir. Oger
A =det(4) # 0 olarsa, sistem cirlasmayan sistem adlanir.
Tutaq ki, A # 0, onda
X=A"B.
Sistemin hallinin bu diisturun koémeyi ile tapilmasi
matris isulu adlamir. A, ilo A bag determinantin k-c1 siitu-

nunun serbast hedlerinden ibarst siitunla ovez edilmosinden
alinmis determinant: isars edok:
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a,d;...a;, , b, Ay gos---ay,
A5y Q5, b, ay,,,..a,,
A, =

...........................................

anlanzan,k—l b an,k+l . "alm

Onda baxilan xatti tenlikler sisteminin hellini Kramer
disturlan adlanan asagidak:i diisturlarin koémayi ilo tapmagq
olar:

Ax;

]

X; = '—A—, i= 1,2,...,n .
Beloliklo, » mechullu »# xotti tenlikden ibarat
cirlagmayan sistemin yegane halli var ve bu hell matris iisulu
vo ya Kramer diisturlarinin koémeyi ile tapila bilar.

Misal.
Verilmis xatti tonliklor sistemini Kramer vo matris
isullar ile hall edin.

3x, +2x, +x, = -8,
2x, +3x, +3x, =-3,
2x, +x, +3x, = -1,

Holli:
3 21
A=[2 3 1] oldugundan,
213
321
A=detA=|2 3 1|=27+2+4-6-3-12=12%0
2 13

oldugundan, sistemin yegane halli var.
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-8 2 1
A, =-33 1|=-72-3-2+3+8+18=-48,

-1 1 3
3 -8 1 3 2 -8

A =2 -3 l=12ve A =2 3 -3=24
2 -1 3 2 1 -1

BT T2
Demali, sistemin holli (—4; 1; 2) olur.
indi verilmis sistemi ters matris fisulu ilo hall edak.
Bunun figiin A matrisinin tersini tapaq. det4 =12 # 0 oldu-

gundan, A" var.

31 2 1 2 3
A, = =3, A12=_ =—4, A, = = -4,
! 3 23 21
2 1 31 3 2
‘=—— =—5’ A22= =7, AZJ:_ =1,
703 2 3 2 1
a__, B, . B _s
T I PR I VA
oldugundan,
1 1 g -5 -1
A“:th.Z=1—2- —4 7 -1] v
© 4 1 5
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X, 8§ -5 -1\(-8 —64+15+1
X, =L -4 7 -1 -3 =-l— 32-21+1
12 12
X; -4 1 5)\-1 32-3-5
vo ya

X, ; - 48 X, -4

X, =7 12|=>x,|=| 1

X5 24 x; 2

verilmis sistemin hallidir.
Tapsingqlar:

Verilmis xatti tonliklor sistemini Kramer iisulu va tors
matris iisulu ile hall edin.

X, + 2x, + 3x; =6,
X, —x,=-4,
2.2.1. {4x, + 5x,+6x;, =15, . 2.2.2 .
7%, +8x, + 9x; = 24.
X+ 2y+3z=),

+2x, =11,
V3%, + 21, 224, {4x+5y+62=8,.

2.2.3. .
#, = ‘/—x? =0. 7x + 8y =2

225, 9x,+2x,=3x; =14, . 2.2.6. {x,+3x,+2x;=—1,.

— X, —x,+5x; =-18. X, + X, =J.
x+2y+3z=146,

228, 34x+5y+6z=19,.

7x + 8y =1

227, 05177

{ =3x,+x;,=-7, 2, +x,-x;=3,

2x,+x2—1
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2x, +2x, +3x, =4, 3x+2y+z=1,
229, x, +3x, +2x, =-8, . 2.2.10. 16x+5y+4z=-2,.
13x, +10x, +8x; = 20. 9x +8y+7z=3.

§3. Bircins vo geyri-bircins xotti tonliklor sistemi.

Indi iso
a,x, +apx, +..+a,x,=0,
ay X, +apX, +.+3,X,= 0,

a, X, +a,,X,+..+a,x,=0.

ma~"n

sokilli xotti bircins tonlikler sistemine baxaq.
Aydindir ki, bircins xotti tenlikler sistemi hemise

uyusandir (r(4) = r(4/B)) ve onun (x, = 0,x, =0,...,x, = 0)-
sifir (trivial) halli var.
Ogor r(A)<n olarsa, onda bircins sistem qeyri-

mileyyondir.
Tutaq ki, » = r(4) ve bircins sistemin iimumi helli

X, () rtner)
xZ(tI""’tn-r)

..................

soklinde yazilmigdir.
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Sistemin iimumi hellinden, bu sistemin elo n—r sayda
hallini segok ki, sarbast machullardan biri 1-9, yerde qalan: iso
sifra baraber olsun, basqa sozle:

x,(1,0....,0) x,(0.1,...,0) x,(0.0...1)
x,(1,0....,0) x,(0.1.....0) x,(0.0,....1)
X = x,(1,0....,0) X, = x,(0.1....,0) X, = x,(0,0,...1)
1 0 0
0 1 0
0 0 . )
X, X,,..,X,, hellori bircins sistemin normal

fundamental holler sistemini amele gotirir ve bircins sistemin
ixtiyari X hellini yegans gayda ile

X=aX +a,X,+..+a, X,
soklinde gdstormok olar, burada «,,q,,..,a

adadlardir.

Bircins xatti tonlikler sisteminin hansi halda sifirdan
forqli helli var?

Teorem. Bircins xatti tonliklor sisteminin sifirdan
forqli hellinin olmasi ligiin zeruri ve kafi sert, sistemin osas
matrisinin ranqimn (r) mechullarin sayindan (n) kigik olmasidir
(yeni r < n).

m = n olduqda, asagidaki teorem dogrudur:

Teorem. n moachullu n xotti tenlikden ibarat bircins
sistemin sifirdan forqli hallinin olmas: {i¢iin zeruri ve kafi sert
sistemin A bas determinantimin sifra barabor olmasidir (yeni
A=0).

Qeyd edek ki, geyri-bircins xatti tonliklor sisteminin
iimumi halli, bu sistemin bir xiisusi halli ile, uygun bircins
sistemin limumi hellinin cemi soklinds gésterilo bilar.

hear hansi

n=r
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Misal.
Verilmis xatti bircins tenlikler sisteminin iimumi hellini
ve fundamental heller sistemini qurun.

2x, =%, —x, +x; =0,

4x, - 2x, +2x, =0,

6x, —3x, +3x, =0.
Holli:

Verilmis sistemin matrisni yazaq ve onu pillavari sekle
gotirak:

Ix(-2)+11
2 _ l 1 Ix(=3)+111 2 _ 1 1
4 -2 2 ~ 10 0 O0f.
6 -3 3 0 0 O

Demoli, sifirdan forqli sotirlorin sayr 1-o barabar
oldugundan, r(A4)=1<3. Odur ki, sistem uyusan ve qeyri-
mileyyendir.

Verilmis sisteme ekvivalent tonlik 2x, —x,+x; =0
olur. r=1 sayda doyiseni sol terefde saxlayaq,
n—r =3—-1=2 doyiseni iso sag torofe kegirak.

Xy =X, — 2x,
oger x, =1,x, =t, qabul etsok, sistemin iimumi halli
(tl;tz;tz - 2’1)
olar. Fundamental sistemi yazmaq tigiin (f, =1,,, =0) ve
(tl =05t, = 1) gotiirsak, onda uygun olaraq (1;0;—2) Vo (0;1;1)
xiisusi hallerini alariq ki, bu hallor do fundamental sistem
taskil edir. Bagsqa sdzle sistemin ixtiyari halli, bu heallerin xatti
kombinasiyas1 kimi gosterile biler. Dogrudan da, ¢, =1 ve
t, =1 gotiirsek ¢, —2¢, =—1 olar vo sistemin (1;;~1) xiisusi
hallini almis olariq. Gostarak ki, bu hell fundamental hellarin
xotti kombinasiyasi soklinde gosterils biler, yani

(1L,1,-1) = 4,(1,0,~2)+ 1,(0,.,1).
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Tapsir

2.3.7. 3

Buradan,

1-4,+0-4, =L_ [4=1,

0-4+14, =1. A =1.
Demoli, (1,1,-1) = (1,0,-2)+ (0,11} olur.
1qlar:

Bircins xatti tenliklor sistemi iiglin iimumi holli ve
fundamental haller sisemini tapimn.

x, +x, =0,
2.3.1. .

X —x, =0.

=0,

-x, +x,—x, =0,

=X, +X;— X,

—x;+x; =0,

2.3.9. 34x, - 2x, +2x, =0, .

—x, +x, =0,

2x, =%, +x, =0,

6x, —3x, +3x, =0.

x +x,=0,
2.3.2.

-x,—x, =0.

X, =Xy +x,=0.

X, +x, —x; =0,
2.34. :

x, +2x, +3x, =0,

2.3.6. 14x, +5x, +6x; =0,.
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7x, +8x, +9x, =0.

x, —2x, +3x; =0,

- X, +2x, =3x, =0,

2.3.8. .
2x, —4x, +6x, =0,
-3x, +6x, -9x, =0.
X, +2x, +3x, =0,
2.3.10. <4x, +5x, +6x, =0, .

Tx, +8x, +10x, =0.



2x, -x, =0,
—4x, +2x, = 0.

2.3.13. .
x+2y+3z=0.

5x, =3x, —8x, =0.

2%, +x, =%, =0,
X, —2x, +x; =0,

X, +3x, —2x, =0,

x, +8x, —5x; =0.

x, —2x, =3x, =0,
2.3.15. {2x, +3x, +x, =0, .

2x—-y-z=0,

4x -2y -2z=0.
3x, +2x, +x, =0,

2.3.14. 12x, +5x, +3x, =0,.
3x, +4x, +2x, = 0.

2.3.12. {

x, —2x, +3x; =0,

2.3.16. {—x, +2x, -3x, =0,.

2%, —4x, +6x, =0.
(x, —x, +x; =0,
X, —x,+x, =0,

2.3.18. <x,—x,+x;—x,=0,.

X, —Xx;+Xx,,

X,—x,+x;=0.
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I FOSIL
VEKTORLAR COBRI

§1. Vektorlar va onlar iizarinds xatti amallor.
Vektorlarin ayrihigi.

Istigametlonmis diiz xett pargast vektor adlanir.
Baslangici 4 ndqtesinde sonu B ndqtesinda yerlegon vektor
AB simvolu ilo isare edilir (vo ya ab,..). AB vektorunun
uzunlugu dedikde AB pargasinin uzunlugu basa disilir ve

|7473|, vo ya IEI kimi isare edilir. Uzunlugu sifra barabar olan

vektor sifir vektor adlanir ve 0 vo ya 0 simvolu ile igaro edilir.
Uzunlugu vahide beraber olan vektor vahid vektor adlanir ve
e simvolu ile isare edilir.

Istiqgamoati @ vektorunun istiqamati ile eyni olan vahid
uzunluglu vektor a vektorunun ortu adlanir ve @,-la isaro
edilir. Uzunluglan eyni, istiqamoatleri bir-birinin aksine
yonelmis vektorlar oks vektorlar adlanir. @ vektoruna oks
vektor -a kimi (ve ya AB =-BA) isare edilir.

Ogoar @ ve b vektorlan bir diiz xott va ya paralel diiz
xottlar iizorindadirlerse, onda bu vektorlar kollinear vektorlar

adlanir ve @ //b kimi gosterilir.

Ug (ve ya daha gox) vektor ya bir, ya da iki paralel
miistavi iizarinde yerlasorlorsa, onda bu vektorlar komplanar
vektorlar adlanir.

Ogor kollinear a ve b vektorlarimin istiqgamatlori veo
uzunluglan eynidirse, bu vektorlar baraber vektorlar adlamr vo

@=b kimi isare edilir.
Tutaq ki, kollinear olmayan @ ve & vektorlan

verilmisdir. Paralel kdgiirme vasitasi ilo @ ve b vektorlarmin
baslangiclarini bir O noqtesina gotirek:
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Sakil 1.

O noqtesi a ve b vektorlarmin _baglangic ve son
négqtelari bir ligbucagin tope noqteleri olur. Ugbucagin verilmis
vektorlarin baglangic ndqtelerine uygun teps noqtesindaki

bucaq a ve b vektorlari arasindaki bucaq adlanir. 9ger
vektorlar eyni istiqgamatlidirlerse, onda onlar arasindaki bucaq
sifra boraberdir; oksistiqgametli vektorlar arasindaki bucaq

180° -y boraberdir.

Tutaq ki, ixtiyari a ve b vektorlan verilmigdir. Ixtiyari
O noqtesi gotiirek ve OA=7a vektorlarim qurag, sonra A
noqtasindan AB =b vektorunu qurag.

@ vektorunun baslangict ile b vektorunun sonunu
birlesdiran vektor bu vektorlarin comi adlanir.

OB=a+b

Sy
o]

Seakil 2.

@ ve b vektorlarimin forqi dedikdo, elo ¢ vektoru basa
dusiiliir ki, b +c=a miinasibeti 6densin:
¢=a-b.
a # 0 vektoru ilo A # 0 odedinin hasili clo b vektorudur ki,

onun uzunlugu |l| al -ya beraber olub, A >0 olduqda, a ilo
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eyni istiqamatli, A <0 olduqda ise @ ile aks istiqamatli olsun:
b=Ai-a

a#0 vo b#0 vektorlan iglin b =1a miinasibeti
ave b vektorlarinin kollinearhq sertidir.

Tutaq ki, 4, ve A, eyni zamanda sifra beraber olmayan
adadlerdir. Sifra beraber olmayan 4, b , ¢ vektorlarinin

komplanar olmasi liglin zeruri ve kafi sert onlardan birinin,
qalan ikisinin xatti kombinasiyast soklinde gdsterile

bilmosidir, mesalon &=4,-@+1,-b (bu miinasibet
vektorlarin komplanarliq alamatidir).

i,].,k vektorlari diizbucagh koordinat sisteminde
koordinat oxlarmmin ortlari olarsa, onda koordinatlart a .a ,a,
olan a vektorunu

a=a. i+a, -j+a. -k
kimi gdstermak olar.

Onda a..a,.a, amsallant 17, ]',E bazisinde a
vektorunun koordinatlar adlanir vo bele yazilir a =(a,,a,,a.).
a vektorunun uzunlugu

|a|=a; +a; +a’
diisturu ile hesablanir.
a vektorunun OX,0Y,0Z oxlan ile eamele getirdiyi
bucaqlar, uygun olaraq, «, f,y olarsa, @ vektorunun istiqama-

ti cosa,cos f,cosy istiqamatverici kosinuslarinin komoyi ile
tayin edilir. Qeyd edak ki,

va cos’ @ +cos’ B +cos’ y =1 miinasibetleri dogrudur.

cosa =

,cos f =

,COSy = |
|a
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Mosoalo.
ABCD paralelograminda K vo M, uygun olaraq, BC

vo CD toroflerinin orta ndqteleridir. AK =a; AM =b

oldugunu bilerak, BD vo AD vektorlanim @ ve b vektorlari
ile ifade edin.
Holli:

Sakil 3.

AB=% vo AD = y isara edek. Onda,

BK—-%y vo DM =

1z
2

olar.
XE:ZE+B—K=E+%1

AM = AD + DM = y+—;-f oldugundan,

B 5
X+3r= xX+y=2a
e
y-‘-}—f:l‘i X+ay= )
alariq. Buradan,

2a 1

2b 2 _
%= ~La-25)=2a-25

2 1 3 3 3

1 2
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Vo
112 2a
31 2b

Belolikle,

AD:y=~§E+§5 ve

1 47 2
=-3—(4b—23)—3b 33 alingq.

BD=AD-AB=y-%---a+25-2a.+25 -
3 3 3 3
=-2a+2b.
BD =-2a+2b
olur.
Masala.

Uzunlugunun 16-ya baraber oldugunu, 5 =37 - 57 + 2k
vektorunun oksine yonaldiyini bilerek, @ vektorunun koordi-

natlarimi tapin.
Holli:

@=16-a,. a vektorunun b vektorunun oksine yonaldiyini

| =

a, = olduunu nezere alsaq, aydindir ki,

=

bilerok a, = —b, yazmagq olar. 5, ortunu tapag.
|5| = \/32 +(-5)? +(\/§)2 =6 oldugundan,
7 3 T 5 = '\/— 1 — 3 T 5 i ’\/_ I
Ozgl -"6-j+~g—k \'2¢) ao=—gl +g]--—6—k
olar. Onda,

a=16.a=16-(—€z+—j-—i€ =

Demali, E=[— 8 —;—-—].
3
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Masalo.
OXY miistavisi lizerinda

OA=a=2i, OB=b=3+3], OC=c=2i+6j
vektorlarini qurun ve ¢ vektorunu a ve b vektorlan iizro
ayirn.

Holli:

Sokil 4.

ovvalca E,I; ,¢ vektorlarim quraq. Ele 4,1, adedleri

tapaq ki, € =4, -2 +4,-b olsun.
Ha6=20 - T+30 T+3h,]
Demoli,

24 434, =2, [24+32=2,  [4=-2,
=6 |h=2 “a4=2

¢=-2a+2b olur.

57



Tapsinglar:

3.1.1. ABC iigbucaginda AB=a,AC=b vo M noqtasinin
BC terafinin orta ndqtesi oldugunu bilerak, AM vektorunu
a ,}7 vektorlarinin kdmayi ile ifade edin.

3.1.2. Verilmis @ vo b vektorlarina gore asagidaki vektorlart
1

qurun: 1. g——25;
2. 4a+b;
3. 2a-5);
4. %(ZHZE)—E—I;.

31.3. @ vo b vektorlari verilmisdir. ¢=a —2J3b ve
d =—+3G +6b vektorlar kollineardirmi?

3.1.4. A-nin hansi giymetinde 24-a va (). I 1)-& (c‘z;tﬁ)
vektorlan eyniistiqgametlidir?

3.1.5. x-in hansi giymetlerinde x’-@ ve (xz —~x-—2)-5
(5 # 6) vektorlan oksistiqamatlidirlar?

3.1.6. |a]=13,p| =19,
tapin.

3.1.7. alb,a=5,

a+b | =24 oldugunu bilerak,

a—b|-ni

b|=12 oldugunu bilerek, |7 +5| ve
IE -b | -ni tapin.

3.18. M,ABC igbucagimin medianlarimin  kesisme
noqtesidir. AM =3, AC=b oldugunu biloerak, ;4_3,1_3_6'_

vektorlarim @ ve b vektorlar iizrs ayirin.

3.1.9. Paralelogramun {i¢ ardicil tope ndqtasi verilmisdir:

A(l ;—2;3),B(3,'2,'1),C(6;4;4). Bu paralelogramin  dordiincii
topasini tapin.
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3.1.10. Uzunlugu 5-o boraber olub, & =57 —4j+ 22k
vektorunun oksine ybnelmis & vektorunun koordinatlarini
tapin,
3.5).11.a va [ -nin hansi giymatlerinde

a=-2i+3+a-k vob=8-7-6]+2k
vektorlar kollinear olar?
3.1.12. ¢ =(9;4) vektorunu @ = (1;2) ve b =(2;-3) vektorlan
izra ayirin.
3.1.13. d= (4;12;—3) vektorunu a = (2;3;1),5 = (5;7;0) Vo
&(3;-2;4) vektorlarinim xatti kombinasiyasi kimi gosterin.
3.1.14. OY oxu iizorinde yerlogib, A(1;-4;7) vo B (5;6;-5)
noqtelalerinden eyni uzaqliqda yerlogon M néqtesini tapin.
3.1.15. Tepo ndqtelori A(3;-1;-5), B(4;2;-5), C (-4;0:3) olan
ABC  lgbucagimin A tepesinden ¢okilmis medianinin
uzunlugunu tapin.
3.1.16. OXY miistovisinde OA=a =2i; OB=b =37 +3],

OC =¢ =2i +6] vektorlarint qurun. ¢ vektorunu @ ve b
vektorlar iizre ayirin.
3.1.17. ¢=4i+7j-4k vektoru verilmisdir. ¢ vektoruna

paralel vo uzunlugu 27-ye berabor olan d vektorunu tapin.

§2. Vektorlarin skalyar hasili.

Sifirdan forqli @ ve b vektorlarinin uzunluglarinin,
aralarindaki bucagin kosinusu hasiline beraber olan adedo bu
vektorlarin skalyar hasili deyilir:

(5,5)= IEHEI -COSQ .
Skalyar hasilin asagidak: xasselori var:
1. (@b)=(5,7);
2. (6.5+2)=(@.3)+ (32),
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3. (1-a,b)=21-(@b);
4.a =al’;

b

5.(@ab)=0=alb.
Oger @ ve b vektorlan uygun olaraq (ax ,a,,a, ), (bx ,b_,.,b:)
koordinatlari ile verilmisdirlerse onda,
@b)=a, b, +a, b +a.-b,.
Mosala.
m=a+2b ve W=5a-4b vektorlarinin qarsihigh

perpendikulyar oldugunu bilerek, @ ve b vahid vektorlan
arasindaki bucag tapin.
Holli:

Serto gore |Zz‘]=l5|=l vom L.
m L 7 oldugundan (m,n)=0ve ya
(a+25,50-4b)=0=
=53’ +6(a,b)-8 =0 =

:6(5,5)=3:>|El-|1;l‘cos(5“5)=%:>
zcos(&“ﬁ):%scos(&“l;):—g.

Masala.

a,b,¢ vektorlarinin uzunluglart ve ciit-ciit amolo
gotirdikleri bucaqlar beraberdir. @ =(;1;0) ve b = (0;1;-1)
oldugunu bilerek, ¢ vektorunun koordinatlarim tapin.

Holli:

Serte goro |a| = |5[ =|e| vo (E,' 5)= (5,‘ E)= (@’ e)
¢ =(x;y;z) olsun. Aydmdir ki,

lc|=la] =v1? +1* + 0 =42,
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cosla” F)= (a|TZ)| 10+‘1/_11:/g( 1) %

cos(b c M 0+y a l:>y—z=1,

\ |lcl 2
LS 1+y-1+0__1_ _
cos(a, lal |C| \/E«ﬁ —-2:>x+y 1,
Ic =\/x +yl+z’ =+/2.
Ona gors,
y—-z=1, y=1+2z,
x+y=] =ix=1-1-2z, =
+yr+zi=2. (X+yi+z’=2
y=1+2z,
=4{x=-2,

224142z +2+22 =2.

-2
327 +2z-1=0, z,1=—2—"i, ] -
' 6 Z,=—.
3

Demoli, moselonin sortini 6deyen iki ¢ vektoru var. Onlardan

birincisi v
(;:l =-Ly =0,x, = 1)
¢, = (1;0;-1)

vo ikincisi



vektorlandir.

Tasinqlar:

3.2.1. @ vo b vektorlari bir-biri ile (p=—§-7z bucagini amole

gotirir. |a]=10 ve IE ] =2 oldugunu bilerak, (E +2b3a-b )
skalyar hasilini tapin,

322.  fal=2p|=1o=(a" 5):% oldugunu bilerok,

€ =2a-3b vektorunun modulunu tapin.
3.23. |a]=3b|=4,0=(a" 5)=120° oldugunu bilerek,

¢ =3a +2b vektorunun modulunu tapin.

324. a=7i+6j-6k vo b=6i+2j+9k vektorlar: kubun
tilleri ola bilerlarmi? Kubun iigiincii tilini tapin.

3.2.5. =2/ + j ve b =—j+2k vektorlan iizorinde qurulmus
paralelogramin diaqonallan arasindak: bucag: tapin.

3.2.6. Gosterin ki, topa noqteleri A (-5;3;4), B(-1;-7;5),C (6:-
5;-3) ve D(2;5;-4) olan dordbucaqli kvadratdir.

3.2.7. Isbat edin ki, d =(E,(5,c‘z))—(5,(b,5)) vektoru b
vektoruna perpendiku_l_yardlr.
328. @=i+2j-3k vektoruna kollinear olub, 5,7 =28

sortini 6deyen & vektorunu tapin.
329. A-nin hansi qiymetinde b =1-i-5+3k ve
€=i+2j—-2 -k vektorlan qarsihigh perpendikulyardirlar?
3.2.10. A(L;1-1), B(2;3;1), C(3;2;1) néqteleri ABC
igbucaginin tops ndqteleridir.

a)Ugbucagin teraflerinin uzunlugunu, b)daxili bucaqla-
rn1 ve ¢) BD mediam ile AC torofi arasindaki iti bucag:
tapin.
3.2.11. Koordinat oxlan ile M (-2;3;1) ndqtasinin radius-
vektoru arasindaki bucagqlari tapin.
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3.2.12. isbat edin ki, ager @+b ve @ —b vektorlan qargiligh

perpendikulyardirlarsa, onda a ve b vektorlarinin uzunluqlan
borabardir.

3.2.13. AB=2a-6b, BC=a+7b, CA=-3a-b vektorlan
igbucagini amoalo gotirirlor. a@ ve b vektorlan garsihgh
perpendikulyardirlar. ABC iiigbucaginin bucaqlarin tapin.
3.2.14. OXY vo OYZ bucaqlarinin tonbdlenleri arasindaki
bucag: tapin.

3.2.15. Gostorin ki, A(-3;-7;-5), B(0;-1;-2) va C (2;3;0)
noqteleri bir diiz xatt izorinds yerlagirlor vo B ndqtasi 4 vo
C noqgtaleri arasindadir.

3.2.16. ABCD paralelograminin ii¢ ardicil topa noqtesinin
radius-vektorlan verilmisdir:

F,=2i+2j+k Fy=i+3j+5k F.=7i+9+11k.
Dordiincii D toposinin radius-vektorunu tapin.

§3. Vektorlarin vektorial hasili.

a,b vektorlarinin vektorial hasili asagidaki sertlari
odeyen ¢ vektoruna deyilir.
Dcla, c¢clb;
2)le| =[a|-[p|-sing.p = (@ ;" b);
3) @,b,c vektorlan sag iiglik omolo gatirirlor.
a,b vektorial hasili @xb ve ya[a;b ] kimi isare edilir.

oger a va b vektorlart @ = (ax;ay;a:) b= (bx,b),,b:)
koordinatlari ilo verilarse onda,
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Masalo.
a= (2;—1;7) ve b = (1;0;—4) vektorlari {izerindo parale-

logram qurulmusdur. b vektorunun sonundan endirilmig

hiindiirlilyi ve bu hiindiirliikle paralelogramin terefi arasinda
qalan iicbucagin sahesini tapin.

Holli:
B C
AN
A R _a_ D

a
Sokil 5.

[?1 xb ] vektorial hasilini tapaq.

i j K
c=la,p]=p -1 7=
1 0 -4
-1 7.2 702 i
= i— J+ k=4i+15j+k .
0 -4 |I -4 |I 0 |

Vektorial hasilin terifine oasason ¢ vektorunun

uzunlugu adadi qiymatce paralelogramin sahesine baraberdir,
odur ki,

Sanen =V16+225+1 =242 =1142 .
Digor torafden,
SAB('I) = ial “BR.
Demoli,
B = San _ 1142 _UV2 12 _ 1
al  Ja+1+49 V54 332 33
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1
33
olur.

AA4BR danAR—,/ - |BR[* Jn—ﬂ: 338.

Onda,

BR =

] 1 4338 11 1311f

Sy == AR-BR =
MR 2 233 33 54

1432

adBR = 54
Tapsiriglar:
33.1. a=(3-1-2)b=(1;2-1) oldugunu  bilersk
ax (25 + b ) vektorunun koordinatlarini tapin.
33.2. @=i+2j-3k,b=-2i+j+k vektorlar1 verilmisdir.
c=la-b)x (2b) vektorunu ve onun modulunu tapin.

3.3.3. IE | = 1,|I; | = 2,(71 ) )= —i—rz oldugunu bilerak ‘E xb | —-1ve

(@ +25)x (-7 +3b]-i tapm.

3.3.4. Tope ndqtoleri A(1;2;0), B(3;2;1),C(~2;1;2) olan ABC
{icbucaginin sahasini tapin. ‘
335. @a=i-2j+5k vo b=5j-7k vektorlari iizorindo
qurulmus ticbucagin sahasini tapin.

3.3.6. 2 =(841) vo b =(2; —2;1) vektorlan iizerinde qurulmus
paraleloqramm sahasini tapin.

3.3.7. @ vo b vektorlan arasindaki bucaq 45°-ye berabordir.
|a =|b|=5 oldugunu bilerek, a ~2b ve 3@+2b vektorlan

fizarinde qurulmus iigbucagin sahzsini tapin.
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338. a =(3;—1;2) ve b =(- 1;3;-1) vektorlarinin her birins
perpendikulyar olan vahid é vektorunu tapin.

339.a= (1;4;3) vektoruna ve absis oxuna perpendikulyar olan
vahid & vektorunu qurun.

33.10.  |p|=4g|=3,(5," §)=§-75 oldugunu  bilerek,

a=3p+2§ ve b= 2p—g vektorlari iizorindo qurulmus
paralelogramin sahesini tapn.

3.3.11. Tepe noqteleri A(l;—2;3), B(O;—I;Z), C(3;4;5) olan
ti¢bucagin sahosini tapin.

33.12. a=(- 4,-88)b = (4;3;2) vektorlarinin  vektorial
hasilini, aralarindak: bucagin sinusunu, onlar lizarinda
qurulmus paralelogramin sahaesini tapin.

3.3.13. @ =3i + j+2k,b =2 + 7] +4k vo

€ =i +2j+k vektorlar verilmisdir. 7 x (5 X ¢ ) vo (E xb )x c-
ni tapin. '
33.14. a= (2;—-2;1) vo b= (2:3;6) vektorlarin  omolo
gotirdiyi bucagin sinusunu tapin.

3.3.15. Tepe néqteleri A(l;—1;2),B(5;—6;2), C(1;3;—1) olan
Ugbucaginin B topesinden AC torofine endirilmis hiindiir-
litytiniin uzunlugunu tapin.

§4. Vektorlarin qarisiq hasili.

axb vektoru ilo ¢ vektorunun skalyar hasiline
beraber olan odede @,5,é vektorlarinin qanigiq hasili deyilir

va bele isaro edilir -4 -¢ . Demsli, a-b.¢ = (Zixl;)f.

oger
a= (a_‘_,a),,az).b_ = (bx,by,bz)E = (cx,cy,cz) olarsa,
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a,a, a,
a-b-c=|b, b, b,|.
CX

c:

o

(‘1,5 ,C sag liglilkk amoloa gatirirse, a-b-¢>0, sol iiglik amolo
gotirirsa a-b-¢ <0 olar.
Masalo.
A A,4,4, piramidasinin tape noqtalerinin
koordinatlar verilmisdir:
A,(1;2;3), 4, (-2:40), 4,(7:63), 4, (4;-3;-1)
a) A A4,, A, A;, A A, tillerinin uzunlugunu;
b) 4, 4, 4, iiziiniin sahasini;
c) 4,4, vo A4, tilleri arasindaki bucagy;
d) piramidanin hacmini;
e) A 4,4, iiziine endirilmis hiindiirliyi tapin.
Holli:
8) 4,4, = (~3;2:-2) oldugundan [4,4,| = VO +4+4 = V17.

4,4; = (6:4;0) oldugundan |4 4| =36+16+0 = V52,
AA, = (3;-5;—4) oldugundan,
|4,4,| =9 +25+16 =/50 = 512.

b) 4,4, ve A A, vektorlarinin vektorial hasilini tapaq:

P 7k
[A4, <44 ]=]3 2 -2|=8i-12j-24k.
640

A A, A,ligbucagimin sahesi 4,4, ve A4, vektorlari
fizorinde qurulmus paraleloqramin  sahesinin  yarisina
borabardir. Homin paralelogramin sahasi ise adedi qiymetce
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[me}si—lz}-w@
vektorunun uzunluguna berabardir. Demali,

SM\A:A; =%-\/—67+144+576 =_;"\/784 ':'12_’28 =14.

C)(A1A4AA1A3)= arccos A'A4’A‘A3 — 6-3+4-(-5) _

[4,4, .\A,Azluarccos 5v2-2413

18-20 -2
=arccos ————— = arccosS—=—"—"—""7—= =
5422413 5722413

1
=arccos .
{5\/56 )
d)Aydindir ki,
| o 3 2 -2
Vl’i’ = VA,A,A;A; - gVWf-d =—| 6 4 0=
3 -5 -4

=%(48+60+24+48)=8+10+4+8=30,

Ve =30.
1

e)V,, = ES a1, - H oldugunu nezero alsaq,

3V, .

H = pir =3 30=29,=6§.,H=6§_

Spuas, 14 14 7 7
alanq.
Tapsinqlar:

3.4.1. a)a = (1;2;,-2),b = (,-2;1),¢ = (5-2;-1);

b)a = j+k,b = j—k,c =i vektorlar komplanardirlarmi?
3.4.2. A-mn hansi giymetinde @ =i+ j+Ak,b =(0;1,0) ve
¢ =(3;0;1) vektorlann komplanardirlar?
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343. a= (1;—2;1),5 =(3;2;1),¢ = (1;0;—1) vektorlan iizerindo
qurulmus paralelepipedin hacmini tapin.

3.4.4. @ =(2;1;-3),b =i +2j+k,¢ = (1;-3;]) vektorlan iizorin-
do qurulmug paralelopipedin, 5 ve ¢ vektorlar iizorindo
qurulmus tiziino endirilmis hiindiirlilyiinii tapin.

345, a= (1;2;3),5 =(2;4;1),¢ =(2;-1;0) vektorlar1 tizerinde
qurulmus tigbucaql! prizmanin hacmini tapin.

3.4.6. ((_z -b ) (I; - ES)- (E -a ) qarisiq hasilini hesablayin.

34.7. a- (5 -C ) (E +b+2¢ ) qansiq hasilini hesablayin.

3.4.8. ¢ vektoru @ va b vektorlarina perpendikulyardir.

@ 5)= %,|a| =6,b|=3J¢|=3 oldupunu bilerok, &-5-c
qarisiq hasilini tapin.

3.4.9. Tepa néqtaleri 4,(0;0;1), 4,(2;3;5), A,(6;2;3), 4,(3;7;2)
olan piramidanin hacmini tapin.

3.4.10. Gostorin ki, A(5;7;2), B(3;1;-1),C(9;4;-4) ve D(1;5;0)
néqtaleri bir miistavi {izerindo yerlosir.

3.4.11. A(-5-4;8), B(2;3;1), C(4;1;,-2), D(6;3;7) noqteleri pira-
midanin tepe ndqtaleridir. BCD iiziine endirilmis hiindiirlii-
yiin uzunlugunu tapin.

3.4.12. Hecmi 5-0 beraber olan tetraedrin ii¢ tepesi
A(2;1;-1), B(3;0;1), C(2;-1;3) noqtalerindadir. Dérdiincii D to-
pesinin ordinat oxu {izerinda oldugunu bilerak, onu tapin.
3.4.13. 4B = (4;3;0), AD =(2;1;2) ve A4, =(-3;-2;5) vektor-
lart Gizorinds qurulmus ABCDA,B,C,D, paralelepipedi veril-
misdir.

a)paralelepipedin hacmini;

b) ABCD iiziiniin sahasini;

¢) 4, topasinden endirilmis hiindiirlilyiinii tapin;

d) AB tiliile BD, diaqonali arasindaki bucag: tapin.
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i o IVFOSIL
MUSTOVI UZORINDD ANALITIK HONDOSO

§1. Miistavi iizorinda koordinatlar tisulu.

Koordinatlar iisulu dedikde, diiz xettin (miistevinin,
fozanin) nogteleri ile onun koordinatlari arasindaki
uygunlugun miieyyen edilmasi basa diiguliir.

Tutaq ki, mistevi iizerinde iki M,(x;;y) Vo

M,(x,;y,) noqteleri verilmigdir. Bu noqteler arasindaki

mosafo
d= \/(xz ~xl)2 +(Y2 “'yl)2

diisturu ile hesablanir.
A(x5y,) ve B(xz; yz) noqteleri verildikde AB
pargasim verilmis A  nisbatinde bolen M ndqtasinin

( =%) (x; ) koordinatlari

___x,+)l.x2 =.V1+}“)"2
1+4 1+4
diisturlan ile tapilir. Xiisusi halda A =1 (bu halda M noqtasi
AB pargasini yartya boliir) olduqda, parganin orta néqtesinin
koordinatlarin1 hesablamag figiin asagidak: disturlar alimr:
_htX N +),
2 YT
Tope noqteleri  A(x;¥,)B(x;;y.): C(x,;y,) olan
iigbucagin sahasi

b

§=+
2

X, =X, Y27V,

X; X, Y;— W

diisturu ile hesablanir.

Masola.

Kvadratin iki qarsi tepesi verilmisdir. A(3;0) ve
C (4;1). Kvadratin galan iki tapasinin koordinatlarini tapin.

70



Holli:
Tutaq ki, ABCD kvadratinin diaqonallarinin kesisme
noqtesi O ndqtesidir. O noqtesi AC pargasinin orta noqtosi

oldugundan:
0(3+(—4);0+1 voya 0(_1;1)
2 2 22

olar. Pifagor teoremina asason

2A4B* = AC?,
AC _(-4-3)*+(1-0)° 50
7 72 72

AB =5 olur. B(x,y) olarsa,

=35,

AB =

AO=—1-AC',
2

: miinasibatinden
AB=—AC.

7

(3] (3] -4

Jx=3)2 + (y—0)? =7_5-J56.

PP R SR L
= 4 TV T

x* —6x+9+y? =25,
vo ya
{xz +y +x—y=12,
x*+y? —6x=16.
Ikinci tenlikden y? =16—x?+6x ifadesini birinci
tonlikde nozore alsaq:
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P +16-x> +6x+x—V16—x? +6x =12,

voya 4+7x=+16-x"+6x . Her torofi kvadrata yiikseltsak:
16 +56x +49x” =16 —x + 6x
olar ve ya 50x* +50x =0,
x(x+1)=0.

Demali, x, =0;x, = -1 olur. Bu giymaotleri avezloms-
da nazere alaq.

x, =0 -a uygun y; =16 = y!" =4 vo y =4,
x,=-1-9 uygun y; =9= y{" =3 vo y» =_3
aling.

Beloliklo, B(0;4), D(~1;-3) ve B'(0;-4),D'(~1;3) tope-
ler ciitiinii ahiriq. B ve D noqtaleri kvadratin teps ndqtaleri-
dir, ¢iinki

AB=BC=CD=DA=5.
B’ va D' nbqtaleri ise kvadratin tepe néqtaleri ola bilmazler,
bels ki,

AB' =,/(0-3)? +(4-0)’ =5, ancaq

CB' = ((~4-0)* + (1~ (-4)} = 16725 = /41 olur.
Odur ki, B(0;4) vo D (-1;-3) axtanlan noqtalordir.
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v

Sakil 6.

Tapsingqlar:
4.1.1. Birinci koordinat riibiiniin tanb6lenine nazeren A (-2;4)
ndqtesine simmetrik néqtani tapin.
4.1.2. A(3;-2) ndqtesi verilmisdir. OX, OY oxlarna ve koordi-
nat baslangicina nezeron A ndqtesine simmetrik ndqtalerin
koordinatlarini tapin.
4.1.3. A(2;4) noqtesi verilmisdir.
1. 1T vo IV koordinat riibiiniin tonbdlenlerine nazaran,
2. 1 vo III koordinat riiblerinin tenbdlenlorine nazearen
simmetrik olan 4, ndqtasinin koordinatlarim tapin.
4.1.4. Topo noqteleri A(2;3), B(6;3), C (6;-5) olan licbucagin
BM tenbdloninin uzunlugunu tapin.
4.1.5. Topo noqteleri A(-2;-1), B(6;1), C (3;4) olan iigbu-
cagin diizbucaql iigbucaq oldugunu isbat edin.
4.1.6. Topo noqteleri A(-2;4), B(-6;8), C (5;-6) olan iicbu-
cagin sahasini tapin.
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4.1.7. Gostorin ki, A(2;3), B(5;7), C (11;15) ndqgtalori bir diiz
xott lizorindedirler.

4.1.8. A(0;2) vo B(8;0) niqtalerinin arasindaki pargani
onlarin koordinat baglangicindan olan masafslerin nisbatinde
bélen ndqtenin koordinatlarini tapin.

4.1.9. Ordinat oxu lizerinda yerlasib, A (3;-8) ndqtesindan 5-a
barabar mosafods olan ndqteni tapin.

4.1.10. A(1;-5) vo B(4;3) oldugunu bilerak AB pargasim 3
baraber hissaye bolan ndqtolorin koordinatlarini tapin.

4.1.11. Kvadratin iki gars1 tepesinin koordinatlan verilmigdir:
A (3;5) ve C (1;-3). Kvadratin sahasini tapin.

4.1.12. A(-3;2), B(3;4), C(6;1), D(5;-2) oldugunu bilersk
ABCD dordbucaglisinin sahesini tapin.

4.1.13. Ugbucagin A(-3;6), B(9;-10), C(-5;4) topeleri
verildikde onun xaricine ¢okilmis ¢evronin markezinin
koordinatlarim va radiusunu tapin.

4.1.14. ABC igbucaginin tepoe noqtslorinin koordinatlar
verilmigdir: A (2;1), B(-2;-2), C(-8;6). B topesinden
endirilmis hiindiirliiyiin uzunlugunu tapin.

4.1.15. Paralelogramin iki qongu tepesi A(-2;6), B(2;8) ve
diaqonallarinin M (2;2) kasisma noqtesi verilmigdir. Parale-
logramin qalan iki tapasinin koordinatlarini tapin.

4.1.16. Ugbucagin toraflorinin orta ndqtelorinin koordinatlar:
verilmisdir: M (-1;5), N (1;1), Z(4;3). Bu iigbucagin topa
ndqtelerini tapin.

4.1.17. Ugbucagin O (0;0), A(8;0), B(0;6) teps noqtaleri
malum olduqda, onun OC medianinin ve OD tenbdleninin
uzunlugunu tapin.

4.1.18. AB parcas1 dord borabar hisseye boliinmiisdiir.
A(-8;-8) vo B(-2;-4) oldugunu bilerak, boélgii ndqtalerinin
koordinatlarim1 tapin. AB pargasinin hansi ndqteye qoder
uzatmaq lazimdir ki, onun uzunlugu ti¢ dofo artsin?

4.1.19. A(1;2) vo B(4;4) noqtaleri verilmisdir. OX oxu
lizerinde elo C ndqtesi tapin ki, ABC ligbucaginin sahasi 5-o
barabar olsun?
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4.1.20. Kvadratin iki qars1 tepesinin koordinatlar verilmisdir:
A(3;0) ve C (-4;1). Kvadratin qalan iki tepesinin koordinatla-
rini tapin.

4.1.21. M noqtesinin (2;——32-7r) polyar koordinatlari verildik-

da, onun diizbucagl koordinatlarni tapin.
4.1.22. A,B,C,D, E noqtelerinin

A(3:0), B 2;—-’5J,C(5;3’-J,D(0;--’5J,E(l;zzz)
3 2 4 3

polyar koordinatlan melum oldugda, onlarin diizbucaqli
koordinatlarini tapin.
4.1.23. M noqtesinin (—-\/5;—1) diizbucaqli koordinatlar

malum olduqda onun polyar koordinatlarin! tapin.
4.1.24. A,B,C,D, E ndqtelerinin diizbucagl koordinatlari

A(=3;3), B(0;-5), C(—2;-2), D(-4,0), E(Z\/S_' ;2) olduguna gore
bu néqtelerin polyar koordinatlarini tapin.

4.1.25. Diizgiin altibucaghnin terafinin uzunlugu 1-e beraber-
dir. Polyus olaraq, tepe ndqtelerinden birini, polyar ox olaraq
bu tepaden kegan terafi gabul edorok, qalan bes teponin polyar
koordinatlarim tapin.

4.1.26. Polyar koordinat sisteminde ABCD paralelogaminin
diaqonallaninn  kesisme noqtesi polyusla iist-iiste disiir.

A(3;-§7r) vo B[S;%ﬂ') tepslerini bilorek, onun qalan iki te-

pesini tapin.
4.1.27. Kvadratin iki qarg1 tepesinin polyar koordinat sistemin-

do koordinatlari malumdur; A(Z;-—%),C(k%n). Kvadratin

sahasini tapin.
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4.1.28. Ugbucagin tepelerinden biri polyus iizerindadir, qalan
iki topo ise A(2;0) vo 3(4;1;-) noqtelerindedir. Ugbucagin

daxiline ¢oakilmis ¢evranin radiusunu tapin.

§2. Miistovi iizorindo diiz xatt.

OXY miistevisi izorinda har bir diiz xatt iki machullu
bir deracali xetti tenlikle miisyyen edilir ve torsina, her bir
ikimoachulllu birderacali xatti tonlik miistavi lizerinde bir diiz
Xotti miiloyyan edir.

Miistovi lizerinde diiz xatti miixtalif tonliklarin komeyi
ilo tayin etmak olar.

1. y=kx+b diiz xottin bucaq amsall1 tenliyi adlanir, burada

k diiz xettin bucaq amsali (diiz xattin OX oxunun miisbat
istigamati ile emoele gotirdiyi a bucaginin tangensi, yoni
k=tga), b diiz xattin OY oxu ilo kesisme ndqtesinin
ordimnatidir.

2. Ax+By+C=0 diz xettin iimumi tenliyidir, burada

A,B,C sabit adedler olub, emsallardir vo 4* + B> # 0 (yeni
A vo B omsallan eyni zamanda sifra baraber ola bilmazlar).

3. 2 +2 =1 diiz xettin pargalarla tenliyi adlanir, burada a va b
a

diiz xottin uygun olaragq, OX ve OY oxlarindan ayirdif
pargalarin uzunlugudur (isaraleri nezere alinmagqla).
4.Verilmis noqteden verilmis istigametde kegan diiz xatt
tonliyi

Y=Yy =k(x—xp)
soklindedir, burada (x,,y,) verilmi§ ndqtenin koordinatlari,
k =tga (a-diz xatlo OX oxu arasindaki bucaqdir).
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Bu tonlik hem de merkezi (x,;y,) noqtasinds olan diiz
xotlor destesinin tenliyi adlanir; A x+By+C, =0 ve

A,x+ B,y + C, =0 diiz xatlarinin kesisme noqtesinden kegon

diiz xotler destasinin tenliyi
Ax+By+C,+A(4,x+B,y+C,)=0

soklindedir, burada A -adedi vuruqdur.

5. Verilmis iki M, (x,, y,) ve M,(x,,y,) noqtelerinden kegen

(x, #x,,y, #y,) diizxett tonliyi

Y—h _X-%
Y=V XX
soklindedir. Bu diiz xettin bucaq amsali k=22"20 kimi
X, X

toyin edilir. Ogor x, =x, olarsa, diiz xott tenliyi x=x,,
¥, =y, olarsa, diiz xett tenliyi y = y, soklinde olur.

6. Diiz xettin normal tanliyi

xcosa+ysina—p=0

soklindedir, burada p-koordinat baglangicindan diiz xetto
endirilmis perpendikulyarin uzunlugudur, « bu perpendikul-
yarin OX oxunun miisbat istigameti ilo emele gotirdiyi
bucagdir. Diiz xattin imumi tenliyinin her terafini

1
A =——=———normallagdinnict vuruguna vurmaqgla onu

+v A% + B?
normal tenlik sokline geatirmek olar; burada A-nin isaresi
imumi tenlikde C -nin igaresinin oksina gotiiriiliir.
7. Diiz xettin polyar koordinatlarla tonliyi

rcos(p—a)=p

soklindadir, burada r, ¢ diiz xett lizerindaki ixtiyari ndqgtenin
polyar koordinatlaridir; p koordinat baslangicindan bu diiz
xotto endirilmis perpendikulyarin uzunlugu, ¢ hemin perpen-
dikulyarin polyar oxla amsle getirdiyi bucaqdir.
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Miistovi lizerinde iki diiz xett arasindaki bucaq
dedikda, bu diiz xatlerin amsals gatirdiyi iki qonsu bucagdan
an kigiyi (iti bucaq) basa diisiiliir.

ogor [/, va [, diiz xetleri bucaq emsall1 tenliklerlo
verilmisdirsa,

y=kx+b vo y=k,x+b,
Onda onlar arasindaki ¢ bucagi
kz _ kx
1+ kk,

gy =

diisturu ile hesablanir.
k, =k, sorti I, ve [, diz xetlorinin paralellik,

k = ~~I;1—- 1sa perpendikulyarhq sortidir.
2

Ogoar [/, ve [, diz xetlori Ax+By+C, =0 veo
A,x+ B,y+C, =0 limumi tenlikleri ile verilmisdirse, onda
onlar arasindak: ¢ bucag)
4, Bz _ AZBI
A4, + BB,
diisturu ile hesablanir. Bu halda diiz xetlerin paralellik sorti

AI BI

—=— (voya AB,—A,B, =0

4, B, (voya 4,B, - 4,8, )

va perpendikulyarliq serti 4, - 4, + B, - B, =0 goklindas olar.
Verilmis M(x,;y,) noqtesinden Ax+ By+C =0 diz

xottine goder olan d masafesi hemin néqteden bu diz xatte
endirilmis perpendikulyarin uzunlugu olub,

|Ax0+By0+C|
| Jar ¢ B? !

gy =

diisturu ila hesablanir.
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M(x,;y,) noqtesinden xcosa+ysina—p=0 diz

xottine goder olan masafo
d =|x, cosa + y, sina — p|
diisturu ile hesablanir.

Masalo.

M (4;3) néqtesinden kegon ve koordinat bucagindan
sahosi 3-o baraber iigbucaq ayiran diiz xattin koordinat oxlan
ile kesismo ndqtalorini tapin.

Holli:

M noqtesinden kegmokle koordinat bucaglarindan
iicbhucaq aywran diiz xstt koordinat oxlanmi: 1)I riibde
(x>0;,y>0% 2 ribde (x<O0;y>0f 3)II riibde
(x <0;y <0) kesa biler.

S onc > S 40y =12 oldugundan birinci hal ola  bilmez.
A

D

Sakil 7.
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Ikinci ve tgiincii hallarin miimkiinlilyiinii arasdiraq.
Serte gore S, =3; diiz xattin koordinat oxlarindan ayirdif
pargalar a vo b olarsa,

onda SA=—;:|a-b| (a-b<0) vo a-b=-6 yoni

6
a =——olar.
b
Axtarilan diiz xettin tonliyini
f_ + ..-}_)_ =1
a b

kimi yazmaq olar. M ndqtesi bu diiz xottin iizerinde
oldugundan,

4 3
—+-—-=1
a b
\ a—+§—1 —4b2+18—1
76T 6b
b
b =-3,
=45 +66-18=0= p 3
2—2‘
< a,=2
Onda uygun olaraq, aling.
2T

Belolikle, axtarilan ndqtelar ciitii P(2;0) ve Q(0;-3) yada
E[O;%j vo F(-4;0) olar.
Tapsinglar:

4.2.1. y =2x -3 diiz xattinin parcalarla tenliyini yazin va bu

diiz xatti qurun.
4.2.2. a -nin hansi qiymeatinda
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(a'2 —a)x+(2+o:)y—3a +1=0 diiz xatti:
1. OX oxuna paraleldir;
2. Koordinat baglangicindan kegir.

4.23. y=kx+2 diiz xettinin koordinat baslangicindan V3
moasafasinde yerlogdiyini bilerak k-n1 tapin.

4.2.4. A(— 2;%) noqtesinden kegib OX oxu ila arctg3

bucagini amale gotiren diiz xettin tenliyini yazin.

4.2.5. 4x-3y+12=0 diiz xettinin tenliyini bucaq emsalll
pargalarla, normal tanlik seklinde yazin.

4.2.6. Diiz xattin A(1;1) ve B(-2;3) ndqtalerinden kegdiyini
bilorek, onun bucaq omsalim ve OY oxu ile kesisme
ndqtesini tapin.

4.2.7. Diiz xott A(2;3) vo B(-4;-1) noqtelerinden kegorek
ordinat oxunu C noqtesinde kesir. C' ndqtasinin koordinatla-
rint tapin.

4.2.8. A(-2;-2) ve B(-1;6) nogtelerinden kegon diiz xattin
{izerinde yerlosib, ordinat1 22-ye berabar olan A ndqtesinin
absisini tapin.

4.2.9. y+3=k(x—-2) tonliyi ilo miiayyan edilen diiz xetler
destesinden elosini se¢in ki, A (-2;5) néqtasinden kegsin.
42.10. —4x+2y+1+A(x-3y+2)=0 diiz xotlor destesina
aid olan ve A(1;0) nogtesinden kegon diiz xettin tenliyini
yazin.

4211. x-2y+3=0 ve 2x+y+5=0 diiz xetlerinin
kesisme ndqtssinden kegib, ordinat oxuna paralel olan diz
xettin tonliyini yazin.

42.12. x+y=6=0 ve 2x+y-13=0 diz xetlerinin
kasismo ndqtesinden kegen (verilen diiz xatlarden heg biri ile
iist-listo diismayan) ve koordinat oxlarindan beraber pargalar
ayiran diiz xattin tenliyini yazn.
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4.2.13. M (2;-6) noqtesinden kegib, OX va OY oxlarindan
boraber pargalar (koordinat baglangicindan hesablayaraq)
ayiran diiz xattin tenliyini yazin.
4.2.14. a -nin hans1 qiymetlarinde asagidak: diiz xstler ciitii;
a)paraleldirler; b)perpendikulyardirlar?
1) 2x-3y+4=0vo ax-6y+7=0;
2) 2x-4y+1=0ve -2x+y+2=0;
3)4x+y-6=0vo 3x+ay-2=0;
Hx-ay+5=0ve 2x+3y+3=0.
4.2.15. A(2;-5) néqtesi bir terefi x-2y-7=0 diiz xetti
izorinde yerloson kvadratin tepe ndqtesidir. Bu kvadratin
sahosini tapin.
4.2.16. Kvadratin iki terefi 5x-12y-65=0 veo
5x-12y+26 =0 diiz xatlori iizorindedir. Kvadratin sahasini
tapin.
4.2.17. A(1;2) ndqtesinden kegan ve M,(2;3),M,(4;-5)
noqtalerinden barabar maesafode yerlason diiz xattin tenliyini
yazin.
4.2.18. 2x-3y+8=0 vo 4x-6y =10 diiz xatleri arasindaki
masafani tapin.
4.2.19. Tepo noqtelori A(4;-3), B(-2;6) vo C(5;4) olan
ticbucagin BD hiindiirlityiiniin uzunlugunu tapin.
4.2.20. A(1;5) noqtesinden ve kooodinat baglangicindan 5-o
beraber mesafeds kegon diiz xettin tonliyini yazin.
4.2.21. Tepa noqtaleri A(-3;2), B(5;-2), C (0;4) olan
tgbucagin BD hiindiirliiylinii 6z iizerinde saxlayan diiz xattin
tonliyini yazin.
4.2.22. A(1;-3) noqtesinin 2x — y+5 =0 diiz xatti iizerindeki
proyeksiyasinin koordinatlarini tapin.
4.2.23. x+y—~4=0 diiz xattina nezaren A (-2;-2) noqtesine
simmetrik ndqtanin koordinatlar: tapin.
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§3. ki tortibli ayriler.

x vo y deyisenlorine nazaren iki deracali tenliklarle,

yani
Ax? +2Bxy+Cy? +2Dx +2Ey+ F =0 (4> + B +C? = 0)

soklinde tenliklorle teyin edilon xatler iki tortibli eyriler
adlanir. Bu tonlik miistevi {izerinde ¢evrani, ellipsi, hiperbolant
vo ya parabolani teyin edir.

Morkozi M,(x,,y,) noqtesinde radiusu R-o beraber
¢evronin tonliyi

(x=x0)" +(y=y,)" =R
soklindedir. Xiisusi halda ¢evrenin merkazi kooordinat
baslangic ile ist-iiste diisiirse, onda onun tenliyi
x2 +y2 — RZ

soklinds olar. Qeyd edok ki, 4 =C # 0 ve B =0 olduqda iki

deracali tenlik ¢evreni teyin edir.

Ellipsin kanonik tanliyi
xZ 2
;2— + 'z—z =1
soklindadir.

Burada  a-ellipsin boylik yarimoxu, b-ise kigik
yarimozxu adlanir. c¢-fokuslar arasindaki mesafenin yarisina
barabar olub, a ve b ilo

ct=a’-b°
miinasibati ilo baghdir. Ellipsin ekssentrisiteti fokuslar
arasindaki masafonin 2 ¢, boyiik yarimoxa 2 g nisbati soklinde
toyin edilir:
e=< (¢ < a oldugundan, ¢ <1).
a
Ellipsin fokal radiuslari:
rn=a+ex.r,=a-ex (n+r, =2a)

diisturlar ilo teyin edilir.
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Ellipsin direktrisleri

a a
X=—Vox=—-—
£ €

soklindo diiz xetlordir.

Hiperbolanin kanonik tenliyi
2 2

*__Y_ 1 soklindedir.

=
a® b’

Burada 2a-hiperbolanin hogiqi oxu, 2b ise xoyali
oxudur. Hiperbolanin fokuslar1 arasindaki mesafenin yarisi

2 se . . w
olan ¢, a ve b arasinda ¢’ =a’ + b? miinasibati dogrudur.

e=< (¢ >a oldugundan, ¢ >1) adadi hiperbolanin
a

ekssentristeti adlanir. Sag qanad ligiin hiperbolanin fokal
radiuslar

r=a+gx, r,=—a+e&x
diisturlan vo sol qanad ligiin
K =—a-§x, r,=a-¢x

diisturlan ile tayin edilir.
Hiperbolanin asimptotlart

y:iéx
a
tonlikleri ile toyin edilir.
Hiperbolanin direktrislari

a a
X=— Ve X=-——
£ €

diisturlan ile toyin edilon diiz xatlordir.
Parabolanin kanonik tenliyi
y?=2px
soklindedir. Burada p>0 odedi parametr adlanan, fokus
néqtesinden direktris arasindaki mesafeya barabaor olan adad-
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dir. Fokus noqtesinin koordinatlari (—‘E—;O) kimidir. 0(0;0)

noqtesi parabolanin tepe noqtesi adlamir. Parabolanin
direktrisinin tonliyi

x=-L
2
soklindadir ve fokal radius
rexi?
2

diisturu ile hesablanur.

Mboasala.

M (4;-2) noqtesinden kegib koordinat oxlarina toxunan
gevrenin tenliyini yazin.

Sokil 8

Holli:
C: (x—a)* +(y-b)* = R? soklindo axtaraq.
Cevrenin koordinat oxlarina toxunma noqtelerini A ve
B ilo isaro edok. Onda aydindir ki, 4(a;0) ve B(0;b)

MeC = @4-a)+(-2-b)* = R?
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AeC=(a-a)’ +(0-b)* =R = b* = R?,
BeC=(0-a) +(b-b)*=R*=a’ =R?,

Demali, ]al = |b| =R. M (4;-2) ndqtesinin absisi miis-
bet, ordinati menfi oldugundan, A noqtesinin absisi miisbat,
B noqtesinin ordinat1 ise menfi olmalidir. Demsali, b =-a.
Onda,

(4-a)Y +(-2-(-a))  =a* =>16-8a+a’* +a’* —da+4=a" =
a, =2 b =-2,R =2

=
a, =10 b, =-10,R, =10
Belslikla, verilon sortleri 6dayan gevraler

Cr:(x=2)"+(y+2)* =4

= a* -12a+20=0:>{

vo
GC,:(x-10)* +(y +10)* =100
soklindedir.
Masala.
2
2+ =1 ellipsinin daxiline ¢ekilmis baraberterafli

lighucagin topa ndqtelerinden biri ellipsin sag toposi ilo ist-
uisto diigiir. Ugbucagin qalan iki tepasinin koordinatlarini tapin.

X

T
SN

Sokil 9



Holli:
Ugbucagn ABC ila isaro edok. Ellipsin

2 2
x_ + .}i_ =1
1 4
tenliyinden @ =1, =2. Ona gore do A ndqtesinin koordinat-
lann A(1;0) olur. ABC iicbucag: berabertarafli oldugundan,
onun tepaleri ellipsin izerinde oldugundan B ve C tepeleri
OX oxuna nezeren simmetrik noqteler olar. Demali, ager
B(x,y)ise, onda C(x;—y) olacaq,
Ellipsin tenliyinden
4x* +y? -4=0
AB = BC oldugundan,

Ja=D2+y? =J(x-x)+(y~(-»)* veya
(x=1) +y* =4y’

olur. Buradan,
3yt =(x-1)? voya y’ =%(x—1)2.

y*-mn bu giymeatini ellipsin tenliyinde nezars alsaq,

12x2 +x*=2x+1-12=0 vaya 13x* =2x-11=0
tenliyini aliriq ki, buradan da,

=1 x,=-=

2_1(_2‘@22 2_1.(33]':”* 24 _
AREIUET AREREE 513
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Belslikla, B(—%;&é] vo C[—-l—l'-«gig—] aliriq.

13 137 13

Masals.
Xoyali yarnmoxunun 2-ye beraber oldugunu ve

M(4;—¥J noqtesinden  kegdiyini  bilerak, koordinat

oxlarina nezeren simmetrik olan hiperbolanin tenliyini yazin.
M ndqtesi ile sag fokus arasindaki mesafeni tapin.
Holli:
2 2

Axtanlan tenlik fz——i—z=l soklindo olmalidir. Serts gére
a

b=2 ve M niqtesi hiperbola iizerindedir. Ona gbrs do

12
o118 4 0y
a 4 a3
vo hiperbolanin tenliyi
x2 y2
2 4
olur.
Bilirik ki,

d=a’+b*=>cr=16=>c=H4.
Demaoli sag fokus noqtesi F,(4;0) olur. Onda,
2
MF, =J(4—4)2 +[0+-?:—3*/§J :2—‘3/—3

yani

aling.
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Tapsirigqlar:
4.3.1. Cevronin merkezinin kooordinatlarimi ve radiusunu
tapin.

a)x* +y’ —-4x+6y-3=0,

b)3x* +3y* +6x—-4y-2=0.
4.3.2. Koordinat baslangicindan  (x-4)> +(y—2)> =4
¢evrasine ¢okilmis toxunanlarin tonliyini yazin.
433. x*+y*=9 va x*+y*-8x+12=0 cevrelerinin
morkazlari arasindaki mesafeni tapin.
434. x*+y"-6x-8y+16=0 Vvo x*+y’+10x+4y+13=0
¢evralerinin morkezlerinden kegon diiz xattin tenliyini yazin.
43.5. (x-2)* +(y+3)? =20 cevrosinin y=x-3 diiz xatti
ile kesismo ndqtalarini tapin.
43.6. (x-D*+(y-3)?=4 vo x*+y*-6x-10y+30=0
¢evralarinin ortaq vatorinin tenliyini yazin.
4.3.7. Tepa noqteleri A (0;2), B(1;1), C (2;-2) olan iigbucagin
xaricine ¢okilmis ¢evronin merkazini ve radiusunu tapin.
43.8. 2x+y-5=0 vo 2x+ y+15=0 diiz xatlerine toxunan
¢evronin tonliyini yazin. Nezere almaq lazimdir ki, diiz
xatlorden birinin ¢evreys toxunma ndqtesi A (2;1) ndqtesidir.
4.3.9. 16x* +25y> —400=0 ellipsinin yarimoxlarim, fokus-
larmin  koordinatlarimi, ekssentrisitetinin - ve  direktrisinin
tonliyini tapin.
4.3.10. Agagidaki verilonlors asasen ellipsin tenliyini yazin:

1) boyiik yarimox 10-a berabordir vo

F,(-6;0), F,(10;,0) fokus ndqteleridir;

2) a=5,F(-35),F,(3;5).

4.3.11. 3x? +8y? =22 ellipsinin koordinat oxlar1 arasindaki

bucagi yariya bolen diametrinin uzunlugunu tapin.
4.3.12. Verilonlore osasen hiperbolanin kanonik tenliyini
yazin:

1)2¢ =10,a=3;
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2)c=3,e=15
3)b=06,y= ig x asimptotlarin tenliyidir.

4.3.13. Verilenloro osason hiperbolann kanonik tenliyini
yazin:

De=10 vo y= i:;-x asimptotlarin tenliyidir;

De= % vo direktrislor arasindaki mosafe g-a boraberdir;

e = \/5 vo M (\/5 ;\/_2_ ) hiperbola iizerindedir.
4.3.14. 5x* +8y* =40 ellipsi verilmisdir. Tapolari bu ellipsin

fokuslaninda, fokuslan iso ellipsin topolerinde yerlagen
hiperbolanin tenliyini yazin.
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V FOSIL
FOZADA ANALITIK HONDOSD

§1. Fozada miistovi tonliklori.

Verilmis miistoviye perpendikulyar olan, sifirdan forgli
7 =(4;B;C) vektoru hemin miistovinin normal vektoru
adlanir.

M(x,; 9,52, ) noqtesinden g
kegen, normal vektoru 7 = (A;B;C ) M
olan miistavinin vektorial tenliyi M, }—>»
ﬁ(?-—?o)=0 v ’/,r
seklindadir, burada

7, =OM, M(x,;y,;2, ) noqtesinin,
F=OM ise miistovi iizerindeki o  Sekil 10.
ixtiyari M(x;y;z) noqtesinin radius-

vektorlaridir. Bu tonlik dekart koordinat
sisteminde

A(x—xy)+B(y—y)+C(z-2,) =0
veya
Ax+By+Cz+ D=0 (D=-A4x,—-By,-Cz,)
soklinde yazilir. Sonuncu tenlik miistevinin limumi tenliyi
adlanur. Qeyd edok ki, 7 # 0 oldugundan A,B,C emsallan
eyni zamanda sifra beraber ola bilmazler. Oger 4#0,B#0
vo C # 0 olarsa, iimumi tenliyi

i + Z + _Z_ = 0
a b c
soklinde yazmaq olar ki, bu da miistevinin pargalarla tenliyi
adlanir, burada a= —~—D—,b = —Q,C = —2 olub, miistevinin
A B C
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uygun olaraq, OX,0Y vo OZ oxlarindan ayirdif1 pargalarin
uzuniugudur.
Verilmis ii¢ M, (x;;¥,;2,),M,(x;335,32,) vo M (x5;y;:25)
ndqtelerindon kegon miistovinin tenliyi

X=X, Y-y, zZ-z

X, =X, Y.~y Z-%|=0

X3 =X Y3s—Y 2;7%
soklindadir.

Miistovinin  limumi  tenliyinin  her  terafini
normallasdirici

1= 1

+vA* +B* +C?
vuruguna vurmagla onu normal

xcosa+ycosfB+zcosy—p=0

sokline gotirmek olar. Burada p koordinat baslangicindan
miisteviye endirilmis OK perpendikulyarinin  uzunlugu,
a, B,y ise istiqgameti OK perpendikulyarimin istinameti ilo
eyni olan & vahid vektorunun uygun olaraq OX,0Y ve OZ
oxlari ile emole getirdiyi bucaqlardir.

ZA

<\
N

"N
X'

=
R
<y

Sokil 11.
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Fozada verilmis
Ax+By+Cz+D, =0 vo Ayx+By+Cyz+D, =0
miistovileri arasindaki bucagin kosinusu
A A, + BB, +CC,
JA4t + B +C? A2 + B2 +C?
diisturu ile teyin edilir. Verilmis iki miistevinin bir-birino
paralel olmasi tigiin zaruri ve kafi sort
A G
&

cosp =

_5
4, B
soklindedir;
Iki miistovinin ist-listo diigmasi sorti
Al Bl Cl DI

A, B, C, D,

miinasibati ile toyin edilir.

Iki miistovinin perpendikulyar olmas: iiglin zeruri ve
kafi sort

A A, +BB,+CC, =0

beraberliyi ila ifade edilir.

Verilmis M, (x,;¥,y52,) noqtesindon

Ax+By+Cz+ D=0
miistavisine godar olan mesafe
J |4x, + By, + Cz, + D)|

VA + B +C?
diisturu ile tayin edilir.

Ogor miistavi normal
xcosa+ycosfB+zcosy—p=0

tonliyi ile verilmigdirse onda, M (x,;y,;z,) ndqtesinden bu
miistaviye goder olan masafe

d =|x, cosa + y, cos B + z, cosy — p|
diisturu ile tapilir.
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Moasala.
M (2;5;-4) ndqtesinden kegon ve koordinat oxlarindan
beraber pargalar ayiran miistevinin tenliyini yazin.

Holli:

Miistovinin pargalarla tanliyi
E + _)_l. + _Z. =1
a b c

soklindadir. Serte gbére a=5b=c oldugundan miistavinin
tonliyi
x+y+z=a
soklini alir. Miistovi M ndqtesinden kegdiyinden
2+5+(-4)=a,
ve ya a =3 aliriq. Demali, axtarilan miistovinin tanliyi
x+y+z-3=0
olar.
Maosalo.
M (8;3;6), N (4;2;7) nogtelerinden kegon ve OZ
oxundan ¢ =6 pargasin ayiran miistavinin tenliyini yazin.
Holli:
Axtarilan miistovi M, N niqtelerinden va P (0;0;6)
néqtesinden kegdiyinden:

x—0 y-0 z-6
8~0 3-0 6-6|=0
4-0 2-0 7-6
olmahdir.
x y z-6
§ 3 01i=0
4 2 1
vo ya

3x-8y+4z-24=0
axtarilan miistovinin tenliyidir.
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Mbosoala.

Koordinat baglangicindan ve M (2;1;-1) néqtesinden
kegib, 2x-3z=0 miistevisine perpendikulyar miistevinin
tonliyini yazin.

Holli:

Axtanlan miistevi O (0;0;0) ndqtesinden kegdiyindan
onun tanliyi

Ax+By+Cz=0

soklindadir.

Axtarilan miistovinin 7 =(4;B;C) normali, homin
miistovinin iizerinde yerloson OM = (2;1;-1) vektoruna (giinki,
hom O, hom deo M néqtesi miistevinin iizerindeadir) ve
2x—3z=0 mistovinin #, =(2;0;-3) normal vektoruna
perpendikulyar olmalidir.

Demsali,
i j kK
Al +Bj+Ck =2 0 -3
21 -1

vaya
Al + B +Ck =3 —4j + 2k .
Odur ki, 7 = (3;-4;2) ve axtarilan miistavinin tenliyi:
3x—4y+2z=0
olur.

Tapsiniglar:

5.1.1. M (-2;3;1) noqtesi verilmigdir. 1) M ndqtesinden kegib,
OXY miistevisine paralel olan miistovinin; 2) M ndqtesinden
va OY oxundan kegon miistevinin tonliyini yazin.

5.1.2. A(5;-4;6) ndqtesi verilmisdir. 1) A noqtesinden kegib,
OX oxuna perpendikulyar olan; 2) A ndqgtesinden Kkegib,
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miisbet koordinat yarimoxlarindan boraber pargalar ayiran
mistevinin tenliyini yazin.

5.1.3. 3x-4y+5z-10=0 miistovisine perpendikulyar olan
radius-vektorun istiqametverici kosinuslarini toyin edin.

S14. M (2,0-1) ve M 2(=31;3) ndqtelarinden kegib,
§ = (1;,2;-1) vektoruna paralel olan miistovinin tenliyini yazin.
5.1.5. M(1;-1,0) noqtesinden kegib, a@=(0;2;3) ve
b= (=1;4;2) vektorlarina paralel olan miistovinin tonliyini
yazin.

S.1.6. M (-2;0;0), M 2(0;4;0), M, (0;0;5) noqtelorinden kegen
miistevinin tenliyini yazin.

3.1.7. M (1;1;1) ndqtesinden kegib, x—y+2z-3=0 vo
2x~z+4 =0 miistovilerinin kesisme xattino perpendikulyar
olan miistavinin tenliyini yazin.

5.1.8. x+3y-5z-15=0 miistovisi vo koordinat miistovilori
ile mehdudlanmis piramidanin hacmini tapin.

5.1.9. Koordinat baslangicindan  20x -5 y+4z-210=0
miistovisine endirilmis perpendikulyarin uzunlugunu ve onun
OZ oxu ile amelo gotirdiyi bucag tapn.

5.1.10. M (2;-4;4) noqtesi koordinat baglangicindan  p

miistovisine endirilmis perpendikulyarin oturacag: oldugunu
bilerak, bu miistevinin tenliyini yazin.

S, M, (423) ve M 2(20;1)  nogtelerinden  kegib,
X+2y+3z+4=0 miistovisine perpendikulyar miistavinin
tenliyini yazin.

5.1.12. M(~4;-3;-2) ndqtesinden kegib, x+2 y~3z-6=0
miistavisino paralel olan miistevinin tenliyini yazin.

5.1.13. M (0;-3;2) néqtesinden kegib,

M, (0:-2;-1), M, (1;-3;4), M, (1;1;-1)
noqtelerinden kegon miistoviye paralel olan miistovinin
tenliyini yazin.

5.1.14. Verilmis miistoviler arasindaki iti bucagi tapin:
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Dx+y—-2z+5=0ve 2x+3y+2z-2=0;
2)2x-2y+z=0va z=0
5.1.15. Asagidaki miistovilor ciitiiniin hansimn paralel,
hansinin perpendikulyar oldugunu miisyyan edin:
3x+4y—z+8=0ve 6x+8y—-22z-3=0;
2)3x—6y+3z-12=0vo —x+2y—-2z+4=0;
Nx+2y—-5z+1=0ve 2x+4y+2z-7=0

§2. Fozada diiz xott tonliklari.

Verilmis diiz xeottin vo ya ona paralel diiz xattin
tizerinde yerlogon hor hansi sifirdan fergli vektor hemin diiz
xattin istiqamatverici vektoru adlanir.

Fezada diiz xetti miixtalif tonliklerle ifade etmok olar.

1. Verilmis M, (xy;¥052,) noqtesinden kegib §=(m,n, p)
vektoruna paralel diiz xattin kanonik tenliyi
X—=Xo Y=Yy _27Z%
m  on P
soklindedir, burada moxraclerden birinin sifra baraber olmast,

uygun suratin do sifra barabar olmasi demakdir.
2. t doyisen parametr olduqda diiz xattin parametrik tonliklari

{x =X, +mt,

y=Yy,+nt,
z2=12z,+ pl.

soklindadir.
3. Verilmis iki M,(x,;¥,;2,) vo M,(x,;y,;2,) noqtelerinden
kegan diiz xattin tonliyi
X=X _Y-h _2-%
=% V=0 Z2TZ%
soklindedir, burada x, # x,,y, # y, vo z, # z,.

4. Hor bir diiz xette iki miistavinin kasigmo xatti kimi baxmagq
olar:
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Ax+By+Cz+D, =0,
Ax+B,y+C,z+ D, =0.

Bu, diiz xettin iimumi tenliyidir. Bu diiz xettiin istiqametverici
s vektorunu

ik
§=|4, B, C
AZ BZ C?

diisturunun koémeyi ile tapmagq olar.

Tutaq ki, fezada L, ve L, diiz xatleri verilmisdir:
I ETh _YTh _Z7E L XX _ Y= _z272
m " Py m, ny P,
Bu diiz xatlor arasindaki iti bucag

lmlmz +nn, + plPZl

2, 2 2 2. .2 2
\/m, +n +p '\/mz +hn, +p;

cosgp =

diisturu ile tapmaq olar.

L, ve L, diz xetlerinin perpendikulyarliq 1) sorti
mm, +mn, + p;p, =0 vo paralellik 2)sorti LU R R
m, n, P,
soklindadir.
L, ve L, diiz xetlorinin bir miistevi iizerinde olmas: serti

X=X, Vo=V, 2,—2%
m, n, p, |=0

m, n, P

miinasibatinden ibaretdir. Bu halda S,//S, olarsa L, ve L,
kesigirler. L, ve L, diiz xatlori arasindaki en qisa masafe
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m, n, P,
m n p
2 2 p)
d= — = —
i j k
m, n, p;
m, n, D,

diisturun komayi ile hesablana biler.

Masaloa.
5x+3y-2z+4=0, . . . .
{ yoe diiz xettinin kanonik tenliyini

2x+3y—z+3=0.
yazin.

Holli:
ki miistovinin kesismesi kimi verilmis bu diiz xattin

iizerinde bir M(x,;y,) noqtesini toyin edek. Bunun ugin,
mosalen, x, =1 gebul edok, onda
3y, =2z, =9,
3¥e — 2o =3
Buradan y, =—-—l—ve z, =4. Demali, Mo(l;—%;4) noqtasi
diiz xettin iizorindadir. Indi ise diiz xettin yoneldicisi ¥

vektorunu tapaq. Miistavilorin normallant N, = (5;3;-2) ve

N, = (2;3;-1) oldugundan,

ij k
§=[N,N,]=|53 -2|=37+1j+9k.
23 -1

Demsli, verilmis diiz xottin kanonik tanliyi
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1
x -1 y+§_z~4
3 1 9
olur.
Mbasala.
L,:izy_l=z+2 VE)112:3«'+4=y+3=z—1
2 -3 1 3 2 4

diiz xetlerinin qarsihgli veziyyetini mileyyenlesdirin ve
aralarindak: masafoni tapin.

z4d - L
S, /2
M, /"
M,
0 5 >
y
X
Sokil 12.
Holli:

Aydindir ki, L, diiz xotti M, (0;1;-2) ndqtesinden, L,
diiz xatti iss M,(—4;—4;1) noqtesinden kegir. Onda,

MM, = (~4-0;-3 - 151 - (-2)
vo ya

M ,‘])M , =(—4;3;3) olar.
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L, diiz xattinin istiqgametverici vektoru 5, =(2;-3;1) ve
L, diiz xattinin istiqgamatverici vektoru
S, =(:2:4)
oldugunu nezere alaraq W—z, S, ve S_2 vektorlarinin

bir miistovinin {izerinde olmasmint (onlarim komplanarligini)
yoxlayaq. Bunun ii¢iin onlarin gansiq hasilini hesablayaq:

4 -4 3
(M,MZ,E,EZ])= 2 -3 J|=115%0
3 2 4

Demoli, L, vo L, carpaz diiz xotlordir. Indi ise L, ve
L, arasindaki mesafeni tapaq. Bilirik ki, (M,,Mz,[g;,S_z])

qarisiq hasili M\M,, El ' E; vektorlan {izarinde qurulmusg
paralelepipedin hocmine beraberdir:

V. =(MM,,[5,,5;)=115.
Bu paralelopipedin oturacaginin sahasi iso adodi

qiymetca |S,,S,| vektorial hasilinin neticesi olan vektorun
uzunluguna bearaberdir. Odur ki,

i j ok
5.5, ]=12 =3 1|=-147-57+13% ve
32 4

S, =v196+25+169 =+/390 .
Diger torofden

Vr =|Su|- H oldugundan,

V

_par _ 115 o 115 ~582.
1S.| /390 19,748

aling.

101



Tapsiriqlar:
5.2.1. {x+2y+4z 8=0, diiz xettinin kanonik tenliyini
6x+3y+2z-18=0.

yazin.

5.2.2. x+3 - y—-235 _ z-1
3 0 —4

kosinuslarini tapin.

5.2.3. 1)M(1,0;-1) nogtesinden kegen ve a =(2;3;0)

vektoruna paralel olan diiz xattin tenliyini yazin,;

2) A(2;2;2)ve  B(6;2;1) noqtelerinden kegen diiz xattin

tonliyini yazin.

5.2.4. A(-3;5;4), B(2;4;6),C(2;14;6) noqtelerinin bir diiz xett

iizerindo olub-olmadigini yoxlaym.

525, x-3 _ y+2 _ z-5

-1 2

ilo kesigsma noqtalerini tapin.

5.2.6. M(—4;2;2) ndqtesinden kegib OZ oxuna perpendikul-

yar olan diiz xettin tenliyini yazin.

52.7. M(;-1;2) ndqtesinden kegib, a=(2;2;3) ve

b =(-2;5;0) vektorlarina perpendikulyar olan diiz xattin

tenliyini yazin.

5.2.8. Teope noqtelori A(-3;2;8), B(-7;0;3),C(3;4;5) olan

iichucagin A tepesinden ¢okilmis mediamnin parametrik

tonliyini yazin.

diz xettinin istigametverici

diiz xettinin koordinat miistovileri

x+y+z=0 - , L
5.2.9. diiz xettinin parametrik tenliyini yazin.
x—y+2z=0.

5.2.10. Verilmis diiz xatlor arasindaki iti bucag tapin:
1)i=y+1=z~1 vo x—4=_z_=z+1;
11 8 7 7 -2 8
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x—-y+2=0, xX+y+z-1=0,
2) vo
2x+y-z-6=0. x—y+3z+1=0.
5.2.11. Diiz xatlerinin qarsiligh veziyystini miieyyen edin:

_ x=5-8t,
l)x 2=—}1=£—-tl vo ¢ y=4-6¢,
4 3 =2 z=3+4t,
2)£=y—1__:z+2 vo x+4=y+3=z-1’
2 -3 1 3 2 4

5.2.12. OXY omistovisi lizerindo yerlason, koordinat

x=1_y+2 z-4
-2 3

perpendikulyar olan diiz xattin kanonik tenliyini yazin.

5.2.13. M(1;~2;3) noqtesinden kegib, 2 =2 1_4 = 2_—23

diiz xattine

baglangicindan kegon vo

Vo

x+2 y+4 z-
2 -5
xattin tonliyini yazin.

5.2.14. M (-5;4;3)n6qtesinden

diiz xetlorine perpendikulyar olan diiz

x-2 y-3 z-1
-1 3 2

diiz

xottine qader olan mesafeni tapin.
5205 F-2_y+l_z x=7_ y-l_z-

3 4 2 3 4
xatleri arasindaki mesafoni tapin.

x-1 =y+2 =z—3 vo x+2 =y+1 _z+2

3 paralel diiz

5.2.16. = diiz
1 2 4 3 -2 4

xotlarinin kasisma néqtelerinin koordinatlarni tapin.

52.17. x—5=y—8=z——2 x—3=y-7:z—1 carpaz

vo
-2 0 3 2 -2 3
diiz xatlori arasindaki masafoni tapin.
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§3. Fozada diiz xott vo miistovi.

xX—x - z—2z, . ,
L: o Y7o _ % diiz xotti vo

m n )4
Q:Ax+ By + Cz+ D = 0 miistovisi arasindaki bucagin
. lAm +Bn+ Cpl

sing =

ym*+n’+p? AT+ B+ C?
diisturunun kémsayi ile hesablamag olar.
L diiz xatti ilo Q miistovisinin
a)Paralellik gorti
Am+Bn+Cp=0.

b)Perpendikulyarliq sorti

soklindeadir.
Diiz xatlo miistevinin kesisme ndqtesini tapmaq ligiin,
diiz xattin parametrik tonliklarini

{x =X, +mt,

y=y,+nt,
z2=2z,+ pt.

miistevinin tenliyinde nezere almaq kifayatdir:

x=x0+mt,y=y0+nt,z=zo+pt,
Ax+By+Cz+ D=0.

L diiz xattinin Q miistevisi lizerinda olmasi serti:
Am+ Bn+Cp =0,
{Axo +By, +Cz, + D=0.
Oger Am+ Bn+Cp # 0 olarsa, onda diiz xatt miistavini
kesir; Am+ Bn+Cp=0 ve Ax,+ By, + Cz,+ D #0 olduqda
iso diiz xett miistoviye paraleldir.
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Mosalo.
x-3 y-1_z+45
2 1 -2
diiz xattine perpendikulyar olan miistevinin tenliyini yazin.
Holli:

Axtarilan miistovinin N normali bu miistavinin
perpendikulyar oldugu diiz xattin yonaldici S = (2;1;-2)
vektoru ile eyni olacaqdir:

N =(21;-2).

Onda miistevinin tonliyi:

2x+y-2z+D=0
olar. D-ni tapmaq figiin miistevinin M (4;-3;6) ndqtesindon
kegdiyini nezere almaq kifayetdir:

2-4-3-2:6+D=0
va D=17.

Demoli, axtarilan miistovinin tenliyi

2x+y-2z+7=0

M (4;-3;6) noqtesindan kegon vo

olur.

Masolo.
§=y_+2_1_=z_t31(L) diiz xottinin  2x-3y+z—4=0(Q)
tonliyi ile verilmis miistovi iizerindoki proyeksiyasinin
tonliyini yazin.

Holli:

Verilmis diiz xotti iki miistevinin kesismasi kimi

yazmagq olar:

z+1l _x
-3 5 N 3x+5z+5=0,
y+1_x 2x+5y+5=0.
-2 5

Bela miistovilar destasine baxaq:
3x+5z4+5+a(x+5y+5)=0

ve ya
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G+2a)x+5ay+5z+(5a+5)=0.

Bu miistavilor destesinden ele miistovi se¢ok ki, hamin
miistovi verilmis miistaviye perpendikulyar olsun. Onda

2:B+2a)+(-3)-5a+1-5=0=a =1
aling.
Odur ki, 2x-3y+z-4=0 mistevisine perpendikul-
yar miistavinin tonliyi
Sx+5y+5z+10=0 voya x+ y+z+2=0(R) olar.
L diz xsttinin Q {izerindoki proyeksiyas: diiz xott

olacaqdir. Ona gdre do tonliyi axtarilan proyeksiya P vo R
miistavilerinin kesisme xatti olar:

2x=-3y+z-4=0,(0)
x+y+z+2=0.(R)

Tapsinglar:
x-3y+5=0,

53.1. M(0;1;2) noqtesindon ve Y diiz
2x+y+z-2=0.

xattindon kegan miistevinin tenliyini yazin.

-y+z=0, .
532. { Y7 diz xetti ilo 2x+y-2z-3=0
2x+y—-z-3=0.

miistovisi arasindaki iti bucag tapin:

5§.3.3. Verilmis L diiz xatti ilo Q miistavisi arasindaki bucagi

tapin:

—y+dz—6=0,
1 {x y+az (L)vo 3x-y+62-12=0 (Q);

2x+y—-z+3=0.
x y+13 247
2 —_= = —— L 3 Sx - =4
)2 T 3 (L)vo 5x-z=4(Q)
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x-05 y+3 z+2,5
-2 1 3

3x+4y—-5z-6=0 miistevisine perpendikulyar miistovinin

tonliyini yazin.

5.3.5. x+1 : y-1 _ z+2 vo X7 2 y+3

-2 3 -1 -2 3 -1

xatlorinden kegon miistovinin tenliyini yazin.

5.3.6. x-1 - y+2 _ z-2

2 1 1

miistavisi ile kesigme ndqtesini tapin.

+10 y-7 z+2

5.34.

diiz xettinden kegib,

paralel diiz

diiz xettinin 3x—-y+2z+5=0

5.3.7. m-in hans! qiymatinds X 5 S diiz xetti
5x —3y+ 4z —1=0 miistevisine paralel olar?
5.3.8. C ve D -nin hansi qiymatlarinde 3. = y_—; =% diiz

xotti 2x — y + Cz + D = 0 miistovisinin iizerinde yerlogor?
5.3.9. M (1;1;6) néqtesinden kegib,
x=-1+43t,
y=2,
z=t.
diiz xeattine endirilmis perpendikulyarin tenliyini yazin.
=1-¢
x+2y—-z+2=0, x=-b
5.3.10. {3x Y+z-5=0. diiz xettindon kegib, { ,:;1 3 3—12&
diiz xattine perpendikulyar miistevinin tonliyini yazin.

5.3.11. M (3;5;5) noqtesinden ——?1 = % =% diiz xettine
goder olan mesafeni tapin.

§3.12. L diz xotti M(3;-4;,0) ndqtesinden ve
x_y -1 z+]

5 3 diiz xettinin x+ y—z+2=0 mistavisi ile
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kesisme noqtesinden kegir. L diiz xattinin 2x+ y+2z-5=0

miistavisi ile emele gatirdiyi bucag: tapin.
5.3.13. Verilmis paralel diiz xotlor arasindaki mesafeni tapin:

x+z=1, x+z=1,
) Vo

y+2z=0. y+2z=1
izy-S =z—l vo x—2:y+3 _ z+1
1 -2 -3 4 -8 -12

5.3.14. _Y_z2m2 X5 y+S 271l e xotlr
6 2 1 3 2 -2

arasindaki masafoni tapin.

2)

x—9

il
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CAVA BLAR

I FOSIL. MATRISLOR VO DETERMINANTLAR

§1. Matrislar iizorinds amsllor.

(2-A -1 2 -7 -9 10
1.1.1.| 5 -3-2 3 1.1.2.| 22 11 =-23]1.
(-1 0 -2-% -12 -6 40
29 —-10 -3 -8
3 4
11.3./28 2 3 13 1.14. )
7 16
17 1 10 20
0 0 2-2 3
1.1.5. 0 ) 1.1.6. i
0 00 3 -2-A
4 =22 =29 47 (=20 -7 8
1.1.7.| 64 -7 =33 4 1.1.8.| 28 19 -6
-8 -18 14 -19 -5 18 27
5 2 29 -22
1.19. 4-B= . B-A= X
7 0 31 ~-24
(12 0 -6 9 3
4 0 -2 3 1
1.1.10.A-B=31),B-A={-4 0 2 -3 -1/{.
20 0 =10 15 5
.8 0 -4 6 2
0 0 20 40

1111 A4-B=
(0 0

), B-A

=(
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10
1.1.12. A-B=B-A= .
0 1

1.1.13.

1.1.14.

1.1.15.

1.1.16.

1.1.17.

1.1.18.

1.1.19.

1.1.20.
1.1.21.

1.1.22.

10 14
A-B-yoxdur, B-A=| 4 4
-] =2
2 - -
A-B= 3 ,B-A= 3 -4 )
4 5 7 10
5 10 15 0
-3 6 -9 0
A-B=(-1),B-A= 0
-4 8 =120
I -2 30

3
A-B =(7), B- A-yoxdur.

4 2 =2
(—14 11
A-B= 10 8,B~A= -9 15 3/
\ 17 23 -5
(2 -9 14 -18 =21 6
A-B=| 5-22 -11 | B-A=|-13 —-13 -5
\-18 19 -32 -18 -9 =21

13 -8
A-(B-C)z(A-B)-C=(]3 8}.

25
A(B-C)=(A-B)-C=(3 -17 -68 38).

-24 12
6 % . 1.1.23. .
0 -70 -12 -12
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1.1.24.

1.1.26.

1.1.28.

1.1.30.

1.1.32.

1.1.34,

1.1.36.

1.1.38.

0 8 -6

6 1 -13].
(20 1 27
(0 OJ
0 6
18 —-20
30 -2
(0 0 -3
3 -3 1
0-12 -3
1 2 4
0 -1 -1
0 0 0
(2 3 =2
0 -7 8
0 0 0
(1 -3 1
0 10 -10
0 0 0
0 0 0
1 2 3J
0 -3 -6

-31.

.1.1.35.10 -7

0 04

i
£

800
1.1.25. |0 4 0.
-—60

105
—32J
-1 -1
2 3.
0 -3
4 -5 7
1 19 =20
0 -342 360
0 0 0
3

1.1. 27.

102
1.1.29.
1 0
0 -2
0 0

1.1.31.

3
7 0
1.1.33. 0
0
0

2 3 =2
8 -5].
0 0
-2 1 11
5 -1 -28
0 1 3

0 0 o0

0 0

(1
0
0
L0
2
0
0

13
-30
0
0

. L.1.37.

fum—y

1.1.39.

S =

3
0
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1 1 -1
1.1.40. {O 8 —-13 -1(1.141.10 -5 2.
0 0 1
1 2 0
1.1.42, 0 -7 52
0 0 12 2
0 0 0 28

§2. Determinantlar.
1.2.1. 2. 1.2.2. 0. 1.2.3. 0. 1.2.4. ad-bc. 1.2.5. 1.

1

cos’ ¢

1.2.6. - 1.2.7.-3.1.2.8. 0. 1.2.9. 40. 1.2.10. -12.

1.2.11. 1. 1.2.12. 20. 1.2.13. 6. 1.2.14. -6. 1.2.15. = x-y-z
1.2.16. 0. 1.2.17. 8. 1.2.18. -9. 1.2.19. -8. 1.2.20. 0.
1.2.21. 3. 1.2.22. 4.1.2.23. sin(f - y) +sin(y —a) +sin(a - f) .
§3. Matrisin ranq1. Bazis minoru.
1.3.1.2.1.3.2.3.1.3.3. 3. 1.3.4. 3. 1.3.5. 3. 1.3.6. 4.

1_
3 2

2
.1.3.8. 2; > .1.3.9.2;
4 5
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1 -2 1

1.3.10. 3;3 2 3|.1.3.11 2;|j2 ;'
5 -2 4
1 3 -1
13.12.3; 2 -1 4.13.13. 2;.3 "1|.
4 -3
7 7 1
1.3.14. 3;|4].
1 -2 3
2 -1
1.3.15. 25| |.1.3.16. k0 1 -1,
1 3 0
1 -2 1
1317.31 1 -1|.13.18. 2;12 4‘.
3 -2 -1
§4. Tors matrisin tapilmas.
(16 8 1)
99 9 100
14.1. % -—;- ’;" . 142./0 1 0.
s o 00 1
L9 9 9
3 2/3 23 -4 3 -2
143.(2/3 13 -2/3|.144.]-8 6 5.
(2/3 —2/3 13 -7 5 —-4
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-1 2 -1 23 =512 -1/12
145.]-2 1 0]146.|-13 712 -1/12 |
-3 -1 2 ~13 112 512

/19 -119 -3/19
1.4.7.47 yoxdur. 1.48. 9/19 10/19 11/19 |.
~13/19 -25/19 -18/19

3 -1 -1 43 /3 -5/3
149.-1 1 0[.14.10.|-2/3-1/6 13
-1 0 1 1/3 -2/3 13

~1/6 -1/5 -61/60 23/60
/3 310 1Y15 —11/30
~1/6 0 /12 112
0 -1/10 =1/20 3/20

1.4.11. A™' yoxdur. 1.4.12.

(-3 2 3 -1 =13 23
1413. 0 1 2|.1404.| 0 -2/3 13
-4 35 1 12 -1)2

11/41  6/41 —4/41
1.4.15. | -5/41 1/41  13/41 |.1.4.16. 4™ yoxdur.
(14/41  —11/41 —20/41

(—4 1 13 8 -3 3
1.4.17. . 1.4.18. . 1.4.19. )
-3 2 5 3 -1 3

(-2 2 2 =2
1.4.20. . 1.4.21. X yoxdur. 1.4.22, )
L1 2 1 3
(20 -15 13 6
1.4.23.[-17 13 -10|.1.4.24. | -5 |. 1.4.25. X yoxdur.
-8 5 -4 -3
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(-2 4 |

1.4.26. | -1 -1 |. 1.4.27. [5/ 2 1).
s 2 1
0 0 13 15/7

1428.]0 1 0 |[. 1.4.29. | -16/7 |.
30 0 ~11/7
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11 FOSIL. XOTTi TONLIKLOR SISTEMI
§1. Xatti tonliklor sisteminin arasdiriimas: Kroneker-
Kapelli teoremi. Qauss iisulu.

2.1.1. Sistem uyusan ve mileyyendir; imumi hall (ii.h.)=xiisusi
hall x.A..

2.1.2.Uyusmayandir. 2.1.3. Uyusan va geyri-miisyyondir; ii.h.
(t+1; t); x.A. (1;0).

2.1.4. Uyusan ve geyri-miieyyendir; ih. (3—1, —t,:4,3¢,).

x.h. (3;0;0). 2.1.5. Uyusmayandir.

2.1.6. Uyusan ve geyri-miloyyendir; G.h. =x.A (-3t; t; 5t);
x.h.(0;0;0). 2.1.7. Uyusan ve mileyyendir; ii.h. =x.A. (0;0;0).
2.1.8. Uyusan ve miieyyendir;i.h.= x.A. (2;3;5)

2.1.9. Uyusan ve miieyyandir; ii.h. =x.A. (0;5;1).

2.1.10. Uyusan ve geyri-miioyyeandir; i.h. (-3t; t; 5t+1); x.A.
(0;0;1).

2.1.11. Uyusmayandir. 2.1.12. Uyusmayandir. 2.1.13. Uyusan
ve misyyendir; i.h.= x.A. (2;-1;3). 2.1.14. Uyusmayandir.
2.1.15. Uyusan ve miieyyandir; ii.h.= x.A. (0;0;0).

§2. Xotti tonliklar sisteminin tors matrisin komoyi ilo halli.
Kramer diisturlar.

2.2.1. Sistemi na tors matris tisulu ile ne de Kramer diisturlan

ilo hall etmak olmaz.

221, (3. 223. (3:4). 224, (a-b#0 oldugda)

(— b;%a);a -b =0 olduqda, sistemi holl etmak olmaz.

2.2.5.ad —bc # 0 olduqgda (f'd /b ; o, ~ 9, );ad ~bc=0
ad-bc ad—-bc

olduqda, sistemi hell etmak olmaz.

2.2.6. (-2;-2;1). 2.2.7. (1;2;3). 2.2.8. Sistemi hell etmok olmaz.

2.2.9. (2;-3). 2.2.10. (-1;1;3). 2.2.11. (2;-3;2). 2.2.12. Sistemi

holl etmak olmaz.
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§3. Bircins vo geyri-bircins xotti tonliklor sistemi.

2.3.1.Umumi hall (0,4,0); hellerin fundamental sistemi yoxdur.
2.3.2. (-t;t), (-1;1).2.3.3. (3t;21), (3;2). 2.3.4. (O;t;t), (0;1;1).
2.3.5. (t2 —t;tst ),(-1;1;0), (1;0;1) . 2.3.6. (t;-2t;1); (1;-2;1).
2.3.7. ii.h. (0;0;0,0;0;0); hellorin fundamental sistemi yoxdur.
2.3.8. (21, 31,3136, L (21,0, (=3;0;) .

2.3.9. (t,31,3¢, —2¢, ) (1,0;-2),(0;1;1).

2.3.10. ii.h. (0;0;0); hellerin fundamental sistemi yoxdur.
2.3.11. (21), (1;2). 2.3.12. {t, + 4,5t ), (LLOY;(LOL).

2.3.13. (t;7t;-5¢); (1;7;-5). 2.3.14. (-;0;0); hellerin fundamental
sistemi yoxdur. 2.3.15. (t;-t;t), (1;-1;1).

2.3.16. (2tl =3¢, 55 ) (251;0);(=3;051) .2.3.17. (t;3t;5¢), (1;3;5).
2.3.18. (t, —ty3t —ty3t58530),(1L11,0;0), (—1;0;0;1;0)),
(0;-1;0;0;1).
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I FOSIL. VEKTORLAR COBRI
§1. Vektorlar vo onlar iizorindo xatti amallar. Vektorlarin
ayrilisi.

3.1.1 ’ZA?:%(mE).s.l.s. Ho. d =—V3-C.
3.1.4. (~0;0) U (I;0) . 3.1L.5. (—o0;—1) U (0;2) .
3.1.6.22.3.1.7. 13:13.3.1.8. AB=3a-b;BC=2b-3a.

3.1.9.D(4;0;6). 3.1.10. a=_37§, ?;_M—

3111, a=-1,=4.3.1.12. ¢ =5a +2b .

3.1.13.d =a+b —¢.3.1.14.(0;1;0). 3.1.15. 7.
3.1.16. € = —2a +2b .3.1.17. d =127 =21 +12k.

§2. Vektorlarin skalyar hasili.

32.1.242.3.2.2. J13.3.2.3. 73 . 3.2.4. ¢ = +(67 - 9] - 2Kk).

3.2.5. % 3.2.8. (2:4:-6). 3.2.9. -5. 3.2.10. 2) 3;3;v/2;

b)~ 76°;z 76~ 27%:¢) ~ 50°. 3.2.11. = 122%;% 37"~ 74°.
J5

3.2.13. = :arccos—— 245 sarccos— . 3.2.14. 60°.
2 5 5
3.2.16. 87 +87 + 7k

§3. Vektorlarin vektorial hasili.
33.1. (5;1;7). 3.3.2. (10;10;10); 1043333 V3:543.
3f V195

3.3.4. 2Y2 3.3.5. T 3.3.6. 18v2 .
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(57 - j-8k).

3.3.7. 5042 3.3.8. + —
3710

3.3.9. i(O;%;—%). 3.3.10. 4242 .3.3.11. 442 .

3.3.12. (- 40;40;20),% :60.

3.3.13. = 7i + 7] + Thk;—46i +29) —12k .

3.3.14. —5——;/-—:—1 .3.3.15. 5.

§4. Vektorlarin qarisiq hasili.

1 5v2

3.4.1. a)Has; b)Yox. 3.4.2. 3 34.3.12.344. 5

3.4.5. 365 .3.4.6.0.3.4.7. 3abc .3.4.8. +27.

3.4.9.20.3.4.11. 11. 3.4.12. (0;8;0) vo ya (0;-7;0).
3.4.13. a)12; b) 2«/%;c)%;d)arccos}—67\/51—_0 .

J26
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IV FOSIL. MUSTOVI UZORINDS ANALITIK
HONDOSO
§1. Miistavi iizorinds koordinatlar iisulu.
4.1.1. 4,(4,-2).4.1.2. (3;2); (-3;-2); (-3;2).
4.1.3. 1)(-4;-2); 2)(4;2). 4.1.4. —\/5 4.1.6. 6.
8. 8
4.1.8. St - 4.1.9. (0;-4) vo (0;-12).

4.1.10. (2;—%) vo (3;%}. 4.1.11. 34. 4.1.12. 26.

4.1.13. (3;-2);10. 4.1.14. 2/5. 4.1.15. (6;-2) vo (2;-4)

4.1.16. (-4;3);(2;7); (6;-1). 4.1.17. 5; 24—\/:

4.1.18.(- 1?3;—7);(—5;—6)(— —;—;—5);(1 0;4).
4.1.19. (3;0) va (-7;0). 4.1.20. (0;4) vo (-1;-3).
4.1.21. M (— -3 ) 4.1.22. A(3;0); B(1;—/3 ); C(0;5); D(0;0)

4.1.23. M(2;~—2—7r] .

4.1.24. A(?n/i;i— ﬂ'); B(S;—%);C(%@ - i—ﬂ); D(4;z)

E(4;16r—) .
4.1.25. (1;0);(\/5; %J;(z; %) (ﬁ;%);(l;%ﬂ).

4.1.26. (3;-2-::];(5;-%]. 4.1.27.8.4.1.28. 3 -1.
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§2. Miistavi iizorindo diiz xatt.

421 5+ 0 c1.422. Da=0a=12a =1
3723 3
2
1
42.3. £ — . 4.2.4.15x -5y +32=0.
A y
4 X y 4 3 12
4.2.5. —Xx+4—+==l——x+>y—-——=0.
=37 —3 4 5T

4.2.6. k=—z b*— 4.2.7. [O 5).4.2.8.1.
3 3 3
429. y+3=-2(x-2) veya 2x+y-1=0.
4.2.10. 3x+ y—-3=0.4.2.11. 5x+13=0.
4212 x+y-6=0.4213. x+y+4=0ve x-y-8=0

4.2.14. ) a)4; b)-9;2) a)8;b)-2; 3)a)%;b)- 12;4)a) —%;b)%
4.2.15. 5. 4.2.16. 49.

42.17. 4x+y-6=0 voya 3x+2y—T7=0.4.2.18. V13.

4.2.19. 51-/2 .4.2.20. y~5=0 voya Sx+12y—-65=0.
4221, 3x+2y—11=0.4.2.22. (-3;-1). 4.2.23. (6;6).

§3. iki tertibli oyrilor.

Vi

3
43.2. y=0ve 4x-3y=0.43.3.4.434. 3x—-4y+7=0
4.3.5. (4;1);(-2;-5). 4.3.6. x+ y -6 =0.4.3.7. (-3;-2);R=5.
43.8. (x+2)> +(y +1)? =204.3.9. 5 va 4; (3;0) va (-3;0);

e=0,6x = +2—35

43.1. a)(2-3)R =4; b)[— 1;%);R =
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4310.nE=2" )_ L) A
100 36 16
2 2 2 2 2
4.3.12. 1)—-?’_ 12)__!__1 32 2V
16 5 324 36
2 2 2 2
y Xty
4.3.13. 1-———-———-_] — =13 _ =1
)36 6 U7 xt =y

4.3.14. = VL
3 5
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V FOSIL. FOZADA ANALITIK HONDOSO
§1. Fozada miistovi tonliklori.

5.1.1. )z-1=0;2)x+2z=0.
51.2. Dx-5=02)x+y+2z-7=0.
3V2 242 V2

5.1.3. cosg =——,cos f =——,cosy = —.
[p "SSP =TT oSy =

5.1.4.9x+y+11x~7=0.5.1.5. 8x+3y—-2z-5=0.
5.1.6. 10x ~5y —4z+20=0.5.1.7. x+5y+2z—-8=0.

5.1.8.37,5.5.1.9. 10; arccos% .5.1.10. x-2y+2z-18=0.

5111 x-2y+2z-3=0.5112. x+2y-3z+4=0.
5.1.13. 15x-5y—-4z-7=0.

5.1.14. V) arccos —% ;2)arccos ! .

5.1.15. 1)Paraleldirlor; 2)Ust-iiste diisiirlor;
3)Perpendikulyardirlar.

§2. Fozada diiz xatt tanliklori.

520, L =227 _Zt1D
-8 22 -9

5.2.2. cosa = %;cosﬂ =0;cosy = —f- .

x=1+2t, x=2+4t,
523.15y=3t, Dy=2,
z=-1, z=2-1.

5.2.4. Yox. 5.2.5. (4;-4;0); (2;0;10); (0;4,20).

526,— === .5.2.7. = .
1 0 -15 -6 14

x _y_z-2 x=1 _ y+1 z-2
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x =31
528. x=-3+t,y=2,2=8-41.529. y=—1, .
z=-2

T 2
5.2.10. 1)—;2)arccos ——.
4 V66
5.2.11. 1)Diiz xatler paralelldirloer; 2)Diiz xotlor ¢arpazdirlar.
5202 2= _Z spq3. X2l oyt2_zo3
2 1 0 6 16 17

5.2.14. 24/10 . 5.2.15. 3. 5.3.16. (% ;-%;%J .5.3.17.2.

§3. Fozada diiz xatt vo miistavi.

53.1. 3x+5y+22-9=0.53.2. %.

5.3.3. D)L/ Q;2)L ve Q (2;4;6) ndqtesinde kasisirlar.
534.17x+y+11z+22=0.5.35. 2x+y—-z-1=0.

5.3.6. (-3;-4;0). 5.3.7.6.5.3.8. C=—1,D =3,
539 ¥-1_»y-1_z-6
1 =5

5.3.10. 6x+5y—2z+1=0.53.11. v/33.

5.3.12. arcsin—l—~.

NG
5

5.3.13. 1)73;2)2\/6. 5.3.14.7.
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