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Giriş

Cəbr və ədədlər nəzəriyyəsi fənni üzrə ədəbiyyat siyahısında kifayət qədər mənbə

göstərilmişdir. Bu mənbələrin hər birinin özünə xas olan xüsusiyyətləri vardır ki, onlar

müəlliflərin dərsliyi yazarkən garşıya qoyduğu məqsədlə bağlıdır. Əlbəttə, onları birləşdirən

ümumi cəhət məcburi kursun əsas məzmununu oxucuya çatdırmaqdan ibarətdir. Bu, müxtəlif

müəlliflər tərəfindən müxtəlif yollarla yerinə yetirilir. Dərsikləri fərqləndirən digər cəhət bu və

ya digər istiqamətə daha artıq diqqətin verilməsi, misalların rəngarəngliyi, dilin sadəliyi, tətbiq

sahələrinin seçimi və s. ilə bağlıdır.

Təqdim olunan dərsliyin keyfiyyətləri bəzi universitet kurslarında fənnin tədrisinin

xüsusiyyətləri ilə bağlı olmaqla yanaşı, cəbri strukturların, xətti fəza və xətti operator

anlayışlarının geniş tətbigi ilə müəyyən olunur. Məsələn, matrislər cəbri bir çox mənbələrdə

müstəqil surətdə öyrənilir. Lakin, burada matrislər cəbrinin xətti fəzalar və xətti operatorlar cəbri

ilə sıx əlaqəli şəkildə öyrənilməsinə üstünlük verilmişdir. Matris anlayışı, beləliklə, bu kitabda

köməkçi, lakin olduqca mühüm obyekt kimi qəbul olunur. Məlumdur ki, bu anlayış cədvəl

mənasında hələ b. e. ə. III əsrlə b. e..-nın III əsri arasında naməlun Çin riyaziyyatçısı (bax. [1,

səh. 45]) tərəfindən daxil olunmuşdur. Lakin onun geniş tətbiqləri və əhəmiyyəti məhz xətti fəza

və xətti inikaslarla sıx əlaqəsi ilə müəyyən olunur.

Təqdim olunan dərslik üç hissədən ibarətdir. Birinci hissə riyazi məntiq və çoxluq

nəzəriyyəsinin ilkin anlayışlarının qısa şərhinin verildiyi giriş materialı ilə başlayır. Əsas diqqət

isə cəbrlər və xətti tənliklər sistemi və onlarla bağlı məsələlərin öyrənilməsinə verilir. Xətti fəza

nəzəriyyəsinə giriş kimi  ədədi  xətti  fəzalar  daxil  olunur  və əsas  xassələri  öyrənilir.  Xətti  fəza

anlayışının bu şəkildə verilməsi bir çox mənbələrdə belə aparılır və təcrübə bunun doğru

olduğunu göstərir. Ümumi xətti fəza anlayışı verildikdə sonlu ölçülü xətti fəzanın ədədi xətti

fəzaya izomorf olması haqda teoremdən sonra əldə olunmuş biliklər öz yerini tutmuş olur.

İkinci hissə demək olar ki, xətti inikasların quruluşunun öyrənilməsinə həsr olunur.

Burada biz ancaq minimal zəruri faktları verməklə kifayətlənirik və xətti inikaslrın matrislərin və

xətti fəzaların xüsusu növləri ilə bağlı xassələrinin öyrənilməsi ilə məşğul olmuruq. Bu

istiqamətdə əlavə məlumatlar almaq üçün oxuculara ədəbiyyat siyahısında göstərilən başqa, daha

geniş  mənbələrə müraciət etmələri tövsiyə olunur. İkinci hissədə həmçinin bəzi cəbri strukturlar

daha dərindən öyrənilir ki, bu da onların çoxhədlilər cəbrində, ədədlər nəzəriyyəsində, cəbrin və

eləcə də riyaziyyatın digər sahələrində geniş tətbiqlərinin olması ilə izah olunur.

Üçüncü hissədə bir və çoxdəyişənli çoxhədlilər nəzəriyyəsi və onun əsas məsələsi olan

cəbri tənliklərin həlli məsələsi öyrənilir. Cəbrin əsas teoremi və onunla bağlı məsələlər şərh

olunur. Cəbri genişlənmələr öyrənilir və ənənəvi kurslardan fərqli olaraq, müəlliflər onların xətti

fəza strukturundan daha dolğun istifadə etməyə çalışmışlar.
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Dərslik yazılarkən müəlliflər qarşılarına geniş material vermək deyil, olduqca yığcam,

əsas etibarı ilə mühüm cəbri strukturlar və xətti inikaslarla bağlı məsələrin müfəssəl və daxili

əlaqə saxlanılmaqla şərhinə üstünlük vermişlər. Nəzəri faktları və mürəkkəb anlayışları izah

edən kifayət qədər nümunələr verilmişdir. Vacib olan, lakin tamlıq xatirinə kənar oluna bilməyən

məsələlərin sxematik şərhinə üstünlük verilmişdir. Bu yolla məsələn, xətti operatorların

quruluşunun müfəssəl öyrənilməsi təmin olunmuşdur.

Müəlliflərin oxucuya başlıca tövsiyəsi kitabda verilən bütün materialın, bütün faktların

əslində dərin daxili əlaqəyə malik olmasını aşkar etmələrindən ibarətdir. Ancaq bu, vəsaitin öz

təyinatına çatdığının və müəlliflərin isə əsas məqsədlərinə nail olduqlarının göstəricisi ola bilər.

Dərslik haqda öz fikirlərini bildirmək üçün oxuculardan ilgar_j@rambler.ru elektron ünvanına

müraciət etmələri xahiş olunur.
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I HİSSƏ

I FƏSİL. Riyazi məntiqin elementləri

Hər bir elm sahəsi öz tədqiqat obyektinə və tədqiqat üsullarına malikdir. Riyaziyyatın

tədqiqat obyekti real aləmlə bağlı olaraq meydana gələn, lakin mücərrəd, ancaq təsəvvürdə və

təfəkkürdə mövcud olan obyektlərdən ibarətdir. Məsələn, ədəd, düz xətt, müstəvi və s. Bu

fikirləri daha düzgün qavramaq üçün qədim riyaziyyatçılar tərəfindən qəbul edilən təriflərə

diqqət yetirmək kifayətdir. Evklidə görə, nöqtə elə şeydir ki, onun hissəsi yoxdur, yaxud, düz

xətt eni olmayan uzunluqdur, və ya, xəttin ucları nöqtədir və i. a. (bax [7]). Göründüyü kimi,

əsas riyazi anlayışlar, maddi aləm təsəvvürləri, hissi qavrayış ilə sıx bağlı olan, reallıqda isə

mövcud olmayan obyektlərdir. Buna görə də, riyaziyyatın tədqiqat üsulu da təfəkkürlə, əqli

düşüuncə ilə bağlı olan metodlardan, yəni məntiqi təfəkkürdən, əqli nəticə üsulundan ibarətdir.

Bu təfəkkürün öz qanunauyğunluqları vardır ki, bunların öyrənilməsi riyazi məntiqin

məzmununu təşkil edir.

Riyazi məntiqin sistematik şəkildə öyrənilməsi XIX əsrin II yarısına təsadüf edir.

Riyaziyyatın coxluq nəzəriyyəsi, həqiqi və kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsi və digər

sahələrində həllini tələb edən məntiqi məsələlər riyazi məntiqin antik dövrə məxsus sxematik

qaydalar toplumundan ciddi riyazi nəzəriyyəyədək sürətli inkişaf yolu keçməsinə səbəb oldu.

Müasir dövrdə riyazi məntiq nəinki sürətlə inkişaf edən ciddi riyazi nəzəriyyədir, habelə onun

riyaziyyatın bir çox sahələrində geniş tətbiqləri də vardır.

§1. Mülahizələr və onlar üzərində məntiq əməlləri

Hər bir elmin özünə məxsus ilkin anlayışları vardır ki, onlar baxılan nəzəriyyə hüdudları

daxilində ciddi məntiqi tərifə malik deyil. Riyazi məntiqin belə anlayışları sirasına “mülahizə”,

“məntiq əməlləri”, “predikat” kimi anlayışlar daxildir. Belə anlayışların “tərifi” adi dilin

qanunauyğunluqlarından istifadə olunmaqla, obyektin əsas xüsusiyyətlərini ifadə etməklə verilir,

yəni anlayış öz xarakterik xüsusiyyətləri ilə təsvir olunur.

Tərif 1. Mülahizə elə nəqli cümləyə deyilir ki, onun doğru yaxud yalan olduğunu hökm

etmək mümkün olsun.

Əlbəttə, nəqli cümlə anlayışı dəqiq tərif olunmadığı üçün onun doğru və ya yalan olması

kriteriyası, ümumi halda, intuitiv olaraq müəyyən olunur. Verilən cümlənin doğru olması ona

qarşı “D” doğruluq qiymətinin qarşı qoyulması, yalan oması isə “Y” doğruluq qiymətinin qarşı

qoyulması deməkdir. Bəzən bunların yerinə 1 və 0 ədədlərindən də istifadə olunur.

Misallar. 1. “Hava buludludursa, deməli yağış yağacaq” cümləsi nəqli cümlədir və

təcrübədən bizə məlumdur ki, o yalandır. Buna qörə də bu cümlə mülahizədir.

2. “3>2” mülahizədir, çünki, onun doğru olduğunu hökm edə bilərik.
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3. “ 2=x ” mülahizə deyil; x -in nəyi ifadə etdiyi məlum olmadığı üçün onun doğru və ya

yalan olduğunu hökm etmək olmaz.

Mülahizələr böyük latın hərfləri ilə işarə olunur. Məsələn, A=“Hava buludludursa, deməli

yağış yağacaq”, yaxud B=“2 >3”. Mülahizələr üzərində məntiq əməlləri yerinə yetirmək olar.

Məntiq əməlləri bunlardır: inkar, konyunksiya, dizyunksiya, implikasiya, ekvivalensiya.

Bunlardan birincisi ancaq bir mülahizəyə tətbiq olunur. Qalanları isə iki mülahizənin köməyi ilə

yeni mülahizə yaratmağa imkan verir. Onların işarələri, uyğun olaraq belədir: «®ÚÙØ ,,,, .

1. A mülahizəsinin inkarı ØA (  “A deyil”, yaxud “qeyri A” kimi oxunur) kimi işarə

olunan elə mülahizəyə deyilir ki, A doğru olduqda o yalan, A yalan olduqda isə o doğru olsun.

Məsələn, B=“2>3” mülahizəsi üçün ØB=“2£3”. Yaxud, A=“Hava buludludursa, deməli

yağış yağacaq” yalan mülahizəsinin inkarı isə ØA=“Hava buludlu deyil və yağış yağmayacaq”

doğru mülahizəsi qəbul oluna bilər. A və ØA mülahizələrinin doğruluq qiymətlərini

müəyyənləşdirmək üçün aşağıdakı cədvəldən istifadə etmək olar:

A Ø  A
D
Y

Y
D

2. A və B mülahizələrinin konyunksiyası AÙB ( “A və B kimi oxunur) kimi işarə olunan

elə yeni mülahizəyə deyilir ki, bu mülahizə yalnız və yalnız hər iki mülahizə doğru olduqda “D”

doğruluq qiymətini alsın.

Bu əməlin doğruluq cədvəlini aşağıdakı kimi vermək olar:

A   B  AÙB
D
D
Y
Y

D
Y
D
Y

D
Y
Y
Y

Bu cədvələ əsasən hökm etmək olar ki, “x=2 ədədi

0142 =-Ù= xx

sisteminin köküdür” mülahizəsi yalandır, çünki x  -in yerinə 2 yazdıqda alınan ikinci mülahizə,

yəni “2-1=0” mülahizəsi yalandır.

3. A və B mülahizələrinin dizyunksiyası AÚ B (  “A və ya B” kimi oxunur) kimi işarə

olunan elə yeni mülahizəyə deyilir ki, bu mülahizə yalnız və yalnız hər iki mülahizə yalan

olduqda “Y” doğruluq qiymətini alsın.

Məsələn, “2£3” mülahizəsi iki mülahizənin dizyunksiyasıdır: “2£3” = “2<3”Ú “2=3”

(doğrudan da ba £  bərabərsizliyi “ ba <  bə ya ba = ” deməkdir). Tərifdən bilavasitə

göründüyü kimi dizyunksiyanın “D” doğruluq qiymətini alması üçün dizyunksiyası götürülən iki
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mülahizədən heç olmasa birinin “D” doğruluq qiymətini alması kifayətdir. Bu əməl üçün

aşağıdakı doğruluq cədvəli vermək olar:

A   B  AÚ B
D
D
Y
Y

D
Y
D
Y

D
D
D
Y

4. A və B mülahizələrinin implikasiyası A ®  B (“əgər A isə, onda B” kimi oxunur) kimi

işarə olunan elə yeni mülahizəyə deyilir ki, bu mülahizə yalnız və yalnız A doğru və B yalan

olduqda “Y” doğruluq qiymətini alsın.

Bu əməl üçün aşağıdakı doğruluq cədvəli vermək olar:

A   B  A®B
D
D
Y
Y

D
Y
D
Y

D
Y
D
D

Teorem. Əgər A və A ®  B mülahizələri doğru olarsa, onda B mülahizəsi də doğrudur.

Isbatı. A və A ®  B mülahizələri doğru olarsa, implikasiyanın doğruluq cədvəlinə

əsasən, ancaq cədvəlin birinci sətrinə uyğun olan hal mümkündür, yəni B mülahizəsi də

doğrudur. Teorem isbat olundu.

Bu teorem isbat nəzəriyyəsində mühüm rol oynayır. Bu teoremin köməyi ilə biz hər hansı

B mlühizəsinin doğruluğunu göstərmək üçün məlum olan A teoremindən başlayırıq. A ®  B

implikasiyasının doğru olduğunu göstərməklə, teoremə əsasən, B  mülahizəsini isbat etmiş

oluruq. A mülahizəsi implikasiyanın şərti, B  mülahizəsi isə onun nəticəsi adlanır.

Bir misala müraciət edək. Tutaq ki, A ®  B implikasiyası Pifaqor teoremini ifadə edir:

əgər MNK üçbucağında o90=ÐN  olarsa,  onda 222 MKNKMN =+ . Hər hansı MNKT

düzbucaqlısında A mülahizəsi olaraq o90=ÐN  mülahizəsini götürək. Düzbucaqlının tərifinə

görə bu mülahizə doğrudur. Onda,  yuxarıdkı teoremə əsasən aşağıdkı doğru təklifi alırıq:

düzbucqlının diaqonalının kvadratı onun oturacağı ilə yan tərəfinin kvadratları cəminə

bərabərdir.

5. A və B mülahizələrinin ekvivalensiyası A «  B (“A və B eynigüclüdür, və ya

ekvivalentdir” kimi oxunur) kimi işarə olunan elə yeni mülahizəyə deyilir ki, bu mülahizə yalnız

və yalnız A  və B eyni doğruluq qiymətlərini aldıqda “D” doğruluq qiymətini alsın.

Bu əməl üçün aşağıdakı doğruluq cədvəli vermək olar.

A  B A«B
D
D
Y
Y

D
Y
D
Y

D
Y
Y
D
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Məsələn, “2-3=1”«”0=1” ekvivalensiyası doğrudur, çünki, hər iki mülahizə yalandır.

§2. Məntiq düsturları və məntiq qanunları

Məntiq əməllərinin köməyi ilə sadə mülahizələrdən mürəkkəb  mülahizələr düzəltmək

olar. Eyni zamanda, məntiq əməlləri, verimiş mürəkkəb mülahizənin məntiqi quruluşunu

müəyyən edərək onu sadələşdirməyə imkan verir (yəni onun doğruluq qiymətini müəyyən

etməyi sadələşdirir). Məsələn, belə bir mülahizəyə baxaq:

” 318M və ya 3>p olarsa, onda 012 =+x  tənliyinin həqiqi kökləri yoxdur.”

Onu məntiq əməllərinin köməyi ilə (AÚ B)®C şəklində yazmaq olar. İmplikasiyanın hər iki

tərəfi doğrudur. Deməli, o doğru mülahizədir. Misaldan göründüyü kimi mürəkkəb mülahizənin

doğruluğunu müəyyən edərkən, mülahizənin məntiqi forması, yəni ən sadə mülahizələrə

bölünərək məntiq əməlləri vasitəsi ilə simvolik yazılışı, onun nəqli cümlə şəklində böyük həcmli

yazılışından daha əhəmiyyətlidir. Mülahizələrin belə simvolik yazılışı məntiq düsturu anlayışına

gətirir. Məsələn, yuxarıda alınan (AÚ B)®C ifadəsi (artıq A, B və C heç bir konkret mülahizəni

ifadə etmir) məntiq düsturudur. Məntiq düsturlarına daxil olan dəyişənlərin yerinə ixtiyari

mülahizə yazdıqda o, mülahizəyə çevrilir. Məntiq düsturunun ciddi tərifi aşağıdakı kimi verilir.

Tərif. Məntiq düsturu dedikdə aşağıdakı qaydaların köməyi ilə və ancaq bu yolla alınan

simvolik yazılışlar başa düşülür:

1) mötərizələr – yəni “(” və “)” simvolları – arasında kiçik latın hərfinin yazilması ilə

məntiq düsturu alınır;

2) əgər (a) və (b) ixtiyari iki məntiq düsturu olarsa, onda ( ))(aØ , ((a)Ù (b)), ((a)Ú (b)),

((a)®(b)), ((a)«(b)) simvolik yazılışları da məntiq düsturlarıdır.

Qeyd edək ki, məntiq düsturuna daxil olan hərflər indekslənə və ştrixlənə bilər. Məntiq

düsturu anlayışının tərifdə deyilən şəkildə istifadəsi həddindən artıq mürəkkəb yazılışlara gətirə

bilər. Məsələn, ((a)Ú (b)) məntiq düsturunda hərflərin yerinə A və B mülahizələrini yazsaq AÚ B

mülahizəsi üçün daha mürəkkəb ((A)Ú ( B)) ifadəsini alarıq. Məntiq düsturlarının yazılışını

sadələşdirmək üçün müəyyən ixtisarlar qəbul olunur. Hər şeydən əvvəl, kənar mötərizələrə heç

bir ehtiyac yoxdur. Artıq bu ixtisardan sonra ((A)Ú ( B)) mülahizəsi öz normal AÚ B şəklini alır.

Daha sonra, məntiq əməlləri üçün yuxarıdakı ardıcıllıqla təsir radiusu qəbul edilir. Ən kiçik təsir

radiusuna Ø   əməli malikdir və o, bilavasitə özündən sonra gələn məntiq düsturuna aid edilir.

Belə ki, məsələn Ø a Ú b ifadəsində mötərizələr ancaq bir üsulla bərpa oluna bilər: (Ø (a)Ú (b));

məsələn, (Ø ((a)Ú (b))) düsturu artıq tamamilə başqa məzmuna malikdir.

Digər əməllərin təsir radiusları eyni ardıcıllıqla sıralanır. Buna görə də, məntiq

düsturunun tərifə müvafiq olan yazılışını almaq üçün mötərizələri göstərilən ardıcıllıqla bərpa

etmək lazımdır. Məsələn, aÚ (Ø c)®(Ø c)Ù b«(Ø a)Ú b ifadəsində mötərizələr ancaq belə

bərpa oluna bilər:
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aÚ (Ø c)®(Ø c)Ù b«(Ø a)Ú b Þ

aÚ (Ø (c))®(Ø (c))Ù b«(Ø (a))Ú b Þ

aÚ (Ø (c))®((Ø (c))Ù b)«(Ø (a))Ú b Þ

(aÚ (Ø (c)))®((Ø (c))Ù b)«((Ø (a))Ú b) Þ

((aÚ (Ø (c)))®((Ø (c))Ù b))«((Ø (a))Ú b) Þ

(((aÚ (Ø (c)))®((Ø (c))Ù b))«((Ø (a))Ú b)).

Adətən, ardıcıl iki məntiq əməli işarəsi mötərizəsiz yazılmır. Lakin, bəzən a® Ø b kimi yazılış

da işlənə bilər. Mötərizələrin atılmasında da eyni qayda gözlənilir. Mötərizələrin mümkün olan

atılma sırası əməllərin düzülüşünün əksinədir. Eyni əmələ bir neçə dəfə rast gəlinərsə, tərifə

əsasən, onlar yazıldığı ardıcıllıqla nəzərə alınır. (a®b)Ú c  düsturunda mötərizələri atmaq

olmaz, əks halda başqa düstur alınar: a®(bÚ c).  Eyni  qayda  ilə,  (a®(b®c)) düsturunda

mötərizələrin hamısının atılması başqa düstura gətirir: ((a®b)®c).

Məntiq düsturlarında hərflərin, yəni dəyişənlərin yerinə ixtiyari mülahizələri yazmaq

mümkün olduğundan, onlar nəticə etibarı ilə iki qiymət ala bilir: D və ya Y.

Məntiq düsturları içərisində elə düsturlar vardır ki, onlar, bu düstura daxil olan

dəyişənlərin bütün mümkün qiymətlərində ancaq D doğruluq qiymətini alır. Belə düsturlar riyazi

məntiqdə mühüm əhəmiyyət kəsb edir və onlar tavtalogiya, yaxud məntiq qanunları adlanır.

Verilmiş düsturun məntiq qanunu olub- olmamasını yoxlamaq üçün geniş istifadə olunan üsul bu

düstur üçün doğruluq cədvəlinin tərtib olunmasıdır. Bu yolla aşağıdakı teoremi isbat etmək olar.

Teorem 1. Aşağıdakı düsturlar tavtologiyadır:
1) nəticə qanunu: qqpp ®®Ù )( ;

2) konyunksiyanın kənarlaşdırılması qanunu:
þ
ý
ü

®Ù
®Ù

qqp
pqp

;

3) dizyunksiyanın daxil edilməsi qanunu:
þ
ý
ü

Ú®
Ú®

qpq
qpp

 ;

4) dizyunksiyanın kənarlaşdırılması qanunu: pqqp ®ØÙÚ )( ;
5) ikiqat inkar qanunu: pp «ØØ ;
6) kontrapozisiya qanunu: )()( pqqp Ø®Ø®® ;
7) əks fərziyyə ilə isbat qanunu: ( ) ( ) pqpqp ®Ø®ØÙ®Ø ;
8) sillogizm qanunu: ( ) ( ) ( )rprqqp ®®®Ù® ;
Isbatı. Teoremin isbatını yuxarıda deyildiyi kimi doğruluq cədvəllərinin köməyi ilə

aparmaq olar. Burada biz kontrapozisiya üçün cədvəl tərtib etməklə kifayətlənirik. Digər
düsturlar üçün cədvəllərin tərtib olunması oxucuya təklif olunur. Z= )()( pqqp Ø®Ø®®  işarə
edək.

p q pØ qØ qp ® pq Ø®Ø Z
D D Y Y D D D
D Y Y D Y Y D
Y D D Y D D D
Y Y D D D D D
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Cədvəlin sonuncu sütunundan göründüyü kimi Z düsturu həqiqətən tavtologiyadır. Eyni qayda

ilə digər düsturlar da isbat oluna bilər. Məntiq düsturlarının doğruluğunu daha yığcam şəkildə

isbat etmək üçün bəzən aşağıdakı tavtologiyalardan istifadə etmək əlverişli olur:

qpqp ÚØ«® ; )( qpqp ØÙØ«® ; qpqp ®Ø«Ú ; )( qpqp ØÚØØ«Ù ;
)( qpqp Ø®Ø«Ù ; ( ) )()( pqqpqp ®Ù®«« .

§3. Predikatlar və kvantorlar

Yuxarıda biz mülahizələr və onlar üzərində əməllərlə tanış olduq. Bir çox məntiqi

məsələlərin həlli üçün bunlar kifayət etmir. Riyaziyyatın bütün sahələrində biz elə hökmlələ

rastlaşırıq ki, bunlara dəyişənlər daxil olur və bu dəyişənlərin bəzi qiymətlərində biz mülahizələr

alırıq. Riyazi məntiqin metodlarını belə məsələlərə tətbiq etmək üçün dəyişəni olan hökmlər-

predikatlar daxil edilir. Aşağıdakı misala baxaq: “ yx > ”. Bu hökm nəqli cümlədir, lakin

mülahizə deyil. Burada x və y dəyişənlərdir və aydındır ki, onlar həqiqi ədədi qiymətlər alır. Əks

halda cümlə mənasız olar. Dəyişənlərin hər bir ədədi qiymətlərində bu hökm mülahizəyə çevrilir:

2>3 və ya -1>0 və s. Dəyişənlərin ala biləcəyi qiymətlər çoxluğu mümkün qiymətlər oblastı

adlanır. Əlbəttə, yuxarıdakı misalda x və y dəyişənləri müxtəlif vahidlərlə ölçülən ədədi

qiymətlər ala bilməz. Belə cümlələrdə dəyişənlərin ala biləcəyi mümkün qiymətlər çoxluğu ya

əvvəlcədən verilir və ya cümlənin (predikatın) məzmununa müvafiq olaraq müəyyən olunur.

Tərif. Dəyişənləri olan nəqli cümlədə dəyişənlərin yerinə onların mümkün qiymətlərini

yazdıqda mülahizə alınarsa, onda belə nəqli cümlə predikat adlanır.

Məsələn, “ 122 =+ yx ” cümləsində x və y dəyişənlərinin ixtiyati həqiqi qiymətlərində iki

həqiqi ədədin bərabər olmasını ifadə edən nəqli cümlə, yəni mülahizə alınır. Deməli, baxılan

cümlə predikatdır.

Predikatlar, onlara daxil olan dəyişənlıəri göstərməklə, böyük latın hərfləri ilə işarə

olunur. Məsələn, yuxarıdakı predikat qısa olaraq belə işarə olunur: A(x,y)=“ 122 =+ yx ”. Yaxud,

B(x)=”x<3” və i. a. Riyaziyyatda isbat olunan bir çox hökmlər predikatlar vasitəsi ilə simvolik

şəkildə yazıla bilər. Aşağıdakı teoremə baxaq (Pifaqor teoremi):

İxtiyari düzbucaqlı üçbcaqda hipotenuzun kvadratı katetlərin kvadratları cəminə

bərabərdir.

Əgər P  ilə müstəvi üzərində bütün mümkün üçbucaqlar çoxluğunu işarə etsək, onda

yuxarıdakı hökmü simvolik olaraq belə yaza bilərik:

ixtiyari PÎDABC üçün o90=ÐA olarsa, onda 222 ACABBC += .

Məntiq əməllərinin köməyi ilə onu daha qısa yazmaq olar:

ixtiyari PÎDABC üçün ( o90=ÐA ® 222 ACABBC += ).
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“ixtiyari PÎDABC üçün” ifadəsini simvolik şəkildə ( )PÎD" ABC  kimi yazmaq qəbul

olunmuşdur. Onda Pifaqor teoremi ( )PÎD" ABC ( o90=ÐA ® 222 ACABBC += ) kimi yazıla

bilər. Burada "  simvolu ümumilik kvantoru adlanır. Beləliklə, kvantor predikatdan mülahizə

alınması əməliyyatının simvoludur (işarəsidir).

)(nt  ilə n natural ədədinin natural bölənlərinin sayını işarə edək. Onda, natural ədədin

sadə ədəd olması hökmünü simvolik olaraq belə yazmaq olar: ( ) ( ) )2( =«ÎÎ" nPnNn t ;

burada P  sadə ədədlər çoxluğunu göstərir.

Geniş yayılmış riyazi hökmlər içərisində varlıq teoremləri adlanan hökmlərə də tez-tez

rast gəlmək olar. Verilmiş düz xəttə müstəvinin verilmiş nöqtəsindən çəkilmiş perpendikulyarın

varlığı haqda teorem belə ifadə olunur: ixtiyari a düz xətti və C nöqtəsi verilərsə, bu nöqtədən

keçən və a düz xəttinə perpendikulyar olan düz xətt vardır və yeganədir. Bu hökmü simvolik

yazaq. P  ilə müstəvi üzəridə yerləşən nöqtələr çoxluğunu işarə edək. Tutaq ki, PÎa  düz xətti

və PÎC  nöqtəsi verilmişdir. Perpendilulyarın varlığı hökmü belə ifadə olunur:

elə PÎb  düz xətti var ki, bCÎ  və ab ^ .

“elə PÎb  düz xətti var ki,” ifadəsini simvolik olaraq ( )PÎ$b  kimi  işarə etmək  qəbul

olunmuşdur. Belə simvolika ilə yuxarıdakı hökmün birinci (varlıq) hissəsini

( )PÎ$b ( bCÎ Ù ab ^ )

şəklində yazmaq olar. $  simvolu varlıq kvantoru adlanır. Lakin bu simvolik yazılış deyilən

hökmün bir hissəsini ifadə edir. Doğrudan da verilmiş hökmdə b düz xəttinin yeganə olduğu da

hökm edilir. Bu tipli təklifləri dəqiqi ifadə etmək üçün !$  simvolu ilə işarə olunan “varlıq və

yeganəlik” kvantoru daxil edilir. Beləliklə, verilmiş teoremin dəqiq ifadəsi belə olmalıdır:

( )PÎ$ b! ( bCÎ Ù ab ^ ).

( )PÎ$ b!  ifadəsi belə oxunur: “elə yeganə PÎb  vardır ki”.

Əgər predikatın garşısında sərbəst dəyişənlərin hamısı iştirak edən kvantorlar

qoyulmuşsa, onda alınan yazılış mülahizə olacaqdır. Məsələn, ),( yxA  iki dəyişənli

predikatdırsa, onda

)),()()(( yxAyx $"

mülahizədir. Bu mülahizə yalnız və yalnız o zaman D doğruluq qiymətini alır ki, x –in hər bir

mümkün qiymətinə qarşı y-in elə qiymətini göstərmək mümkün olsun ki, bu qiymətlərdə ),( yxA

mülahizəsi doğru olsun. Predikatlar dəyişənlərin mümkün qiymətlərində mülahizəyə çevrildiyi

üçün onlar üzərində məniq əməlləri təyin olunmuşdur. Məsələn, )(xA  və )( yB  predikatları

verilərsə, onda məntiq əməlləri ilə müəyyən olan )(xAØ , )(xA Ú )( yB , )(xA Ù )( yB ,

)(xA ® )( yB  və )(xA « )( yB  predikatlarına baxmaq olar.
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II FƏSİL. Çoxluqlar və münasibətlər

Çoxluq anlayışı müasir riyazi nəzəriyyələrdə mühüm rol oynayan anlayışlardan biridir.

Çoxluq anlayışı riyaziyyatın ilkin anlayışlarından olduğu üçün onun ciddi riyazi tərifi yoxdur.

Lakin çoxluğu xarakterizə edən əsas cəhətləri göstərməklə onu təsvir etmək olar. Bu təsvir

onunla bağlı bir çox məslələri həll etməyə imkan verir.

Riyazi anlayışların əksəriyyətini çoxluq anlayışı vasitəsi ilə müəyyən etmək olur. Belə

anlayışlar sırasına münasibələr və inikaslar da aiddir. İnikas və ya funksiya anlayışı

münasibətlərin xüsusi və olduqca mühüm növü kimi daxil edilir. Bu anlayışlar müasir cəbrin

əsasını təşkil edir.

§1. Çoxluqlar və onlar üzərində əməllər

Çoxluq dedikdə müəyyən əşyalar toplusu başa düşülür. Çoxluğun elementləri adlanan bu

ünsürlər çox vaxt müəyyən ümumi keyfiyyətlərə malik olur. Məsələn, kitabda olan vərəqlər

çoxluğu, hər hansı tənliyin kökləri çoxluğu və i. a. Çoxluq o zaman verilmiş hesab olunur ki, hər

hansı elementin ona daxil olub-olmadığını müəyyən etmək mümkün olsun. Əgər çoxluğu əmələ

gətirən elementlər sonlu sayda olarsa, belə çoxluq sonlu, əks halda isə sonsuz çoxluq adlanır. İki

çoxluq yalnız və yalnız o zaman bərabər hesab olunur ki, onlar eyni elementlərdən ibarət

olsunlar.

Çoxluq adətən böyük latın hərfləri ilə işarə edilir: A, B, C və i. a. Çoxluğun elementləri

isə kiçik latın hərfləri ilə ışarə olunur. Çoxluqlar öz elementləri ilə birqiymətli təyin olunur.

Sonlu çoxluqlar bilavasitə elementlərin sadalanması yolu ilə verilə bilər. Bu elementlər fiqurlu

mötərizə içərisində yazılır. Məsələn, { }3,2,1=A  yazılışı üç elementdən təşkil olunmuş çoxluğu

göstərir. Bəzən sonsuz çoxluqları da elementlərin bir hissəsini sadalamaqla vermək mümkün

olur. Bu o zaman edilir, elementlərin düzülüş sırasına əsasən və ya digər üsulla çoxluğun bütün

elementləri müəyyən oluna bilsin. Məsələn, natural ədədlər çoxluğunu { },...3,2,1  şəklində,  tam

ədədlər çoxluğunu isə { },...2,1,0,1,2..., --  və ya { },...2,1,0 ±±  şəklində göstərmək olar.

Çoxluqların verilmə üsullarından biri və geniş şəkildə işlənəni onların şərt vasitəsi ilə

verilməsidir. Məsələn,

( ){ }1|, 22 =+= yxyxC

çoxluğu müstəvi üzərində koordinatları 122 =+ yx  şərtini ödəyən nöqtələr çoxluğunu, yəni

mərkəzi koordinat başlanğıcında olan vahid çevrəni göstərir. Ümumi halda şərtlə verilə çoxluq

aşağıdakı yazılışa malik olur:

{ })(| xPMxB Î= ;

fiqurlu mötərizə içərisində şaquli xəttdən sağda )(xP  predikatı yazılmışdır və B çoxluğu bütün

elə MxÎ  elementlərindən təşkil olunmuşdur ki, )(xP  predikatı doğru olsun. Məsələn,
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{ }044| 2 =+-Î xxRx

çoxluğu ancaq bir elementdən ibarətdir (x=2) çünki, kvadrat tənliyin ancaq bir kökü vardır.

x elementinin A çoxluğunun elementi olması belə yazılır: AxÎ . AxÏ  yazılışı isə x

elementinin A çoxluğuna daxil olmadığını işarə edir. Yuxarıda deyilənlərə əsasən, iki A və B

çoxluqlarının bərabərlik şərtini belə yaza bilərik:

( )( )BxAxxBA Î«Î"«= .

Tərif 1. Əgər A çoxluğunun hər bir elementi B çoxluğunun da elementi olarsa, onda A

çoxluğu B çoxluğunun alt çoxluğu adlanır və belə yazılır: BAÌ .

Məsələn, { } NÌ3,2,1 ; burada N bütün natural ədədlər çoxluğunu göstərir.

Tərifə əsasən,

( )( )BxAxxBA Î®Î"«Ì .         (1)

Aydındır ki,

ABBABA ÌÙÌ«= .

Tərif 2. Heç bir elementi olmayan çoxluq boş çoxluq adlanır və Æ   ilə işarə olunur.

Məsələn, 012 =+x  tənliyinin həqiqi köklər çoxluğu boş çoxluqdur:

{ } Æ==+Î 01| 2xRx . Tərifə əsasən, boş çoxluğu belə göstərə bilərik: { }}{| xxx Ï=Æ .

Teorem 1. Boş çoxluq istənilən çoxluğun alt çoxluğudur və boş çoxluq yeganədir.

İsbatı. İxtiyari A çoxluğu götürək və Axxx Î®Ï }{  implikasiyasına baxaq. Bu

implikasiyanın şərti yalandır. Deməli, o doğrudur. Beləliklə, ( )( )Axxx Î®ÆÎ"  mülahizəsi

doğrudur. Onda (1) -ə əsasən AÌÆ .

Əgər Æ və Æ¢  iki boş çoxluq olarsa, yuxarıda isbat olunduğuna görə ÆÌÆ¢ÙÆ¢ÌÆ .

Deməli, Æ¢=Æ . Teorem isbat olundu.

Çoxluqlar üzərində təyin olunan əsas əməllər aşağıdakılardır: çoxluqların birləşməsi ( )È ,

kəsişməsi ( )Ç  və iki çoxluğun fərqi ( )\ .

Tərif 3. A və B çoxluqlarının birləşməsi yalnız və yalnız bu çoxluqlardan heç olmasa

birinə daxil olan elementlərin əmələ gətirdiyi çoxluğa deyilir:

{ }BxAxxBA ÎÚÎ=È | .

Misal. Tutaq ki, A={-2, 3, 0} və { }012| 2 =+-= xxxB . Onda, { }3,1,0,2-=È BA .

Tərif 4. A və B çoxluqlarının kəsişməsi yalnız və yalnız bu çoxluqların hər ikisinə daxil

olan elementlərin əmələ gətirdiyi çoxluğa deyilir:

{ }BxAxxBA ÎÙÎ=Ç | .

Misal. Tutaq ki, A={-2, 1, 0} və { }012| 2 =+-= xxxB . Onda, }1{=Ç BA .
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AÈ B

Tərif 5. A və B çoxluqlarının fərqi yalnız və yalnız bu çoxluqlardan  birincisinə daxil

olan və ikincisinə isə daxil olmayan  elementlərdən təşkil olunmuş çoxluğa deyilir:

{ }BxAxxBA ÏÙÎ= |\ .

Misal. Tutaq ki, A={-2, 1, 0} və { }012| 2 =+-= xxxB . Onda, { }0,2\ -=BA . Aydındır

ki, ABBA \\ ¹ . Doğrudan da, { }1\ =AB .

Çoxluqlar üzərində əməllərin xassələri aşağıdakı teoremlə ifadə olunur.

Teorem 2. İxtiyari A,B,C çoxluqları üçün aşağıdakı münasibətlər doğrudur:
1) birləşmə və kəsişmənin idempotentliyi: AAAAA =Ç=È ;
2) birləşmə və kəsişmənin kommutativliyi: ABBAABBA Ù=ÇÙÈ=È ;

3) birləşmə və kəsişmənin assosiativliyi:
þ
ý
ü

ÇÇ=ÇÇ
ÈÈ=ÈÈ

)()(
)()(

CBACBA
CBACBA

;

4) birləşmənin kəsişməyə və kəsişmənin birləşməyə nəzərən distributivliyi:

þ
ý
ü

ÇÈÇ=ÈÇ
ÈÇÈ=ÇÈ

)()()(
)()()(

CABACBA
CABACBA

;

5) AAA =Æ=ÆÈ \ ; Æ=ÆÇA .
İsbatı. Xassələrin isbatı eyni sxem üzrə aparılır və buna görə də bu xassələrdən birinin

isbatı ilə kifayətlənmək olar. Birləşmənin kəsişməyə nəzərən distributivliyini isbat edək.

«ÇÎÚÎ«ÇÈÎ CBxAxCBAx )(

( ) ( ) ( )«ÎÚÎÙÎÚÎ«ÎÙÎÚÎ« CxAxBxAxCxBxAx

)()( CABAxCAxBAx ÈÇÈÎ«ÈÎÙÈÎ« .

Deməli, )()()( CABACBA ÈÇÈ=ÇÈ .

Birləşmə və kəsişmə əməllərinin assosiativliyi istənilən sayda çoxluğun birləməsi və

kəsişməsini müəyyən etməyə imkan verir. )()( CBACBA ÈÈ=ÈÈ  olduğundan üç çoxluğun

birləşməsini sadəcə CBA ÈÈ  kimi yazmaq olar. Eyni qayda ilə CBA ÇÇ  təyin olunur.

Çoxluqlar üzərində əməllər və onlarla bağlı bir çox məsələləri əyani şəkildə təsvir etmək

üçün Eyler-Venn diaqramları adlanan sxemlərdən istifadə olunur. Aşağıdakı şəkillərdə çoxluqlar

üzəridə əməllərin Eyler-Venn diaqramları vasitəsi ilə təsviri verilmişdir.

                                                                  AÇ B

Şəkil 1.
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A\B

                                                                       Şəkil 2.

                                                A                                             B

Şək. 3.

Riyazi nəzəriyyələrdə çox vaxt universal çoxluq adlanan müəyyən U çoxluğu götürülür

və onun alt çoxluqlarına baxılır. Məsələn, Evklid həndəsəsində universal çoxluq olaraq müstəvi

qəbul olunur və onun alt çoxluqları – həndəsi fiqurlar öyrənilir. Tutaq ki, U hər hansı universal

çoxluqdur və AÌU onun ixtiyari alt çoxluğudur. U\A fərqi A çoxluğunun tamamlayıcısı adlanır

və A¢  kimi işarə olunur. Çoxluğun tamamlayıcısı anlayışının aşağıdakı xassələri vardır:

1) ))(( Æ=¢ÇÙ=¢ÈÌ" AAUAAUA ;

2) ))(( AAUA =¢¢Ì" ;

3) ))(,( ABBAUBA ¢Ì¢®ÌÌ" ;

4) de Morgan qanunları:

)))((,( BABAUBA ¢Ç¢=¢ÈÌ" Ù )))((,( BABAUBA ¢È¢=¢ÇÌ" .

Sonuncu düsturlardan birincini isbat edək.

«ÈÏÙÎ«ÈÎ«¢ÈÎ BAxUxBAUxBAx )(\)(

«ÎÚÎØÙÎ«ÈÎØÙÎ« )()( BxAxUxBAxUx

«ÏÙÏÙÎ«ÎØÙÎØÙÎ« )()( BxAxUxBxAxUx

«¢ÎÙ¢Î«ÏÙÎÙÏÙÎ« BxAxBxUxAxUx )()(

)( BAx ¢Ç¢Î« .

Bununla birinci bərabərlik isbat olunur. Digər xassələr də eyni qayda ilə, məntiq qanunlarından

istifadə etməklə isbat oluna bilər.

§2. Binar münasibətlər

1.Çoxluqların düz hasili. Tutaq ki, boş olmayan iki A və B çoxluqları verilmişdir. AaÎ

və BbÎ  elementləri göturək. Əgər iki elementli { }ba,  çoxluğunu düzəltsək, aydındır ki,

{ } { }abba ,, =  olacaqdır. Yəni bu çoxluqlardan götürülmüş elementlərin hansı ardıcıllıqla

yazılmasından asılı olmadan { }ba,  çoxluğu dəyişmir. İndi elementlər cütünü elə düzəldək ki,

birinci element həmişə birinci çoxluqdan, yəni A çoxluğundan, ikinci element isə B çoxluğundan
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götürülmüş olsun. Belə cüt nizamlı cüt adlanır və ba,  kimi işarə olunur. Deyilənlərdən

aydındır ki, abba ,, ¹ . İki ba,  və ba ¢¢,  ( BbbAaa Î¢ÙÎ¢ ,, ) cütləri o zaman bərabər

hesab olunur ki, bbaa ¢=Ù¢=  olsun: bbaababa ¢=Ù¢=«¢¢= ,, . a elementinə nizamlı

cütün birinci elementi, b-yə isə onun ikinci elementi deyilir.

Tərif 1. Birinci elementi A çoxluğundan, ikinci elementi isə B çoxluğundan götürülmüş

bütün mümkün nizamlı cütlər çoxluğuna A və B çoxluqlarının düz hasili deyilir və belə işarə

olunur: BA´ .

Tərifə əsasən yaza bilərik: { }BbAabaBA ÎÙÎ=´ |, .

Misal. { }3,2,1=A və { }baB ,=  çoxluqlarının düz hasilini yazaq.

{ }bababaBA ,3,3,2,2,1,,1=´ .

Eyni qayda ilə,

{ }3,,2,,1,,3,,2,,1, bbbaaaAB =´ .

Göründüyü kimi ABBA ´¹´ . Deməli, çoxluqların düz hasili kommutativlik xassəsinə malik

deyil. Asanlıqla yəqin etmək olar ki, düz hasil üçün assosiativlik xassəsi də ödənilmir:

CBACBA ´´¹´´ )()( .

Doğrudan da, col tərəf cba ,,  kimi, birinci elementi A çoxluğuna daxil olan cütlərdən, sağ

tərəf  isə cba ,,  kimi, birinci elementi BA´  hasilinə daxil olan cütlərdən ibarətdir. Deməli,

bu hasillər həqiqətən müxtəlifdirlər. Lakin bu çoxluqlar arasında cba ,, « cba ,,  kimi

qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq vardır.

Teorem 1. İxtiyri A, B, C çoxluqları üçün aşağıdakı münasibətlər ödənilir:

a) CBCACBA ´È´=´È )( ;

b) CBCACBA ´Ç´=´Ç )( ;

c) CBCACBA ´´=´ \)\( ;

d) Æ=´Æ=Æ´ AA .

Teoremin isbatı oxucuya təklif olunur.

Nizamlı cüt anlayışının ümumiləşməsi n ( 1³n ) elementli kortej anlayışıdır. Tutaq ki,

nAAA ,...,, 21 çoxluqları verilmişdir. i -ci həddi iA    çoxluğundan olan ),...,,( 21 naaa  şəklində sonlu

ardıcıllıq n elementli kortej adlanır. ia  elementlərinə kortejin elementləri deyilir. İki kortejin

bərabərlik şərti aşağıdakı münasibətlə müəyyən edilir:

),...,,( 21 naaa = nnn aaaaaaaaa ¢=ÙÙ¢=Ù¢=«¢¢¢ ...),...,,( 221121 .
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Tərif 2. i -ci həddi iA   çoxluğundan olan bütün mümkün ),...,,( 21 naaa  şəklində n-

elementli kortejlər çoxluğuna nAAA ,...,, 21   çoxluqlarının düz hasili deyilir və belə işarə

olunur: nAAA ´´´ L21 . Əgər AAAA n ==== ...21  olarsa, nAAAA =´´´ L  yazılışı da

işlədilir (çoxluğun Dekart qüvvəti).

1. Mustəvi üzərində düzbucaqlı Dekart koordinat sistemində hər bir nöqtə iki elementli

=yx, (x,y) korteji vasitəsi ilə göstərilir. Beləliklə,müstəvinin nöqtələr çoxluğu ilə RR´  hasili

arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq vardır.

2. Fəzada düzbucaqlı Dekart koordinat sistemində hər bir nöqtə üç elementli

=zyx ,, (x,y,z)  korteji vasitəsi ilə göstərilir. Beləliklə, fəzanın nöqtələri çoxluğu ilə RRR ´´

hasili arasıda qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq vardır.

2. Binar münasibətlər. Binar münasibət anlayışı cəbrdə mühüm rol oynayır. Bir sıra cəbri

strukturlar və onlarla bağlı olan anlayışlar binar münasibət anlayışı ilə verilir. Fərz edək ki, iki

boş olmayan A və B çoxluqları verilmişdir.

Tərif 3. BA´  düz hasilinin hər bir BA´Ìj  alt çoxluğuna A və B çoxluqlarında

verilmiş binar münasibət deyilir; BAyx ´Î,  olarsa deyilir ki, x və y elementləri j

münasibətindədir və belə yazırlar: yxj .

Xüsusi halda əgər BA =  olarsa, onda deyilir ki, j  münasibəti A çoxluğunda verilmişdir.

Misal  1. R həqiqi ədədlər çoxluğunda £  münasibəti binar münasibətdir. Bu münasibət

RR´  düz hasilində bütün yx £  şərtini ödəyən yx,  cütlərindən ibarətdir.

Misal 2. nmM  bölünmə münasibəti natural ədələr çoxluğunda verilmiş binar

münasibətdir. Bu münasibət NN ´  düz hasilində bütün nmM şərtini ödəyən cütlərdən ibarətdir.

Məsələn, 18M  3 olduğu üçün 6,18  cütü bu münasibətə daxildir: MÎ6,18 . Lakin, 18,6  cütü bu

münasibətə daxil deyil, çünki, 186 M/ .

Tutaq ki,boş olmayan A və B çoxluqlarında j  binar münasibəti verilmişdir.

Tərif 4. A çoxluğunun

( )( ){ }yxByAxDom jj Î$Î= |

şəklində təyin olunan alt çoxluğuna j  münasibətinin təyin oblastı deyilir; B çoxluğunun isə

( )( ){ }yxAxBy jj Î$Î= |Im

şəklində təyin olunan alt çoxluğuna j  münasibətinin qiymətlər oblastı deyilir.

Tərif 5. AB´  düz hasilində

{ }BAyxABxy ´Î´Î=È ,|,j
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kimi təyin olunan binar münasibət j  münasibətinin inversiyası (tərsi) adlanır.

Məsələn, { }3,2,1=A  və { }cbaB ,,=  çoxluqlarında verilmiş

{ }acbca ,3,,2,,2,,1,,1=j

münasibəti üçün ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3,,2,,2,,1,,1, acbca=Èj  münasibəti inversiya olacaqdır.

Tərif 6. A və B çoxluqlarında verilmiş j  münasibəti ilə B və C çoxluqlarıda verilmiş g

münasibətlərinin kompozisiyası A və C çoxluqlarında

( )( ){ }zyyxByzx gjjg ÙÎ$= |,o

kimi təyin olunan yeni münasibətə deyilir.

İxtiyari cütlər çoxluğuna binar münasibət kimi baxmaq olar. Bu zaman münasibətə daxil

olan cütlərin birinci elementlərindən təşkil oulunmuş çoxluq münasibətin təyin oblastı, ikinci

elementlərindən təşkil olunmuş çoxluq isə qiymətlər oblastı olacaqdır. Məsələn,

{ }2,0,0,0,3,22,2,2,1,3,1 --=j

cütlər çoxluğu binar münasibətdir və

{ }0,2,1,1 -=jDom , { }0,3,2,3Im -=j , jjj Im´Ì Dom  .

{ }3,2,1=A  və { }cbaB ,,=  çoxluqlarında verilmiş

{ }acbca ,3,,2,,2,,1,,1=j

münasibəti ilə, B və { }2,0 -  çoxluqlarında verilmiş

{ }2,,0,,2,,0,,0,,2, ---= ccbbaag

münasibətinin kompozisiyası aşağıdakı münasibət olacaqdır:

{ }=-----= 2,3,0,3,2,2,0,2,2,2,0,2,2,1,0,1,0,1,2,1jg o

{ }2,3,0,3,2,2,0,2,0,1,2,1 ---= .

Yuxarıda, təkrar olunan cütlərdən biri saxlanaraq qalanları atılmışdır. Asanlıqla görmək olar ki,

gj o  kompozisiyası təyin olunmamışdır (boş çoxluqdur). Deməli, kompozisiya kommutativlik

xassəsinə malik deyil: gjjg oo ¹ .

Teorem 2. Binar münasibətlərin kompozisiyası assosiativdir, yəni ixtiyari üç hgj ,,

binar münasibətləri üçün

( ) ( ) jghjgh oooo = .

İsbatı. Tərifə əsasən göstərmək lazımdır ki, əgər ( )[ ]yx jgh oo  münasibəti doğrudursa,

yəni ( )jgh ooÎyx,  olarsa, onda ( ) jgh ooÎyx,  və tərsinə.  Birinci implikasiyanı, yəni

( )jgh ooÎyx, ( ) jgh ooÎ® yx,

olduğunu göstərmək kifayətdir.
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( ) ( ) ( )( )®Ù$®Î yzzxzyx hjgjgh ooo,

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )®ÙÙ$$®ÙÙ$$® yzzttxtzyzzttxtz hgjhgj

® ( ) ( )( )( ) ( )( )®Ù$®Ù$Ù$ yttxtyzztztxt )( ghjhgj o

( ) ( ) jghjgh oooo Î®® yxyx ,][ .

Teorem isbat olundu. Aşağıdakı teoremin isbatı oxucuya təklif olunur.

Teorem 3. İxtiyari iki j  və g  binar münasibətləri üçün

( ) ÈÈÈ = jggj oo .

Binar münasibət anlayışının ümumiləşməsi n –ar münasibət anlayışıdır. n –ar münasibət

dedikdə ixtiyarı n elementli kortejlər çoxluğu başa düşülür. Əgər bu kortejlərin hamısının

elementləri eyni bir A çoxluğundan götürülərsə, onda deyilir ki, n –ar münasibət A çoxluğunda

verilmişdir. Münasibətlərin verilmə üsullarından biri n yerli, yəni n dəyişənli predikatlardan

istifadəyə əsaslanır. Tutaq ki, ),...,,( 21 nxxxR  predikatının dəyişənlərinin mümkün qiymətlər

çoxluğu, uyğun olaraq, nAAA ,...,, 21  çoxluqlarıdır.

{ }),...,,(|,...,, 2121 nn xxxRxxx=j

ilə nAAA ´´´ L21  düz hasilində ),...,,( 21 nxxxR  predikatının doğruluq kortejləri çoxluğunu işarə

edək. Aydındır ki, bu nAAA ,...,, 21  çoxluqlarında n–ar münasibət müəyyən edir. Bu münasibət

),...,,( 21 nxxxR predikatının qrafiki adlanır.

§3. İnikaslar

İnikas və ya funksiya anlayışı münasibət anlayışının xüsusi halıdır.

Tərif 1. j  binar münasibəti o zaman funksional münasibət adlanır ki, aşağıdakı şərt

ödənilsin:

( )( )( )yxyx j!$" ;

Funksional münasibət eyni zamanda funksiya və ya inikas da adlanır.

Tərifə əsasən, j  münasibəti yalnız və yalnız o zaman inikas (funksiya) adlanır ki,

zyzxyx jjj ®Ù

münasibəti ödənilsin. yxj  şərtini ödəyən y elementi ( )xy j=  kimi yazılır. Məsələn,

{ }2,2,3,1,2,1=j

münasibəti funksional münasibət deyil, çünki, birinci iki cütdə 1 elementi ilə cüt təşkil edən iki

element vardır. Lakin

{ }Nnnn Î|, 2
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münasibəti isə funksional münasibətdir. Funksional münasibətin təyin oblastı və qiymətlər

oblastı eyni zamanda uyğun inikasın təyin oblastı və qiymətlər oblastı adlanır.

Bəzi kurslarda (məsələn, orta məktəb kursunda) funksiyanın tərifi aşağıdakı kimi verilir.

Tərif 2. Əgər X çoxluğundan götürülmüş hər bir x elementinə Y çoxluğundan yeganə y

elementi qarşı qoyularsa, onda belə uyğunluğa X çoxluğunda təyin olunmuş funksiya deyilir.

Göstərək ki, bu tərif yuxarıda verilən tərif ilə eynigüclüdür. Tutaq ki, j  inikası tərif  1

vasitəsi ilə təyin olunmuşdur. jDomX = , jIm=Y  işarə edək. Tərifə əsasən, ixtiyari XxÎ

elementi götürsək jÎyx,  şərtini ödəyən YyÎ elementi vardır və yeganədir. Beləliklə, j

inikası tərif 2-ni ödəyir. Tərsinə, ikinci tərif ödənilərsə, onda jDomX =  olan j  funksional

münasibəti təyin olunmuşdur. Beləliklə, təriflərin eynigüclü olduğu isbat olundu.

Tutaq ki, j  funksional münasibətdir, jDomX =  və YÌjIm .  Bu  qısa  olaraq

YX ®:j  və ya YX ¾®¾j  kimi yazılır. X çoxluğunun j  inikası zamanı obrazı

( ) ( ){ } YXxxX ÌÎ= |jj alt çoxluğuna deyilir. YM Ì  çoxluğunun proobrazı isə

( ) ( ){ }MxXxM ÎÎ=- jj |1  çoxluğuna deyilir. Təyin oblastı iki çoxluğun düz hasilinə daxil

olan inikas ikidəyişənli funksiya adlanır. Eyni qayda ilə çoxdəyişənli funksiya anlyışı verilir.

İnikasların kompozisiyası. Tutaq ki, iki f və g inikasları verilmişdir. Bu inikasların

kompozisiyası dedikdə onların binar münasibətlər kimi kompozisiyası başa düşülür və gf ×

kimi işarə olunur. Asanlıqla göstərmək olar ki, (isbat edin) inikasların kompozisiyası inikasdır;

eyni zamanda ))(())(( xgfxgf =×  münasibəti ödənilir. Münasibət kimi, inikasların

kompozisiyasının grafiki aşağıdakı kimi müəyyən olunan cütlər çoxluğudur:

{ }Domfxgxgfxgf Î=× )(|))((, .

Məsələn, xxf =)(  və xxg sin)( =  funksiyalarının kompozisiyası olan xy sin=  funksiyası

elə yx,  cütlər çoxluğundan ibarətdir ki, 0sin ³x  olsun. Sonuncu bərabərsizliyin həllər

çoxluğu bütün Zkkk Î+ ],)12(,2[ pp  şəklində intervalların birləşməsindən ibarətdir.

Münasibətlərdə olduğu kimi inikasların da kompozisiyası kommutativlik xassəsinə malik

deyil, lakin assosiativlik isə doğrudur, yəni hgf ,,  inikaslar olarsa, onda

hgfhgf ××=×× )()( .

Tutaq ki, AAf ®:  inikası verilmişdir. Əgər ixtiyari AxÎ  elementi  üçün xxf =)(

olarsa, bu inikas eynilik və ya vahid inikas adlanır və Ai  kimi işarə olunur. Əgər BAg ®:  ini-

kası verilərsə, onda Èg  inversiyası həmişə vardır.

Tərif 3. BAg ®:  inikası o zaman süryektiv inikas (yaxud A-nın B üzərinə inikası)

adlanır ki, ixtiyari ByÎ  elementi üçün elə AxÎ  elementi tapmaq mümkün olsun ki, yxf =)(
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olsun.

Məsələn, xy sin=  funksiyası R  həqiqi ədədlər çoxluğunun ]1,1[-  parçasına süryektiv

inikasıdır. Lakin o, R  çoxluğunun özünə süryektiv inikası deyil. İki süryektiv inikasın

kompozisiyası süryektiv inikasdır.

Tərif 4. BAg ®:  inikası o zaman inyektiv inikas adlanır ki, ixtiyari Axx Î21,

elementləri üçün 2121 )()( xxxfxf =®=  münasibəti ödənilsin.

Tərifdən alınır ki, inyektiv inikas zamanı iki müxtəlif nöqtənin obrazı iki müxtəlif nöqtə

olur. Məsələn, 3xy =  inikası inyektivdir, 2xy =  isə inyektiv deyil. İki inyektiv inikasın

kompozisiyası da inyektiv inikasdır.

Tərif 5. BAg ®:  inikası o zaman biyektiv inikas adlanır ki, o həm inyektiv və həm də

süryektiv olsun.

İki biyektiv inikasın kompozisiyası da biyektiv inikasdır.

Məsələn, tgxxf =)(  funksiyası f: R®- )2/,2/( pp  (intervalın uzunluğu dövrə

bərabərdir) inikası kimi biyektivdir, lakin xxf cos)( =  funksiyası isə f: [ ]1;1];( -®- pp  inikası

kimi biyektiv deyil.

Teorem. İxtiyari süryektiv BAg ®:  inikası üçün Bigg =Èo  münasibəti doğrudur.

İsbatı. İxtiyari ByÎ  elemeni götürək. Süryektivliyə əsasən elə AxÎ  elementi tapmaq

olar ki, )(xgy = . Deməli, { })(| xgyAx =Î  çoxluğu boş deyil. Tutaq ki, Ax Î¢  və gyx Î¢, .

Onda, ÈÎ¢ gxy,  və ya yygg =È ))(( . Kompozisiyanın tərifinə görə Bigg =Èo .

Tərif 5. BAg ®:  inikası o zaman tərsi olan inikas adlanır ki, elə ABh ®: inikası

tapmaq mümkün olsun ki, Aigh =×  və Bihg =×  bərabərlikləri doğru olsun; bu halda h tərs

inikas adlanır və 1-= gh  kimi işarə olunur.

Məsələn, tgxxg a:  inikası Rg ®- )2/,2/(: pp  kimi tərsi olan inikasdır və onun tərsi

arctgxxh =)(  funksiyasıdır.

Teorem 4-dən aydın olur ki, əgər Èg  münasibəti də süryektiv inikas olarsa, onda tərif 5-ə

əsasən g  və Èg  inikasları bir-birinin tərsi olacaqdır. Əgər iki f  və g  funksiyalarının tərsi

varsa, onda gf o  kompozisiyasının da tərsi vardır və ( ) 111 --- = fggf oo  (isbat edin).

§4. Ekvivalentlik münasibəti

Binar münasibətlərin bəzi növlərinin riyaziyyatın bir çox sahələrində mühüm tətbiqləri

vardır.

Tərif 1. Tutaq ki, boş olmayan A çoxluğunda j  binar münasibəti verilmişdir. Bu müna-
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sibət o zaman:

a) refleksiv münasibət adlanır ki, ( )( )xxx j" ;

b) antirefleksiv münasibət adlanır ki, ( )( )xxx jØ" ;

c) simmetrik münasibət adlanır ki, ( )( )xyyxyx jj ®" , ;

ç) antisimmetrik münasibət adlanır ki, ( )( )yxxyyxyx =®Ù" jj, ;

d) tranzitiv münasibət adlanır ki, ( )( )zxzyyxzyx jjj ®Ù" ,, ;

e) rabitəli münasibət adlanır ki, ( )( )xyyxyxyx jj Ú®¹" ,  şərtləri ödənilsin.

Misallar. a) { }AxxxiA Î= |,  münasibəti refleksiv münasibətdir. Asanlıqla yəqin etmək

olar ki, Ai  münasibətini daxilinə alan hər bir münasibət refleksiv münasibətdir. Xüsusi halda,

]1,0[=A  olarsa, yx £  münasibəti refleksiv münasibətdir.

b) İxtiyari j  münasbiəti verilərsə, Ai\j  münasibəti antirefleksiv münasibətdir. Xüsusi

halda ]1,0[=A  olarsa, yx <  münasibəti refleksiv münasibətdir.

c) R həqiqi ədədlər çoxluğunda { }1|, 22 =+= yxyxj  münasibəti simmetrik

münasibətdir. Doğrudan da, x və y ədədləri göstərilən bərabərliyi ödəyərsə, onda onların yerini

dəyişdikdə bərabərlik pozulmur.

ç) N natural ədədlər çoxluğunda { }yxyx M|,=j  bölünmə münasibəti antisimmetrik

münasibətdir. Doğrudan da, əgər yxM  olarsa, elə k natural ədədi tapmaq olar ki, ykx = . Eyni

qayda ilə elə m natural ədədi var ki, xmy = . Birinci bərabərlikdə ikincini nəzərə alsaq, yaza

bilərik: yxkmmkxmkx =®==®=®= 11 .

d) R həqiqi ədədlər çoxluğunda yx <  tranzitiv münasibətdir. Yəni zyyx <Ù<  olarsa,

onda zx < .

e) R həqiqi ədədlər çoxluğunda yx <  rabitəli münasibətdir, yəni yx ¹  olarsa, onda ya

yx <  və ya xy < .

Tərif 2. Boş olmayan A çoxluğunda verilmiş j  münasibəti o zaman ekvivalentlik

münasibəti adlanır ki, o, ferleksiv, simmetrik və tranzitiv olsun.

Ekvivalentlik münasibəti üçün çox işlənən işarələr bunlardır: ~,,»º .

Misallar. 1. Z natural ədədlər çoxluğunda verilmiş { }5,|, MyxZyxyx -ÙÎ=j

münasibəti ekvivalentlik münasibətidir. Doğrudan da j  münasibətinin a), c), e) şərtlərini

ödədiyi aşağıdakı sxemlərdən görünür.

a) ( )( )50M=-«Î" xxxxZx j ;
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c)
55 MM xyyx

xyyx

-®-
­¯

® jj
;

e)
55)()(55 MMMM zxzyyxzyyx

zxzyyx

-®-+-®-Ù-
­¯¯

®Ù jjj
.

Yuxarıdakı sxemdə, məsələn, x-yM 5 yazılışı x-y fərqinin 5-ə bölündüyünü işarə edir.

2. Tutaq ki, A müstəvi üzərində yerləşən düz xətlər çoxluğudur göstərir. j  binar

münasibətini aşağıdakı kimi təyin edək:

{ })||(,|, yxyxAyxyx Ú=ÙÎ=j .

Göründüyü kimi, j  münasibəti düz xətlərin paralel olması və ya üst-üstə düşməsi münasibətidir.

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, bu münasibət a), c), e) şərtlərini ödəyir. Deməli, o, ekvivalentlik

münasibətidir.

3. İstiqamətlənmiş parçalar (vektorlar) çoxluğunda bərabərlik ekvivalentlik münasibəti-

dir.

Tərif 3. Tutaq  ki, j  boş olmayan A çoxluğunda verilmiş ekvivalentlik münasibətidir.

AxÎ  ixtiyari element olarsa, A çoxluğunun { }yxAyx jj |][ Î=  şəklində müəyyən olunan alt

çoxluğuna x elementinin ekvivalentlik sinfi deyilir.

Ekvivalentlik sinfi bəzən qonşu sinif, çıxıqlar sinfi kimi də adlandırılır. x elementinin

ekvivalentlik sinfi x , j/x   ilə də işarə olunur.

Yuxarıda 1-ci misalda

{ };...11;6;1;4;9...;]1[ --=

alt çoxluğu 5-ə böldükdə 1qalığı verən tam ədədlərdən ibarətdir, yəni 1-in ekvivalentlik sinfini

göstərir. 2-ci misalda hər hansı a  düz xəttinin ekvivalentlik sinfi bu düz xətdən və ona paralel

olan bütün düz xətlərdən təşkil olunmuşdur. 3-cü misalda isə verilən istiqamətlənmiş parçanın

ekvivalentlik sinfi onun müəyyən etdiyi (sərbəst) vektordur.

Tərif 4. A çoxluğunda verilmiş j  ekvivalentlik münasibətinin doğurduğu ekvivalentlik

sinifləri çoxluğuna  onun j  münasibətinə nəzərən faktor-çoxluğu deyilir və j/A  ilə işarə

olunur.

Yuxarıdakı 1-ci misalda cəmi beş ekvivalentlik sinfi vardır: { }]4[],3[],2[],1[],0[/ =jZ .

Asanlıqla görmək olar ki, ]4[]3[]2[]1[]0[ ÈÈÈÈ=Z  olmaqla, ekvivalentlik sinifləri cüt-cüt

kəsişmir. Bu xassə ekvivalentlik münasibətinin mühüm xassəsidir və o, ümumi halda da

doğrudur.
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Tərif 5. Əgər A çoxluğunu cüt-cüt kəsişməyən və boş olmayan alt çoxluqlar ailəsinin

birləşməsi şəklində göstərmək olarsa, onda bu ailə A çoxluğunun bölgüsü adlanır.

Teorem 1. A çoxluğunda j   ekvivalentlik münasibəti verilərsə, onda j/A  faktor-çox-

luğu onun bölgüsüdür.

İsabatı. İxtiyari AxÎ  elementi götürək. xxj  mülahizəsi refleksivliyə əsasən doğru

olduğu üçün, j][xxÎ . Beləliklə, hər bir element boş olmayan ekvivalentlik sinfi doğurur və bu

sinfə daxil olur. Deməli, bütün qonşu siniflərin birləşməsi A çoxluğunu verir. Göstərək ki,

müxtəlif ekvivalentlik sinifləri cüt-cüt kəsişmir. Æ¹Ç jj ][][ yx  olarsa, onda onların ümumi z

elementi vardır. Göstərək ki, bu halda jj ][][ yx = . Ixtiyari j][xaÎ  elementi götürək.

Ekvivalentlik sinfinin tərifinə əsasən axj . Eyni zamanda, zxj . Simmetriklik şərtinə görə yaza

bilərik: xaax jj ® . Tranzitivliyə görə azzazxxa jjjj ®®Ù . Lakin fərziyyəyə görə

j][yzÎ ; onda zyj  və azj . Tranzitivlik xassəsini sonuncu iki münasibətə tətbiq edərək, alırıq

jj ][yzzy Î® . Deməli, jj ][][ yx Ì . Eyni qayda ilə göstərə bilərik ki, jj ][][ yx É . Beləliklə,

jj ][][ yx = . Yuxarıdakı mülahizələr göstərir ki, ekvivalentlik sinifləri ya cüt-cüt kəsişmir və ya

üst-üstə düşür. Teoremin isbatı başa çatdı.

Bu teoremin tərsi də doğrudur. Yəni boş olmayan A çoxluğunun hər bir bölgüsü müəyyən

bir ekvivalentlik münasibəti təyin edir.

Teorem 2. Tutaq ki, boş olmayan A çoxluğunda hər hansı S alt çoxluqlar ailəsi ilə bölgü

verilmişdir: yəni heç biri boş olmayan və cüt-cüt kəsişməyən elə sA  ( SsÎ ) alt çoxluqları

verilmişdir ki,

U
Ss

sAA
Î

=

Onda, A çoxluğunda elə j  ekvivalentlik münasibəti müəyyən etmək olar ki, S ailəsinə aid olan

hər bir alt çoxluq ekvivalentlik sinfi olsun.

İsbatı. Teoremi isbat etmək üçün j  münasibəti aşağıdakı kimi təyin edilir:

( )( ){ }ss AyAxSsyx ÎÙÎÎ$= |,j

Əvvəlcə göstərək ki, j  münasibəti ekvivalentlik münasibətidir. İxtiyari AxÎ  elementi

verilərsə, onda elə SsÎ  tapmaq olar ki, sAxÎ . Onda j  münasibətinin tərifindın görünür ki,

jÎxx,  və ®Îjyx, jÎxy, . Deməli, j  münasibəti refleksiv və simmetrikdir. Əgər

jÎyx,  və jÎzy,  olarsa, onda elə SsÎ  tapmaq olar ki, sAyx Î, . Eyni qayda ilə, onda elə

StÎ  tapmaq olar ki, tAzy Î, . Lakin, S ailəsi bölgü olduğundan sAyÎ  və tAyÎ  münasibətləri
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ancaq st =  olduqda mümkündür. Deməli, sAzyx Î,,  və buna  görə də jÎzx, , yəni j

münasibəti həm də tranzitivdir. Hər bir sA  alt çoxluğunun ekvivalentlik sinfi olması bilavasitə j

münasibətinin tərifindən alınır. Teorem 2 isbat olundu.

Eyni zamanda göstərmək olar ki, belə j  münasibəti yeganədir.

Tutaq ki, BAf ®:  inikası verilmişdir. A çoxluğunda aşağıdakı kimi ekvivalentlik

münasibəti təyin edək:

{ })()(,|, yfxfAyxyx =ÙÎ=j

(j -nin ekvivalentlik münasibəti olduğunu göstərmək oxucuya təklif olunur). Bu münasibət A

çoxluğunda bölgü müəyyən edir. Yeni BAf ®j/:  inikası müəyyən edək. Hər bir j][x  sinfinə

Bxf Î)(  elementini qarşı qoyaq. Əgər j][xx Î¢  olarsa, onda )()( xfxf ¢=  olduğu üçün, f

inikasının qiyməti sinfin elementindən deyil, sinfin özündən asılıdır. Aydındır ki, f  inyektiv

inikasdır (göstərin).

§5. Nizam münasibəti

Tərif 1. Boş olmayan A çoxluğunda verilmiş j  binar münasibəti antisimmetrik və

tranzitiv olarsa, onda belə münasibət nizam münasibəti adlanır. Bu halda deyilir ki, j,A  cütü

nizamlanmış, yaxud nizamlı çoxluqdur.

Tərif 2. A çoxluğunda verilmiş j  nizam münasibəti refleksiv münasibət olarsa, onda o,

qeyri-ciddi nizam münasibəti adlanır; antirefleksiv nizam münasibətinə isə ciddi nizam

münasibəti deyilir.

Qeyd edək ki, əgər j  binar münasibəti tranzitiv və antirefleksiv olarsa, onda bu

münasibət antisimmetrikdir. Doğrudan da, tutaq ki, j  binar münasibəti tranzitiv və

antirefleksivdir. Onda, tranzitivliyə görə xxxyyx jjj ®Ù . Lakin, antirefleksivliyə əsasən

xxj  mülahizəsi yalandır. Buna görə də xyyx jj Ù  olmasından şərti yalan olan yxxx =®j

implikasiyasının doğruluğu alınır. Beləliklə,
yxxyyx =®Ù jj

və deməli, j  antisimmetrikdir. Deyilənlərə və tərif 2-yə əsasən aşağıdakı teoremi isbat etmiş

oluruq.

Teorem 1. Antirefleksiv və tranzitiv münasibət ciddi nizam münasibətidir.

Misallar. 1. Natural ədədlər çoxluğunda tam bölünmə (M ) münasibəti nizam

münasibətidir. Bu nizam münasibəti refleksiv olduğu üçün ( aaM ) o, qeyri-ciddi nizamdır.

2. Həqiqi ədədlər çoxluğunda yx <  ciddi nizam münasibətidir.
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3. Tam ədədlər çoxluğunda bölünmə münasibəti antisimmetrik olmadığı üçün o, nizam

münasibəti deyil. Məsələn, 3)3()3(3 MM -Ù- , lakin 33 -¹ .

Tərif 3. Tutaq ki, j,A  nizamlı çoxluqdur. Əgər j  rabitəli münasibət olarsa, ona xətti

nizam münasibəti deyilir, j,A  isə xətti nizamlı çoxluq adlanır.

Qeyd etmək lazımdır ki, nizam münasibətinə müxtəlif yanaşmalar mövcuddur. Biz [10]

və [17]–də olan yanaşmaya üstünlük veririk. Tutaq ki, j  xətti nizamdır. Onda əgər xyyx jj Ù

doğru olarsa, tranzitivliyə əsasən xxj  doğru olar. Deməli, əgər j  ciddi nizam olarsa, onda

xyyx jj Ù  mülahizəsi yalandır. Beləliklə, ciddi xətti nizam münasibəti müəyyən edilmiş

çoxluqda trixotomiya qanunu deyilən təklif alınır: xyyxyx jj ,,=  münasibətlərindən ancaq biri

ödənir.

Tərif 4. Əgər j,A  xətti nizamlı çoxluq deyilsə, onda o, qismən nizamlı çoxluq adlanır.

Misallar. 1. yxyx <«j  kimi təyin olunan münasibət R  həqiqi ədədlər çoxluğunda

ciddi xətti nizam münasibətidir. İxtiyari iki x və y həqiqi ədədləri üçün aşağıdakı üç

münasibətdən ancaq biri ödənilir: yxyxyx <>= ,, .

2. Hər hansı M  çoxluğunun alt çoxluqlar çoxluğunda Ì  münasibəti qeyri-ciddi və xətti

olmayan nizam münasibətidir.

Tərif 5. Tutaq ki, j,A  nizamlı çoxluqdur. AaÎ  elementi o zaman ən kiçik element

adlanır ki, ( )( )xaxaAx j®¹Î" .

Hər bir xətti nizamlı çoxluqda ən kiçik element birdən çox ola bilməz. N natural ədədlər

çoxluğunun hər bir alt çoxluğunda ən kiçik element vardır. Lakin )1,0(  aralığında “< ” ciddi

nizamına görə ən kiçik element yoxdur.

Tərif 6. Əgər xətti nizamlı j,A  çoxluğunun hər bir boş olmayan alt çoxluğunda ən

kiçik element varsa, onda belə çoxluq tamam nizamlı çoxluq adlanır.

Yuxarıda deyilənlərə əsasən, N natural ədədlər çoxluğu tamam nizamlı çoxluqdur, lakin

həqiqi ədədlər çoxluğu tamam nizamlı deyil.
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III FƏSİL. Cəbrlər və cəbri sistemlər

Cəbrin əsas tədqiqat obyektləri içərisində cəbrlər və cəbri sistemlər mühüm yer tutur.

Müasir riyaziyyat elminin bir çox sahələrində cəbri sistemlərin böyük əhəmiyyəti vardır. Cəbr və

cəbri sistemlərdə daxil olunaraq öyrənilən əməllər və münasibətlərin bir çox xassələri müxtəlif

tətbiqlərdə müxtəli şəkildə özünü büruzə verir. Bu müxtəlifliyin zahiri təzahürlərindən azad

olaraq, məsələnin məzmununa müvafiq şərh verməklə tədqiq olunan proseslərdə cəbri strukturlar

vermək olur. Məsələn, riyazi analizdə kəsilməz funksiyalar halqasının daxil edilməsi, yaxud

çoxobrazlıları öyrənərkən toxunan fəza anlayışının daxil edilməsi və s. məsələlərin öyrənilməsini

sadələşdirir, onlara ümumi məzmun və məna verir. Cəbrlərin və cəbri sistemlərin tətbiqi

nəticəsində riyaziyyatın müxtəlif, ilk baxışda uyuşmayan bir çox sahələrini birləşdirən müştərək

tədqiqat istiqamətləri meydana gəlmişdir.

§1. Cəbri əməllər və onların növləri

Tutaq ki, G  ixtiyari boş olmayan çoxluq, n  natural ədəddir.

Tərif 1. n ranqlı cəbri əməl dedikdə, hər bir n  elementli n
n Gaaa Î,...,, 21  kortejinə

birqiymətli təyin olunmuş GaÎ  elementini qarşı qoyan

GGf n ®: ,

inikası başa düşülür.

Əgər 1=n  olarsa, cəbri əməl unar əməl, 2=n  olduqda isə binar əməl adlanır. Bəzən 0-

ar əməl də daxil edilir. 0=n  olduqda, şərti olaraq GeeG Î= },{0  hesab edilir və ümimiliyi

pozmadan, eef =)( qəbul olunur; beləliklə, 0-ar əməl hər hansı bir elementin qeyd

olunmasından ibarətdir.

Cəbri əməllər içərisində binar əməllər xüsusi rol oynayır. Əgər GGGf ®´:  binar əməl

olarsa, onda funksional yazılışdan istifadə edərək ixtiyarı ba,  elementlər cütü üçün əməlin

nəticəsini Gсcbaf Î= ,),(  kimi yaza bilərik. Lakin binar əməllər üçün ənənəvi simvolika

vardır. Bu əməllər üçün yuxarıda deyilən ( )baf ,  simvolu əvəzinə afb  yazılışından istifadə

olunur. Bəzi geniş yayılmış əməl işarələri bunlardır: ^*×´-+ ,,,:,,,  və s. Məsələn,

bababa ^*+ ,,  və s.

Misallar. 1. N  natural ədədlər çoxluğunda toplama əməli təyin olunmuşdur. Hər mn,

natural ədədlər cütünə onların mn +  cəmini qarşı qoyan bu əməl binar əməldir.

2. Q  rasional ədədlər çoxluğunda iki binar əməl təyin olunmuşdur: toplama və vurma

əməlləri. Əlbəttə, bu o demək deyildir ki, Q  çoxluğunda başqa binar əməl təyin oluna bilməz.

Belə əməllər sonsuz sayda müəyyən oluna bilər. Məsələn, 2, -abba a  kimi təyin olunan ini-
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kas binar əməl müəyyən edir.

3. R  həqiqi ədədlər çoxluğunda toplama və vurma binar əməlləri təyin olunmuşdur.

4. R  həqiqi ədədlər çoxluğunda unar əməl olaraq əks həqiqi ədədi müəyyən edən

( )aa -a  əməli daxil etmək olar.

5. Hər hansı M çoxluğunun alt çoxluqlar çoxluğunu G  ilə işarə edək. ( )BA,  alt çoxluqlar

cütünə BAÈ  birləşmısini qarşı qoyan əməl binar əməldir. AMA \a  kimi təyin olunan inikas

isə unar əməl müəyyən edir.

Əlbəttə, müxtəlif ranqlı əməllər təyin olunmuş bir-birindən kəskin fərqlənən çoxlu sayda

misallar göstərmək olar. Gələcəkdə biz belə misallara daha çox rast gələcəyik və onların cəbrdə

mühüm rolunun olduğunu yəqin edəcəyik.

Binar əməllərin növləri. Tutaq ki, G  çoxluğunda *  binar əməli təyin olunmuşdur.

Tərif 2. Əgər ixtiyari iki Gba Î,   elementləri üçün

abba *=*

bərabərliyi ödənilərsə, onda deylilir ki, *  əməli kommutativ əməldir, yəni *  əməli kommutativlik

xassəsinə malikdir.

Tərif 3. Əgər ixtiyari üç Gcba Î,,   elementləri üçün

)()( cbacba **=**

bərabərliyi ödənilərsə, onda deylilir ki, *  əməli assosiativ əməldir, yəni *  əməli assosiativlik

xassəsinə malikdir.

Assosiativlifyə əsasən hər iki nəticə eynidir və onu sadəcə cba **  kimi yazmaq olar.

İndi isə fərz edək ki, G  çoxluğunda iki binar əməl təyin olunmuşdur: ·  və + .

Tərif 4. Əgər ixtiyari Gcba Î,,   elementləri üçün

cbcacbacabacba ·+·=·+Ù·+·=+· )()(

bərabərlikləri ödənilərsə, onda deylilir ki, ·  əməli +  əməlinə nəzərən distributiv əməldir, yəni ·

əməli +  əməlinə nəzərən distributivlik xassəsinə malikdir.

Misallar.1. Q  rasional ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş toplama və vurma əməlləri

kommutativ və assosiativ əməllərdir.

2. Tam ədədlər çoxluğunda “–“ çıxma əməli təyin olunmuşdur, lakin bu əməl

kommutativlik və assosiativlik xassələrinə malik deyil:

)11(11)11(3223 --¹--Ù-¹- .

3. Q  rasional ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş vurma əməli toplama əməlinə nəzərən

distributivlik xassəsinə malikdir: acabcba +=+ )( .

4. R  həqiqi ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş vurma əməli çıxma əməlinə nəzərən
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distributivlik xassəsinə malikdir: acabcba -=- )( .

5. R  həqiqi ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş çıxma əməli vurma əməlinə nəzərən

distributivlik xassəsinə malik deyil. Doğrudan da,

))(()( cababca --=-

bərabərliyi doğru deyil.

Neytral və simmetrik elementlər. Tutaq ki, G  çoxluğunda ·  binar əməli təyin edilmişdir

və GeÎ  elementi qeyd olunmuşdur.

Tərif 5. Əgər ixtiyari GaÎ   elementi üçün

aea =·

bərabərliyi ödənilərsə, onda deylilir ki, GeÎ  elementi ·  əməlinə nəzərən sağ neytral

elementdir.

Tərif 6. Əgər ixtiyari GaÎ   elemeni üçün

aae =·

bərabərliyi ödənilərsə, onda deylilir ki, GeÎ  elementi ·  əməlinə nəzərən sol neytral elementdir.

Əgər e həm sağ, həm də sol neytral element olarsa, ona sadəcə neytral element adlanır.

Teorem 1. Neytral element yeganədir.

İsbatı. Tutaq ki, iki neytral element vardır: e  və e¢ . Onda yaza bilərik:

eeeeee ¢=®¢=¢·= , yəni neytral element yeganədir.

Misallar. 1. Q  rasional ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş toplama əməli üçün 0 ədədi

neytral elementdir.

2. 1 ədədi Q  rasional ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş vurma əməli üçün neytral ele-

mentdir.

3. A çoxluğunda təyin olunmuş AAf ®:  inikaslar çoxluğunda inikasların o

kompozisiyası binar əməldir. Ai  eynilik inikası bu əmələ nəzərən neytral elementdir.

4. Tutaq ki, U  hər hansı universal çoxluq, E isə onun alt çoxluqları çoxluğudur. E  çoxlu-

ğunda È  birləşmə əməli binar əməldir. Æ  (boş çoxluq) bu əmələ nəzərən neytral elementdir.

Tutaq ki, G  çoxluğunda ·   binar əməli təyin olunmuşdur və GeÎ  elementi neytral

elementdir.

Tərif 7. Tutaq ki, GaÎ   elementi üçün elə Ga Î¢  elementi var ki,

eaa =¢·

bərabərliyi ödənilir. Onda deylilir ki, a¢  elementi ·  əməlinə nəzərən a elementinə sağ simmetrik

elementdir.

Tərif 8. Tutaq ki, GaÎ   elementi üçün elə Ga Î¢¢  elementi var ki,

eaa =·¢¢
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bərabərliyi ödənilir. Onda deylilir ki, a ¢¢  elementi ·  əməlinə nəzərən a elementinə sol simmetrik

elementdir. Əgər e elementi həm sağ və həm də sol simmetrik element olarsa, ona verilmiş əmələ

görə a elementinə simmetrik element deyilir.

Misallar. 1. Q  rasional ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş toplama əməlinə nəzərən hər

bir a rasional ədədinin simmetrik elementi vardır və a- -ya bərabərdir.

2. Q  rasional ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş vurma əməlinə nəzərən sıfırdan fərqli

hər bir a rasional ədədinin simmetrik elementi vardır və aa /11 =- -ya bərabərdir.

§2. Cəbrlər.

Tutaq ki, boş olmayan hər hansı G  çoxluğunda müəyyən W  əməllər çoxluğu verilmişdir.

G= W,G  cütü cəbr adlanır. G  çoxluğu cəbrin əsas çoxluğu, W  çoxluğunun elementlərinə baş

əməllər, yaxud əsas əməllər deyilir.

Misallar. 1. N  natural ədədlər çoxluğunda toplama əməli təyin olunmuşdur. Buna görə

də W,N  cütü cəbrdir, burada { }+=W . Bu cəbr sadəcə olaraq +,N  kimi işarə olunur.

2. Q  rasional ədədlər çoxluğunda iki binar əməl təyin olunmuşdur: toplama və vurma

əməlləri. Buna görə də W,Q  cütü cəbrdir, burada { }×+=W , . Bu cəbr sadəcə olaraq Q= ×+,,Q

kimi işarə olunur.

3. R  həqiqi ədədlər çoxluğunda iki binar əməl təyin olunmuşdur: toplama və vurma

əməlləri. Buna görə də R= ×+,,R  nizamlı üçlüyü cəbrdir.

Qeyd edək ki, misal 3-də əməl kimi unar “–“ əməli götürülə bilər və bu əməl verilmiş

ədədi əks işarəli ədədə inikas edən unar əməldir. Əsas çoxluğu eyni olan, lakin baş əməlləri eyni

olmayan cəbrlər müxtəlif cəbrlər hesab olunur. Cəbrin kortej şəklində söylənişində əməllərin

yerləşdiyi ardıcıllıqla onların ranqlarından düzəlmiş ardıcıllığa cəbrin tipi deyilir. Məsələn,

yuxarıda göstərilən misallardakı cəbrlər, uyğun olaraq, (2), (2,2) və (2,2) tipli cəbrlərdir.

-×+ ,,,R  cəbrinin tipi (2,2,1)-dir (burada “–“ əks elementə keçməni göstərən unar əməldir).

1,0,,,, -×+R  isə (2,2,1,0,0) tipli cəbrdir (0 və 1 elementlərinin seçilməsi 0 ranqlı əməllərdir).

W,G  cəbrində hər hansı GAÌ  alt çoxluğu götürək və bu çoxluqda ixtiyari WÎw

cəbri əməlinin təsirini öyrənək. Sadəlik üçün bu əməli binar əməl qəbul edək. Ola bilər ki,

ixtiyari iki Aba Î,   elementləri üçün Aba Îw  münasibəti də doğru olsun. Bu halda deyilir ki,

GAÌ  alt çoxluğu w  əməlinə görə qapalıdır (yaxud dayanıqlıdır).

Tərif 1.  Əgər GAÌ  alt çoxluğu ixtiyari WÎw  əməlinə görə qapalıdırsa, onda W,A

cəbri W,G  cəbrinin alt cəbri adlanır.
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Aydındır ki, alt cəbrdə hər bir əməl əvvəlki cəbrdəki bütün xassələrə malik olacaqdır.

Yuxarıda təyin olunan cəbrlərin bəzi alt cəblərini göstərək.

1. N  natural ədədlər çoxluğunda bütün cüt ədədlər çoxluğunu N2  kimi işarə edək.

+,2N   cəbri +,N  cəbrinin alt cəbri olacaqdır.

2. Q  rasional ədədlər çoxluğunda təyin olunmuş ×+,,Q  cəbrinin alt cəbri olaraq ×+,,Z

cəbri götürülə bilər.

3. Öz  növbəsində ×+,,Q  cəbri ×+,,R  cəbrinin alt cəbridir.

Alt cəbrlərə aid daha əhəmiyyətli misallar müxtəlif konkret cəbrlər öyrənilərkən veriləcək

və onların müxtəlif xassələri və tətbiqləri öyrəniləcəkdir.

Fərz edək ki, ixtiyari iki eyni tipli W,G  və W¢¢,G  cəbrləri verilmişdir. İki inikasa

baxaq. Bunlardan birincisi əsas çoxluqların inikasıdır: GG ¢®:j , ikincisi isə baş əməllər

çoxluğunda verilmiş biyektiv W¢®W:s  inikasıdır. İstənilən WÎw  əməli üçün ( )ws  əməlinin

w  əməli ilə eyni r  ranqına malik olduğunu qəbul edək.  Onda ixtiyari r
r Gaa Î,...,1  korteji

üçün ( ) Gaa r Î,...,1w . Aydındır ki, GG ¢®:j  inikası rr GG ¢®:j  inikasını doğurur. Bu

sadəcə olaraq ( ) ( ))(),...,(,..., 11 rr aaaa jj®  uyğunluğu ilə yaranır.

Tərif 2. Əgər ixtiyari r
r Gaa Î,...,1  korteji üçün

( )( ) ( )( )rr aaaa ,...,)(,..., 11 jwswj =

olarsa, onda deyilir ki, GG ¢®:j  inikası WÎw  əməlini saxlayır.

Aydındır ki, hər bir w  əməlinin öz r  ranqı vardır və deməli,j  inikasıw  əməlindən

asılıdır və onu wj  kimi işarə etmək daha doğrudur. Beləliklə, yuxarıdakı bərabərliyi daha qısa

şəkildə wjwswj oo )(=   kimi yazmaq olar. Bəzən bu bərabərlik aşağıdakı diaqram ilə ifadə

olunur

rr GG

GG

¢¾®¾-
­­

¢¾®¾--

j

j

wsw )(

və deyilir ki, bu diaqram kommutativdir.

Tərif 3. İxtiyari WÎw  əməli  üçün wjwswj oo )(=  münasibəti ödənilərsə, yəni

GG ¢®:j  inikası hər bir baş əməli saxlayarsa, onda belə inikas W,G  cəbrinin W¢¢,G

cəbrinə homomorfizmi adlanır.

j  homorfizmi süryektiv olarsa ona epimorfizm, inyektiv olarsa monomorfizm, j  biyektiv

olduqda isə izomorfizm deyilir. GG ¢®:j  izomorfizm olduqda
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W,G @ W¢¢,G

yazırlar və deyirlər ki, W,G  və W¢¢,G  cəbrləri izomofdurlar.  Məsələn, nn 2a  inikası

+,N  cəbrinin +,2N  cəbrinə izomorfizmidir: +,N @ +,2N . Eynilik inikası isə ×+,,Z

cəbrinin ×+,,Q  cəbrinə monomorfizmidir. aa lna  inikası ×+ ,R  cəbrinin +,R  cəbrinə

homomorfizmidir. Asanlıqla görmək olar ki, bu homomorfizm də izomorfizmdir, yəni

×+ ,R @ +,R .

Bəzən monomorfizm izomorf daxilolma adlanır. W,G  cəbrinin özünə izomorfizminə

avtomorfizm, özünə epimorfizminə isə endomorfizm deyilir. Aşağıdakı xassələri isbatsız qəbul

edək.

1. Tutaq ki, W,G , W¢¢,G , W¢¢¢¢ ,G  üç eynitipli cəbrlərdir, GG ¢®:a  və

GG ¢¢®¢:b  isə homomorfizmlərdir. Onda, GG ¢¢®:ab o  kompozisiyası da homomorfizmdir.

2. GG ¢®:a  və GG ¢¢®¢:b izomorfizmlər olarsa, onda, GG ¢¢®:ab o  kompozisiyası

izomorfizmdir.

3. GG ¢®:a  izomorfizm olarsa, onda GG ®¢- :1a  izomorfizmdir.

Cəbri sistemlər. Cəbr anlayışının ümumiləşməsi cəbri sistem anlayışıdır. Cəbri sistem

dedikdə elə nizamlı SW,,A  üçlüyü başa düşülür ki, burada A hər hansı çoxluq, W A

çoxluğunda təyin olunmuş əməllər çoxluğu, S  isə həmin çoxluqda təyin olunmuş münasibətlər

çoxluğudur. W  və S  çoxluqları sonlu olarsa, onlara daxil olan əməl və münasibətlər

sadalanmaqla da verilə bilər.

Misallar.1. >+,,N  nizamlı üçlüyü natural ədədlərin ciddi xətti nizamlanmış additiv

yarımqrupunu göstərir.

2. >×+ ,1,0,,,Q  rasional ədədlərin ciddi xətti nizamlı meydanını göstərir. Ciddi xətti

nizamlı ixtiyari >×+ ,1,0,,,K  meydanında həmişə )0)(( 2 >Î uKu  münasibəti  ödənir.  Bu

səbəbdən kompleks ədədlər meydanını ciddi xətti nizamlı meydana çevirmək olmaz.

3. M,,+N  cəbri sistemi natural ədədlərin additiv yarım qrupunda bölünmə münasibətinin

verildiyini göstərir. Bu nizamla additiv yarımqrup qismən nizamlanmış olur. Toplama əməli ilə

nizam münasibəti arasında aşağıdakı münasibət ödənir:

))(,,( anmanamNanm MMM +®ÙÎ .

Tutaq ki, K və K ¢ çoxluqlarında binar KK ´Ìj  və KK ¢´¢Ì¢j  münasibətləri

verilmişdir, KKf ¢®:  isə hər hansı inikasdır. Əgər
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)()()(,( bfafbaKba jj ¢®Î"

münasibəti ödənərsə, onda deyilir ki, f  inikası j,K  cəbri sisteminin j¢¢,K  cəbri sisteminə

homomorfizmidir. Biyektiv homomorfizm izomorfizm adlanır. KKf ¢®:  izomorfizm olarsa,

j,K  cəbri sistemi ilə j¢¢,K  cəbri sistemi izomorf sistemlər adlanır və bu fakt simvolik olara

belə yazılır j,K @ j¢¢,K .

§3. Qrupun tərifi və misallar

Cəbrlər içərisində ən sadəsi və eyni zamanda ən geniş tətbiqlərə malik olanı qrupdur.

Qrupda ancaq bir binar əməl təyin olunmuşdur. Təbiətdə baş verən proseslərin əksəriyyətində

daxili simmetriya müşahidə olunur. Belə proseslərin öyrənilməsinə grup nəzəriyyəsi tətbiq

olunur.

Tutaq ki, hər hansı boş olmayan G  çoxluğu verilmişdir və “ × ” binar əməli təyin

olunmuşdur. Bu əməl hər bir 2),( Gyx Î  cütünə qarşı yeganə Gyx Î× elementi qarşı qoyur.

Tərif 1. ×ñá ,G  cəbri o zaman qrup adlanır ki, aşağıdakı şərtlər ödənilsin:

1) “ × ” əməli assosiativdir, yəni ( )( )zxyyzxGyx )()(, =Î" ;

2) vahid element vardır, yəni elə e  elementi var ki, ( )( )xxeGx =Î" ;

3) ixtiyari GxÎ  elementi üçün elə x¢  elementi tapmaq olar ki,

exx =¢ .

Göründüyü kimi qrup (2,1,0) tipli cəbrdir. Tərifdəki e  elementi qrupun vahid, yaxud

neytral elementi adlanır. x¢  elementinə isə x-ə görə simmetrik element deyilir. Əgər qrupun

əməli multiplkativ yəni “ × ” kimi yazılarsa, neytral element vahid, additiv yəni «+» kimi

yazılarsa, onda neytral element - sıfır adlanır.

Tərif 2. ×ñá ,G qrupunda təyin olunmuş əməl kommutativ olarsa, yəni

( )( )yxxyGyx =Î" ,

şərti ödənilərsə, ona kommutativ qrup yaxud Abel qrupu deyilir.

G  sonlu çoxluq olarsa, onda bu qrup sonlu qrup adlanır, G  çoxluğunun elementlərinin

sayına isə qrupun tərtibi deyilir. G  sonsuz çoxluq olduqda isə belə qrup sonsuz tərtibli qrup

adlanır. Məsələn, }1,1{-=G  çoxluğu vurma əməli ilə qrup təşkil edir. Bu qrupun tərtibi 2- yə

bərarədir. Aşağıdakı 1-4 misallarında sonsuz tərtibli qruplara aid nümunələr verilmişdir.

Misallar. 1. Q  rasional ədədlər çoxluğuda binar əməl olaraq adi toplama əməlini götürək.

Onda +ñá ,Q  cütü (2) tipli cəbr olacaqdır. Toplama əməli assosiativ və kommutativdir, 0 neytral
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elementdir, işarəcə əks elementə keçid isə simmetrik elementi verəcəkdir. Bu cəbr kommutativ

qrupdur və rasional ədədlərin additiv qrupu adlanır.

2. Sıfır elementi təcrid olunmuş }0{\* QQ =  rasional ədədlər çoxluğunda binar əməl

olaraq adi vurma əməlini götürək. Onda ×ñá ,*Q  cütü  ranqı (2)  olan  cəbr  olacaqdır.  Əməl

kommutativlik və assosiativlik xassələrinə malikdir, 1 neytral elementdir, simmetrik element tərs

elementə keçməklə alınır. Buna görə də ×ñá ,*Q  cəbri kommutativ qrupdur.

3. +ñá ,R  cütü (2) tipli cəbrdir. Toplama əməli assosiativ və kommutativdir. 0 neytral

elementdir, i.arəcə əks elementəkeçid isə simmetrik elementi verəcəkdir. Bu cəbr kommutativ

qrupdur və həqiqi ədələrin additiv qrupu adlanır.

4. Sıfır elementi təcrid olunmuş }0{\* RR =  həqiqi ədədlər çoxluğunda binar əməl olaraq

adi vurma əməlini götürək. Onda ×ñá ,*R  cütü yenə də ranqı (2) olan cəbrdir. Əməl kommutativ

və assosiativdir, 1 neytral elementdir, simmetrik element tərs elementə keçməklə alınır. Deməli,

bu cəbr kommutativ qrupdur.

5. Tutaq ki, A  ixtiyari boş olmayan çoxluqdur. G  ilə A  çoxluğunun bütün mümkün

biyektiv inikaslar çoxluğunu işarə edək. Gçoxluğunda inikasların “ o “ kompozisiya əməli təyin

olunmuşdur. Buna görə də ñá o,G  cütü cəbr olacaqdır. Kompozisiya əməli assosiativ əməldir və

eynilik inikası onun neytral elementidir. Eyni zamanda hər bir biyektiv inikas tərsi olan inikasdır

və tərs inikas simmetrik element rolunu oynayır. Deməli, ñá o,G  cəbri kommutativ olmayan

qrupdur. Cəbrdə kompozisiya əməli çox zaman multiplikativ şəkildə yazılır, yəni f  və

g inikaslarının kompozisiyası fg  kimi işarə olunur.

6. Fərz edək ki, )(OV  müstəvi üzərində, başlanğıc nöqtələri qeyd olunmuş O nöqtəsində

olan istiqamətlənmiş parçalar (vektorlar) çoxluğudur. Paralleloqram qaydasına əsasən iki belə

vektorun cəmi yenə də başlanğıcı O nöqtəsində olan vektordur. Asanlıqla yəqin etmək olar ki,

bütün baxılan vektorlar çoxluğu vektorların toplanması əməlinə nəzərən kommutativ qrup əmələ

gətirir. Bu qrupu (2,1) tipli -ñ+á ,),(OV  cəbri kimi işarə etmək olar.

7. Cəbrə misal olaraq ñá o,G cütünü götürək; burada G  müstəvinin koordinat başlanğıcı

ətrafında dönmələr çoxluğunu göstərir. Dönmə, yaxud fırlanma müstəvinin özünə inikasıdır. Bu

inikas inyektivdir və baxılan cəbr kommutativ qrupdur (cəbri əməl burada dönmələrin

kompozisiyasından ibarətdir). Bu qrup müstəvinin dönmələr qrupu adlanır. Qrupun neytral

elementi sıfır bucaq qədər dönmə, yəni eynilik inikasıdır. a  bucağı qədər dönmənin əksi isə

a-  bucağı qədər  dönmədir  (simmetrik  element).  Qeyd  etmək  lazımdır  ki, Zkk Î=- ,2pba

olarsa, a  və b  bucağı qədər iki dönmə bərabər hesab olunur.

downloaded from KitabYurdu.org



35

§4. Qrupun sadə xassələri

Bundan sonra əksi xüsusi olaraq qeyd olunmadığı bütün hallarda biz qrupun əməli üçün

multiplikativ yazılışdan istifadə edəcəyik. İndi biz qrupların bilavasitə tərifdən, yəni qrupun

aksiomlarından alınan ən sadə xassələr ilə tanış olaq. Qrup kommutativ olmadığı üçün sağ vahid

elementin və ya sağ simmetrik elementin, sol vahid və ya simmetrik elementə bərabər olmasını

gözləmək olmaz. Lakin indi görəcəyimiz kimi qrupun aksiomları bunu təmin edir.

Lemma 1. Tutaq ki, ixtiyari GxÎ  elementi sol simmetrik element x¢  -dir, yəni exx =¢ .

Onda exx =¢  bərabərliyi də doğrudur.

İsabtı. Tərifə əsasən, yaza bilərik:

=¢¢¢¢=¢¢¢¢=¢¢¢¢=¢=¢ )))((())()(())()(()( xxxxxxxxxxxxexxxx
exxxex =¢¢¢=¢¢¢= )())(( .

Lemma 1 isbatı olundu.

Lemma 1 göstərir ki, sol simmetrik element eyni zamanda sağ simmetrik elementdir və

tərsinə.

Lemma 2. İxtiyari GxÎ  üçün simmetrik elementi yeganədir.

İsabtı. Tutaq ki, GxÎ  elementi üçün iki simmetrik element vardır: x¢  və x ¢¢ . Onda tərifə

əsasən

xexxxxxxxxexxxxxxexx ¢¢=¢¢=¢¢¢¢=¢¢¢¢=¢¢=¢¢¢=¢¢¢=¢=¢ )()()()( .

Lemma 2 isbat olundu.

Lemma 3. Elə yeganə e  elementi var ki, o həm sağ və həm də sol vahid elementdir.

İsabtı. Qrupun tərifində ikinci aksiom ödənilərsə, onda

( )( )xxeGx =Î" .

Bu halda ixtiyari GxÎ  elementi üçün

xxexxxxxxex ==¢=¢= )()( ,

yəni e  elementi eyni zamanda sol vahid elementdir. İndi fərz edək ki, başqa bir neytral e¢

elementi də vardır. Onda:

eeee =¢=¢ .

Beləliklə, lemma 3 isbat olundu. Bu lemma göstərir ki, sağ və sol vahidlər də yeganə bir vahid

elementlə üst-üstə düşür.

Lemma 4. İxtiyari iki Gba Î,  elementləri üçün bax =  və bya =  tənliklərinin həlli

vardır və yeganədir.

İsabtı.  Aydındır ki, bax 1-=  elementi birinci tənliyin köküdür, 1-= bay  elementi isə

ikinci tənliyin köküdür. Doğrudan da,

bbeaabababebbaabaa ====== ---- )()(;)()( 1111 .

downloaded from KitabYurdu.org



36

Göstərək ki, bu həllər yeganədir. Bunu ancaq birinci tənlik üçün göstərək. İkinci tənlik üçün də

isbat eyni qayda ilə aparıla bilər. Tutaq ki x¢  tənliyin başqa həllidir. Onda,

baxaaxaaxex 111 )()( --- =¢=¢=¢=¢ .

Beləliklə, xx ¢= . Lemma 4 isbat olundu.

Lemma 5. (İxtisar qanunu). İxtiyari üç Gcba Î,,  elementləri üçün bcac=  və cbca=

bərabərliklərinin hər birindən ba =  alınır.

İsabtı. bcacd ==  işarə etsək a  və b  elementləri eyni bir xcd = tənliyinin kökləri

olacaqdır. Lemma 4-ə əsasən, bu tənliyin həlli yeganədir, yəni ba = . Eyni qayda ilə ikinci

bərabərlikdən də ba =  alındığını göstərmək olar. Lemma 5 isbat olundu.

Lemma 6. İxtiyari a  elementi üçün aa =-- 11)( .

İsabtı. Doğrudan da,

aaeaa 1111 )( ---- == .

Olduğundan ixtisar qanununa əsasə buradan tələb olunan münasibət alınır. Lemma 6 isbat

olundu.

Lemma 7. İxtiyari a  və b  elementləri üçün 111)( --- = abab .

İsabtı. Doğrudan da,

eaeaaabbabab === ----- 11111 ))(( .

olduğundan buradan tələb olunan münasibət alınır. Lemma 7 isbat olundu.

Qrupun (2,1) tipli cəbr şəklində yazılışı da geniş yayılmışdır. Belə yazılışda simmetrik

elementin götürülməsi ayrıca unar əməl kimi verilir. Buna görə də artıq unar əməlin nəticəsi kimi

cimmetrik elementin yeganəliyi təmin olumnuşdur və deməli, lemma 2-yə ehtiyac qalmır. Bəzən

qrupun 1,,, -× eG  kimi yazılışından istifadə olunur ki, burada üç baş əməl qeyd olunur:

bunlardan birincisi binar, ikincisi vahid elenemtin seçilməsindən ibarət olan 0 -ar əməl və

üçüncüsü isə tərs elementə keçməkdən ibarət olan unar əməldir. Çox zaman qrupun tərifini daha

da sadələşdirmək üçün onu (2,1) tipli elə cəbr kimi müəyyən edirlər ki, aşağıdakı şərtlər

ödənilsin:

1) “·” əməli assosiativdir, yəni ( )( )zxyyzxGyx )()(, =Î" ;

2) elə e  elementi var ki, ( )( )xexxeGx ==Î" ;

3) hər bir GxÎ  elementi üçün elə x¢  elementi tapmaq olar ki,

exxxx =¢=¢

münasibəti ödənilsin.
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Belə tərif verildikdə 1-3 lemmalarına ehtiyac qalmır, çünki onların hökmü əvvəlcədən

qəbul edilir. Aşağıda biz ancaq qrupun ×ñá ,G  cəbri şəklində yazılışından istifadə edəcəyik.

§5.Qrupların homomorfizmi

Tutaq ki, iki ×ñá ,G  və ñ¢á o,G  qrupları və G  çoxluğunun G¢ -ə GGf ¢®:  inikası

verilmişdir.

Tərif 1. Əgər f inikası

))()()()(,( yfxfxyfGyx o=Î" ,

şərtini ödəyərsə onda belə inikas homomorfizm adlanır.

Tərif 2. f homomorfizmi biyektiv inikas olarsa, onda o, izomorfizm adlanır. Əgər

GGf ¢®: inikası izomorfizm olarsa, onda ×ñá ,G  və ñ¢á o,G  qrupları izomorf qruplar adlanır və

bu belə işarə olunur ×ñá ,G @ ñ¢á o,G  (çox vaxt sadəcə GG ¢@  kimi də yazılır).

Teorem 1. Əgər GGf ¢®:  homomorfizmi verilərsə, onda aşağıdakı münasibətlər

doğrudur:

eefxfxfGx ¢==Î" -- )(),))(()()(( 11 .

İsbatı. Hər şeydən əvvəl qeyd edək ki,

)()()()()( efefeefefeef oo ===¢ .

Onda, buradan ixtisar qanununa əsasən yaza bilərik eef ¢=)( . Daha sonra

eefxfxfxxf ¢=== -- )()()()( 11 o .

Deməli, 11 ))(()( -- = xfxf . Teoremin isbatı başa çatdı.

Tərif 3. G  çoxluğunun

})(|{ exfGxKerf ¢=Î=

bərabərliyi ilə təyin olunan alt çoxluğuna homomorfizmin nüvəsi deyilir;

))}()((|{Im xfyGxGyf =Î$¢Î=

bərabərliyi ilə təyin olunan alt çoxluq isə homomorfizmin obrazı adlanır.

Misallar. 1. ×ñá +,R  ilə +R müsbət həqiqi ədədlərin multiplikativ qrupunu işarə edək.

xx ln®  inikası +R çoxluğunu R -ə inikas edir.

yxxy lnlnln +=

bərabərliyi göstərir ki, bu inikas ×ñá +,R  qrupunun həqiqi ədədlərin +,R  additiv qrupuna

homomorfizmidir. O eyni zamanda həm də izomorfizmdir.

2. xxf =)(  inikası ×ñá },0{\R  qrupunun ×ñá +,R qrupuna homomorfizmidir. Bu

homomorfizm izomorfizm deyil. Homomorfizmin nüvəsi iki tərtibli { }×± ,1  qrupudur.
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3. xex ®   inikası +ñá ,R  qrupunun ×ñá +,R  qrupuna izomorfizmidir.

§6. Qonşu siniflər. Laranj teoremi

Fərz ki, GH Ì  hər hansı alt çoxluqdur. Aydındır ki, H  çoxluğunun elementləri

üzərində G -də təyin olunan əməlləri yerinə yetirmək olar.

Tərif 1. Əgər ×ñá ,H  cəbri qrup olarsa, onda o, verilən ×ñá ,G  qrupunun alt qrupu adlanır.

Aydındır ki, ×ñá ,H  cəbri  o  zaman alt  qrup  olar  ki,  o,  ilk  növbədə baş əməllərə nəzərən

qapalı olsun. Burada baş əməllər dedikdə 1,,, -× eG  cəbrinin baş əməlləri nəzərdə tutulur. Bu

halda asanlıqla yoxlamaq olar ki, qrupun tərifindəki bütün şərtlər ödənilir. Başqa sözlə, ×ñá ,H

cəbri o zaman alt qrup olar ki, H  çoxluğunun ixtiyari iki elementinin hasili, ixtiyari elementinin

tərsi (simmetrik elementi) və ×ñá ,G  qrupunun neytral elementi H -a daxil olsun. Beləliklə, alt

qrup eyni zamanda alt cəbr kimi də müəyyən oluna bilər.

Misallar. 1. Tam ədədlərin +ñá ,Z  qrupunda bütün ZH 2=  cüt ədədlər çoxluğu alt qrup

təşkil edir.

2. İki elementli { }1±  çoxluğu bütün sıfırdan fərqli rasional ədədlərin ×* ,Q  multiplikativ

qrupunun alt qrupudur.

3. ×+ ,R  multiplikativ qrupu ×*,R  qrupunun alt qrupudur.

Teorem 1. Tutaq ki, GH Ì  boş olmayan hər hansı alt çoxludur. Onda,

))(,( 1 HxyHyx ÎÎ" -

şərti ×ñá ,H  cəbrinin G -də alt qrup olması üçün zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı. Əvvəlcə ))(,( 1 HxyHyx ÎÎ" -  şərtinin doğruluğunu qəbul edək. yx =  olduda

bu şərtdən Hexx Î=-1 olması alınır. Onda, ))(( 11 HyeyHy Î=Î" --  və deməli, HxyÎ .

Nəticə etibarı ilə, ×ñá ,H  cəbrdir və qrupun tərifinin bütün şərtləri ödənilir. Beləliklə, şərtin

kafiliyi isbat olundu. Zərurilik də oxşar yolla isbat oluna bilər.

Teorem 2. Hər hansı alt qruplar ailəsinin kəsişməsi də alt qrupdur.

İsbatı. Teoremi sonlu sayda GGGG n p,...,, 21  alt grupları üçün isbat edək.

I
n

k
kGH

1=

=

işarə edək. Teorem 1-ə əsasən göstərək ki, ))(,( 1 HxyHyx ÎÎ" - .  Hər  bir nk ££1  şərtini

ödəyən k üçün kG  alt qrupdur və buna görə də kk GxyGyx Î®Î -1, . Onda

HxyGxykGyxkHyx kk Î®Î"®Î"®Î -- 11 ))((),)((, .
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Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 3. Homomorfizmin nüvəsi və obrazı uyğun olaraq G  və G¢qruplarının alt

qruplarıdır.

İsbatı. Teoremin isbatını nüvə üçün verək. Teorem 1-ə əsasən göstərmək kifayətdir ki,

))(,( 1 KerfxyKerfyx ÎÎ" - . Aydındır ki,

eeeyfxfyfxfxyf ==== ---- 1111 )()()()()( .

Deməli, Kerfxy Î-1 . Oxşar üsulla obrazın da alt qrup olduğunu göstərmək olar. Teorem 3 isbat

olundu.

Tutaq ki, G hər hansı sonlu və ya sonsuz qrupdur. H isə  onun alt qrupudur. G qrupundan

hər hansı a elementi götürək. Aşağıdakı kimi iki alt çoxluğa baxaq.

}.|{},|{ HbbaHaHbabaH Î=Î=

Analoji olaraq ixtiyari

GBGA pp ,

altqrupları verilərsə, onda

},|{ BbAaabAB ÎÎ=

alt çoxluğunu müəyyən etmək olar. Aydındır ki,

xHyÎ

münasibəti yalnız və yalnız o zaman ödənilər ki,

)1(1 Hyxyx Î« -j

doğru olsun.

Teorem 4. (1) şəklində təyin olunan φ münasibəti ekvivalentlik münasibətidir.

İsbatı. a) İxtiyari xÎG elementi üçün

Hexxxx Î=« -1j

olduğundan φ refleksiv münasibətdir.

b) x,yÎG elementləri verilərsə, onda,

( ) ( ) .1111 HxyyxHyxyx Î=«Î« ----j

Deməli, φ simmetrik münasibətdir.

c) Əgər x,y,zÎG olarsa, onda

( ) ( ) «ÎÙÎ«Ù -- HzyHyxzyyx 11jj
( )( ) ,111 zxHzxzyyx j«Î=« ---

yəni φ tranzitiv münasibətdir. Teorem 1  isbat olundu.

Teorem 1-ə əsasən, φ münasibəti G çoxluğunda bölgü müəyyən edir.
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Tərif 2. Əgər aÎG qrupun hər hansı elementi və H hər hansı alt qrupudursa,  onda aH alt

çoxluğuna G qrupunun H alt qrupuna nəzərən sol qonşu sinfi deyilir.

Analoji olaraq, Ha – sağ qonşu sinif anlayışı daxil edilir. H -ın özü də qonşu sinifdir (həm

sağ, həm sol). Doğrudan da, H = H e=e H yaza bilərik.

Qonşu siniflər aşağıdakı xassələrə malikdir.

1.Qonşu sinfin hər bir elementi onu müəyyən edir.

2. İki müxtəlif sol qonşu sinif (sağ qonşu sinif) ortaq elementə malik deyil.

3. H qonşu siniflər içərisində yeganə alt qrupdur.

4.  G qrupunun H alt qrupuna nəzərən 2 sol qonşu sinfi ya üst-üstə  düşür, ya da heç bir

ortaq elementə malik deyil.

Teorem 5. Hyxyx Î« -1j  münasibəti ilə təyin olunan hər bir ekvivalentlik sinfi H alt

qrupuna nəzərən sol qonşu sinifdir.

İsbatı. Tutaq ki, A hər  hansı ekvivalentlik sinfidir və aÎA  onun ixtiyari elementidir.

Onda hər hansı bÎG elementinin A-ya daxil olması üçün

Hbaba Î« -1j

münasibətinin ödənməsi zəruri və kafidir. Deməli,

.aHbAb Î«Î

Bu ekvivalensiya göstərir ki, A=aH. Teorem isbat olundu.

Asanlıqla yəqin etmək olar ki, A sinfi a elementindən asılı deyil. Teorem 5-in tərsi də

doğrudur, yəni hər bir sol qonşu sinif ekvivalentlik sinfidir. Analoji olaraq, sağ qonşu siniflər də

G qrupunun bölgüsünü müəyyən edir.

Tutaq ki, G tam ədədlərin additiv qrupu, H alt qrupu isə 4-ə bölünən ədədlər qrupudur. a

və b ədədləri yalnız və yalnız o zaman eyni bir sol qonşu sinfə daxil olacaqdır  ki,  bunların 4-ə

bölünməsindən alınan qalıqlar bərabər olsun. Onda, G- nin H alt qrupuna  nəzərən sol qonşu

siniflərə ayrılışı  aşağıdakı 4 qonşu sinifdən ibarətdir:

1. 4-ə böldükdə qalığı 0-a bərabər olan ədədlər çoxluğu , yəni H-ın özü;

2. 4-ə böldükdə qalığı 1-ə bərabər olan ədədlər çoxluğu;

3. 4-ə böldükdə qalığı 2-yə bərabər olan ədədlər çoxluğu;

4. 4-ə böldükdə qalığı 3-ə bərabər olan ədədlər çoxluğu.

Teorem 6. İxtiyari  iki qonşu sinif arasında biyektiv uyğunluq vardır.

İsbatı. Tutaq ki, aH və bH qonşu sinifləri verilmişdir. Bu qonşu siniflər üst –üstə düşərsə,

onda teoremin hökmü doğrudur. Əks halda aH ∩ bH kəsişməsi boş çoxluqdur.

bHaHf ®:

inikasını aşağıdakı kimi təyin edək. İxtiyari
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HhÎ

üçün

bhahf =)(

işarə edək. Bu inikas süryektivdir. Onun inyektiv olması isə ixtisar qanunundan alınır:

.hhhbbh ¢=®¢=

Beləliklə, bu inikas həm süryektiv, həm də inyektiv inikasdır. Onda f  biyektiv uyğunluqdur.

Teorem isbat olundu.

Tərif 3. G qrupunun H alt qrupuna nəzərən hər bir ayrlışında qonşu siniflərin sayına (bu

say sonlu olarsa) H alt qrupunun indeksi deyilir və (G:H) kimi işarə olunur.

Sonlu qruplar üçün alt qrupun tərtibi və indeksləri ilə qrupun tərtibi arasında sıx əlaqə

vardır və bu əlaqə aşağıdakı teoremlə ifadə olunur.

Teorem 7 (Laqranj teoremi). Hər bir sonlu qrupun alt qrupunun tərtibi (eləcə də indeksi)

bu qrupun tərtibinin bölənidir.

İsbatı . Doğrudan da  tutaq ki,  G qrupunun  tərtibi n-dir.  H isə bu qrupun k tərtibli alt

qrupudur. G qrupunun H alt  qrupuna nəzərən sol qonşu siniflərə ayrlışına baxaq. Tutaq ki,

qonşu siniflərin sayı t-dir (yəni H -ın indeksi t-yə bərabərdir). Onda G qrupunun H alt qrupuna

nəzərən hər bir sol qonşu sinfi, teorem 6-ya əsasən, k sayda müxtəlif ünsürlərə malik olacaqdır.

(çünki H ,G –nin k tərtibli alt qrupudur). Bütün belə qonşu siniflərin birləşməsi isə G çoxluğunu

verir. Buradan alırıq ki, n=kt. Deməli, k və t ədədlərinin hər biri  n-in  bölənidir. Teorem 7 isbat

olundu.

Nəticə. Sonlu qrupun hər bir elementinin tərtibi qrupun tərtibinin bölənidir.

Tərif 4. Əgər G qrupunun H alt qrupuna nəzərən ixtiyari x elementi ilə düzələn sol və sağ

qonşu sinifləri eyni olarsa, yəni xH=Hx olarsa, onda H alt qrupuna G-nin normal böləni, yaxud

normal alt qrupu deyilir.

H alt qrupu normal bölən olarsa, istənilən a elementi üçün aH=Ha olar. Başqa sözlə G

qrupunun istənilən a elementi və H alt qrupunun hər hansı h ünsürləri üçün H-da elə g elementi

var ki, ah=ga yaxud aha-1=g.

Misallar.1. Hər bir qrupun vahid alt qrupu onun normal bölənidir. Çünki qrupun istənilən a

elementi üçün ae=ea şərti həmişə doğrudur.

2. G qrupu özü özünün normal bölənidir. Çünki qrupun istənilən elementi üçün aG=Ga.

3. Abel qrupunun bütün alt qrupları normal böləndir. Çünki Abel qrupunda vurma əməli

kommutativlik xassəsinə malikdir.

§7.faktor-qrup və ona aid misallar
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Tutuaq ki, G qrupu verilmişdir və H onun normal bölənidir. G qrupunun qonşu sinifləri

çoxluğunu G/H ilə işarə edək. İxtiyari a və b elementləri götürək və aH və bH qonşu sinifləri

cütünə (ab)H qonşu sinfini qarşı qoyaq. Göstərək ki, bu uyğunluq a və b elementlərindən asılı

deyil. Başqa sözlə, bu siniflərdən birini (yaxud, hər ikisini), məsələn, aH sinfini müəyyən edən

başqa c elementi götürülərsə, onda (ab)H=(cb)H. Bunun üçün qeyd edək ki,

).)(( ahcHhaHc =Î$®Î

Onda, yaza bilərik:

,abHaHbahHbcHbcbH ====

çünki

).)(( HhHHh =Î"

Beləliklə,

( ) abHbHaH a,

kimi təyin olunan inikas vardır və bu binar əməl ilə G/H faktor çoxluğu qrup əmələ gətirir. Bu

qrupa G qrupunun H normal böləninə nəzərənfaktor-qrupu deyilir.

Qrupun sonlu və ya sonsuz olmasından asılı olmayaraq, onunfaktor-qrupu sonlu da ola

bilər, sonsuz da ola bilər. Sonlu G qrupunun G/Hfaktor-qrupunun tərtibi H normal böləninin

indeksinə bərabərdir.faktor-qrupa aid aşağıdakı misallara baxaq.

Misal.1. Tam ədədlərin +ñá ,Z  qrupunda bütün 7-yə bölünəm ədədlərin Z7  alt çoxluğu

normal böləndir. Z/7Z faktor çoxluğu 7 sinifdən ibarətdir:

7Z, 1+7Z, 2+7Z, 3+7Z, 4+7Z, 5+7Z, 6+7Z.

Bu siniflər baba +=+  cəbri əməli iləfaktor-qrup əmələ gətirir.

2.Həqiqi ədədlərin ×ñá ,*R  multiplikativ qrupunda bütün müsbət ədədlərin ×ñá + ,R qrupu

normal böləndir. { }: 1sign R* ® ±  funksiyası hər bir sıfırdan fərqli həqiqi ədədə onun işarəsini

qarşı qoyur. Bu inikas multiplikativ qrupların homomorfizmidir və onun nüvəsi R+  çoxluğudur.

İki qonşu sinif vardır: müsbət həqiqi ədədlər çoxluğu ( R+ ) və mənfi həqiqi ədədlər çoxluğu

( R+- ).
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                                                                         Şək. 1.

3.Mustəvi üzərində düzbucaqlı Dekart koordinat sistemində koordinat başlanğıcından

çıxan vektorlar (istiqamətlənmiş parçalar) çoxluğunu V ilə işarə edək. Bu çoxluqda vektorların

toplanması adi üçbucaq qaydası ilə müəyyən olunur. Ox oxu üzərində yerləşən bütün vektorların

H çoxluğu alt qrupdur. a vektorunun qonşu sinfi Ha +  şəklindədir, yəni Ox oxunun a vektoru

ilə paralel köçürülməsindən alınır. Bütün koordinat müstəvisi, bir-birinə paralel belə düz xətlərə

bölünür və hər bir düz xətt bir qonşu sinif müəyyən edir. Hər bir düz xətt Oy oxunu ancaq bir

noqtədə kəsir (bax şəkil 1). Həmin nöqtə Oy oxu üzərində yeganə b  istiqamətlənmiş parçasını

müəyyən edir və bu qonşu sinif Hb +  kimi yazıla bilər. ( ){ }OybHb Î+ | çoxluğu bütün

qonşu siniflərin çoxluğu olacaqdır. ( )Oybb Î21,  oldudqa, iki qonşu sinfin cəmi

( ) HbbHbHb ++=+++ 2121 )()(

kimi birqiymətli təyin olunur. Beləliklə, qonşu siniflərin toplanması Oy oxu üzərində yerləşən

istiqamətlənmiş parçaların toplanmasına gətirilir.

 Normal bölən  homomorfizmin nüvəsi olması ilə xarakterizə olunur.

Teorem 8. H alt qrupunun normal bölən olması üçün onun G qrupunun hər hansı başqa

bir qrupa

:f G G¢®

homomorfizminin nüvəsi olması zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı . Əvvəlcə fərz edək ki, H=Kerf hər hansı homomorfizmin nüvəsidir. Göstərək ki, G

qrupunun ixtiyari x elementi üçün xH=Hx və ya
1.H xHx-=

Həmin nəticə isə aşağıdakı münasibətlərdən alınır:

( ) ( )1 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f xHx f x f H f x f x f x e- -- ¢= = = .

Deməli, HxHx Ì-1 . Eyni qayda ilə göstərə bilərik ki, HHxx Ì-1  və ya 1-Ì xHxH . Deməli,
1.H xHx-=

xO

H

y

b
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 İndi isə göstərək ki, hər bir normal bölən müəyyən bir homomorfizmin nüvəsidir. H

normal bölən olarsa, G/Hfaktor-qrupu vardır. G qrupunun bufaktor-qrupa hər bir xH qonşu

sinfinə qarşı f(x) elementini uyğun qoyan inikasına baxaq. Göstərək ki, o, biyektiv

homomorfizmdir. İnikasın süryektivliyi aydındır. Əgər
1xy H- Î

olarsa, yəni x və y elementləri eyni qonşu sinfə daxil olarsa, onda
1( ) ( ) ( ) ( )f x f xy f y f y-= = .

Deməli, təyin olunan inikas ancaq sinifdən asılıdır. Bu inikas homomorfizmdir. Doğrudan da, iki

sinfin hasili onları müəyyən edən elementlərin hasilinin sinfinə bərabərdir: xH yH xyH× = .

Nəhayət, göstərək ki, bu inikas inyektivdir, yəni

( ) ( )f x f y=

olmasından xH yH=  alınır. Doğrudan da,

exyfyfxfyfxf ¢==®= -- )()()()()( 11 .

Bu halda 1xy H- Î  və deməli xH yH= . Teorem 8 isbat olundu.

 Aşağıdakı teorem homomorfizmlər haqında əsas teorem adlanır.

Teorem 9. Tutaq ki,

:f G U®

G qrupunun başqa U qrupuna süryektiv homomorfizmi, H isə onun nüvəsidir. Onda,

/G H U@ .

İsbatı. G/Hfaktor-qrupunun U-ya hər bir xH qonşu sinfinə qarşı f(x) elementini uyğun

qoyan

)(: xfxf a

inikasına baxaq. Yuxarıda deyildiyi kimi o, x elementindən asılı deyil və inyektivdir. Teoremin

şərtindən bu inikasın süryektivliyi alınır. Deməli o, biyektiv inikasdır. Göstərək ki, təyin

etdiyimiz inikas homomorfizmdir. Bu aşağıdakı münasibətdən alınır:

)).()()()()()()(/,( yfxfyfxfxyfyxfHGyx ===Î"

Teorem 9 isbat olundu.

§8. Halqa və meydan.

Qrup cəbrlər içərisində ən sadəsidir, belə ki, burada ancaq bir cəbri əməl təyin olunur.

Lakin bir çox hallarda eyni bir coxluqda bir neçə cəbri əməl təyin etmək və belə cəbrlərin

xassələrini öyrənmək zərurəti meydana gəlir.
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Tutaq ki, hər hansı K çoxluğu və bu çoxluqda təyin olunmuş iki binar əməl verilmişdir.

Bu əməllərdən birini toplama, digərini isə vurma əməli adlandıraq. Əlbəttə, ixtiyari təbiətli

çoxluqlarda təyin olunmuş bu əməllər adi toplama və vurma əməllərindən fərqlənir.

Tərif 1. İki cəbri binar əməl təyin olunmuş , ,K + ×  cəbri o zaman halqa adlanır ki,

aşağıdakı şərtlər ödənilsin:

1. +,K  cəbri + əməlinə nəzərən kommutativ qrup olsun;

2. ×,K  cəbri qruppoid olsun, yəni K çoxluğu vurma əməlinə nəzərən qapalı olsun:

))(,( KbaKba Î×Î" .

3. K-da təyin olunmuş toplama və vurma əməlləri distributivlik qanununa tabe olsun:

( ) ( ) ( )( )bcaccbaacabcbaKba +=++=+Î" ;, .

Əgər əlavə olaraq,  K-da təyin olunmuş vurma əməli kommmutativ olarsa, yəni

))(,( baabKba =Î"

münasibəti ödəilərsə, onda K halqası kommutativ halqa adlanır. Əgər

))())((,,( bсacabKсba =Î"

münasibəti ödənilərsə, onda K halqası assosiativ halqa adlanır. Hər iki xassə ödəndikdə isə ona

assosiativ-kommutativ halqa deyilir.

Qeyd edək ki, halqanı (2,2,1) tipli -×+ ,,,K  cəbri şəklində də yazmaq olar.

Misallar. 1. a) bütün cüt ədədlər çoxluğu, b) bütün tam ədədlər çoxluğu, c) rasional

ədədlər çoxluğu,  ç) həqiqi ədədlər çoxluğu adi toplama və vurma əməllərinə nəzərən

kommutativ halqa təşkil edir.

2)  əmsalları həqiqi ədədlər olan bütün çoxhədlilər çoxluğu çoxhədlilərin toplanması və

vurulması əməllərinə nəzərən kommutativ halqa əmələ  gətirir.

3)  asanlıqla yoxlamaq olar ki, riyazi analiz kursundan məlum olan parçada təyin olunmuş

kəsilməz funksiyalar çoxluğu funksiyaların toplanması və vurulması əməllərinə  nəzərən

halqanın tərifinə daxil olan şərtləri ödəyir. Bu çoxluq da assosiativ-kommutativ halqadır.

Halqanın sadə xassələri. Hər şeydən öncə qeyd edək ki, halqa additiv qrup olduğundan

additiv qrupun məlum xassələri halqa üçün də öz gücündə qalır. Buna görə də vurma əməli ilə

bağlı xassələrə baxaq.

Xassə 1. n sayda Kaaa n Î,...,, 21  və KcÎ  elementləri üçün

( )
( ) þ

ý
ü

+++=+++
+++=+++

cacacacaaa
cacacaaaac

nn

nn

......
......

2121

2121

bərabərlikləri doğrudur.
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Xassə 2. İxtiyari Kcba Î,,  elementləri  üçün ( ) cbcabac -=-  və ( ) bcaccba -=-

bərabərlikləri doğrudur.

Xassə 3. İxtiyari halqada ( ) ( )( ) babaabba ×=---=- ;  bərabərlikləri doğrudur.

Xassə 4. ( ).000)( =×=×Î" aaKa

Elə halqalar vardır ki, 0¹a və 0¹b elementləri üçün 0=×ba  münasibəti doğrudur. Əgər

halqada belə elementlər varsa, onda bu elementlər sıfrın bölənləri adlanır.

Misal 1. Kəsilməz funksiyalar halqasında f(x) və g(x)  funksiyalarını aşağıdakı kimi təyin

edək.

( )
î
í
ì

£
>

=
,0,0
;0,2

x
xx

xf

və

( )
î
í
ì

<
³

=
.0,
;0,0

xx
x

xg

Aydındır ki, bu funksiyalarının hər biri eyniliklə sıfıra bərabər olmadığı halda f(x)g(x)=0 -

dır. Deməli, baxılan halqada bu elementlər sıfrın bölənləridir. Bütün ədədi halqalar (yəni

kompleks ədədlər halqasının alt halqaları) sıfırın bölənlərinə malik olmayan halqalardır.

Tərif 2. Əgər assosiativ, kommutativ və vahidi olan halqada sıfrın bölənləri yoxdursa, onda

belə halqa tamlıq oblastı və ya tamlıq halqası adlıanır.

Məsələn, 1,0,,, ×+Z  tam ədədlər halqası tamlıq oblastıdır. Eyni qayda ilə 1,0,,, ×+Q

rasional ədədlər və 1,0,,, ×+R həqiqi ədədlər halqası tamlıq oblastıdır.

+,6/ ZZ faktor-qrupu abba =×  əməli ilə halqaya çevrilir və bu halqada sıfrın bölənləri

vardır.  Məsələn, Z622 += və Z633 +=  elementləri sıfırdan fərqlidir, lakin 0632 ==× .

Deməli, ×+,,6/ ZZ   halqası tamlıq oblastı deyil.

Alt halqa. Fərz edək ki, K  halqa , M  isə bu halqanın müəyyən alt çoxluğudur.

Tərif 3. M çoxluğu K-da  təyin  olunmuş əməllərə nəzərən  halqa  əmələ gətirirsə,  onda

×+,,M   cəbrinə ×+,,K  halqasının alt halqası deyilir.

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, hər bir halqanın sıfır elementdən ibarət bir elementli alt

çoxluğu halqa təşkil edir. Bu halqaya sıfır alt halqa deyilir.

Verilmiş M KÌ çoxluğunun K halqasının alt halqası olub olmamasını aşağıdakı əlamətin

köməyi ilə yoxlamaq olar.

Teorem 1. K halqasından götürülmüş M çoxluğu onda və yalnız onda althalqa əmələ gətitir

ki,
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),( Mba Î" )()( *Î×ÙÎ- MbaMba

münasibəti ödənilsin.

Isbatı.  Əgər M althalqa olarsa onda o, toplamaya nəzərən alt qrup olacaqdır. Buna görə də

M çoxluğu toplama, çıxma və vurma əməllərinə nəzərən qapalıdır. Zərurilik isbat olundu.

Tərsinə, tutaq ki, (*) münasibəti ödənir. İsbat edək ki, M althalqa təşkil edir. İsbat etmək

üçün  əvvəlcə M-in additiv qrup olmasını göstərmək lazımdır.

MbabaMaaMaa Î+=--Î-=-Î=- )(;0;0

münasibətlərindən görünür ki, M çoxluğu toplama, əks elementə keçmə əməllərinə görə qapalıdır

və 0 elementini daxilinə alır. Deməli o, altqrupdur.

(*) şərtinə əsasən M çoxluğu vurma əməlinə nəzərən qapalıdır və onun elementləri üçün

distributivlik xassəsi doğrudur. Yəni M alt halqadır. Teorem 1 isbat olundu.

Göründüyü kimi, alt çoxluğun alt halqa əmələ gətirməsi üçün zəruri və kafi şərt onun

çıxma və vurma əməllərinə nəzərən qapalı olmasıdır.

Halqanın additiv qrupunun xassələrinidən alırıq:

a) )0)(,( =®=+Î" babaKba ;

b) )0)(,( babaKba -=®=+Î" ;

c) aa =-- )( .

Tutaq ki, assosiativ, kommutativ və vahidi olan 1,0,,,, -×+K  halqası verilmişdir. Aydındır

ki, ixtiyari Kcba Î,,  elementləri üçün aşağıdakı münasibətlər ödənilir:

;)()() cabbcaa =

;11) aaab =×=×

.) baabc =

Tərif 4. Əgər 1,0,,,, -×+K  tamlıq oblastı olmaqla, onun hər bir 0¹a  elementinin tərsi

varsa, onda belə halqa meydan adlanır.

Misallar. 1. Rasional ədədlər çoxluğu burada təyin olunmuş toplama və vurma əməllərinə

nəzərən meydan təşkil edir.

2. Həqiqi ədədlər çoxluğu bu çoxluqda təyin olunmuş toplama və vurma əməllərinə nəzə-

rən meydan təşkil edir.

3. Bütün 2ba +  şəklində rasional əmsallı ədədlər çoxluğuna baxaq:

{ }QbabaK Î+= ,|2 .

Göstərək ki, bu çoxluq toplama və vurma əməllərinə nəzərən qapalıdır.

( ) ( ) 2)()(22 bbaababa ¢++¢+=¢+¢++ ;
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( )( ) 2)()2(22 bababbaababa ¢+¢+¢+¢=¢+¢+ .

K-nın elementləri həqiqi ədəd olduğu üçün 1,0,,,, -×+K cəbri assosiatv, kommutativ, vahidi

olan (a=1; b=0 olduqda 1 elementi alınır) və sıfrın bölənləri olmayan halqadır. Göstərək ki, o,

meydandır.

Hər şeydən əvvəl qeyd edək ki, bu halqada 0002 =Ù=«=+ baba . Doğrudan da,

əksini fərz edərək, 00 ¹Ú¹ ba  olduğunu qəbul edək. Əgər, məsələn, 0¹a   olarsa, yaza

bilərik:

2
102 =®=+

a
bba .

Lakin bu ola bilməz. Çünki, bu bərabərliyin sol tərəfi rasional, sağ tərəfi isə irrasional ədəddir.

Beləliklə, 0002 =Ù=«=+ baba  və deməli 0002 =/Ú=/®=/+ baba .

İndi isə tərs elementin varlığını göstərək. Aydındır ki,

0002 22 =Ù=«=- baba .

(isbat edin). Deməli, 0202 22 =/-®=/+ baba  və buna görə də

K
ba

ba
ba

b
ba

a
Î

-
-

=
-

-
- 222222 2

2
2
2

2
.

Yoxlayaq ki, bu ədəd 2ba +  ədədinin tərsidir:

( ) 1
2
2

2
22 22

22

22 =
-
-=

-
-×+

ba
ba

ba
baba .

Tərif 5. Əgər 0,,,, -×+K  halqasında müəyyən natural n ədədi üçün

01111 =*=+++ n
n
43421 L

olarsa, onda n ədədinə bu halqanın xarakteristikası deyilir. Əgər belə natural ədəd  yoxdursa,

onda halqanın xarakeristikası sıfra bərabər hesab olunur. 1,0,,,12/ ×+ZZ  halqasının

xarakteristikası 12-yə bərabərdir, çünki,

0111111111111 =+++++++++++ .

1,0,,, ×+Q  meydanının xarakteristikası 0-a bərabərdir.

§9. Halqaların homomorfizmi. İdeal

Halqa iki binar əməl təyin olunmuş cəbr olduğu üçün halqaların homomorfizmi hər iki

əməli saxlamalıdır. Tutaq ki, ×+,,K  və ×+¢ ,,K  halqaları verilmişdir, KKf ¢®:  isə hər hansı

inikasdır.
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Tərif 1. f inikası o zaman K halqasının K ¢  halqasına homomorfizmi adlanır ki, aşağıdakı

şərtlər ödənilsin:

1) ( )( ))()()(, bfafbafKba +=+Î" ;

2) ( )( ))()()(, bfafabfKba =Î" .

Misallar. 1. ×+,,2Z  cüt tam ədədlər halqasının ×+,,Z  halqasına aa a  kimi təyin

olunan inikası halqaların homomorfizmidir.

2. ×+,,Z  tam ədədlər halqasının ×+,,Q  meydanına aa a  kimi təyin olunan inikası

halqaların homomorfizmidir.

3. Bütün həqiqi funksiyalar çoxluğu halqa təşkil edir. Bu halqanı F ilə işarə edək. F

çoxluğunun bütün həqiqi ədədlər çoxluğuna

)()(: cfxf aj

kimi təyin olunan inikası homomorfizmdir. Doğrudan da, )()())(( cgcfcgf +=+  və

)()())(( cgcfcfg = .

Homomorfizmin bilavasitə tərifdən alınan aşağıdakı xassələri vardır:

Xassə 1. Əgər KKf ¢®: halqaların homomorfizmi olarsa, onda KKf ¢Ì)(  alt

halqadır.

İsbatı. Halqaların yuxarıda verilmiş əlamətinə görə isbat etmək lazımdır ki, ixtiyari iki

Kba ¢Î¢¢,  elementləri üçün KbaKba ¢Î¢¢Ù¢Î¢-¢  münasibətləri ödənilir. Doğrudan da,

))()()(,( bbfaafKba ¢=Ù¢=Î$ . K  halqa olduğu üçün

KbabfafbafKba ¢Î¢-¢=-=-®Î- )()()( .

Eyni qayda ilə,

KbabfafabfKab ¢Î¢¢==®Î )()()( .

Xassə isbat olundu.

Xassə 2. Əgər KKf ¢®:  halqaların süryektiv homomorfizmi olarsa və bu halqaların

vahidi varsa, onda 1)1( ¢=f .

İsbatı. Tutaq ki, ef ¢=)1( . İnikas süryektiv olduğu üçün ixtiyari Ka ¢Î¢  elementi üçün

elə KaÎ  tapmaq olar ki, aaf ¢=)(  və aafaffafea ¢==×==¢×¢ )()1()1()( . Deməli, e¢  sağ

vahiddir. Eyni qayda ilə göstərmək olar ki, o, sol vahiddir. Lakin əgər e¢¢  başqa vahid olarsa,

onda

eeee ¢¢=¢¢¢=¢

bərabərliyindən göründüyü kimi ikitərəfli vahid element yeganədir. Deməli, 1¢=¢e  olmalıdır.

Xassə isbat olundu.
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Tərif 2. KKf ¢®:  halqaların homomrfizmi olarsa, K  halqasının 0)( =xf  şərtini

ödəyən bütün KxÎ  elementlər çoxluğuna homomorfizmin nüvəsi deyilir və Kerf kimi işarə

olunur.

Halgalarla bağlı mühüm anlayışlardan biri ideal anlayışıdır. Bu anlayışı daxil etmək üçün

əvvəlcə qeyd edək ki, əgər ×+,,K  hər hansı halqa və ×+¢ ,,K  isə onun alt halqası olarsa, onda

K ¢  vurma əməlinə görə qapalıdır, lakin ümumiyyətlə, ola bilər ki, bu çoxluq onun

elementlərinin K -nın elementlərinə vurulmasına görə qapalı olmasın.

Tərif  3. Fərz edık ki, ×+,,K  hər hansı halqadır +,A  isə onun additiv  qrupunun alt

qrupudur. Əgər

( )( )( )AabKbAa ÎÎ"Î"

şərti ödənilərsə, onda boş olmayan A  alt çoxluğu sağ ideal adlanır. Analoji olaraq, sol ideal

anlayışı verilə bilər. Əgər sol A  idealı həm də sağ ideal olarsa, onda ona ikitərəfli ideal və ya

sadəcə ideal deyilir.

İdeala aid misallar. 1. Hər bir halqada ancaq bir 0 elementdən ibarət alt çoxluq idealdır.

Bu ən kiçik idealdır.

2.Hər bir halqanın özü idealdır. Bu ideal ən böyük idealdır.

3. ×+,,Z  tam ədədlər halqasında bütün 7-yə bölünən ədədlərinin 7Z  alt çoxluğu

idealdır.

4. ZZ 6/  halqasında { }4,2,0  alt çoxluğu idealdır.

5. Hər bir meydanda ancaq iki ideal vardır: 0 ideal və meydanın özü.

6. ×+,,K  kommutativ halqasından ixtiyari KaÎ  elementi götürək. (a) ilə halqanın bütün

mümkün ak, KkÎ  şəklində elementlər çoxluğunu işarə edək. (a) idealdır və bu ideal baş ideal

adlanır.

7. ×+,,K  kommutativ halqasından ixtiyari Kaa n Î,...,1  elementləri götürək.

{ }Kkkkakaaa nnnn Î++= ,...,|),...,( 1111 L

kimi müəyyən olunan alt çoxluq idealdır.

Tərif 3-dən göründüyü kimi ideal ümumi mənada alt halqadır. Lakin vahidi olan halqa

götürülərsə, yəni vahid elementin seçilməsi baş əməllər içərisinə daxil edilərsə onda ideal alt

halqa olmaya bilər. Bu aşağıdakı teoremdən görünür.

Teorem 1. Əgər vahidi olan 1,,, ×+K  halqası verilərsə, onda onun özündən fərqli alt

halqa təşkil edən idealı yoxdur.
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İsbatı. Tutaq ki, KA Ì  sıfır olmayan və alt halqa təşkil edən idealdır (qeyd edək ki, sifir

ideal o zaman alt halqa olar ki, 01 =  olsun və bu halda }0{=K ). Onda AÎ1  və ixtiyari KaÎ

elementi üçün Aaa Î=×1 . Deməli, KA = . Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. ×+,,K  halqasının başqa bir ×+¢ ,,K  halqasına KKf ¢®:  homomorfizmi

verilərsə, onda bu homomorfizmin nüvəsi idealdır.

İsbatı. Nüvənin tərifindən aydın olur ki, o, additiv qrupların homomorfizminin nüvəsidir.

Buna gorə də o, alt qrupdur. Deməli, teoremi isbat etmək üçün göstərmək lazımdır ki, Kerf

çoxluğu K halqasının elementlərinə vurmaya nəzərən qapalıdır, yəni K Kerf Kerf× Ì . Doğrudan

da, ixtiyari a KÎ  və x KerfÎ  üçün §8, xassə 4-ə əsasən

( ) ( ) ( ) ( ) 0 0f ax f a f x f a= = × = .

Deməli, ax KerfÎ  və nüvə sol  idealdır.  Asanlıqla  görmək  olar  ki,  o,  həm  də sağ idealdır.

Bununla teoremin isbatı başa çatdı.

Məlumdur ki, qruplarda normal bölənlər homomorfizmin nüvəsi kimi xarakterizə olunur.

Halqalarda da isə eyni xassəyə ideallar malikdir.

Teorem 3. A KÌ  alt çoxluğunun ideal olması üçün onun hər hansı homomorfizmin

nüvəsi olması zəruri və kafidir.

İsbatı. Şərtin kafiliyi teorem 2-dən alınır. Buna görə də zəruriliyi isbat edək. Tutaq ki, A

idealdır. ,K +  additiv qrupunda A normal böləndir. Buna görə də o, müəyyən :f K K ¢®

homomorfizminin nüvəsidir; burada K ¢  hər hansı qrupdur. Onda, ( )L f K K ¢= p . İxtiyari iki

( ), ( )a f a b f b¢ ¢= =  elementləri üçün L-də vurma əməlini

( )a b f ab¢ ¢ =

kimi müəyyən edək. Bununla, , ,L + ×  cəbrini alarıq. ,L +  -kommutativ qrupdur. Bundan

əlavə,

( ) ( ), , , , ( ), ( ), ( )a b c L a b c K a f a b f b c f c¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢Î ® $ Î = = = .

Buna görə də,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))a b c f a f b f c f a f b c f a b c¢ ¢ ¢+ = + = + = + =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f ab ac f ab f ac f a f b f a f c a b a c¢ ¢ ¢ ¢= + = + = + = + .

Deməli, , ,L + ×  cəbri halqadır. Qurmaya əsasən, :f K L®  halqaların homomorfizmidir və A

idealı onun nüvəsidir. Teorem 3 isbat olundu.

Faktor-halqa. İndi isə halqalar nəzəriyyəsi üçün vacib olan faktor-halqa anlayışını verək.

Tutaq ki, , ,K + ×  hər hansı halqa, L isə onun idealıdır. K çoxluğunda Lyxyx Î-«j  kimi

təyin olunan binar münasibətə baxaq. Aydındır ki, L kommutativ alt qrupdur. Deməli, K halqası
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bu alt qrupa görə cüt-cüt kəsişməyən qonşu siniflərə bölünür. Bu qonşu siniflər KxLx Î+ ,

şəklindədir. +,/ LK faktor-qrupunda vurma binar əməli daxil edək. Bunun üçün ixtiyari

LyLx ++ ,  qonşu siniflər cütünə Lxy +  qonşu sinfini qarşı qoyaq. Hər şeydən əvvəl göstərək

ki, LxyLyLx +++ a,  inikası x və y elementlərindən asılı olmayıb, ancaq qonşu sinifdən

asılıdır. Bu o deməkdir ki, əgər Kx Î¢  və x elementi ilə eyni sinifdə olarsa, onda

LyxLxy +¢=+ . Lakin sonuncu münasibət Lyxxy Î¢-  ilə eynigüclüdür.

LLyyxxyxxy ÌÎ¢-=¢- )( olduğundan biz tələb olunan hökmü alırıq. Beləliklə, biz ×+,,/ LK

cəbrini aldıq.

Teorem 4. ×+,,/ LK  cəbri halqadır.

İsbatı. Yuxarıdakıları nəzərə alsaq, teoremi isbat etmək üçün ancaq vurma əməlinin

distributivliyini göstərmək qalır. İxtiyari üç Kzyx Î,,  elementləri götürərək, )( zyx +  və

zxyx +  siniflərini müqayisə edək. Birinci hasil, tərifə əsasən )( zyx +  qonşu sinfini verir.

Lakin xzxyzyx +=+ )( olduğu üçün o, zxyx +  sinfi ilə eynidir. Deməli, zxyxzyx +=+ )( .

Teorem 4 isbat olundu.

Tərif 4. Teorem 4 vasitəsi ilə qurulan halqa K halqasının L idealına görə faktor-halqası

adlanır və K/L kimi işarə olunur.

, ,K + ×  halqasının ×+,,/ LK  faktor-halasına x x L+a  kimi təyin olunan inikası təbii

homomorfizm adlanır. Bu inikas hər bir elementə onun faktor-halqada öz sinfini qarşı qoyur.

Misal. 1. ×+,,Z  halqasında 5-ə bölünən ədədlər qrupu baş idealdır. Bu baş ideala görə

Z/5Z  faktor-halqası 5 elementdən ibarətdir: 4,3,2,1,0 .

Halqaların homomorfizmi də qrupların homomorfizmi ilə oxşar xassələrə malikdir.

Homomorfizmin nüvəsi və obrazı haqqında yuxarıda isbat olunan teoremlər aşağıdakı əsas

teoremi isbat etməyə imkan verir.

Teorem 5. Tutaq ki, KKf ¢®:  süryektiv homomorfizmdir, L isə onun nüvəsidir.

Onda KLK ¢@/ .

İsbatı. Yuxarıdakı izomorfizm qrupların homomorfizmləri haqda əsas teoremə əsasən

additiv qruplar üçün doğrudur. Siniflər üzərində yuxarıda təyin olunan vurma əməlinin tərifinə

görə isə )(xfLx a+  inikası multiplikativ ×,/ LK  və ×¢,K  qruppoidlərinin

homomorfizmidir, yəni vurma əməlini saxlayır. Teorem 5 isbat olundu.
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Tutaq ki, ×+,,K  və ×+¢ ,,K  halqaları verilmişdir. Bunların köməyi ilə KK ¢´  hasilində

yeni halqa müəyyən etmək olar. İxtiyari ba,  və ba ¢¢,  cütü üçün iki binar əməli belə təyin

edək:

bbaababa ¢+¢+=¢¢+ ,,, ;

bbaababa ¢¢=¢¢ ,,, .

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, 0,0  elementi neytral element, ba -- ,  elementi simmetrik

element  və əgər  halqaların  vahidləri  (1  və 1¢ ) varsa, onda 1,1 ¢  neytral element olacaqdır.

Qurulmuş bu halqa K və K ¢  halqalarının düz cəmi adlanır və KK ¢Å  kimi işarə olunur.

IV FƏSİL. Çıxıqlar sinifləri halqası

§1. Tam ədədlər halqası və onun idealları
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Tam ədədlər halqası ən sadə halqalardan biridir. O, tamlıq oblastıdır. Qruplarla bağlı bəzi

məsələlərin həlli aşağıdakı qalıqlı bölmə teoreminə əsaslanır.

Teorem 1. Əgər b  natural ədədi  verilərsə, hər bir tam a ədədi yeganə  qayda ilə

a = bq+r ,  0£r < b.

şəkilində göstərilə bilər.

İsbatı. b ədədinin bütün tam misillərinə baxaq:

K  ,- 2b , -b , 0, b , 2b ,K  .

Aydındır ki, a ədədi hər hansı iki kb və (k+1)b misilləri arasinda yerləşmiş olacaqdır:

kb≤ a<(k+1)b.

k=q və  a – qb= r  işarə edərək alırıq:

0 ≤  a – bq=r < b.

Buradan tələb olunan göstəriliş alınır. Əgər a = bq1 + r1 ,  0 ≤ r1 < b başqa göstəriliş olarsa onda,

bu bərabərlikləri tərəf-tərəfə çıxsaq alarıq: b(q–q1)=r1 – r. Buradan:

1 1( )b q q r r- = - . (1)

Lakin r və r1 mənfi olmayan tam ədədlərdir və buna görə də onların fərqinin mütləq qiyməti bu

ədədlərdən ən böyüyünü aşa bilməz. Deməli, ),max( 11 rrrr £-  və nəticə etibarı ilə alırıq:

brr <- 1 . (1) bərabərliyinin sol tərəfi b-yə bölünür. Bu səbəbdən 1rr -  fərqi də b-yə

bölünməlidir. Yuxarıda göstərilən bərabərsizlikdən aydın olur ki, bu ancaq 01 =- rr , yəni

1rr = olduqda mümkündür. Nəticədə, (1) bərabərliyinin sağ tərəfinin 0-a bərabər olduğunu

alırıq: b(q-q1)=0. Beləliklə, q = q1 . Teoremin isbatı başa çatdı.

  Teorem 1-in ifadəsindəki yeganə q və r ədədləri uyğun olaraq natamam qismət və qalıq

adlanır. Bəzən bu teorem aşağıdakı şəkildə də ifadə olunur.

Teorem 2. Əgər a və b  tam ədədlər olmaqla, 0b ¹  olarsa, onda elə yeganə (q, r) tam

ədədlər cütü tapmaq olar ki,

a = bq + r  ,  0£  r < b

olsun.

Tərif 1. Əgər qrupun hər bir elementi hər hansı bir GaÎ  elementinin və ya onun tərsinin

natural qüvvəti şəklində göstərilə bilərsə, onda belə qrupa doğuranı a olan dövrü qrup deyilir.

  İxtiyari ×,G  qrupunda ən sadə yolla alt qrup almaq üçün onun ixtiyari GaÎ  elementini

götürək. İstənilən ZnÎ  tam ədədi üçün Gan Î . İxtiyari Znm Î,  tam ədədləri üçün Ga nm Î- .

Tərif 1-ə əsasən, { }Znan Î|  dövrü qrupdur. Doğuranı a olan dövrü qrup a  şəklində yazılır.

Tam ədədlər halqasının additiv qrupu doğuranı 1 olan dövrü qrupdur.
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Tərif 2. GaÎ  elementi doğuranı bu elementə bərabər sonlu dövrü qrup əmələ gətirərsə,

onda bu qrupun tərtibinə GaÎ  elementinin tərtibi deyilir.

GaÎ  elementinin tərtibi ean =  şərtini ödəyən ən kiçik natural ədəddir. Dövrü qruplar

haqda əsas teorem aşağıdakı kimidir.

Teorem 3. Dövrü qrupun hər bir alt qrupu dövrü qrupdur.

İsbatı. Tutaq ki, G doğuranı g olan dövru qrupdur və GH p  onun hər hansı alt qrupudur.

Onda bu alt qrupun hər bir h elementi Zngh n Î= ,  şəklindədir. Göstərək ki, H dövrü qrupdur.

Bunun üçün onun hər hansı bir Zтga т Î= ,  elementini götürək. H alt qrupunun bütün

Nтga т Î= ,  natural üstlü qüvvətləri çoxluğuna baxaq. q ilə elə ən kiçik natural ədədi işarə

edək ki, Hgq Î  olsun. Teorem 2-yə əsasən, elə b tam ədədi tapmaq olar ki,

m = bq+r  ,  0£r < q

olsun. Bu halda,
rqbт ggg = .

H alt qrup olduğu üçün

( ) HggHgg qbmrqbbq Î=ÙÎ= - .

q ədədinin seçiminə əsasən, 0£r < q şərtini ödəyən r üçün bu, ancaq r=0 olduqda mümkündür.

Deməli, m = bq və buna görə də, H alt qrupunun hər bir elementi qbт gg =  şəklindədir. Buradan

görünür ki, H alt qrupu doğuranı qg  olan dövrü qrupdur. Teorem 3 isbat olundu.

Tərif 3. Əgər , ,K + ×  halqasında hər bir ideal baş ideal olarsa, onda belə halqa baş

ideallar halqası adlanır.

Teorem 4. Tam ədədlər halqasında hər bir ideal baş idealdır.

İsbatı. Tutaq ki, ZA Ì  hər hansı idealdır. Onda o, tam ədədlər halqasında alt qrupdur.

Lakin tam ədədlər qrupu dövrü qrup olduğu üçün, teorem 3-ə görə onun hər bir alt qrupu

doğuranı müəyyən bir a tam ədədi olan dövrü qrupdur, yəni aA = . Deməli, A çoxluğunun hər

bir elementi Zkak Î,  şəklindədir. Beləliklə, A baş idealdır. Teoremin isbatı başa çatdı.

  Tutaq ki, 0m ¹  tam ədəddir. Teorem 4-ə əsasən tam ədədlər halqasının idealları mZ

şəklindədir. /Z mZ faktor-halqası a a mZ= +  şəklində qonşu siniflərdən ibarətdir.

Teorem 5. /Z mZ faktor-halqası sonlu halqadır. Onun xarakteristikası m-ə bərabərdir.

İsbatı. İki a mZ+  və b mZ+  sinifləri yalnız və yalnız o zaman eyni olar ki, a b mZ- Î

olsun. Bu halda a və b  ədədləri m böləninə görə eyni qalıqlı ədədlərdir. Tərsinə, əgər a və b

ədədləri m böləninə görə eyni qalıqlı ədədlər olarsa, onda a mZ+ b mZ= + .  Lakin  teorem  1-ə

əsasən ancaq m sayda müxtəlif qalıqlar vardır və onların hər biri bir qonşu sinif doğurur. Deməli,
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/ {0, 1,..., 1}Z mZ m= - . 0 1 1
m

m= = + +L14243  olduğu üçün onun xarakteristikası m-ə bərabərdir.

Teorem 5 isbat olundu.

  Əgər m müsbət tam ədədi mürəkkəb ədəd olarsa, onda /Z mZ  halqası tamlıq oblastı

deyil. Doğrudan da, abm =  olarsa və ma <<1  şərti ödənilərsə, yaza bilərik:

0== mba .

§2. Çıxıqlar siniflərinin tam və gətirilmiş sistemləri. Vahidlər qrupu

Tutaq ki, mZZA /Ì  alt çoxluğu verilmişdir. Aydındır ki, A  qonşu siniflərin hər hansı

çoxluğudur. Belə qonşu siniflər çoxluğu çıxıqlar sinifləri sistemi adlanır.

Tərif 1. mZZA /=  olduqda A  sistemi çıxıqlar siniflərinin tam sistemi adlanır.

Məsəslən, ZZ 5/   halqasında çıxıqlar siniflərinin tam sistemi olaraq 4,10,8,7,1  sistemini

götürmək olar.

Tərif 2. A  çıxıqlar sistemi o zaman çıxıqların gətirilmiş sistemi adlanır ki,

)/( mZZa Î" (ƏBOB )1),( Aama Î®=

münasibəti doğru olsun.

Qeyd edək ki, ƏBOB 1),( =ma  şərti sinfin hər hansı a  elementi üçün ödənilirsə, onda bu

şərt həmin sinfin bütün elementləri üçün də ödənilir. Beləliklə,

ƏBOB ( )abma Î"«=1),( (ƏBOB 1),( =mb )

və yuxarıdakı tərifdə verilən şərt sinfi birqiymətli təyin edir. Deyilənlərə əsasən belə nəticəyə

gəlmək olar ki, çıxıqlar sinifləri sistemi hər sinifdən bir element götürməklə alınan çıxıqlar

sistemi ilə birqiymətli olaraq müəyyən olunur. Beləliklə, çıxıqların tam və gətirilmiş sistemləri

çıxıqlar siniflərinin uyğun sistemlərini tamamilə əvəz edir.

Məsələn, ZZ 6/   halqasında çıxıqlar siniflərinin gətirilmiş sistemi əvəzinə  1, 5 çıxıqlar

sistemini götürmək olar (çünki, bütün siniflərdən ancaq 6 ilə ortaq vuruğu olmayan siniflər bu

sistemə daxildir).

Teorem 1. 1³m natural ədəd olduqda, mZZa /Î  sinfinin tərsinin olmaslı üçün

{ }Zyxmyaxma Î+=Î ,|),(1  şərtinin ödənilməsi zəruri və kafidir.

İsbatı. m=1 olduqda teorem doğrudur. Buna görə də fərz etmək olar ki, 1>m . Şərtin

zəruriliyini göstərmək üçün tutaq ki, a  sinfinin tərsi vardır, yəni elə mZZb /Î  sinfi var ki,

1=ba .  Bu  bərabərlik  göstərir  ki, ab  hasili və 1 ədədi eyni qonşu sinifdə yerləşmişlər, yəni

mZab Î-1 , yaxud mkabmZab +=®+Î 11 . Beləliklə, ),(1 mamkab Î-= .

İndi isə şərtin kafi olduğunu göstərək. Tutaq ki, myaxma +=®Î 1),(1 . Onda,
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11 =®+Î®+ xamZaxmyax .

Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. mZZ /  halqasının bütün tərsi olan elementlər çoxluğu qrup təşkil edir.

İsbatı. mZ *  ilə /mZ Z mZ=  halqasının bütün tərsi olan a  çıxıqlar sinifləri çoxluğunu

işarə edək. Göstərək ki, bu çoxluq çıxılar siniflərinin vurulması əməlinə görə qrup əmələ gətirir.

, ma b Z *Î  kimi iki sinif götürək. Teorem 1-ə əsasən 1 ( , ) 1 ( , )a m b mÎ Ù Î . Deməli, elə ,x y ZÎ

tapmaq olar ki, 1ax my- =  və elə ,z t ZÎ  tapmaq olar ki, 1bz mt- = . Birinci bərabərliyin hər

iki tərəfini b-yə vuraq: b abx mby= - . Alınmış qiyməti ikinci bərabərlikdə nəzərə alsaq, yaza

bilərik: ( ) ( ) 1ab xz m byz t- + = . Bu bərabərlikdən görünür ki, yenə də teorem 1-ə əsasən

1 ( , )ab mÎ . Deməli, mZ *  çoxluğu vurma əməlinə görə qapalıdır. Asanlıqla görmək olar ki,

grupun bütün digər şərtləri də ödənilir. Teorem 2 isbat olundu.

Tərif 3. mZ *  qrupu mZ  halqasının dönən elementlər qrupu, yaxud vahidlər qrupu adlanır.

Qeyd edək ki, əgər hər hansı a tam ədədi m ilə vahiddən böyük d ortaq böləninə malik

olarsa, onda 1ax my- =  bərabərliyi mümkün ola bilməz. Doğrudan da, bərabərliyin sol tərəfi bu

halda 1d >  ədədinə bölünür, sağ tərəf isə bölünmür. Deməli, *Î/ mZa . Beləliklə, biz aşağıdakı

nəticəni alırıq.

Tutaq ki, sıfırdan fərqli ixtiyari a və b tam ədədləri verilmişdir.

Teorem 3. { }ZyxbyaxbaA Î+== ,|),( baş idealının dövrü qrup kimi doğuranı bu

ədədlərin ƏBOB-nə bərabərdir.

İsbatı. §1, teorem 4-ə əsasən, mənfi olmayan elə d  tam ədədi var ki, )(dA = . Aydındır

ki, 0¹d , çünki, a və b tam ədədlərinin hər ikisi sıfırdan fərqlidir. Asanlıqla görmək olar ki,

AbabAbaa Î×+×=ÙÎ×+×= 1001 . Deməli, elə iki 1a  və 1b  tam ədədləri tapmaq olar ki,

dbbdaa ×=Ù×= 11 . Digər tərəfdən Ad Î  olduğu üçün elə Zyx Î,  tam ədədləri tapmaq olar

ki, byaxd += . Bu bərabərliklər göstərir ki, a və b ədədlərinin hər bir ortaq böləni d- nin

bölənidir, yəni =d ƏBOB(a,b). Teorem 3 isbat olundu.

Yuxarıda isbat olunan teoremlərdən aşağıdakı nəticələr alınır.

Nəticə 1. ma Z *Î  olması üçün ƏBOB ( , ) 1a m =  olması zəruri və kafidir.

Nəticə 2. m sadə ədəd olarsa, mZ  halqası meydandır.

Doğrudan da, tutaq ki, m sadə ədəddir. Onda, bütün sıfırdan fərqli 1,2,..., 1a p= -

qalıqları üçün ( , ) 1a m =  şərtləri ödənilir. Deməli, mZ  halqasının bütün sıfırdan fərqli

elementlərinin tərsi var, yəni mZ  halqası meydandır.
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Nəticə 3. mZ  halqasının tamlıq oblastı olması üçün m ədədinin sadə ədəd olması zəruri və

kafidir.
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V FƏSİL. Kompleks ədədlər  meydanı

§1. Kompleks ədədin aksiomatik tərifi

Riyaziyyatın inkişaf tarixində dəfələrlə ədəd anlayışının genişləndirilməsi zərurəti

yaranmışdır. Tam əmsallı ən sadə xətti tənliklərin həlli zamanı rasional ədədlərdən istifadə

etməli oluruq. Həqiqi ədədlər meydanınada ixtiyarı həqiqi əmsallı ax b=  ( 0¹a ) xətti tənliyinin

həlli vardır. Lakin, diskriminantı mənfi olan kvadrat tənliyin, xüsusi halda, ən sadə 2 1 0x + =

tənliyinin həqiqi ədədlər meydanında həlli yoxdur.  Cəbri tənliklər nəzəriyyəsinin bir sıra

məsələlərinin həlli həqiqi ədədlər meydanın elə genişləndirilməsini tələb edirdi ki, bu

genişlənmədə həmin kvadrat tənliklərin həlli mümkün olsun.

Tərif 1. , , ,0,1C + ×  meydanı o zaman kompleks ədədlər meydanı adlanır ki,  aşağıdakı

şərtlər ğdənsin:

a) , , ,0,1R + ×  meydanı , , ,0,1C + ×  meydanının alt meydanıdır;

b) elə CiÎ  elementi var ki, 2 1i = - ;

c) ixtiyari СzÎ  elementini yeganə qayda ilə biaz +=  kimi yazmaq olar.

Teorem. Kompleks ədədlər meydanı vardır.

İsbatı. Əvvəlcə U R R= ´  hasilində aşağıdakı kimi iki binar əməl təyin edək:

, , ,a b c d a c b d+ = + + ;

, , ,a b c d ac bd ad bc× = - + .

Asanlıqla  görmək  olar  ki, ,U +  cəbri kommutativ qrupdur. Göstərək ki, ,U * ×  cəbri  də

kommutativ qrupdur. Vurma əməlinin tərifindən onun kommutativ əməl olduğu aydındır.

Assosiativliyi yoxlayaq.

( ), , , , ,a b c d k l a b ck dl cl dk× × = × - + =

)()(),()( dlckbdkcladkclbdlcka -+++--=

), bdlbckadkaclbdkbcladlack -++---= .

Digər tərəfdən,

( ) =×+-=×× lkbcadbdaclkdсba ,,,,,

=++-+--= kbcadlbdaclbcadkbdac )()(,)()(

), bdlbckadkaclbdkbcladlack -++---= .

Alınan bərabərliklər assosiativliyinin doğtuluğunu göstərir. 1, 0  cütü vahid elementdir:

babababa ,10,010,1, =×+××-×=× .

0,0  cütü toplama əməli üçün neytral elementdir.
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Məlumdur ki, { }\ 0,0U U* = . , 0,0a b ¹  münasibəti yalnız və yalnız a və b

ədədlərindən heç olmazsa biri sıfırdan fərqli olduqda doğrudur. Bu halda asanlıqla yəqin etmək

olar ki,
1 2 2 2 2, / ( ), / ( )a b a a b b a b-
= + - + .

Doğrudan da,
2 2 2 2, / ( ), / ( )a b a a b b a b× + - + =

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2/ ( ) / ( ), / ( ) / ( ) 1,0a a b b a b ab a b ba a b+ + + - + + + = .

Beləliklə, , ,U + ×  cəbrinin meydan olması üçün ancaq distributivlik xassəsinin ödənildiyini

yoxlamaq qalır. Bunun üçün ayrı-ayrılıqda ( ), , ,a b c d k l+  və , , , ,a b c d a b k l× + ×

cəmlərini hesablayaraq, nəticələri müqayisə etməklə bərabərliyin doğruluğunu yoxlayaq.

, , , , , ,a b c d a b k l ac bd ad bc ak bl al bl× + × = - + + - + =

,ac bd ak bl ad bc al bl= - + - + + + .

Digər tərəfdən, isə

( ), , , , ,a b c d k l a b c k d l+ = + + =

( ) ( ), ( ) ( )a c k b d l a d l b c k= + - + + + + ,ac bd ak bl ad bc al bl= - + - + + + .

Göründüyü kimi alınmış ifadələr eynidir.

, ,U + ×  meydanında , ,R + ×  həqiqi ədədlər meydanı ilə izomorf olan alt meydan vardır.

{ }, 0 |H a a R= Î

çoxluğu , ,U + × meydanında tələb olunan alt meydan əmələ gətirir. Doğrudan da, asanlıqla

yoxlaya bilərik ki, ,0 ,0 ,0a c a c+ = +  və ,0 ,0 ,0a c ac× = .

İndi isə 0,1i =  işarə edək. 0,1 0,1 0 0 1 1,0 1 0 1 1,0× = × - × × + × = - bərabərliyi

göstəriri ki, 2i HÎ . Digər tərəfdən,

, ,0 0, ,0 ,0 0,1a b a b a b= + = + ×       (1)

və bu göstəriliş yeganədir. Doğrudan da,

,0 ,0 0,1a b+ × ,0 , 0 0,1a b¢ ¢= + ×

olarsa, onda yaza bilərik: , ,a b a b¢ ¢= a a b b¢ ¢« = Ù = .

Teoremin isbatını başa çatdırmaq üçün , ,U + ×  meydanı ilə izomorf olan elə , ,C + ×

meydanı quraq ki, R CÌ  olsun. Bu halda, C meydanı üçün tərif 1-in b) və c) şərtləri ilə birlikdə

a) şərti də ödənmiş olar, yəni tələb olunan meydan qurulmuş olar. (1) bərabərliyi göstərir ki, hər
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bir ,0a  şəklində elementi a ilə əvəz etsək, biz yeni { }| ,C a bi a b R= + Î  simvolik cəmlər

çoxluğunu alarıq. C çoxluğunda toplama və vurma əməllərini aşağıdakı kimi təyin edək:

( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + + ;

( )( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = - + + .

Onda, U və C çoxluqları arasındakı ,a b a bi+a  inikası biyektivdir. Bu biyektiv  inikas ilə

yeni , ,C + ×  meydanını alırıq və o, , ,U + ×  meydanı ilə izomorfdur. Asanlıqla görmək olar ki,

, ,C + ×  meydanında 0 0 0 0i i= = + . Qurmaya görə R CÌ . Teorem isbat olundu.

§2. Kompleks ədədlərin cəbri, həndəsi və triqonometrik  şəkli

, ,C + ×  meydanının elementləri kompleks ədədlər adlanır. Tutaq ki, СzÎ  hər hansı

kompleks ədəddir. Əvvəlki paraqrafdakı teoremə əsasən bu ədədi yeganə qayda ilə biaz +=

şəklində yazmaq olar. Kompleks ədədin belə yazılışı onun cəbri şəkli adlanır. a ədədinə z

kompleks ədədinin həqiqi hissəsi deyilir və zRe  kimi işarə olunur. b ədədinə isə z kompleks

ədədinin xəyali hissəsinin əmsalı deyilir və zIm  kimi işarə olunur. Kompleks ədədlərin müxtəlif

göstərilişlərindən istifadə olunur. Bu və ya digər göstəriliş baxılan konkret məsələdən asılıdır.

Şəkil 2.

Bəzən kompleks ədədləri müstəvinin nöqtələri və ya vektorları şəklində təsvir etmək

faydalı olur. Müstəvi üzərində düzbucalı Dekart koordinat sistemi götürək. Hər bir nöqtə onun

koordinatları adlanan bir yeganə nizamlı cütə qarşı qoyulur və tərsinə. Beləliklə, müstəvinin

nöqtələr çoxluğu ilə cütlər çoxluğu arasında qarşılıqlı biriymətli uyğunluq müəyyən olunur.

Digər tərəfdən müstəvinin nöqtələri ilə onların radius vektorları arasında biyektiv uyğunluq

mövcuddur. Hər bir kompleks ədəd isə bir nizamlı cütlə təyin olunduğundan kompleks ədədlər

çoxluğu ilə müstəvi nöqtələri və beləliklə, radius vektorları çoxluğu arasında qarşılıqlı

birqiymətli uyğunluq vardır. Buna görə də hər bir biaz +=  kompleks ədədini koordinatları

a iba= +

  O   x

    y

j

b
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( ),a b  olan nöqtə və ya bu nöqtənin radius vektoru ilə (şəkil 2) göstərmək olar. Belə göstəriliş

kompleks ədədin həndəsi şəkli adlanır.

Tutaq ki, cəbri şəkildə iki kompleks ədəd verilmişdir: ,a bi c dia b= + = + . Yuxarıda

deyilənlərə əsasən bu iki kompleks ədəd o zaman bərabər olar ki, a=c və b=d bərabərlikləri

doğru olsun. a bia = -  ədədinə a  ədədinin kompleks qoşması deyilir. Məsələn, 3 5ia = -

ədədinin komleks qoşması 3 5ia = +  ədədidir; 3ib = -  üçün isə 3ib =  olar. a  həqiqi ədəd

olduqda a a= .

a aa  inikası , ,C + ×  meydanının özünə biyektiv inikasıdır.

Teorem 1. a aa  inikası , ,C + ×  meydanının özünə izomorfizmidir.

Isbatı. Yuxarıda deyildiyi kimi, bu inikas biyektiv inikasdır. Göstərək ki, o,

homomorfizmdir. ,a bi c dia b= + = +  olarsa, onda,

( ) ( ) ( )a bi c di a c b d ia b a b+ = - + - = + - + = + .

Eyni qayda ilə,

( ) ( )ac bd i ad bc ac bd ad bc iab ab= - + + ® = - - + ;

( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc iab ab= - - = - + - - = .

Göründüyü kimi a aa  inikası baş əməlləri saxlayır və deməli, izomorfizmdir. Teorem 1 isbat

olundu.

Qeyd edək ki, a aa  inikası , ,C + ×  meydanının özünə həqiqi ədədlər meydanını

yerində saxlayan yeganə avtomorfizmidir.

Qoşma kompleks ədədlərin əsas xassələri içərisində aşağıdakı iki münasibəti qeyd edək:

1) İxtiyari CaÎ  kompleks ədədi üçün 2Re Ra a a+ = Î ; aaa Im2i=- ;

2) İxtiyari CaÎ  kompleks ədədi üçün 2a a a× = .

Toplama əməlinin tərifinə görə iki kompleks ədədi, həndəsi olaraq, vektorların

toplanması qaydası – paraleloqram qaydası – ilə toplamaq olar (şək. 2). Vurma əməli isə belə

sadə həndəsi interpretasiyaya malik deyil. Lakin vurma əməlini də əyani olaraq təsvir etmək

mümkündür. Bunun üçün kompleks ədədin triqonometrik şəkli daha əlverişlidir.

Tutaq ki a bia = +  kompleks ədədinin müstəvi üzərində həndəsi təsviri verilmişdir (şək.

2). Radius vektorun absis oxunun müsbət istiqamətli ilə əmələ gətirdiyi bucağı j  ilə işarə edək.

Müstəvi üzərində polyar koordinat sistemini elə daxil edək ki, polyar ox absis oxunun müsbət

yarım hissəsi ilə üst-üstə düşsün. Analitik həndəsədən məlum olduğu kimi müstəvinin koordinat

başlanğıcından fərqli hər bir nöqtəsi bir cüt ədədlə (polyar koordinatlarla) birqiymətli təyin

olunur: ( ),r j . Burada 0r >  həmin nöqtənin radius vektorunun uzunluğunu, j  isə bu radius
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vektorla absis oxu arasındakı bucağı göstərir. Qeyd edək ki, j  polyar bucağı [ )0, 2p  aralığında

dəyişir. Məlumdur ki, radius vektorun uzunluğu 2 2r a b= +  düsturu ilə hesablanır. a  və b

koordinatları üçün yaza bilərik:

jj sin,cos rbra == .      (2)

Onda alarıq:

(cos sin )a bi r ia j j= + = + .        (3)

Çox vaxt alınmış ifadədə j  bucağı üzərində yuxarıda qoyulan məhdudiyyət atılaraq,

j-¥ < < ¥  qəbul olunur.

Tərif 1. (3) bərabərliyində sonuncu ifadəyə kompleks ədədin triqonometrik şəkli deyilir;

r  ədədi kompleks ədədin modulu, j  isə onun arqumenti adlanır.

a  kompleks ədədinin modulu a  kimi işarə olunur. 0 ədədinin modulu 0-a bərabərdir,

arumenti isə təyin olunmamışdır. Trionometrik şəkildə yazılış yeganə deyil. Verilən kompleks

ədədin arqumenti (2) sistemindən 2p  ədədinin tam misilləri dəqiqliyi ilə təyin olunur. Bu o

deməkdir ki, əgər hər hansı j  ədədi (2) sistemini ödəyirsə, yəni arqumentdirsə, onda

2 ,n n Zj p+ Î  ədədlərinin hər biri də arqumentdir. Deməli, kompleks ədədin arqumenti bir

qiymətli təyin olunmamışdır. Onu biriymətli olaraq, yuxarıda olduğu kimi, ancaq 2p  uzunluqda

yarım intervalda təyin etmək olar. Belə yarım interval olaraq, məsəslən, [ )0, 2p  götürülə bilər.

Kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsində adətən belə interval olaraq ( , ]p p-  aralığı qəbul

olunur. Arqumentin bu şərti ödəyən qiymətləri onun baş qiyməti adlanır və arga  kimi işarə

olunur. (2) bərabərliklərindən asanlıqla I və IV koordinar bucaqlarında yerləşmiş kompleks

ədədlər üçün (ordinat oxu üzərində yerləşən nöqtələr istisna olmaqla):

b btg arg arctg
a a

j j a= ® = =

alınır. II və III koordinat bucaqları daxilində yerləşmiş kompleks ədədlər üçün isə uyğun olaraq,

a
barсrс

a
barсrс +-=+= papa arg,arg

bərabərlikləri doğrudur.

Koordinat oxları üzərində (koordinat başlanğıcı istisna olmaqla) yerləşmiş ədədlər üçün

isə arqument belə təyin olunur: müsbət həqiqi ədədin arqumenti 0-a, mənfi ədəin arqumenti p -

yə bərabər qəbul olunur; xəyali ox üzərində yerləşən kompleks ədədin arqumenti xəyali hissənin

əmsalı müsbət olduqda 2/p -yə, mənfi olduqda isə 2/p- -yə bərabərdir.

2p  ədədinin tam mislləri çoxluğu həqiqi ədədlərin additiv qrupunda alt qrup təşkil edir.
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( , ]p p-  aralığından olan hər bir həqiqi ədəd bu alt qrupa görə bir qonşu sinif müəyyən edir və bu

siniflər cüt-cüt kəsişmir. arg ( , ]a p pÎ -  ədədinin doğurduğu qonşu sinif aArg kimi işarə

olunur.

Misallar. 2,  -1,  -i, -1+i kompleks ədədlərini triqonometrik şəklə gətirək. Bunun üçün

onların modulunu və arqumentini tapaq. Asanlıqla yəqin etmək olar ki,

2 22 2, 1 1, 0 1 1, 1 1 1 2i i= - = - = + = - + = + = .

Yuxarıdakı deyilənlərə əsasən:

4/34/)1()1arg(;2/)arg(;)1arg(;02arg pppppp =-=-+=+--=-=-= arctgii .

Beləliklə, bu ədədlərin triqonometrik şəkli aşağıdakı kimi olacaqdır:

2 2(cos 0 sin 0); 1 cos sin ;i ip p= + - = +

( ) ( ) 3 3cos / 2 sin / 2 ; 1 2 cos sin
4 4

i i i ip pp p æ ö- = - + - - + = +ç ÷
è ø

.

Modulun əsas xassələri aşağıdakı teoremlə ifadə olunur.

İxtiyari a  və b  kompleks ədədləri üçün aşağıdakı münasibətlər doğrudur:

1) ,ab a b= ×      2)
b
a

b
a

= ,    3) Nттт Î= ;aa  .

Arqumentin xassələrini ifadə edən aşağıdakı bərabərliklər isə p2 dəqiqliyi ilə ödənilir:

1) baab argarg)arg( += ,      2) ba
b
a argargarg -= ,    3) aa argarg nn = .

§3. Muavr düsturu. Kompleks ədədin kökü

Kompleks ədədlərin vurulmasını triqonometrik şəkildə verilmiş ədədlər üzərində yerinə

yetirmək daha sadədir.

Toerem 1. Tutaq ki, triqonometrik şəkildə iki kompleks ədəd verilmişdir:

( ) ( )cos sin , cos sinr i ia j j b r f f= + = + .

Onda,

( )cos( ) sin( )r iab r j f j f= + + + .

İsbatı. Verilən ədədlərin hasilini tapaq.

( )( )cos sin cos sin (cos cos sin sinr i i rab r j j f f r j f j f= + + = - +

( )(cos sin sin cos )) cos( ) sin( )i r ij f j f r j f j f+ = + + + .

Teorem 1 isbat olundu.

Nəticə. İxtiyari n natural ədədi üçün

)sin(cos))sin(cos( jjjj ninrir nn +=+ .
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Alınan düstur Muavr düsturu adlanır.

Teorem 1-ə əsasən : arg 2Arg Za a p+a  inikası ,C* ×  multiplikativ qrupunun

/ 2R Zp faktor-qrupuna süryektiv homomorfizmidir. Onun nüvəsi arg 0, Ca a *= Î  şərtlərini

ödəyən kompleks ədədlərdən ibarətdir, yəni KerArg R*= . Homomorfizmlər haqqında əsas

teoremə görə aşğıdakı izomorfizmi alırıq:

/ / 2C R R Zp* * @ .

Kompleks ədədin kökü. Tutaq ki, n natural ədəddir.

Tərif. u kompleks ədədi o zaman hər hansı z kompleks ədədinin n-ci dərəcədən kökü

adlanır ki, zun =  bərabərliyi doğru olsun.

Məsələn, 4 1i =  olduğu üçün i ədədi 1–in 4-cü dərəcədən köküdür. Eyni qayda ilə

yoxlamaq olar ki, 1 3ie = - +  ədədi 8-in 3-cü dərəcədən köküdür.

Muavr düsturunu tətbiq etməklə kompleks ədədin n-ci  dərəcədən köklərini tapaq.

Teorem 2. Vahidin n-ci dərəcədən n sayda kökü vardır və bu köklər aşağıdakı düsturla

hesablanır:

2 2cos sin ; 0,1,..., 1k
k ki k n
n n
p pe = + = - .

İsbatı. Aydındır ki, vahidin n-ci dərəcədən ixtiyari kökü sıfırdan fərqlidir. Buna görə də

onu triqonometik şəkildə yazmaq olar. Birqiymətli yazılışdan istifadə edərək onu

( )cos sin , 0 2r ie j j j p= + £ <

kimi göstərək. Şərtə əsasən 1ne = . Muavr düsturuna görə yaza bilərik:

( )cos sin 1nr n i nj j+ = .

Triqonometrik şəkildə göstərilişin yeganəliyinə əsasən 1nr = . r  müsbət ədəd olduğu üçün

buradan 1r =  alırıq. Yenə də, yeganəliyə görə

kmmk
mn
kn

n
n

22
,2

0sin
,1cos

=Þ=Þ
î
í
ì

=
=

Û
î
í
ì

=
=

pp
pj
pj

j
j

.

Beləliklə,

n
kkn pjpj 22 =Þ= .

0 2j p£ <  olduğundan 0 0,1,..., 1k n k n£ < ® = - . Deməli,

2 2cos sin ; 0,1,..., 1k
k ki k n
n n
p pe = + = - .

Yoxlama göstərir ki, tapılan ədədlər vahidin n-ci dərəcədən kökləridir. Teorem 2 isbat olundu.
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Tərif. Vahidin n-ci dərəcədən ibtidai kökü onun elə kökünə deyilir ki, yerdə qalan

köklərin hər biri həmin kökün müəyyən natural qüvvətinə bərabərdir.

Vahidin n-ci dərəcədən köklərinin aşağıdakı xassələri vardır.

1o. Vahidin n-ci dərəcədən kökləri 1 radiuslu, mərkəzi koordinat başlanğıcında olan

düzgün n- bucaqlının təpə nöqtələrində yerləşmişdir.

2o. Vahidin n-ci dərəcədən kökləri üçün aşağıdakı düsturlar doğrudur:

1,...,0;2sin2cos; -=+== nk
n

i
n

k
k

ppeee .

3o. Vahidin n-ci dərəcədən kökləri doğuranı e olan n tərtibli dövrü qrupdur. Bu qrup Cn

kimi işarə olunur.

4o. Vahidin n-ci dərəcədən hər bir ibtidai kökü Cn qrupunun doğuranıdır.

5o. ( ) 1, =nk   olarsa,
n

ki
n

k
k

ppe 2sin2cos +=  vahidin n-ci dərəcədən ibtidai köküdür.

Bu xassələr Muavr düsturu və teorem 2-nin bilavasitə nəticəsidir.

Teorem 3. Sıfırdan fərqli z kompleks ədədinin n-ci dərəcədən ixtiyari kökü onun hər

hansı bir qeyd olunmuş kökü ilə vahidin n-ci dərəcədən müəyyən bir kökünün hasilnə bərabərdir.

İsbatı. Tutaq ki, w z  ədədinin hır hansı qeyd olunmuş köküdür. Onda, zwn = . Əgər w¢

n-ci dərəcədən başqa bir kök olarsa, onda zw n =¢ . İkinci bərabərliyi birinciyə tərəf-tərəfə bölsək

alarıq 1
nw

w
¢æ ö =ç ÷

è ø
. Beləliklə, e=¢ ww /  vahidin n-ci dərəcədən müəyyən bir köküdür. Buradan

alırıq: w we¢ = . Teorem 3 isbat olundu.

Nəticə. Triqonometrik şəkildə verilmiş sıfırdan fərqli )sin(cos jj irz +=  kompleks

ədədinin n-ci dərəcədən n sayda kompleks kökü vardır və bu köklər

2 2cos sin , 0,1,..., 1n
k

k kw r i k n
n n

j p j p+ +æ ö= + = -ç ÷
è ø

düsturları ilə hesablanır.

İsbatı. Muavr düsturuna əsasən

zir
n

i
n

r
n

n =+=÷
ø
ö

ç
è
æ + )sin(cossincos jj

jj .

Deməli, ( )cos( ) sin( )nw r n i nj j= +  ədədi z-in n-ci dərəcədən köküdür. Əgər w¢  başqa kök

olarsa, onda vahidin n-ci dərəcədən məyyən kökü üçün w we¢ =  olmalıdır. Tərsinə, bilavasitə

yoxlama ilə görmək olar ki, belə müəyyən olunan hər bir w¢  ədədi z-in n-ci dərəcədən köküdür.

Deməli, w¢  üçün n sayda qiymət mümkündür və bunlar , 0,1,..., 1k k ne e= = -  götürməklə alınır:
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( ) 2 2cos( ) sin( ) cos sinn
k k

k kw w r n i n i
n n
p pe j j æ ö= = + + =ç ÷

è ø

2 2cos sinn k kr i
n n

j p j p+ +æ ö= +ç ÷
è ø

.

Nəticə isbat olundu.

Misal. 1. Vahidin 3-cü dərəcədən bütün köklərini tapaq. Teorem 2-yə əsasən yaza bilərik:

2,1,0,
3

2sin
3

2cos =+= kkik
k

ppe .

k  parametrinə göstərilən qiymətləri verərək üç müxtəlif kök tapırıq:

10sin0cos0 =+= ie ,

2
3

2
1

2
2sin

3
2cos1 ii +-=+= ppe ,

2
3

2
1

3
4sin

3
4cos2 ii --=+= ppe .

Cəbr olaraq elə ×ñá ,G  cütünü götürək ki, burada, =G },,1{ 2ee ,
3

2sin
3

2cos ppe i+=  ;

baş əməl olaraq kompleks ədədlərin vurulması əməlini götürək. 13 =e , eeee == -- 221 ,  olduğu

üçün ×ñá ,G  cəbri kommutativ qrup olacaqdır.  Bu qrup vahidin 3-cü dərəcədən kökləri qrupu

adlanır. Analoji olaraq

},...,,,1{ 12 -= nG eee ,

olduqda (burada
n

i
n

ppe 2sin2cos += ), vahidin n-ci dərəcədən kökləri qrupu alınır.

2. 31 iz -=  ədədinin 4-cü dərəcədən bütün kompleks köklərini tapaq.

23131 =+=-== izr .

Verilən ədəd IV koordinat bucağında yerləşir. Buna görə də onun arqumenti

3/)3( pj -=-= arctg

olacaqdır. Deməli,

3,2,1,0,
4

3/2sin
4

3/2cos24 =÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
-

= kkikwk
pppp

.

k-ya uyğun qiymətləri verməklə bütün kökləri tapa bilərik:

( ))12/sin()12/cos(24
0 pp -+-= iw ,

( ))12/5sin()12/5cos(24
1 pp iw += ,

( ) ( ))12/sin()12/cos(2)12/11sin()12/11cos(2 44
2 pppp iiw +-=+= ,
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( ) ( ))12/5sin()12/5cos(2)12/17sin()12/17cos(2 44
3 pppp iiw --=+= .

§4. Kompleks ədədin kvadrat kökü.

Yuxarıda triqonometrik şəkildə verilmiş kompleks ədəddən kökalma qaydası ilə tanış

olduq. Burada cəbri şəkildə verilmiş kompleks ədəddən kvadrat kökalma qaydasını öyrənəcəyik.

Tutaq ki, bia +=a  kompleks ədədindən 2-ci dərəcədən kök almaq tələb olunur. Həmin

köklərdən ixtiyari birini yixz +=  kimi işarə edək. Onda:

biayxyixbiayixz +=-+Þ+=+Þ= 2222 2)(a .

Buradan:

2/22 bxyayx =Ù=- .

Beləliklə, x və y həqiqi ədədləri bu sistemdən təyin oluna bilər. Əgər ikinci bərbərliyin hər iki

tərəfini kvadrata yüksəldərək, əks işarə ilə götürsək aşağıdakı sistemi alarıq:

î
í
ì

=-
=-

.4/
,

222

22

byx
ayx

Deməli, Viyet teoreminə əsasən 2x  və 2y-  aşağıdkı kvadrat tənliyin kökləridir:

0
4

2
2 =+- bauu .

Bu tənliyin iki kökü vardır:

2
,

2

22

2

22

1
baaubaau +-=++= .

0¹+ bia  olduqda birinci kök müsbət, ikinci kök isə mənfidir. Deməli,

2

22
2 baax ++= və

2

22
2 baay +-
=- .

Buradan yaza bilərik:

2
;

2

2222 abaybaax -+
±=

++
±= .

Əgər bütün mümkün hallara baxcaq yixz +=  kökü üçün dörd müxtəlif qiymət alarıq ki,

bunlardan ancaq ikisi götürülə bilər (bax §3). Hər şeydən əvvəl qeyd edək ki, əgər yixz +=

kök olarsa, ikinci kök yixz --=-  olacqdır. Deməli, yalnız bir kökü tapmaq lazımdır. Əgər

0³b  olarsa, a  ədədi yuxarı yarımmüstəvidə yerləşmişdir və buna görə də pa ££ arg0 . Onda

2/arg0 p££ z , yəni 00 ³Ù³ yx  olmalıdır. Əgər 0<b  olarsa, a  ədədi aşağı yarımmüstəvidə

yerləşmişdir və buna görə də 0arg <<- ap . Onda 0arg2/ <<- zp , yəni 00 <Ù³ yx

olmalıdır. Beləliklə, alırıq: 1) 0³b  olarsa, iki kompleks kök belə tapılır:
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22

2222 abaibaayix -+
±

++
±=+ ;     (1)

2) 0<b  olduqda isə köklər

22

2222 abaibaayix -+++
±=+ m     (2)

düsturları ilə tapılır (hər iki düsturda köklər üçün eyni zamanda üst işarələr və ya eyni zamanda

alt işrələr götürülür).

Misal. i125--  kompleks ədədinin kvadrat köklərini tapaq. 012 <-=b  olduğu üçün (2)

düsturlarını tətbiq etmək lazımdır.

iiyix 32
2

514425
2

144255
mm ±=

++++-
±=+ .

Beləliklə, i125--  kompleks ədədinin iki kvadrat kökü vardır:

iziz 32,32 21 +-=-= .

Yoxlama ilə yəqin etmək olar ki, bu ədədlər həqiqətən axtarılan kvadrat kökləridir.
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VI FƏSİL. Əvəzləmələr qrupu

§1. İnduksiya aksiomu. Riyazi induksiya metodu

Natural ədəd riyaziyyatın ilkin anlayışlarından biridr. Çox qədim dövrlərdə yaranmış bu

anlayış insanların saymaq tələbatı ilə əlaqədar meydana gəlmişdir. Natural ədədlər

nəzəriyyəsinin qurulmasında induksiya aksiomu müstəsna əhəmiyyətə malikdir. Bu aksiom

aşağıdakı şəkildə söylənilir:

Tutaq ki, natural ədədlər çoxluğunun hər hansı M NÌ  alt çoxluğu iki şərti ödəyir:

1) 1 ;MÎ

2) ( )( 1 )n N n M n M" Î Î ® + Î .

Onda M N= .

Beləliklə 1-dən başlayaraq, hər bir ədədi bir vahid artırmaqla biz bütün natural ədədlər

sırasını ala bilərik. Bu aksiom natural ədədlərlə bağlı bir çox hökmlərin isbatı zamanı geniş

istifadə olunur. Fərz edək ki, bütün natural ədədlər çoxluğunda hər hansı ( )T n  predikatı

verilmişdir.

Teorem. Əgər ( )T n  predikatı üçün:

1) (1)T ;

2) ( ) ( )( ) ( 1)n N T n T n" Î ® +

mülahizələri doğrudursa, onda ( )T n  eyniliklə doğru predikatdır.

İsbatı. M ilə ( )T n  predikatının doğruluq qiymətləri çoxluğunu işarə edək. Teoremin 1-ci

şərtinə əsasən 1 MÎ . İxtiyari k MÎ  natural ədədi götürək və fərz edək ki, ( )T k   təklifi

doğrudur. 2-ci şərtə əsasən, ( ) ( 1)T k T k® +  implikasiyası doğrudur. Onda implikasiyanın

doğruluq cədvəlinə əsasən ( 1)T k +  təklifinin doğruluğu alınır. Deməli, Mk Î+1 . İnduksiya

aksiomuna əsasən, bu halda M N=  olacaqdır. Bu isə ( )T n  predikatının eyniliklə doğru predikat

olduğunu göstərir. Teorem isbat olundu.

Misal. Riyazi induksiya metodu ilə isbat edək ki, ixtiyari natural n ədədi üçün
2

3 3 3 ( 1)1 2
2

n nn +æ ö+ + + = ç ÷
è ø

L       (2)

bərabərliyi doğrudur.

Həlli.  (2) bərabərliyini ( )T n  predikatı kimi qəbul edək.

1) (1)T  təklifinin doğruluğunu yoxlayaq:
2

3 1 (1 1)1
2

× +æ ö= ç ÷
è ø

- təklif doğrudur.

2) ( ) ( 1)T k T k® +  implikasiyasını ancaq ( )T k  doğru olduqda yoxlamaq lazımdır

(çünki, ( )T k  yalan olduqda implikasiya doğrudur). Beləliklə, ikinci addımda fərz edirik ki,
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( )T k  doğrudur (induktiv fərziyyə). İsbat etməliyik ki, bu fərziyyədən ( 1)T k +  təklifinin

doğruluğu alınır. ( )T k  təklifinin doğru olması

2
3 3 3 ( 1)1 2

2
k kk +æ ö+ + + = ç ÷

è ø
L

bərabərliyinin dogru olması deməkdir. Bu şərt daxilində ( 1)T k +  təklifinə baxaq.

2
3 3 3 3 3( 1)1 2 ( 1) ( 1)

2
k kk k k+æ ö+ + + + + = + + =ç ÷

è ø
L

=
2 2 2 2

2 2 4 4 ( 1) ( 2)( 1) 1 ( 1)
2 2 2
k k k k kk k k

é ù + + + +æ ö= + + + = + =ê úç ÷
è øê úë û

.

( )T k

Beləliklə, ( 1)T k +  təklifi də doğudur. Teoremə əsasən (2) bərabərliyi eyniliklə doğru

predikatdır.

§2. Yerdəyişmə. İnversiya. Transpozisiya haqda teorem

1-dən n-ə qədər natural ədədlərin hər hansı ardıcılıqla düzülüşü yerdəyişmə adlanır.

Məsələn, 1, 3, 6, 4, 2, 5 ardıcıllığı yerdəyişmədir. Hər bir yerdəyişmədə natural ədədlər təkrarsız

düzülür. Ən sadə düzülüş natural ədədlərin təbii ardıcıllıqla düzülüşüdür. Belə düzülüş onunla

xarakterizə olunur ki, burada kiçik ədəd böyükdən solda yerləşmişdir.

Deyilənlərdən aydın olur ki, hər bir yerdəyişmə nizamlı 1, 2,..., n  çoxluğunun hər hansı

{ } { }: 1,2,..., 1, 2,...,n nj ®  inikası ilə müəyyən olunur. Doğrudan da, əgər bu inikasın qiymətlər

çoxluğunda nizamı (1), (2),..., ( )nj j j  kimi müəyyən etsək yerdəyişmə alarıq. Əgər daha yığcam

işarələmə üçün ( ) iij j=  qəbul etsək yerdəyişməni belə yaza bilərik: 1 2, ,..., nj j j . Aydındır ki,

bütün mümkün yerdəyişməmələrin sayı ! 1 2n n= × × ×K  hasilinə bərabərdir.

Yerdəyişmə üçün vacib olan inversiya anlayışını verək. Tutaq ki, 1 k j n£ < £  şərtini

ödəyən ,k j  cütü  verilmişdir. Əgər k jj j>  şərti ödənilərsə, onda deyilir ki, ,k jj j  cütü

inversiya təşkil edir. Məsələn, 6 elementdən düzəlmiş yuxarıdakı yerdəyişmədə beş inversiya

vardır və bunlar 3, 2 , 6, 2 , 4, 2 , 6, 4 , 6,5  cütləri ilə meydana gəlmişdir. Göründüyü kimi,

əgər ,k jj j  cütü inversiya təşkil edirsə, onda k j-  və k jj j-  fərqləri müxtəlif işarəlidir.

Beləliklə, yerdəyişmədəki inversiyaların sayı üçün aşağıdakı düsturu alırıq:

1

1 1
2k j n k j

k js sign
j j£ < £

æ ö-
= × -ç ÷ç ÷-è ø
å ,        (1)
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burada cəmləmə ( 1) / 2n n -  sayda bütün mümkün ,k j  cütləri üzrə aparılır. Əgər ,k jj j  cütü

inversiya təşkil etmirsə, onda mötərizədəki cəm sıfra bərabərdir, əks halda isə mötərizədəki ifadə

2-yə bərabərdir və hasilin qiyməti isə 1-ə bərabərdir. Məsələn, yuxarıdakı misalda

1 2 3 4 5 61, 3, 6, 4, 2, 5j j j j j j= = = = = = . Buna görə də, bu yerdəyişmədəki inversiyaların sayı

yuxarıdakı düstura əsasən belə tapılır:

(0 0 0 0 0) (0 0 1 0) (1 1 1) (1 0) 0 5s = + + + + + + + + + + + + + + = ;

birinci mötərizədəki cəm 1, , 2,3, 4,5,6j j =  cütlərinə, ikinci mötərizədəki cəm

2, , 3,4,5,6j j =  cütlərinə və s. uyğundur. Yerdəyişmədə inversiyaların sayı cüt ədəd olarsa,

belə inversiya cüt, tək olduqda isə tək yerdəyişmə adlanır.

(1) düsturundan inversiyaların sayını hesablamaq üçün aşağıdakı əlverişli üsul alınır.

Yerdəyişmədən əvvəlcə 1-i ataraq, bütün ondan əvvəl gələn ədədlərin sayı yazılır. Bu (1)

cəmində 1, , 2,...,j j n=  cütlərinə uyğundur. Daha sonra, 2-nin üzərindən xətt çəkilərək, ondan

əvvəl yerdəyişmədə qalan ədədlərin sayı hesablanaraq, birinci ədədə əlavə olunur və s., bu

proses n-1 atılanadək davam etdirilir. İnvrsiyaların sayı nəticədə alınan cəmə bərabərdir.

Məsələn, 2,3,1,4 yerdəyişməsindəki inversiyaların sayını tapaq. Əvvəlcə 1-i ataq: 2,3,1, 4/ ; 1-dən

əvvəl iki ədəd vardır. Daha sonra 2-ni atırıq: 2,3,1, 4/ / ; ondan əvvəl heç bir ədəd yoxdur.

Beləliklə, 2+0 cəmi alınır. Üçüncü addımda 3-ü atırıq: 2,3,1, 4/ // . Beləliklə, inversiyaların sayı

üçün s=2+0+0=2 alırıq.

Yerdəişmədə iki ədədin yerinin dəyişdirilməsi transpozisiya adlanır. Transpozisiyadan

sonra yeni yerdəyişmə alınır. Məsələn yuxarıdakı misalda 1və 5 ədədlərinin yerini dəyişsək  5, 3,

6, 4, 2, 1 yerdəyişməsi alınar. Asanlıqla görmək olar ki, bu yerdəyişmədəki inversiyaların sayı

s=5+4+1+2+0=12 olar. Göründüyü kimi inversiyaların sayı transpozisiyadan əvvəl tək, sonra isə

cüt oldu. Bunun  həmişə belə olduğu aşağıdakı teoremdən aydın olur.

Teorem 1. !n  sayda bütün n elementli yerdəyişmələri, belə yerdəyişmələrin hər hansı

birindən başlayaraq, elə ardıcıllıqla düzmək olar ki, ikincidən başlayaraq hər bir yerdəyişmə

özündən əvvəlki yerdəyişmədən bir transpozisiya ilə alınsın.

İsbatı. Teoremi riyazi induksiya metodu ilə isbat edək. n=2 olduqda teorem doğruur.

Belə ki, əgər biz 1,2 yerdəyişməsindən başlasaq, ikinci yerdəyişmə 2,1 olar. 2,1

yerdəyişməsindən başladıqda isə, ikinci yerdəyişmə 1,2 olacaqdır.

İndi fərz edək ki, teorem n-1 elementli yerdəyişmələr üçün doğrudur. Göstərək ki,

buradan teoremin n elementli yerdəyişmələr üçün doğruluğu alınır. İxtiyari n elmentli

yerdəyişmə götürək: 1 2, ,..., nj j j . 1j  elementini nəzərdən atsaq, qalan elementlər n-1 elementli

yerdəyişmə əmələ gətirir. İnduktiv fərziyyəyə əsasən 2 ,..., nj j  yerdəyişməsindən başlayaraq
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bütün n-1 elementli yerdəyişmələri elə düzmək olar ki, ikincidən başlayaraq hər bir yerdəyişmə

özündən əvvəlkindən bir transpozisiya ilə alınır. Bütün bu yerdəyişmələrdə 1-ci yerdə 1j

elementini yazmaqla biz n elementli yerdəyişmələrin elə düzülüşünü alırıq ki, ikincidən

başlayaraq hər bir yerdəyişmə özündən əvvəlki yerdəyişmədən bir transpozisiya ilə alınır.

Sonuncu yerdəyişmədə bir transpozisiya apararaq 1j  ilə 2j -nin yerini dəyişək. Alınan

yerdəyişmə əvvəlkilərin hər birindən fərqlidir. Yuxarıda aparılan mühakimələri alınan

yerdəyişmə üçün yerinə yetirək. Sonuncuda bir transpozisiya ilə 2j  və 3j  elementlərinin yerini

dəyişək və bu qayda ilə prosesi davam etdirək. Beləliklə biz bütün n! sayda yerdəyişmələri

teoremin tələbinə uyğun düzmüş oluruq. Teorem isbat olundu.

Teorem 2. Hər bir transpozisiya yerdəyişmənin cütlüyünü dəyişir.

İsbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, transpozisiya iki qonşu ij  və 1ij +  elementlərinin  yerini

dəyişir. Bu halda bu elementlərin hər birinin digər elementlərlə əmələ gətirdiyi inversiyaların

sayı dəyişmir. Buna görə də (2) düsturunda ancaq

1

11
i i

sign
j j +

-
-

-

ifadəsi dəyişir və bu ifadə

1

11
i i

sign
j j +

-
+

-

ilə əvəz olunur. Deməli, əgər 1,i ij j +  cütü inversiya təşkil edirsə, birinci ifadə 2-yə, ikinci isə

0-a bərabərdir. Deməli, inversiyaların sayı 1 vahid azalmış olur. Əgər 1,i ij j +  cütü inversiya

təşkil etmirsə, birinci ifadə 0-a, ikinci isə 2-yə bərabərdir. Deməli, inversiyaların sayı 1 vahid

artmış olur. Hər iki halda yerdəyişmə öz cütlüyünü dəyişir.

İndi fərz edək ki, transpozisiya ij  və i kj +  elementlərinin yerini dəyişir. Nəticədə alınan

yerdəyişməni ardıcıl elementlərin yerini dəyişməklə də almaq olar. Bunun üçün ij  elementi ilə

1ij + -in yerini dəyişirik; sonra alınan yerdəyişmədə ij  elementi ilə 2ij + -nin yerini dəyişirik və s.

Belıliklə, k sayda yrdəyişmədən sonra ij  elementi ilə i kj + -nın yerinə gəlmiş olur:

1 1 2,..., ,..., , ,...i i i k i nj j j j j j+ + + . İndi i kj +  elementini əks istiqamətdə yərdəyişmə vasitəsi ilə 1ij + -

dən əvvələ gətirmək lazımdır. Bunun üçün k-1 sayda yerdəyişmə tələb olunur. Nəticədə, 2k-1

sayda yerdərişmə ilə biz ij  və i kj +  elementlərinin yerini dəyişdik. Yuxarıda baxılan hala əsasən,

bu zaman əvvəlki yerdəyişmənin cütlüyü 2k-1  dəfə dəyişmiş olur. Lakin 2k-1  tək ədəd olduğu

üçün nəticədə verilən yerdəyişmənin cütlüyü dəyişmiş olur. Teorem 2 isbat olundu.
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§3. Əvəzləmə və onun işarəsi. Əvəzləmələr qrupu.

Hər bir yerdəyişmə müəyyən bir biyektiv { } { }: 1,2,..., 1, 2,...,n nj ®  inikası ilə

birqiymətli təyin olunur. Bu inikası çox vaxt aşağıdakı cədvəl şəklində yazırlar:

1 2

1 2

i n

i n
j j j j
æ ö
ç ÷
è ø

L L

L L
.

Bu şəkildə yazılış əvəzləmə adlanır. Əvəzləmənin ümumi tərifi belədir.

Tərif 1. n elementli çoxluğun özünə biyektiv inikasına n dərəcəli əvəzləmə deyilir.

Aydindır ki, n elementli çoxluq ilə {1,2,…,n} çoxluğu arasında biyektiv inikas vardır.

Buna görə də hər bir n elementli çoxluğu },...,,{ 21 naaa  kimi yazmaq olar. Beləliklə, hər bir

biyektiv inikas elementin özünün və obazının nömrəsi ilə tamam müəyyən olunur. Məsələn, hər

hansı inikas vasitəsi ilə ia  elementi ja  elementinə çevrilirsə, onda bunu ji a  kimi yazmaqla

göstərmək olar. Əgər birinci elementləri təbii ardıcıllıqla (artan qaydada) düzsək, onda inikas

onların obrazları ilə, yəni obrazlardan düzələn yerdəyişmə ilə birqiymətli təyin olunur. Deməli,

hər bir inikası (1) əvəzləməsi şəklində yazmaq olar:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

- nni

nni
jjjjj

j
121

121
LL

LL
,

və burada ii jj =)(  işarə olunmuşdur. Göründüyü kimi əvəzləməni göstərən cədvəlin 1-ci sətri

dəyişmir və əvəzləmə tamamilə ikinci sətirdəki yerdəyişmə ilə müəyyən olunur. Qeyd etmək

lazımdır ki, əvəzləmədə ixtiyari ədədin yerini öz obrazı ilə bir sütunda dəyişmək olar. Məsələn,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
1423
4321

 əvəzləməsini belə də yazmaq olar: ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
4132
3412

.

n elementən ibarət yerdəyişmələrin sayı !n  olduğu üçün n dərəcəli əvəzləmələrin də sayı

!n  olacaqdır. Bütün n dərəcəli əvəzləmələr çoxluğu nS  kimi işarə olunur. nS  çoxluğunda vurma

binar əməlini inikasların kompozisiyası kimi təyin olunur:

))(()( ii tsst = .

Misal olaraq ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
1423
4321

 və ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
2314
4321

 əvəzləmələrinin hasilini tapaq. Bunun üçün 1, 2,

3, 4 ədədlərindən hər birinə ardıcıl olaraq ikinci və birinci əvəzləmələri “tətbiq” etmək lazımdır.

×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
1423
4321

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
2431
4321

2314
4321

.

Əvəzləmələrin hasili kommutativ deyil.

Teorem 1. ×,nS cəbri qrupdur.
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İsbatı. İnikasların kompoziiysı assosiativlik xassəsinə malikdir. Buna görə də nS

çoxluğunda vahid elementin və hər bir element ilə simmetrik elementin varlığını göstərmək qalır.

Vahid element olaraq eynilik inikasını götürmək olar. Bu əvəzləmənin yazılışı belədir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

nn
nn

122
121

L

L
.

Aydındır ki, s  əvəzləməsi üçün tərs əvəzləmə elə t  əvəzləməsi olmalıdır ki, istənilən i

elementi üçün ii ss =)(  elementini yenidən i-yə çevirsin.  Bunun  üçün s  əvəzləməsinin

sətirlərinin yerini dəyişmək kifayətdir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
== -

ni
ni

LL

LL

21
211 ssss

st .

Deməli, ×,nS cəbri qrupdur. Teorem 1 isbat olundu.

Misal. ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
2314
4321

  əvəzləməsinin tərsini tapaq. Bunun üçün sətirlərin yerini dəyişək

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
2342
4321

4321
2314

.

Yuxarıda qeyd etdiyimiz kimi, əvəzləmə özünün ikinci sətri ilə tamamilə müəyyən

olunur. Əgər əvəzləmənin 2-ci sətrindəki yerdəyişmə cüt olarsa, əvəzləmə özü də cüt əvəzləmə

adlanır. Əks halda isə o, tək əvəzləmə adlanır.

Tərif 2. Tutaq ki, s ədədi s  əvəzləməsinin ikinci sətrindəki inversiyaların sayıdır.
ssign )1(-=s

ədədinə  bu əvəzləmənin işarəsi deyilir.

Məsələn, ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2341
4321

s  əvəzləməsinin ikinci sətrindəki yerdəyişmə 1,2,3,4

yerdəyişməsindən bir transpozisiya ilə alındığı üçün 1-=ssign  olacaqdır. Belə əvəzləmə

transpozisiya adlanır. Transpozisiyanın ümumi şəkli belədir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
nij
nji

LLL

LLL

1
1

.

Yuxarıda biz gördük ki,

ik

iksign
jj

j
-
-

=

ədədi ik jj ,  cütü inversiya təşkil etdikdə -1-ə, əks halda isə +1-ə bərabər qiymət alır. Buna

görə də,
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Õ
£<£ -

-=
nji ji

jisignsign
1 jj

j .

Əvəzləmənin işarəsinin əsas xassəsi aşağıdakı teoremlə ifadə olunur.

Teorem 2. Əvəzləmələrin hasilinin işarəsi onların işarələrinin hasilinə bərabərdir.

İsbatı. İşarənin yuxarıda yazılan  ifadəsinə əsasən yaza bilərik:

( ) ( )1 i j n i j

i jsign signjt
jt jt£ < £

-
= =

-Õ

1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))i j n i j n

i j i jsign sign sign sign
i j i j

t t t j
t t j t j t£ < £ £ < £

- -
= = ×

- -Õ Õ

Teorem 2 isbat olundu.

Misal. ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
368147592
987654321

 əvəzləməsinin işarəsini təyin edək.

2,9,5,7,4,1,8,6,3 yerdəyişməsindəki inversiyaların sayını tapaq. 1-in üzərindən xətt

çəkərək, ondan əvvəlki natural ədədləri sayaq. Onların sayı 5-dir. İndi isə 2-nin üzərindən xətt

çəkərək, ondan əvvəlki natural ədədləri sayaq: 0. Daha sonra, 3-ün üzərindən xətt çəkərək, ondan

əvvəlki xətlənməmiş natural ədədləri sayaq. Bu say 6-dır. Bu qayda ilə davam edırək, alınan

sayları toplayaq:

5+0+6+3+1+3+1+1=20.

Beləliklə, əvəzləmə cüt əvəzləmədir və onun işarəsi 1-ə bərabərdir.
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VII FƏSİL. Ədədi xətti fəza. Xətti tənliklər sistemi

§1. Ədədi xətti fəzalar. Xətti asılılıq
nR  düz hasilində n elementli kortejlər üzərində aşağıdakı kimi toplama əməli müəyyən

etmək olar. Tutaq ki, ( )1 2, ,..., nx x x x=  və ( )1 2, ,..., ny y y y= nR  düz hasilindən götürülmüş

ixtiyari iki kortejdir. Bu kortejlərin cəmi

( )1 1 2 2, ,..., n nx y x y x y x y+ = + + +

kimi təyin olunan kortejə deyilir. Asanlıqla görmək olar ki, kortejlərin cəmi aşağıdakı xassələrə

malikdir:

1) x y y x+ = +  -kommutativlik;

2) ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  -assosiativlik;

3) )0,...,0,0(0 =  işarə etsək, onda 0 0x x x+ = + = ;

4) ixtiyari nx RÎ  korteji üçün ( ) ( ) 0x x x x+ - = - + = , burada ),...,,( 21 nxxxx ---=- .

Bu xassələr göstərir ki, ,nR +  cəbri kommutativ qrupdur.

İxtiyari RlÎ  həqiqi ədədi götürək və : n nR Rlw ®  inikasını aşağıdakı kimi təyin edək:

( ) ( )( )1 2( ) , , ...,n
nx R x x x xlw l l l" Î = .

lw  inikası nR  qrupunda yeni unar əməl müəyyən edir. Bu əməl l  ədədinə (skalyara) vurma

əməli adlanır. nR  qrupunun elementləri isə vektorlar adlanır. Məsələn, 3, 4nl = =  olsun.

( ) 42, 1,0, 2x R= - - Î  olarsa, onda

( ) ( )3 6, 3,0, 6xw = - - .

( )xlw  çox vaxt sadəcə xl  kimi işarə olunur. Skalyara vurma əməlinin asanlıqla yoxlanılan

aşağıdakı xassələri vardır:

1) ixtiyari ,l m  skalyarları üçün ( )( )( ) ( )nx R x xl m lm" Î = ;

2) ixtiyari ,l m  skalyarları üçün ( ) x x xl m l m+ = + ;

3) ( ) ( ) ( )( ), nR x y R x y x yl l l l" Î " Î + = + ;

4) ixtiyari nx RÎ  vektoru üçün 1 x x× = .

Misal. n=2 olarsa, onda 2R  çoxluğu alınır. Məlumdur ki, bu çoxluq müstəvi üzərində

yerləşən vektorlar çoxluğu ilə biyektiv uyğunluqdadır. Bu uyğunluq 2 ,R +  qrupu ilə təpəsi

koordinat başlanğıcında olan istiqamətlənmiş parçalar çoxluğunun vektorların toplanması

(paraleloqram qaydası ilə) əməlinə nəzərən təşkil etdiyi additiv qrup arasında izomorfizm

müəyyən edir. Skalyara vurma əməli də bu izomorfizm zamanı saxlanılır.
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Yuxarıdakı konstruksiyanı istənilən meydan üzərində də yerinə yetirmək olar. Tutaq ki,

hər hansı , , ,0,1K + ×  meydanı verilmişdir. n natural ədəd olduqda nK  Dekart qüvvətində (yəni

nK K K= ´ ´L  hasilində) yuxarıda olduğu kimi vektor anlayışı, onlar üzərində əməllər –

toplama və skalyara vurma əməlləri təyin oluna bilər. Beləliklə, biz , ,{ | }nK Klw l+ Î  cəbrini

alırıq. Yuxarıda olduğu kimi, ( )x xlw l=  işarə olunur. Təyin olunan bu əməllərin yuxarıda

ğöstərilən xassələri vardır. Həmin xassələri daxil etdiyimiz işarələmə ilə aşağıakı kimi yazmaq

olar:

1) ( )( ), nx y K x y y x" Î + = + ;

2) ( )( ), , ( ) ( )nx y z K x y z x y z" Î + + = + + ;

3) ( )( )0 0nx K x x x" Î + = + = ;

4) ( )( )( ) ( ) 0nx K x x x x" Î + - = - + = ;

5) ( )( )( ), ( )nK x K x x xl m l m l m" Î " Î + = + ;

6) ( ) ( )( ), ( ) ( )nK x K x xl m lm l m" Î " Î = ;

7) ))()()(,( yxyxKKyx n llll +=+Î"Î"

8) ( ) ( )1nx K x x" Î × = .

1)-8) xassələrini (aksiomlar) ödəyən , ,{ | }nK Klw l+ Î  cəbri n ölçülü ədədi (hesabi)

xətti fəza adlanır.

Tutaq ki, n ölçülü ədədi , ,{ | }nK Klw l+ Î  xətti fəzasında ixtiyari 1,..., kx x  vektorlar

sistemi verilmişdir, 1,..., kl l  isə ixtiyari skalyarlardır.

Tərif 1. 1 1 k kx xl l+ +L  cəminə 1,..., kx x  vektorlar sisteminin əmsalları 1,..., kl l  olan

xətti kombinasiyası deyilir.

Aydındır ki, əgər bütün 1,..., kl l  skalyarlarının hamısı 0-a bərabər olarsa, onda bu xətti

kombinasiya sıfra bərabərdir. Lakin ola bilər ki, əmsallar içərisində sıfırdan fərqli olanlar vardır,

lakin xətti kombinasiya yenə də sıfra bərabərdir. Məsələn, ( 1,3)a = -  və ( 2,6)b = -  vektorları

üçün 2 ( 1) 0a b+ - = .

Tərif 2. Hamısı sıfır olmayan müəyyən 1,..., kl l  skalyarlar sistemi üçün

1 1 0k kx xl l+ + =L      (*)

münasibəti ödənilərsə, 1,..., kx x  vektorlar sistemi xətti asılı sistem adlanır. Əgər (*) münasibə-
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tinin doğruluğundan 021 ==== klll L  bərabərliyi alınarsa, onda  sistemə xətti asılı olmayan

sistem deyilir.

Tərifdən aydındır ki, verilən sistemin xətti asılı olmadığını isbat etmək üçün

1 1 10 0 0k k kx xl l l l+ + = ® = Ù Ù =L L

implikasiyasının doğruluğunu göstərmək lazımdır.

Misal. 1 2(1,0), (0,1)e e= =  vektorlar sistemi xətti asılı deyil. Doğrudan da, müəyyən

1 2,l l ədədlər sistemi üçün 1 1 2 2 0e el l+ =  olarsa, onda 1 2( , ) (0,0)l l = . Buradan 1 20 0l l= Ù =

alırıq. Deməli, bu sistem xətti deyil.

Xətti asılı olan və olmayan sistemlərin bəzi sadə xassələri vardır.

Xassə 1. Əgər 1,..., kx x  vektorlar sisteminə 0 vektor daxildirsə, onda bu sistem xətti

asılıdır.

İsbatı. Tutaq ki, 1 0x = . Onda, 1 21 0 0kx x x× + × + + =L  olmaqla əmsallar içərisində

sıfırdan fərqli olanı vardır. Demıli sistem xətti asılıdır.

Xassə 2. Əgər 1,..., kx x  vektorlar sistemi xətti asılı deyilsə, onda onun ixtiyari alt sistemi

də xətti asılı deyil.

İsbatı. Tutaq ki, verilən sistemin hər hansı
1
,..., ,1

ri ix x r k£ <  alt sistemi xətti asılıdır.

Yəni hamısı sıfır olmayan elə
1
, ...,

ri il l  skaılyarları var ki,

1 1
0

r ri i i ix xl l+ + =L .

Bu halda 1,..., rj i i¹  olduqda 0jl =  qəbul edərək, yenə də 1 1 0k kx xl l+ + =L  alırıq və

əmsalların hamısı sıfır deyil. Lakin bu, sistemin xətti asılı olmaması şərti ilə ziddiyyət əmələ

gətitirir. Alınmış ziddiyyət göstərir ki, alt sistem xətti asılı deyil.

Kontrapozisiya qanunundan istifadə etməklə asanlıqla aşağıdakı xassəni isbat etmək olar.

Xassə 3. Xətti asılı sistemin istənilən genişlənməsi xətti asılıdır.

Xassə 4. Verilən sistemin xətti asılı olması üçün bu sistemin hər hansı vektorunun digər

vektorların xətti kombinasiyası kimi göstərilə bilməsi zəruri və kafidir.

İsbatı. Tutaq ki, 1,..., kx x  vektorlar sisteminin hər hansı bir vektoru məsələn, kx  vektoru

qalan vektorların xətti kombinasiyası kimi göstərilə bilər:

1 1 1 1k k kx x xl l - -= + +L .

Onda, 1 1 1 1 0k k kx x xl l - -+ + - =L . Deməli, sistem xətti asılıdır.

Tərsinə, əgər elə 1,..., kl l  skalyarları tapmaq mümkün olsa ki,

1 1 1 1 0k k k kx x xl l l- -+ + + =L
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olmaqla, əmsallardan heç olmasa biri, məsələn, kl  sıfırdan fərqlidir, onda alarıq:

11
1 1

k
k k

k k

x x xll
l l

-
-= - - -L .

kii llm /-=  işarə etsək sonuncu bərabərlikdən alarıq: 1111 --++= kkk xxx mm L , yəni

vektorlardan biri qalan vektorların xətti kombinasiyası şəklində göstərilir. Xassə 4 isbat olundu.

Tərif 3. 1,..., kx x  vektorlar sisteminin bütün mümkün

( ) { }1 1 1 1,..., | ,...,k k k kL x x x x Kl l l l= + + ÎL

xətti kombinasiyalar çoxluğuna verilən sistemin xətti örtüyü deyilir.

Aydındır ki, əgər ( )1,..., kx L x xÎ  olarsa, onda x  vektorunu 1,..., kx x  vektorlar

sisteminin xətti kombinasiyası şəklində göstərmək olar. Deməli, bu halda 1, ,..., kx x x  vektorlar

sistemi xətti asılıdır.

Tərif. İki 1,..., kx x  və 1,..., sy y  vektorlar  sistemi  o  zaman ekvivalent vektorlar sistemi

adlanır ki, bu sistemlərdən birinin sıfırdan fərqli hər bir vektorunu digər sistemin vektorlarının

xətti kombinasiyası şəklində göstərmək mümkün olsun.

Teorem 1. Ekvivalent sistemlərin xətti örtükləri üst-üstə düşür.

İsbatı. Tutaq ki, ( )1,..., kx L x xÎ . Onda müəyyən 1,..., kl l  skalyarları tapmaq

mümkündür ki,

1 1 k kx x xl l= + +L .

Şərtə əsasən

1 1i i si sx y ym m= + +L .

Deməli,

( ) ( )1 1 1 11 1 1 1 1k k s s k k sk sx x x y y y yl l l m m l m m= + + = + + + + + + =L L L L

( )1 11 1 1 1 1 1( ) ( ) ,...,k k s k sk s sy y L y yl m l m l m l m= + + + + + + ÎL L L .

Beləliklə, ),...,(),...,( 11 sk yyLxxL Ì . Eyni qayda ilə əks münasibət göstərilə bilər. Teorem 1 isbat

olundu.

§2. Matrislər və onlar üzərində əməllər

Cəbrin mühüm anlayışlarından biri matris anlayışıdır. Biz ədədi xətti fəzada vektor

anlayışına düz hasilin elementləri kimi tərif verdik. nK  ədədi xətti fəzasında m sayda

1 2, ,..., ma a a  vektorlar sistemi götürərək, onları sütun şəklində düzək:
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1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

( )
( )

( )

n

n

m m m mn

a a a a
a a a a

a a a a

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷=
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

L

L

M M M O M

L

.

Sətirlərdəki mötərizələri ataraq aşağıdakı cədvəli alırıq:

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

L

L

M M O M

L

.               (1)

Tərif 1. , , ,0,1K + ×   meydanının elementlərindən düzəlmiş (1) şəklində cədvələ m n´

ölçülü matris deyilir.

Matrislər böyük latın hərfləri ilə işarə olunur. Matrisin elementləri dedikdə (1) cədvəlinə

daxil olan skalyarlar nəzərdə tutulur. Bu skalyarlar ikiqat indekslərlə işarələnmişdir.

İndekslərdən birincisi elementin yerləşdiyi sətrin, ikincisi isə sütunun nömrəsini göstərir.

Məsələn,

2 0
4 3
1 2

A
-æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷
è ø

3×2 ölçülü matrisdir. Bu martisin sətirləri 2R  fəzasının vektorlarıdır.

Matrislər üçün (1) ifadəsi çox həcmli olduğu üçün bu yazılışı sadələşdirmək lazım gəlir.

Buna görə də matris üçün bəzən ( )ijA a=  kimi işarələmədən istifadə olunur. Əgər matrisin

ölçüsünü  də qeyd  etmək  tələb  olunarsa,  onda ( )1 ,1ij i n j m
A a

£ £ £ £
=  və ya ( )1

1

i n

ij j m
A a

£ £

£ £
=  kimi

yazılışlardan istifadə olunur.

A matrisinin sətirlərini 1 2, ,..., mA A A  kimi işarə edəcəyik. Bunlar nK  fəzasının

vektorlarıdır. Bu matrisin sütunlarını isə 1 2, ,..., nA A A  kimi işarə edəcəyik. Onlara Km fəzasının

vektorları kimi baxmaq olar. Elementləri K meydanının elementləri olan bütün m n´  ölçülü

matrislər çoxluğu m nK ´  kimi işarə olunur. m nK ´  çoxluğunda toplama və ədədə vurma əməlləri

təyin edək.

Hər hansı iki , m nA B K ´Î  matrisləri götürək və onları qısaca olaraq ( )ijA a=  və ( )ijB b=

kimi işarə edək. Bu matrislərin cəmi olaraq eyni ölçülü elə ( )ijC A B c= + =  matrisi götürək ki,

ij ij ijc a b= +  münasibəti ödənilsin. Göründüyü kimi matrislərin cəmini taparkən, onların eyni

sətir və sütunlarda yerləşən elementləri toplanır. Deməli, hər bir sətir və sütun üçün də
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j j jC A B= +  və i i iC A B= +  bərabərlikləri ödənilir.

Misallar.

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

03
43

12
20

11
23

.

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
--

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
311
120

512
243

201
123

.

Asanlıqla yəqin etmək olar ki, matrislərin toplama əməli kommutativlik, assosiativlik

xassələrinə malikdir və bütün elementləri sıfra bərabər olan matris neytral element rolunu

oynayır. Hər bir matrisin əksi vardır və verilən matrisin elementlərinin əksini götürməklə alınır.

Beləliklə, ,m nK ´ +  cəbri kommutativ qrupdur (additiv və ya Abel qrupudur).

Göründüyü kimi matrislərin toplanması əməli uyğun komponentləri cəmləməklə alınır.

Komponentlərin skalyara vurulması vasitəsi ilə matrisin skalayara hasili əməli də (unar əməl)

müəyyən oluna bilər. Tutaq ki, KlÎ  elementi və m nA K ´Î  matrisi verilmişdir. l  ədədinin

( )ijaA =  matrisinə hasili ( )ijaA ll =  matrisinə deyilir.

Misallar.

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

×
39
06

13
02

3 ;

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
--

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
×-

402
246

201
123

2 .

Matrislərin toplanması və ədədə vurulması əməllərinin aşağıdakı xassələrini (A, B, C

matrisləri, ml,  isə skalyarları göstərir) yazmaq olar:

1)A+B=B+A;

2)(A+B)+C=A+(B+C);

3)A+0=0+A=A;

4)A+(-A)=0;

5) ( ) ( )AA lmml = ;

6) AAA mlml +=+ )( ;

7) BABA lll +=+ )( ;

8) AA =×1 .

Bu xassələr göstərir ki, ,m nK ´ +  cəbri matrisin skalyara vurma əməli ilə birlikdə xətti fəza

təşkil edir. Qeyd etmək lazımdır ki, skalyara vurma əməli dedikdə, ədədi xətti fəzalarda olduğu

kimi,
nmnm KK ´´ ®:lw
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inikaslar ailəsi başa düşülür. Beləliklə, yuxarıda göstərilən xətti fəza (onun ümumi tərifi daha

sonra veriləcəkdir) cəbr şəklində belə yazılır: }|{,, KK nm Î+´ lwl .

Matrislər üzərində vurma əməlinin daxil edilməsi bir qədər fərqlidir. Bu onunla

əlaqədardır ki, matrislərin vurulması komponentlər üzrə deyil, tamam başqa əsaslarla və tamam

başqa parametrlərə görə müəyyən olunur. Bu məsələlər xətti fəzalar və xətti operatorlar

mövzularında daha müfəssəl şərh olunacaqdır. Burada yalnız qeyd edək ki, hər bir matris

birqiymətli olaraq xətti fəzanın inikasını müəyyən edir. İnikasların hasili (kompozisiyası) ilə

müəyyən olunan matris isə təbii olaraq matrislərin hasili kimi qəbul olunur.

Tutaq ki, eyni bir K meydanı üzərində (yəni elementləri K meydanından olmaqla)
nmKA ´Î  və srKB ´Î  matrisləri verilmişdir. Bu matrislərin hasili yalnız rn =  olduqda, yəni

birinci matrisin sütunlarının sayı ikinci matrisin sətirlərinin sayına bərabər olduqda təyin olunur.

Belə ki, məsələn,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
11
23

A , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=

201
123

B

matrisləri verilərsə, onda AB hasili təyin olunmuşdur, lakin BA hasili təyin olunmamışdır.

Beləliklə, tutaq ki, nmKA ´Î  və snKB ´Î  matrisləri verilmişdir. Bu matrislərin hasili

təyin olunmuşdur və sm ´  ölçülü matris müəyyən edir. Buna görə də matrislərin hasili
smsnnm KKK ´´´ ®´

inikasını təyin edir və deməli, cəbri əməl deyil (hər üç çoxluq müxtəlifdir). Lakin srnm ===

olduqda isə o, cəbri əməldir. Buna baxmayaraq, vurma əməli cəbri əməl kimi qəbul olunur.

Matrisin sətirlərinin sayı sütunlarının sayına bərabər olarsa belə matris kvadrat matris adlanır

sətirlərin və sütunların ortaq sayı isə matrisin tərtibi adlanır. Məsələn, ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
11
23

A  iki tərtibli

kvadrat matrisdir.

İndi isə vurma əməlinin dəqiq tərifini verək.

Tərif. ( ) nj
miijaA ££

££
= 1

1
və ( ) kj

niijbB ££

££
= 1

1
matrislərinin hasili elə ( )1

1

j k

ij i m
C c

£ £

£ £
=  matrisinə deyilir

ki, onun elmentləri üçün

1 1 2 2ij i j i j in njc a b a b a b= + + +L

bərabərliyi doğru olsun.

Tərifdən göründüyü kimi hasil matrisin ijc  elementini tapmaq üçün birinci matrisin i-ci

sətir elementlərini ikinci matrisin j-cu sütununun uyğun elementlərinə vuraraq toplamaq

lazımdır. Məsələn,
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1 1 2 0 1 1 2 1 3 1 0 1 2 1 1 1 0
2 3 3 2 0 2 2 3 3 2 0 3 2 2 1 3 0

- - × + × × - × - × - ×æ ö æ ö æ ö
× = =ç ÷ ç ÷ ç ÷- - - × - × - × + × × + ×è ø è ø è ø

5 2 1
13 6 2
- -æ ö

= ç ÷-è ø
.

Matrislərin hasilinin əsas xassələrini göstərək.

Xassə 1. Matrislərin hasili kommutativlik  xassəsinə malik deyil.

Doğrudan da matrislərin hasilində vuruqların yerini dəyişsək ola biər ki, onların hasilinin

varlıq şərti pozulsun. Məsələn, yuxarıdakı misalda vuruqların yerini dəyişsək alınan matrislərdən

birincinin sütunlarının sayı 3, ikinci matrisin sətirlərinin sayı isə 2 olar. Deməli, onların hasili

təyin olunmamışdır.

Aşağıdakı misal göstərir ki, yerdəyişmədən sonra hasilin varlıq şərti ödənsə də o, əvvəlki

hasildən fərqlənə bilər:

1 1 1 0 2 2
0 2 1 2 2 4

-æ ö æ ö æ ö
× =ç ÷ ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø è ø

.

Vuruqların yerini dəyişsək alarıq:

1 0 1 1 1 1
1 2 0 2 1 4

- -æ ö æ ö æ ö
× =ç ÷ ç ÷ ç ÷- - - -è ø è ø è ø

.

Göründüyü kimi hasillər fərqlidir.

Xassə 2. Matriaslərin vurulması assosiativlik xassəsinə malikdir, yəni

( ) ( )AB C A BC= .

İsbatı. Tutaq ki, ( ) ( ) ( ), ,ij ij ijA a B b C c= = =  və sadəlik üçün fərz edək ki, bu matrislər

eyni sayda sətir və sütunlara malikdirlər. Sol tərəfin ijd  elementi üçün yaza bilərik:

1 1 1 1 1 1
( ) ( )

n n n n n n
i r

ij k kj ir rk kj ir rk kj ir j
k k r r k r

d A B c a b c a b c a B C
= = = = = =

æ ö æ ö= = = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

å å å å å å .

Conuncu cəm sağ tərəfin ijd ¢  elementini verir. Deməli, ijd = ijd ¢  və buna görə də  xassə doğrudur.

Xassə 3. Vurma əməli toplamaya nəzərən paylama qanununa tabedir, yəni:

( )A B C AB AC+ = + ; BCACCBA +=+ )( .

Xassənin isbatı sağ və sol tərəflərin uyğun elementlərinin hesablanması yolu ilə yerinə

yetirilə bilər. Qısaca, yuxarıda olduğu kimi kvadrat matrislər üçün bu isbatı belə vermək olar:

ixtiyari 1 ,i j n£ £

( )i i i
j j j jA B C A B A C+ = + .

Xassə 4. İxtiyari A və B matrisləri və l  skalyarı üçün

)()()( BABAAB lll == .
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İndi isə matrislər çoxluğu ilə bağlı bəzi cəbrləri nəzərdən keçirək. Yuxarıda deyildiyi

kimi +´ ,nmK  cəbri kommutativ qrupdur. Skalyara vurma əməli ilə birlikdə

}|{,, KK nm Î+´ lwl  cəbri, K –da təyin olunmuş toplama və sonsuz sayda skalyara vurma

əməllərinə nəzərən xətti fəza təşkil edir.

Matrislər üzərində əməl kimi matrislərin transponirə olunması əməli də daxil edilir.

Əslində isə o, mnnm KK ´´ ®  inikası kimi müəyyən olunur. nmKA ´Î  matrisinin transponirə

olunmuş matrisi dedikdə elə mnKA ´Î¢  matrisi başa düşülür ki, onun i, 1 i m£ £  nömrəli sütunu

A matrisinin i nömrəli sətrini sütun vektor kimi yazmaqla alınır. Məsələn,

5 2 1
13 6 2

A
- -æ ö

= ç ÷-è ø

matrisi üçün transponirə olunmuş matris

5 13
2 6
1 2

A
-æ ö

ç ÷¢ = -ç ÷
ç ÷-è ø

matrisi olacaqdır.

Transponirə etmə əməlinin əsas xassələri aşağıdakılardır:

1) ( ) ;cA cA¢ ¢=

2) ( )A B A B¢ ¢ ¢+ = + ;

3) ( )AB B A¢ ¢ ¢= .

Deməli, hasili transponirə etmək üçün vuruqları transponirə edərək onların yerini

dəyişmək lazımdır.

nm =  olduqda +´ ,nmK  cəbri kvadrat matrislərin additiv qrupuna çevrililr. Bu qrup

)(KMn  kimi işarə olunur. Bu qrup əsasında alınan }|{,),( KKM n Î+ lwl  cəbrində vurma

əməli təyin olunmuşdur. Xassə 2-yə əsasən, }|{,,),( KKM n Î×+ lwl  cəbri halqadır. Xassə 2-yə

əsasən həmin halqa assosiativ halqadır. Göstərək ki, bu halqa vahidi olan halqadır. Əvvəlcə

2=n  xüsusi halına baxaq. Bu halda

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
10
01

matrisi vahid element olacaqdır. Doğrudanda,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
dc
ba

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
dc
ba

10
01

.
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Deyilənlər n- in digər qiymətləri üçün də doğrudur. Bu halda vahid element olaraq

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

100

010
001

L

MOMM

L

L

nE

vahid matrisi götürülə bilər.

Xassə 4 doğru olduğundan }|{,,),( KKM n Î×+ lwl  cəbri K meydanı üzərində xətti fəza

olmaqla, assosiativ və vahidi olan binar əməl ilə xətti cəbrə çevrilir. O, n tərtibli matrislər cəbri

adlanır. Matrislərlə bağlı digər cəbri strukturlarla daha sonra tanış olacağıq.

§3. Xətti tənliklər sistemi

Xətti tənliklər sistemi mövzusunun elementləri hələ orta məktəbdə tədris olunmağa

başlayır. Ən sadə xətti tənliklər sistemi

î
í
ì

=+
=+

222

111

cybxa
cybxa

şəklində olan sistemdir. Burada 222111 ,,,,, cbacba verilmiş əmsallar, x və y isə dəyişənlərdir.

Aydındır ki, hansı tənliyi birinci və hansını ikinci yazmağın əhəmiyyəti yoxdur. Ona görə də

01 ¹a qəbul edə bilərik. Orta məktəbdə belə sistemin həlli üçün təklif olunan üsullardan biri

cəbri toplama üsulu adlanan üsuldur. Bu üsulun mahiyyəti aşağıdakı kimidir. Birinci tənliyin hər

iki tərəfini 1
12
-- aa  ədədinə vuraq:

1
121

1
1212

-- -=-- aacyaabxa

 alınan tənliyi ikinci tənliklə toplayıb, hər tərəfi yenidən 1a -ə vuraq. Əgər 02112 ¹- abab  olarsa,

alarıq:

21122112 )( acacyabab -=-

və ya

2112

2112

abab
acac

y
-
-

= .

Alınan qiyməti birinci tənlikdə yerinə yazmaqla x-i də tapmaq olar. Bu üsul yuxarıdakı sistemi

tamamilə araşdırmağa imkan verir.

Bir sıra praktik məsələlərlə əlaqədar daha mürəkkəb xətti tənliklər sistemi meydana çıxır.

Belə sistemlərdə dəyişənlərin və tənliklərin sayı müxtəlif və böyük ədədlər ola bilər.

Ümumi şəkildə n dəyişəni olan m sayda tənlikdən ibarət olan xətti tənliklər sistemi

aşağıdakı şəkildə yazılır:
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ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=+×××++
××××××××××

=+×××++
=+×××++

.2211

22222121

11212111

)1(
,
,

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

burada nxxx ,...,, 21 dəyişənlərdir. ija  ədədləri ikiqat indekslənmiş həqiqi ədədlərdir (yaxud hər

hansı başqa meydana daxildir).  Birinci indeks tənliyin nömrəsini ikinci indeks isə dəyişənin

nömrəsini göstərir. Birinci indeks mi ,...,2,1=  qiymətlərini, ikinci indeks isə nj ,...,2,1=

qiymətlərini ala bilər. Məsələn, 23a simvolu ikinci tənlikdə 3-cü dəyişənin, yəni 3x  –ün əmsalını

göstərir. Bərabərliklərin sağ tərəflərindəki mbbb ,...,, 21 ədədləri həqiqi ədədlər olub, şərbəst

hədlər adlanır. Əgər hər hansı dəyişənin bütün tənliklərdə əmsalı sıfır olarsa, onda belə dəyişənin

xətti  tənliklər  sisteminə daxil  olmadığını da  qəbul  etmək  olar.  Buna  görə də (1)  sisteminə

baxarkən biz hesab edə bilərik ki, hər bir dəyişənin heç olmasa bir əmsalı sıfırdan fərqlidir.

Məsələn, dörd məchulu olan 3 xətti tənlikdən ibarət aşağıdakı sistemi
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ï
í

ì

=+-×+
=-++
=+-×+-

34303
,0302

,120

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

biz, x2 dəyişənini atıb, dəyişənləri yenidən nömrələməklə aşağıdakı şəkildə yaza bilərik:
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ï
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=+-
=-+
=+--

3433
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12

321

321

321

yyy
yyy
yyy

 (1) ümumi xətti tənliklər sisteminə qayıdaq.

Tərif 1. n
n Rxxx Î),...,,( 00

2
0
1 vektoru (1) sisteminin hər bir tənliyini doğru bərabərliyə

çevirirsə, onda belə vektora (1) sisteminin həlli deyilir (bu kortej bir həll kimi qəbul olunur).

Məsələn, yoxlamaq olar ki, (-2,1,0) üçlüyü aşağıdakı sistemin həllidir.

ï
î

ï
í

ì

-=--
=++-
=++

532
32
,123

321

32

321

xxx
xxx
xxx

Sistemin bütün həlləri onun həllər çoxluğunu əmələ gətirir.

Tərif 2. Əgər (1) xətti tənliklər sistemində bütün sərbəst hədlər sıfra bərabər olarsa, onda

belə sistem bircins xətti tənliklər sistemi adlanır. Bircins olmayan sistemə qeyri-bircins sistem

deyilir. Qeyri-bircins (1) sistemində sərbəst hədlərin sıfırla əvəz olunması nəticəsində alınan

sistemə (1)-ə uyğun bircins xətti tənliklər sistemi deyilir.

Tərif 3. Həllər çoxluğu boş olmayan sistem uyuşan sistem (və ya birgə sistem), həlli

olmayan sistem isə uyuşmayan sistem adlanır.
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Xətti tənliklər sistemini öyrənərkən iki əsas məsələ qarşıya çıxır. Nə zaman hökm etmək

olar ki, (1) sistemi uyuşandır və əgər (1) uyuşan sistem olarsa onun həlləri necə tapıla bilər?

(1) sistemi ilə birlikdə başqa xətti tənliklər sistemi götürək və tutaq ki, onun da m sayda

tənliyi və n sayda məchulu vardır:
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ï
ï
í

ì

¢=¢++¢+¢

¢=¢++¢+¢
¢=¢++¢+¢

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
...........
,...

,...

2211

22222121

11212111

       (3)

Tərif 4. Əgər (1) və (3) sistemlərinin həllər çoxluğu eyni olarsa, onlara eynigüclü

sistemlər deyilir və belə yazılır (1)~(3). Əgər (1) sisteminin hər bir həlli (3) sisteminin də həlli

olarsa, onda (3) sistemi (1) sisteminin nəticəsi adlanır.

Qeyd edək ki, bütün xətti tənliklər sistemləri çoxluğunda (yəni m məchullu və n dəyişənli

sistemlər çoxluğnda) eynigüclülük münasibəti ekvivalentlik münasibətidir: ixtiyari (a), (b), (c)

sistemləri üçün (a)~(a); əgər (a)~(b) olarsa, onda (b)~(a); əgər (a)~(b) və (b)~c) isə, onda (a)~(c).

Əgər (3) tənliyində i-ci yerdə (1) tənliyinin k-cı (k¹i), (3) tənliyində k-cı yerdə isə (1)

tənliyinin i-ci tənliyi dayanmaqla, qalan tənliklər isə dəyişməz qalarsa, onda deyəcəyik ki, (3)

tənliyi (1)-dən I növ elementar çevirmə ilə, yəni i və k  nömrəli tənliklərin yerdəyişməsi ilə

alınmışdır.

Fərz edək ki, (3) sisteminin bütün tənlikləri, i –cidən başqa, (1) sistemində olduğu kimidir

və i – ci tənlik isə

kinkninkiki cbbxcaaxcaaxcaa +=++++++ )(...)()( 222111      (4)

şəklində olarsa, onda deyəcəyik ki, (3) sistemi (1) sistemindən II növ elementar çevirmə ilə

alınmışdır. Aydındır ki, II növ elementar çevirmə zamanı (1) sisteminin k –cı tənliyini

dəyişmirik, lakin onun  hər hansı c ədədinə vurulmasından alınan tənliyi sistemin i-ci tənliyinə

hədbəhəd əlavə edirik.

Teorem 1. Əgər (3) sistemi (1) sistemindən sonlu sayda I və II növ çevirmələrin ardıcıl

yerinə yetirilməsi ilə alınmışsa, onda bu sistemlər ekvivalentdir.

İsbatı. Eynigüclülük münasibətinin tranzitivliyindən alınır ki, (3) sisteminin (1)-dən

ancaq bir I və ya bir II növ elementar çevirmə ilə alındıqda (1) ~(3) olduğunu göstərsək, teorem

isbat olunmuş olar.

Tutaq ki, (3) sistemi (1)-dən ancaq iki tənliyin yerdəyişməsi ilə alınmışdır. Onda bu

sistemlərdəki tənliklər özləri dəyişməmişdir. Ona görə də onların həllər çoxluğu eynidir, yəni

(1)~(3).
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İndi fərz edək ki, (3) sistemi (1)-dən II növ elementar çevirmə ilə alınmışdır. Onda (3)

sisteminin i-ci tənlikdən başqa qalan tənlikləri (1)-də olduğu kimi, i-ci tənliyi isə (4) şəklindədir.

Bu halda ),...,,( 00
2

0
1 пххх  həlli (3) sisteminin bütün tənliklərini (i –cidən başqa) doğru bərabərliyə

çevirir. Eyni zamanda

.
...

,...
00

22
0
11

00
22

0
11

ïî

ï
í
ì

=+++

=+++

knknkk

ininii

bxaxaxa
bxaxaxa

İkinci bərabərliyin hər iki tərəfini c ədədinə vursaq bərabərlik pozulmaz. Alınan

bərabərliyi hədbəhəd birinciyə əlavə etsək (4) bərabərliyini alarıq.

Tutaq ki, ),...,,( 00
2

0
1 nxxx  (3) sisteminin hər hansı həllidir. Onda bu kortej (1) sisteminin

i-cidən başqa bütün tənliklərini doğru bərabərliyə çevirəcəkdir. O cümlədən, (3) sisteminin

aşağıdakı iki tənliyi ödənilir:

kinkninkiki

knknkk

cbbxcaaxcaaxcaa

bxaxaxa

+=++++++

=+++
00

222
0
111

00
22

0
11

)(...)()(

,...

Birinci bərabərliyin hər iki tərəfini (-c)-yə vuraq və ikinci tənliyə əlavə edək. Onda (1)-in i-ci

tənliyinin də ödənildiyini görərik. Deməli, (1)~(3). Teoremin isbatı başa çatdı.

Qeyd edək ki, ixtiyari iki uyuşmayan sistem eynigüclüdür.

Tərif 5. Əgər (1) sisteminin yeganə həlli varsa, ona müəyyən sistem deyilir. Əks halda

uyuşan sistem qeyri-müəyyən sistem adlanır.

Məsələn,

î
í
ì

=+
=-

5
3

21

21

хх
хх

sistemi müəyyən sistemdir, çünki onun yeganə həlli vardır: .1,4 21 == хх  Lakin yuxarıda baxdı-

ğımız (2) sistemi qeyri-müəyyən sistemdir, çünki onun daha bir həlli də var:

.1,0,1 321 ==-= xхх

(1) xətti tənliklər sisteminin araşdırılması üçün müxtəlif üsullar mövcuddur. Belə

üsullardan ən sadəsi dəyişənlərin ardıcıl yox edilməsi üsulu və ya Qauss üsulu adlanır. Bu üsulun

tarixi riyaziyyatın inkişafının çox qədim dövrlərinə gedib çıxır. Belə ki, müəllifi məlum olmayan

«Riyazi incəsənət haqda doqquz kitab» adlı əsərdə qədim Çin riyaziyyatçıları xətti tənliklər

sistemini məhz bu üsulla həll ediblər. Əsərin b.e.ə. 206- b.e. 220-ci illərində yazıldığı güman

edilir və bu göstərir ki, bu üsulun tarixi daha qədimdir.

(1) sisteminə qayıdaq və fərz edək ki, 1х -in  əmsalı sıfır  deyil.  Əks  halda  biz  I  növ

çevirmə vasitəsi ilə elə sistem ala bilərik ki, 1х -in əmsalı sıfır olmasın. Bu mümkündür, çünki

yuxarıda qeyd olunduğu kimi, 1х - in əmsallarından heç olmasa biri sıfır deyil.
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Aşağıdakı kimi m-1 sayda II növ elementar çevirmə yerinə yetirək. Birincici tənliyin hər

iki tərəfini 1121 / aa- -ə vuraraq, ikinci tənliyə əlavə edək. Sonra isə birincici tənliyin hər iki

tərəfini 1131 /aa- -ə vuraraq, üçüncü tənliyə əlavə edək və i.a. m-1-ci addımda birincici tənliyin

hər iki tərəfini 111 / aam- -ə vuraraq, m-ci tənliyə əlavə edək. Nəticədə aşağıdakı sistemi alarıq:

ï
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ì

¢=¢++¢

¢=¢++¢
¢=¢++¢+¢

....
...........
,...
,...

22

22222

11212111

mnmnm

nn

nn

bxaxa

bxaxa
bxaxaxa

          (4)

Burada birinci tənlikdə niaabb ii ,...,1;, 1111 ==¢=¢ . Ola bilər ki, 2sa¢  əmsallarından hamısı 1>s

olduqda sıfra bərabər olsun. Onda birinci tənliyə toxunmadan qalanlarında bütün belə əmsalları

dəyişənlərlə birlikdə atmaq olar. Nəticədə aşağıdakı şəkildə sistem alınır:

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

¢=¢++¢

¢=¢++¢
¢=¢++¢++¢

....
...........

,...
,...

222

111111

mnmnsms

nnss

nnss

bxaxa

bxaxa
bxaxaxa L

Birinci tənliyə toxunmadan yuxarıda yerinə yetirilmiş əməliyyatlrı sistemin qalan tənliklərinə

tətbiq etsək onda bir neçə addımdan sonra sonuncu sistemdə r  sayda tənlikdən başqa

qalanlarının əmsalları sıfra çevriləcəkdir. Əgər sonuncu sütunda elementar çevirmələri davam

etdirsək, onda sistemin 1+r -cidən sonra (əgər belə tənliklər varsa) bütün tənlikləri 0=0  şəklinə

düşəcəkdir. Bu halda (5) sisteminin sağ tərəfində yeganə sıfırdan fərqli hədd 1+rb  ola bilər.

Beləliklə, biz aşağıdakı sistemi alacağıq:
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ï
ï
ï
ï
ï

í

ì

=

=
=

=++

=++++

=++++++

+

.00

...
,00

,0

,
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,

,

1

2222

1111111

r

rnrnkrk

nnkkss

nnkkss

b

bxaxa

bxaxaxa

bxaxaxaxa

L

LL

LLL

  (5)

Asanlıqla  görmək  olar  ki, nrmr £££ ,1  və nks £<<1 .  Teorem  1-ə əsasən  (5)  sistemi  (1)

sistemi ilə eynigüclüdür. (5) sisteminə nəzər salsaq, görərik ki, tənliklərin nömrəsi artdıqca

dəyişənlərin sayı azalır. Hər bir tənliyin ilk əmsalı sıfırdan fərqlidir və sonrakı tənliklərdə uyğun
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dəyişənin əmsalları sıfra bərabərdir. (5) sistemi pilləli şəkilli sistem adlanır. Əgər r=n olarsa, (5)

üçbucaq şəkilli, nr <  olduqda isə trapesşəkilli sistem adlanır.

Qeyd edək ki, tənliklər üzərində yerinə yetirilən elementar çevirmələr zamanı dəyişənlər

heç bir rol oynamır və əməliyyatlar ancaq əmsallar üzərində aparılır. Buna görə də çevirmələri

sadələşdirmək üçün sistem üzərində aparılan çevirmələri əmsallardan və sərbəst hədlərdən

düzələn düzbucaqlı cədvəllər – matrislər üzərində yerinə yetirmək olar. Adətən, (1) sistemi ilə

bağlı aşağıdakı iki matris daxil edilir:

11 12 1 11 12 1 1

21 22 2 21 22 2 2

1 2 1 2

,

n n

n n

m m mn m m mn m

a a a a a a b
a a a a a a b

A B

a a a a a a b

öæ ö æ
÷ç ÷ ç
÷ç ÷ ç= = ÷ç ÷ ç
÷ç ÷ ç ÷è ø è ø

L L

L L

M M O M M M O M M

L L

.

Bu matrislər, uyğun olaraq, (1) sisteminin (əmsallar) matrisi  və genişlənmiş matrisi adlanır.

Qeyd edək ki, ikinci matrisdə şaquli xətt ancaq şərti olaraq sonuncu sütunu əmsallardan düzələn

sütunlardan ayırmaq üçün işlədilən köməkçi vasitədir; belə ki, birinci matris m n´ , ikinci matris

isə ( 1)m n´ +  ölçülü matrislərdir.

Pilləli şəkilli sistemin matrisi pilləli matris adlanır. Qeyd edək ki, sətrin ilk sıfırdan fərqli

elementi onun aparıcı elementi adlanır. Pilləli matris aşağıdakı iki şərtlə müəyyən olunur:

1. Matrisin tamamilə sıfır olan sətirləri digər sətirlərdən aşağıda yerləşmişdir.

2. İkincidən başlayaraq, hər bir sətrin aparıcı elementi özündən əvvəlki sətrin aparıcı

elementindən sağda yerləşmişdir. Məsələn, aşağıdakı matris pilləli matrisdir:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
00000
13000

20120
.

Teorem 2. Hər bir xətti tənliklər sistemi müəyyən pilləli şəkilli xətti tənliklər sistemi ilə

eynigüclüdür.

Bu teoremin isbatı yuxarıda aparılan çevirmələrdən alınır. (5) sistemi yeganə deyil və

onun forması elementar çevirmələrdən asılıdır, lakin sistemin ranqı adlanan r ədədi isə dəyişmir.

(5) sistemində aparıcı əmsallara uyğun olan ks xxx ,...,,1  dəyişənlərinə baş dəyişənlər, qalanlarına

isə sərbəst dəyişənlər deyilir. Baş dəyişənlərin sayı r -ə bərabərdir.

Teorem 3. (1) Xətti tənliklər sistemini (5) pilləli şəkilli sistemə gətirdikdən sonra:

 1) rm =  olarsa (1) sistemi uyuşandır;

 2) rm >  olduqda 01 =+rb  olması sistemin uyuşan olması üçün zəruri və kafidir;

 3) Sistem uyuşandırsa, onda r=n olması sistemin müəyyən sistem olması (həllin

yeganəliyi) üçün zəruri və kafidir.
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İsbatı.1) Tutaq ki, rm = . Bu halda verilən sistem ilə eynigüclü olan (5) sisteminin bütün

tənliklərində sərbəst dəyişənlər daxil olan bütün hədləri sağ tərəfə keçirsək (5) sistemi aşağıdakı

şəklə düşər:
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   (6)

 Sağ tərəfdə sərbəst dəyişənlərə ixtiyari qiymətlər verək. Onda  sonuncu sistemi belə yazmaq

olar:
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=
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nkrk

kkss
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сxaxa
cxaxaxa
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L

0¹rka  0lduğundan sonuncu tənlikdən kx  dəyişəni birqiymətli olaraq tapılır. Bu qiyməti

sonuncudan əvvəlki tənlikdə nəzərə alaq. Onda, yenə də əmsalı sıfırdan fərqli xətti tənlik alarıq

və onun da yeganə həlli vardır. Bu qayda ilə aşağıdan yuxarı hərəkət etməklə bütün baş

dəyişənləri birqiymətli olaraq taparıq. Deməli, (1) sistemi müəyyəndir.Teoremin birinci hökmü

isbat olundu.

2) rm =  olduqda (5) sistemində 01 ¹+rb  olduqda sistemin uyğun tənliyində ziddiyyət

alınığı üçün onun həlli yoxdur. 01 =+rb  olduqda isə 1+r -cidən başlayaraq bütün tənliklər

00 = şəklinə düşür və bu tənlikləri nəzərdən atsaq rm =  halına  uyğun sistem alarıq.  1)  bəndə

əsasən sistem uyuşandır. Beləlilklə, teoremin ikinci hökmü də isbat olundu.

3) Tutaq ki, sistem uyuşandır. Teoremin 1) və 2) bəndlərinə əsasən hesab etmək olar ki,

sistem (6) şəklinə gətirilmişdir. Bu halda nr =  olarsa, sağ tərəfdə sərbəst hədlər yoxdur. Onda

alınan sistemdə dəyişənlər aşağıdan yuxarıya hərəkət etməklə birqiymətli olaraq tapılır. Yəni bu

halda sistem müəyyəndir.

nr ¹  olduqda ancaq nr <  halı mümkündür. Bu halda yuxarıda deyildiyi kimi sərbəst

dəyişənlərin ixtiyarı qiymətlərində sistemin həlli vardır, yəni o, qeyri-müəyyəndir. Teorem isbat

olundu.

Yuxarıda alınmış nəticələri bircins xətti tənliklər sisteminə tətbiq edək.

Teorem 4. nr <  olarsa bircins xətti tənliklər sistemi qeyri-müəyyəndir.

İsbatı. (1) sistemini elementar çevirmələrlə (5) sisteminə gətirək. Şərtə görə nr < .

Dəyişənlərdən birinə, məsələn nx -ə ixtiyari həqiqi qiymət verə bilərik. Xüsusi halda 1=nx

olsun. Beləliklə, alınan həll (0,0,…,0)-dan fərqlidir. Lakin bircins sistem həmişə birgədir
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(uyuşandır) və (0,0,…,0) onun həllidir. Deməli, sistemin ən  azı iki həlli vardır. Teorem 4 isbat

olundu.

Qeyd edək ki, tənliklər üərində yerinə yetirilən elementar çevirmələri genişlənmiş

matrisin sətirləri üzərində yerinə yetirsək, (5) sisteminə uyğun olan aşağıdakı pilləli matrisi

alarıq:
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÷
÷
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§4. Elementar matrislər

Sistemin matrisi üzərində elementar çevirmələri elementar matrislərə vurma ilə əvəz

etmək olar.

I  növ  elementar  matris i nömrəli sətirlə j nömrəli sətirlərin yerini dəyişən ( ) ( ): i jj «

çevirməsinə uyğun olan aşağıdakı matrisə deyilir:

( ) ( )

0 1

1 0
i jE «

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

L L L L L

L L L

L L L L L

L L L

L L L L L

.

Bu  matris  vahid  matrisdə i və j nömrəli sətirlərin yerini dəyişməklə alınır. Məsələn,

( ) ( ): 2 4j «  çevirməsinə uyğun 5 tərtibli matris belədir.

(2) (4)

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

E «

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

.

II növ elementar matris i nömrəli sətri c –yə vuraraq, j nömrəli sətrə əlavə etməkdən

ibarət olan ( ) ( ): j c ij +  çevirməsinə uyğun olan aşağıdakı matrisə deyilir:
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( ) ( )

( ) ( )

1

0 1
j c i

j i

c

E +

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

L L L L L

L L L

L L L L L

L L L

L L L L L

.

Bu matris vahid matrisdə i-ci sətri c-yə vuraraq j nömrəli sətirə əlavə etməklə alınır. Məsələn, 4-

cü sətri 3-ə vuraraq 2-ci sətrə əlavə etməkdən ibarət olan ( ) ( ): 2 3 4j +  çevirməsinə uyğun 5

tərtibli matris belədir.

(2) 3(4)

1 0 0 0 0
0 1 0 3 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

E +

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

.

Nəhayət, III növ elementar matris i nömrəli sətri sıfırdan fərqli c ədədinə vurmaqdan

ibarət olan ( ): c ij  çevirməsinə uyğun olan aşağıdakı matrisə deyilir:

( ) ( )

( )

1 0

0
c i

j i

E
c

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

L L L L L

L L L

L L L L L

L L L

L L L L L

.

Bu matris vahid matrisdə i-ci sətri c-yə vurmaqla alınır. Məsələn, 4-cü sətri 3-ə vurmaqdan ibarət

olan )4(3:j  çevirməsinə uyğun 5 tərtibli matris belədir.

3(4)

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 1

E

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

.

Qeyd edək ki, hər hancı m n´  ölçülü matrisin sətirləri üzərində elementar çevirmələr aparmaq

üçün onu soldan uyğun m tərtibli elementar matrisə vurmaq lazımdır.

Misal. Aşağıda verilən 5 3´  ölçülü matrisin 4-cü sətrini 3- vurmaqla 2-ci sətrə əlavə

edək:
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2 0 1 2 0 1
3 1 3 12 1 3

1 3 0 1 3 0
3 0 2 3 0 2

0 1 1 0 1 1

- -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷- - - - -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷®
ç ÷ ç ÷
- - - -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

.

Eyni matrisi soldan (2) 3(4)E +  elementar matrisinə vurmaqla da almaq olar:

1 0 0 0 0 2 0 1 2 0 1
0 1 0 3 0 3 1 3 12 1 3
0 0 1 0 0 1 3 0 1 3 0
0 0 0 1 0 3 0 2 3 0 2
0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1

- -æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷- - - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷× =
ç ÷ ç ÷ ç ÷

- - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷- -è ø è ø è ø

.

(1) sistemini aşağıdakı kimi matrisli formada yazmaq olar:

Ax b= ,

burada

1

2

n

x
x

x

x

æ ö
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
è ø

M
,

1

2

m

b
b

b

b

æ ö
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
è ø

M

uyğun olaraq dəyişənlərdən və sərbəst hədlərdən ibarət sütun vektorlardır və ya uyğun olaraq,

1n´  və 1m´  ölçülü matrislərdir. Xətti tənliklərin matrisli yazılışından onun aşağıdakı vektor

formada yazılışını da almaq olar:

1 1 2 2 n nA x A x A x b+ + + =L ,

burada 1 2, ,..., nA A A A matrisinin sütunlarıdır.

Misal. Aşağıdakı xətti tənliklər sistemini həll edək:

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 1,
3 3 7,

3 4 3 4.

x x x x
x x x x

x x x x

- + - =ì
ï- + - - = -í
ï - + - = -î

Sitemin genişlənmiş matrisini yazaq:

2 3 4 1 1
3 1 3 1 7

1 3 4 3 4

æ - - ö
ç ÷- - - -ç ÷

÷ç - - - øè

.

Genişlənmiş matrisi elementar çevirmələr vasitəsi ilə pilləli şəklə gətirək. Bunu üçün əvvəlcə

birinci və üçüncü sətirlərin yerini dəyişək və sonra isə ikinci növ elementar çevirmələr yerinə

yetirək:
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2 3 4 1 1 1 3 4 3 4 3 ( 2)
3 1 3 1 7 3 1 3 1 7

1 3 4 3 4 2 3 4 1 1

æ æ- - - - - ´ ¯´ - ¯ö ö
ç ç÷ ÷- - - - ® - - - -ç ç÷ ÷

÷ ÷ç ç- - - - -ø øè è

;

Yuxarıda göstərilən birinci ox işarəsi birinci sətrin 3-ə vurularaq, ikinci sətrə, ikinci ox isə birinci

sətrin (-2)-yə vurularaq, 3-cü sətrə əlavə olunduğunu göstərir. Həmin əməliyyatlardan sonra

aşağıdakı matris alınır:

1 3 4 3 4 1 3 4 3 4
0 8 9 10 19 0 1 3 5 8 ( 3)
0 3 4 5 9 3 0 3 4 5 9

æ æ- - - - - -ö ö
ç ç÷ ÷- - - ® - ´ - ¯®ç ç÷ ÷

÷ ÷ç ç- ´ ­ -ø øè è

1 3 4 3 4
0 1 3 5 14
0 0 5 10 15

æ - - - ö
ç ÷-ç ÷

÷ç - - øè

.

Alınmış matrisə aşağıdakı sistem uyğundur:

1 2 3 4

2 3 4

3 4

3 4 3 4,
3 5 14,
5 10 15.

x x x x
x x x

x x

- + - = -

- + =

- = -

Sonuncu tənlikdən tapırıq: 3 43 2x x= - + . Alınan ifadəni ikinci tənlikdə nəzərə alaraq, tapırıq:

2 4 4 414 3( 3 2 ) 5 5x x x x= + - + - = + . Nəhayət birinci tənlikdən yaza bilərik:

1 4 4 4 44 3(5 ) 4( 3 2 ) 3 23 2x x x x x= - + + - - + + = - .

Burada 4x  sərbəst dəyişən olub, ixtiari həqiqi qiymətləri ala bilər. Beləliklə, biz verilən sistemin

bütün həllərini tapmış olduq. Yuxarıda tətbiq olunan üsul, yəni sistemi pilləli şəklə gətirərək,

dəyişənləri ardıcıl olaraq tapmaq üsulu Qauss üsulu adlanır.
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VIII FƏSİL. Determinantlar

§1. Determinantın tərifi və xassələri.

n  tərtibli hər hansı

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

matrisi verilərsə, bu matrisin hər sətir və sütunundan ancaq bir element götürməklə müxtəlif n

elementli hasillər düzəltmək olar.
nniii aaa L

21 21  kimi hasilin vuruqlarının matrisin müxtəlif sətir

və sütunundan olması üçün ikinci indekclərdən düzələn yerdəyişmələrdə təkrar elementlər

olmamamlıdır. Bu halda hər bir hasil aşağıdakı kimi əvəzləmə müəyyən edir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

niii
n

L

L

21

21
.

Tərsinə, hər bür əvəzləməyə qarşı yuxarıda olduğu kimi müəyyən bir hasil qarşı qoymaq olar.

Bütün belə hasillərin sayı n  dərəcəli əvəzləmələrin sayına, yəni !n -a bərabərdir. Hər bir hasili

uyğun əvəzləmənin işarəsi ilə götürsək aşağıdakı cəmi alarıq:

)()2(2)1(1)( nn
S

aaasignAd
n

sss
s

s L×= å
Î

.     (1)

Tərif. (1) cəminə A matrisinin determinantı deyilir və AAdA ),(,det  simvollarından biri

ilə işarə olunur.

Determinant üçün daha aşkar yazılış belədir:

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

.

2=n  olduqda ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2221

1211

aa
aa

A . 2S  qrupu bu halda iki əvəzləmədən ibarətdir: ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
21
21

 və

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
12
21

. Bunlardan birinci cüt, ikinci isə tək əvəzləmədir. Birinci əvəzləməyə 2211aa  hasili,

ikinciyə isə 2112aa-  hasili uyğundur. Deməli,

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

-= .

3=n  olduqda
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÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A .

3S  qrupunda 6 əvəzləmə vardır:

1 2 3
1 2 3
æ ö
ç ÷
è ø

,
1 2 3
1 3 2
æ ö
ç ÷
è ø

,
1 2 3
2 1 3
æ ö
ç ÷
è ø

,
1 2 3
2 3 1
æ ö
ç ÷
è ø

,
1 2 3
3 2 1
æ ö
ç ÷
è ø

,
1 2 3
3 1 2
æ ö
ç ÷
è ø

.

Birinci, dördüncü və altıncı əvəzləmələr cüt, ikinci, üçüncü və beşinci əvəzləmələr isə təkdir.

Buna görə də,

-++== 322113312312332211

333231

232221

131211

det aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

A

11 23 32 12 21 33 13 22 31a a a a a a a a a- - - .

Müsbət hasillərə uyğun elementlərin determinantın açılışında düzülüş yeri qara dairəciklərlə

göstərilmişdir.

· · ·
· + · + ·

· · ·

o o o o o o

o o o o o o

o o o o o o

.

Mənfi hasillərə uyğun elementlərin determinantın açılışında düzülüş yeri qara dairəciklərlə

aşağıda göstərilmişdir.

· · ·
- · - · - ·
· · ·

o o o o o o

o o o o o o

o o o o o o

.

Misal. Göstərilən sxemlə aşağıdakı determinantı hesablayaq:

2 1 2
3 0 1
1 3 2

-

- -
.

Birinci sxemə uyğun hasillər belədir: 2 0 2, ( 1) 1 1, ( 2) 3 ( 3)× × - × × - × × - . Bunlar müsbət işarə ilə

götürülür. İkinci sxemə uyğun olan ( 1) 0 ( 2), 2 ( 3) 1, 3 1 2- × × - × - × × ×  hasilləri isə mənfi işarə ilə

götürülür. Nəticədə alırıq:

2 1 2
3 0 1 0 1 18 (0 6 6) 17
1 3 2

-
= - + - - + =

- -
.

Determinantların yuxarıda olduğu kimi bilavasitə tərifdən istifadə etməklə hesablanması

determinantın tərtibi artdıqca olduqca çətinləşir. Məsələn, 4,5,6n =  olduqda, uyğun olaraq, 24,
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120, 720 sayda hasilləri və onların həmin sayda əvəzləmələrlə təyin olunan işarələrini

hesablamaq lazım gəlir ki, bu çox böyük hesablamalar tələb edir. Determinantların hesablanması

və digər mühüm tətbiqləri üçün onların xassələri böyük rol oynayır.

Xassə 1. Matrisi transponirə etdikdə onun determinantı dəyişmir.

İsbatı. Tərifə əsasən

)()2(2)1(1)( nn
S

aaasignAd
n

sss
s

s L×= å
Î

.

Matrisi transponirə etdikdə hər bir )()2(2)1(1 nnaaa sss L  hasilinə transponirə olunmuş matrisin

elementlərindən düzələn nnaaa )(2)2(1)1( sss L  hasili uyğun gəlir və tərsinə. Deməli, matrisin və

onun transponirə olunmuş matrisinin determinantı eyni hasillərin cəbri cəmidir.

nnaaa )(2)2(1)1( sss L  hasilini
)()2(2)1(1 111 nnaaa --- sss

L  kimi də yazmaq olar. Əgər 1sign signs s -=

olduğunu nəzərə alsaq, onda yaza bilərik:

)()2(2)1(1
1

)(2)2(1)1( 111)( nn
S

nn
S

aaasignaaasignAd
nn

---×=×=¢ -

ÎÎ
åå sss
s

sss
s

ss LL .

1t s -=  işarə edək. t  əvəzləməsi də s  ilə birlikdə nS  qrupundan bütün qiymətləri alır (çünki

1s s -a  inikası nS  qrupunun özünə izomorfizmidir). Buna görə də,

)det()( )()2(2)1(1 AaaasignAd nn
S n

=×=¢ å
Î

ttt
t

t L .

Xassə 1 isbat olundu.

Misal. Yuxarıdakı misalda verilən determinantın transponirə olunmuş determinantını

hesablayaq:

1766181
212
301
132

=-++-=
-

-
-

.

Bu xassə göstərir ki, matrisin determinantının sətirlər üçün söylənən hər bir xassəsi

sütunlar üçün, sütunlar üçün isə söylənən xassəsi isə sətirlər üçün də doğrudur.

Xassə 2. Matrisin hər hansı iki sətrinin (sütunuun) yerini dəyişdikdə onun determinantı öz

işarəsini dəyişir.

İsbatı. Yuxarıdakı qeydə əsasən teoremi ancaq sətirlər üçün isbat etmək kifayətdir. Tutaq

ki, A matrisinin determinantında iki iA  və jA  sətirlərinin yeri dəyişilmişdir və beləliklə, 1A

matrisi alınmışdır. Tərifə əsasən yaza bilərik:

å
Î

×=
nS

nnaaasignA
s

ssss )()2(2)1(1det L .
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Eyni ifadəni 1A  matrisi üçün də yaza bilərik. Lakin bu zaman )( iia s  elementinin yerinə )( jia s  və

)( jja s  elementinin yerinə isə )(ija s  elementi yazılacaqdır, çünki, iA  və jA  sətirlərinin yeri

dəyişilmişdir. Əgər t  ilə

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
nij
nji

LLL

LLL

1
1

transpozisiyasını işarə etsək, onda )()( iiji aa sts =  və )()( jjij aa sts =  olacaqdır. Beləliklə,

transpozisiyanın işarəsi -1-ə bərabər olduğu üçün alırıq:

åå
ÎÎ

×-=×=
nn S

nn
S

nn aaasignaaasignA
s

ststst
s

ststst sts )()2(2)1(1)()2(2)1(11 )(det LL .   (1)

est =  içarə edək. sts a  inikası nS  qrupunun izomorfizmidir. Buna görə də st  hasili s

əvəzləməsi ilə birlikdə nS  qrupundan bütün qiymətləri alır. Deməli, (1) cəmində est =

əvəzləməsi aparsaq toplananların ancaq yeri dəyişər, cəm isə dəyişməz. Bu səbəbdən

åå
ÎÎ

-=×-=×-=
nn S

nn
S

nn AaaasignaaasignA
e

eee
s

ststst est det)(det )()2(2)1(1)()2(2)1(11 LL .

Xassə 2 isbat olundu.

Misal. Doğrudan da

1183
12
43

=+=
-

.

Sətirlərin yerini dəyişək:

1138
43
12

-=--=
-

.

Xassə 3. Determinantın hər hansı sətrinin elementləri sıfra bərabər olarsa, determinant

özü sıfra bərabərdir.

İsbatı. Əgər determinantın bir sətri sıfırlardan ibarətdirsə, onda determinantın açılışında

hər bir hasildə bu sətirdən element olduğu üçün bütün hasillər sıfra bərabər olacaqdır. Deməli,

determinant özü də sıfra bərabərdir.

Xassə 4. Hər hansı iki sətri eyni olan determinant sıfra bərabərdir.

İsbatı. Tutaq ki, d  determinantının iki sətri eynidir. Həmin sətirlərin yerini dəyişək. Onda

determinant, bir tərəfdən dəyişməz, çünki yerdəyişmədən o dəyişməmişdir; digər tərəfdən isə

xassə 2-yə əsasən onun işarəsi dəyişməlidir. Deməli, dd -=  və buradan 0=d  alırıq.

Misal. 0)12(12
43
43

=---=
-
-

.

Xassə 5. Determinantın hər hansı sətrini müəyyən c  elementinə vurduqda determiniant

həmin elementə vurular.
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İsbatı. Tutaq ki, A determinantının i-ci sətri c -yə vurulmuşdur. Onda yeni determinantın

açılışında bütün hasillər eyni bir c  vuruğuna malik olacaqdır ki, bu vuruğu mötərizə xaricinə

çıxarsaq, onda Acdet  ifadəsini alarıq.

Misal. 2446))2(2(32
21
21

32;241212
63
42

=×=--××=
-

××=+=
-

.

Xassə 6. İki sətri mütənasib olan determinant sıfra bərabərdir.

İsbatı. Əgər determinantın bir sətri digərindən ortaq vuruqla fərqlənərsə, onda bu vuruğu

determinant işarəsi xaricinə çıxarmaqla iki sətri eyni olan determinant alarıq ki, bu da sıfra

bərabərdir.

Xassə 7. Determinantın baş diaqonal elementlərindən aşağıda (yaxud yuxarıda) yerləşən

bütün elementləri sıfra bərabərdirsə, onda bu determinant diaqonal elementlərinin hasilinə

bərabərdir.

İsbatı. Determinantın tərifinə görə

)()2(2)1(1)( nn
S

aaasignAd
n

sss
s

s L×= å
Î

.

Hər bir əvəzləmənin ikinci sətrindəki yerdəyişmədə 1, 2, ..., n yerdəyişməsindən başqa

qalanlarından hər birində elə k  var ki, )(kk s< . Doğrudan da, əgər belə bir k  yoxdursa, onda

hər bir k  üçün )(kk s³ . Belə ki, ( ) ( ) 1111 =®³ ss , ..., ( )®³ nn s ( ) nn =s , çünki s

biyektiv inikasdır və onun qiymətləri içərisində təkrar olunan ədədlər yoxdur. Biz yuxarıda

deyilən yerdəyişməni aldıq. Lakin )(kk s<  olarsa, onda )(kka s  elementi baş diaqonaldan

aşağıda yerləşir və buna görə də 0)( =kka s . Deməli, determinantın açılışında ancaq nnaaa L2211

hasilindən başqa qalanları sıfra bərabərdir. Eyni qayda ilə baş diaqonaldan yuxarıda yerləşən

elementlər sıfır olan hala baxıla bilər. Xassə 7 isbat olundu.

Misal. 160000016
200

540
322

=---++=
-

- .

Xassə 8. Əgər determinantın hər hansı sətri iki sətrin cəmi kimi göstərilərsə, onda

determinant iki determinantın cəmi kimi göstərilə bilər: bu determinantlardan hər ikisinin qalan

sətirləri verilən determinantda olduğu kimi qalmaqla, birinci determinantda həmin sətir birinci

toplananlardan, ikinci determinantda isə həmin sətir ikinci toplananlardan ibarət olur.

Xassənin doğruluğu determinantın tərifindən və vurmanın distributivlik xassəsindən

alınır.

Misal. 1546186182
123
210

201

123
210

232

123
210
220312

=+--+-+-=
-
-+

-
-

-
=

-
-
++-+

.
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Xassə 9. Determinantın hər hansı sətrini müəyyən c skalyarına vuraraq, başqa sətrə əlavə

etsək determinantın qiyməti dəyişməz.

Isbat. Tutaq ki, A determinantının i nömrəli sətri c skalyarına vurularaq, j nömrəli sətrə

əlavə olunmuşdur. Onda yeni alınmış A¢   determinantının j- cu sətri ij cAA +  şəklində

olacaqdır. Xassə 8-ə əsasən bu halda determinant iki determinantın cəminə bərabər olacaqdır:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
+=¢

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M
ijijij AcAcAAcAAA detdetdetdetdetdet ;

burada nöqtələrlə göstərilən sətirlər verilən determinantda olduğu kimidir. Nəticədə alınan

determinantlardan birincisi verilən determinanta bərabərdir, ikinci determinantda isə i və j

nömrəli sətirlər eynidir, buna görə də o, xassə 4-ə görə, sıfra bərabərdir. Xassə 9 isbat olundu.

Misal.
320

413
012

det
--

-=A  determinantına baxaq. Bu determinantın birinci sətrini 2-yə

vurub üçüncü sətrə əlavə etməklə aşağıdakı determinantı düzəldək.

304
413
012

det
-

-=¢A

Yoxlamaq olar ki, 1detdet =¢= AA . Demək, hər iki determinant xassənin hökm etdiyi kimi eyni

qiymətə malikdir.

§2. Minor və cəbri tamamlayıcı. Tərs matris

n  tərtibli A  determinantında ija  elementinin yerləşdiyi sətir və sütunu determinantdan

kənar etsək, 1-n  tərtibli determinant alarıq.

Tərif 1. n tərtibli determinantda i nömrəli sətri və j nömrəli sütunu atmaqla alınan 1-n

tərtibli determinanta ija  elementinin minoru deyilir və ijM  kimi işarə olunur.

Məsələn,

304
413
012

-
-=A

determinantında 23M  minorunu tapmaq üçün determinantın 2-ci sətrini və 3-cü sütununu ataraq,

alınan 2 tərtibli determinantı hesablayaq:

440
04
12

23 -=-==M .
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Tərif 2. ij
ji

ij MA +-= )1(  ifadəsinə ija  elementinin cəbri tamamlayıcısı deyilir.

Məsələn, yuxarıdakı misalda 4)4()1( 32
23 =-×-= +A . Minor və cəbri tamatlayıcının əsas xassəsi

aşağıdakı teorem ilə ifadə olunur.

Teorem 1. Determinant onun ixtiyari sətir elementlərinin öz cəbri tamamlayıcılarına

hasillərinin cəminə bərabərdir:

ij

n

j
ij AaA å

=

=
1

det .

İsbatı. Teoremi əvvəlcə i=1 halı üçün isbat edək. 1-ci sətri n sayda  sətirlərin  cəmi kimi

yazaq:

( ) ( ) ( )naaaA 11211
1 000000 LLLL +++= .

Onda xassə 8-ə görə, determinant n sayda determinantın cəminə ayrılır:

nnnn

n

n

nnnn

n

nnnn

n

aaa

aaa
a

aaa

aaa
a

aaa

aaa
a

A

L

MOMM

L

L

L

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L

21

22221

1

21

22221

12

21

22221

11 000000

det +++= .

Əvvəlcə birinci determinantı hesablayaq. Tərifə əsasən,

å
Î

×=
nS

nn

nnnn

n aaasign

aaa

aaa
a

s
ssss )()2(2)1(1

21

22221

11 00

L

L

MOMM

L

L

.     (1)

Bu cəmdə 1)1( ¹s  olduqda uyğun hasil sıfra bərabərdir, çünki, birinci sətrin birinci

elementindən başqa, qalanları sıfra bərabərdir. Beləliklə, sağ tərəfdəki cəmdə ancaq 1)1( =s

şərtini ödəyən toplananlar qalır. 11a  vuruğu bu halda ortaq vuruq olacaqdır. (1) cəmini belə

yazaq:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×× å

=Î
)()2(2

1)1(,
11 nn

S
aasigna

n

ss
ss

s L .      (2)

Hər bir nii ,...,,1 2  şəklində yerdəyişmə 2,...,n  simvollarının n-1 elementli yerdəyişməsini

müəyyən edir, çünki, nii ,...,2  ədədləri içərisində 1 ədədi yoxdur. Tərsinə, nii ,...,2  ədədlərinin hər

bir yerdəyişməsi, birqiymətli olaraq, 1)1( =s  şərtini  ödəyən əvəzləmə təyin edir.  Buna görə də

(2) cəmini belə yaza bilərik:

1111

2

222

11)()2(211
1

Aa
aa

aa
aaaa

nnn

n

nn
Sn

=×=× å
-Î

L

MOM

L

L t
t

t .    (3)
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İndi isə Adet  üçün olan ifadədə ikinci determinanta baxaq. İkinci və birinci sütunların yerini

dəyişək. Onda determinant işarəsini dəyişər. Alınan determinanta yenə də yuxarıda aparılan

mühakimələri tətbiq etməklə, yaza biərik:

12121212

12

22122

12

21

22221

12 0000

AaMa

aaa

aaa
a

aaa

aaa
a

nnnn

n

nnnn

n =-=-=

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L

.

Eyni qayda ilə Adet -nın ifadəsinə daxil olan k-cı determinant üçün kk Aa 11  ifadəsini alırıq.

Beləliklə, teorem i=1 halında isbat olundu.

Ümumi halda determinantın 1-ci sətri ilə i-ci sətrinin yerini dəyişək və alınan D

determinantına yuxarıdakı mühakimələri tətbiq edək. Bu halda aşağıdakı ifadəni alarıq:

1 1 2 2det ( 1)n
i i in nA a D a D a D= - + + + -L ;

burada kD ika  elementinin D determinantında minorudur. Həmin minorun, ika  elemetinin

verilən determinantdakı minorundan fərqi bundan ibarətdir ki, birinci sətir kD  minorunda 1i - -ci

yerdə dayanmışdır. Buna görə də, bu sətri özündən əvvəlki sətrlərlə 2i -  sayda ardıcıl

yerdəyimə ilə birinci yerə gətirmək olar. Bu zaman onun işarəsi 2i -  dəfə dəyişəcək və

beləliklə, biz ika  elementinin ikM  minorunu alırıq. Deməli, 2( 1)i
k ikD M-= - . Buna görə də,

1 2
1 1 2 2det ( 1) ( 1) ( 1)i i i n

i i i i in inA a M a M a M+ + += × - + × - + + × - =L

1 1 2 2i i i i in ina A a A a A= + + +L .

Teorem 1 isbat olundu.

Misal. Teorem 1-in köməyi ilə determinantı hesablayaq:

3 2 3
2 1 0
1 2 2

d
-

= -
-

.

Determinantı 2-ci sətir elementləri üzrə ayıraq:

2 1 2 22 3 3 3
2 ( 1) ( 1) ( 1) 0

2 2 1 2
d + + -
= × - × + - × - × + =

-

2 10 ( 9) 11= - × - - = - .

Determinantın aşağıdakı xassəsini isbatsız qəbul edək.

Teorem 2. Determinantın ixtiyari sətir elementlərinin başqa sətrin uyğun elementlərinin

cəbri tamamlayıcılarına hasillərinin cəmi sıfra bərabərdir:

ikAa kj

n

j
ij ¹=å

=

,0
1

.
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Tərif 3.Əgər n tərtibli A və B matrisləri üçün AB=BA=E  bərabərliyi ödənilərsə onda

deyilir ki, belə matrislərə qarşılıqlı tərs matrislər deyilir, burada E n tərtibli vahid matrisdir.

A matrisinin tərsi 1-A  kimi işarə olunur və tərifə əsasən 1-= AB .

Tutaq ki, nnKA ´Î ,

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

A

aaa

aaa
aaa

...

..................

...
...

21

22221

11211

, ikA isə ika elementinin cəbri tamamlayıcısıdır.

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=Ú

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A

...

..................

...
...

21

22212

12111

matrisinə A matrisinin birləşdirilmis matrisi deyilir. Teorem1 və teorem 2-yə görə A matrisisnin i

nömrəli sətri ilə ÚA matrisinin k  mömrəli sütununun hasili aşağıdakı kimidir:

( ) ( )
î
í
ì

¹

=
=++=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

×=× Ú

.,0
;,,

...
.
.

,..., 11

1

1 olduqdaki
olduqdakiA

AA

A

A

AA kninki

kn

k

inik
i aaaa

Ona görə də

.

...00
.............
0...0

0...0

EA

A

A

A

AA ×==Ú

Analoji hesablamalardan sonra aşağıdakı bərabərliklər alınır:

EAAA ×=Ú .

Buradan görünür ki, əgər 0¹A  olarsa, onda Ú-- = AAA 11 .  Beləliklə,  biz   aşağıdakı teoremi

isbat etdik.

Teorem 3. Əgər A  kvadrat matrisinin determinantı sıfırdan fərqlidirsə, onda onun tərsi

vardır və
Ú-- = AAA 11 .

Nəticə. Elementar matrisin tərsi vardır.

Asanlıqla aşağıdakı bərabərlikləri yoxlamaq olar.

)()(
1

)()()()(
1

)()()(
1

)( ;;1 icjicjijjiicic EEEEEE -
-

+«
-
«

- === - .

Beləliklə, elementar matrisin tərsi də elementar matrisdir.

Misal. Aşağıdakı matrisin tərsini tapaq:
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÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-
=

320
231
022

A
.

Həlli. Əvvəlcə matrisin determinantını hesablayaq:

0166818det ¹=+-=A

olduğu üçün tərs matris vardır.

( ) ( ) ( ) ;4
23
02

1;6
32

02
1;549

32
23

1 13
31

12
21

11
11 =-==

--
-=-=+-=

--
-= +++ AAA

( ) ( ) ( ) ;4
21
02

1;6
30

02
1;3

30
21

1 23
32

22
22

21
12 =

-
-==

-
-

-==
-

-= +++ AAA

( ) ( ) ( ) ;826
31
22

1;4
20

22
1;2

20
31

1 33
33

32
23

31
13 -=--=

-
-=-=

-
-

-=-=
-

-= +++ AAA

Beləliklə,

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
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-
=-
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463
465

16
11A

.

Yoxlama:

EAA =
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---

-
=×-

1600
0160
0016

16
1

320
231
022

842
463
465

16
11

.

Determinantın tərifinə əsasən hər bir )(KMA nÎ  matrisinin determinantı vardır. Buna

görə də determinanta inikas kimi baxmaq olar: KKM n ®)(:det . Bu inikası bir qədər ətraflı

tədqiq edək. Yuxarıda isbat etdik ki, determinantı sıfır olmayan matrisin tərsi vardır. ( )nGLM K

ilə )(KMn halqasının sıfırdan fərqli determinantı olan matrisləri çoxluğunu işarə edək.

Deyilənlərə əsasən, 1( ) ( )n nA GLM K A GLM K-Î ® Î .

Tərif. Determinantı sıfırdan fərqli olan matris qeyri- məxsusi matris adlanır.

Teorem 4. )(KMA nÎ  matrisinin tərsi olması üçün onun determinantının sıfırdan fərqli

olması zəruri və kafidir.

İsbatı. Yuxarıda göstərdik ki, əgər )(KGLMA nÎ   olarsa, onda A matrisinin tərsi vardır.

 Zəruriliyi isbat etmək üçün fərz edək ki A matrisinin tərsi vardır. Göstərək ki, onun

determinantı sıfır deyil. Şərtə əsasən elə B matrisi vardır ki, BAEAB == . Aydındır ki, A
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matrisinin heç bir sütunu və ya sətri tamamilə sıfır ola bilməz. Məsəslən, onun birinci sətri sıfır

olardısa, onda EAB =  hasilinin birinci sətri də sıfır olardı, çünki, bu sətir A matrisinin birinci

sətrini B matrisinin sütunlarına vurmaqla alınır. Fərz etmək olar ki, 011 ¹a ; əks  halda müəyyən

iki sətrin yerini dəyişməklə buna nail olmaq olar və həm də bu zaman determinantın ancaq

işarəsi dəyişər. Determinant üzərində ikinci növ elementar çevirmələr apararaq onun birinci

sütununda 011 ¹a  elementindən başqa qalanlarını sıfra çevirək. Determinantın 9-cu xassəsinə

əsasən, bu çevirmələrdən sonra determinant dəyişməz. Prosesi davam etdirərək, onu pilləli A¢

şəklinə gətirək. Beləliklə, ancaq birinci və ikinci növ elementar çevirmələrlə determinantı

üçbucaq şəkilil hala gətirmək olar və bu zaman determinantın ancaq işarəsi dəyişə bilər. Xassə 7-

yə görə alınan determinant diaqonal elementlərin hasilinə bərabərdir. Əgər diaqonal elementlər

hamısı sıfırdan fərqli olarsa, onda determinant özü də sıfırdan fərqlidir və bu halda teorem isbat

olunmuş olar. İkinci halda sonuncu sətir tamamilə sıfra bərabər olacaqdır (bu pilləli matrisin

tərifindın alınır). Onda yuxarıdakı qeydə əsasən, eyni elementar çevirmələrlə E  vahid matrisi

determinantı 1± -ə bərabər olan E ¢  matrisi şəklinə düşər. Belıliklə, elementar çevirmələrdən

sonra EBA ¢=¢  alırıq. Yuxarıda deyilənlərə əsasən, sol tərəfdəki hasilin sonuncu sətri sıfırdır.

Deməli, sağ tərəfdəki matrisin də sonuncu sətri sıfır olmalıdır ki, bu da mümkün deyil, çünki,

deyildiyi kimi, onun determinantı sıfırdan fərqlidir. Alınan ziddiyyət ikinci halın mümkün

olmadığını göstərir. Deməli, 0det ¹A . Teorem isbat olundu.

Nəticə 1. Qeyri-məxsusi matrisi sətirlər üzərində I və II növ elementar çevirmələr

aparmaqla yuxarı üçbucaq matrisə gətirmək olar.

§3. Kramer qaydası

Tərs matrisin köməyi ilə əsas matrisi  qeyri- məxsusi olan xətti tənliklər sistemini Kramer

qaydası adlanan üsulla həll etmək olar. Bu qayda Kramer tərəfindən 1750-ci ildə verilmiş və

ancaq tənliklərin sayı dəyişənlərin sayına bərabər olduqda tətbiq oluna bilər. Aşağıdakı xətti

tənliklər sisteminə baxaq:

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=+×××++
××××××××××

=+×××++
=+×××++

.2211

22222121

11212111

,
,

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

(1)

və sistemin matrisini A  ilə işarə edərək onu matrisli şəkildə yazaq:

bxA = ,        (2)
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burada x  dəyişənlərdən, b  isə sistemin sağ tərəflərindəki sərbəst hədlərdən düzələn sütun

vektorlardır.

Teorem 5. (1) sisteminin müəyyən olması üçün onun determinantının sıfırdan fərqli

olması zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı. Tutaq ki, 0det ¹A . Onda A  matrisinin tərsi vardır və (2) bərabərliyinin hər iki

tərəfini 1-A  matrisinə vuraraq alırıq:

bAAbAx Ú-- == 11 )(det .         (3)

Aydındır ki, bu düsturla müəyyən olunan vektor yeganədir. O sistemin həllidir, çünki,

( ) bbEAAbAAA == -Ú- )(det)(det)(det 11 .

Deməli, sistem uyuşandır. Göstərək ki, onun başqa həlli yoxdur. Doğrudan da əgər 1x  və 2x

sistemin ixtiyari iki həlli olarsa, onda yaza bilərik:

212121 00)( xxxxxxA =®=-®=- .

Beləliklə, həllər üst-üstə düşür, yəni sistem müəyyəndir.

İndi fərz edək ki, sistem müəyyəndir. Xətti tənliklər sisteminin həlləri haqqında VII fəsil

§3, teorem 3-ə əsasən xətti tənliklər sistemini pilləli şəklə gətirdikdən sonra nr =  olacaqdır.

Deməli, sistemin matrisini pilləli şəklə gətirdikdə diaqonqal matris alınır və buna görə də o,

qeyri-məxsusidir. Teorem 5 isbat olundu.

Nəticə. Əgər (1) sisteminin matrisi qeyri-məxsusi olarsa onun yeganə həlli aşağıdakı

düsturların köməyi ilə tapıla bilər:

njx j
j ,...,2,1; =

D
D

=

burada jD D  determinantından j-cu sütunu b  vektoru ilə əvəz etməklə alınır.

İsbatı. (3) bərabərliyinə əsasən

( )
D

+++
== Ú- jnnjjj

j

AbAbAb
bAAx

L22111)(det .

Kəsrin surətinə A  matrisinin j-cu sütununu b  vektoru ilə əvəz etməklə alınan determinantın

açılışı kimi baxmaq olar. Deməli, nəticə doğrudur.

§4. Matrislərin hasillinin determinantı

Teorem 1. Qeyri-məxsusi matrisi elementar matrislərin hasili şəklində yazmaq olar.

İsbatı. Verilən matrisi sətirlər üzərində I və II növ elementar çevirmələrlə yuxarı üçbucaq

şəklə gətirmək olar. Yəni elə
n

EE jj ,...,
1

elementar matrisləri var ki,
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AAEE
n

¢=××
1

... jj ;

burada A¢   matrisi aşağıdakı şəkildədir:

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ
*
**

=¢

nc

c
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A

L

MOMM

L

L
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0 2

1

.

Bütün diaqonal elementlər sıfırdan fərqlidir. Ancaq ikinci növ elementar çevirmələr yerinə

yetirməklə sonuncu sütunda axırıncı elelmentdən başqa qalanlarını sıfra çevirmək olar. Anloji

olaraq, digər sütunlarda da diaqonal elementlərdən yuxarıda dayanmış elementləri sıfırlamaq

olar. Beləliklə, biz alırıq:

01
... AAEE

m
=×× jj ;

burada

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nc

c
c

A

L

MOMM

L

L

00

00
00

2

1

0 .

Nəhayət n sayda  III  növ
)(1 ic i

E -  kimi elementar çevirmələr yerinə yetirməklə matrisi vahid

matrisə çevirmək olar. Son nəticədə elə k natural ədədi tapırıq ki,

EAEE
k

=××
1

... jj .

Bu bərabərliyin hər iki tərəfini ardıcıl olaraq soldan 1-
k

Ej ,..., 1
1

-
jE  matrislərinə vursaq, alarıq:

11
1

-- ××=
k

EEA jj L . Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 1-dən istifadə edərək matrisin tərsinin hesablanması üçün 2-ci paraqrafda

göstərilən üsuldan fərqli üsul vermək olar. Yuxarıda göstərdik ki,

11
1

-- ××=
k

EEA jj L .

Bu bərabərlik göstərir ki,

EEEA
k 1

1
jj ××=- L ;
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başqa sözlə, verilən matrisi vahid matrisə çevirmək üçün istifadə olunan elementar çevirmələr

eyni ardıçıllıqla vahid matris üzərində yerinə yetirildikdə, bu matrisin tərsini verir.

Bunu nəzərə alaraq verilən qeyri-məxsusi matrisin tərsini tapmaq üçün ona sağdan vahid

matris qoşurlar. Verilən matrisi vahid matrisə çevirmək üçün istifadə olunan elementar

çevirmələr eyni ardıcıllıqla qoşulan vahid matris üzərində yerinə yetirilir. Nəticədə qoşulmuş

vahid matris axtarılan tərs matrisə çevrilir.

Misal. Yuxarıda baxdığımız

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-
=

320
231
022

A

matrisinin tərsini deyilən üsulla hesablayaq.

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-
=

100
010
001

320
231
022

A

Matrisin sətirləri üzərində elementar çevirmələr yerinə yetirməklə birinci matrisi (bloku) vahid

matrisə gətirək. Əvvəlcə 1-ci və ikinci sətirlərin yerini dəyişək və sonra yeni birinci sətri 2-yə

vuraraq ikinciyə əlavə edək.

®
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-®

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-

100
001
010

320
022
231

100
010
001

320
231
022

®
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
--®

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-- 021
100
010

480
320

231

100
021
010

320
480
231

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--®

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
--

421
100
010

800
320

231

021
100
010

480
320

231
.

Alınmış matrisin ikinci sətrini -0,5-ə, üçüncü sətrini isə -0,125-ə vuraq və elementar çevirmələri

davanm edərək birinci blok-matrisi vahid matrisə gətirək:

downloaded from KitabYurdu.org



111

®
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---
-®

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--

5,025,0125,0
5,000

010

100
5,110

231

421
100
010

800
320

231

®
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---
®

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---
-

5,025,0125,0
25,0375,01875,0
15,125,0

100
010
031

5,025,0125,0
5,000

010

100
5,110

231

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---

-

5,025,0125,0
25,0375,01875,0
25,0375,03125,0

100
010
001

.

Beləliklə,

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---

-
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---

-
=-

842
463
465

16
1

5,025,0125,0
25,0375,01875,0
25,0375,03125,0

1A

 Alınan nəticə yuxarıdakı ilə üst-üstə düşür.

Teorem 2. )(, KMBA nÎ  matrislərinin hasilinin determinantı onların determinantlarının

hasilinə bərabərdir: BAAB detdet)det( ×= .

İsbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, hər iki matris qeyri-məxsusidir. Yuxarıda deyilənlərə əsasən,

elə elementar matrislər var ki,

01
... AAEE

m
=×× jj

olmaqla, 1;detdet 0 ±== ee AA  və

11
... ABEE

m
=¢×× ff

olmaqla, 1;detdetdet 1 ±==¢= dd ABB . Burada 0A  və 1A  diaqonal matrislərdir. Buna görə də

onları transponirə etdikdə dəyişməz qalacaqdırlar. Beləliklə,

)det(detdetdetdet 1010 AAAABA eded =×=× .

Digər tərəfdən,

m
EEBAA ff ¢××¢==¢ ...

111 .
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Elementar matrisi transponirə etdikdə yenə də elementar matris alınır. Elementar matrisi hər

hansı matrisə sağdan vurduqda həmin matrisin sütunları üzərində elementar çevirmələr yerinə

yetirilmiş olur. Beləliklə,

mm
EEABEEAA ffjj ¢××¢××= ......

1110

bərabərliyi göstərir ki, 10AA  hasili AB  matrisinin (bu matrislərin hasilinin distributivlik

xassəsindən alınır) sətir və sütunları üzərində elementar çevirmələr yerinə yetirməklə alınır.

Asanlıqla yəqin etmək olar ki, determinantın işarəsinin dəyişməsinə səbəb olan sətir və ya

sütunların yerinin dəyişdirilməsi yuxarıda A və B matrisləri üzərində yerinə yetirilən elementar

çevirmələlrdə olan işarədəyişmələrin ümumi sayına bərabərdir. Beləliklə, )det(det 10 ABAA ed= .

Deməli, teorem qeyri- məxsusi matrislər üçün isbat olundu.

İndi isə fərz edək ki, verilən matrislərdən biri, məsəslən, A matrisi qeyri-məxsusi deyil.

Asanlıqla yəqin etmək olar ki,

mm
EEABEEAA ffjj ¢××¢××= ......

1110

bərabərliyi yenə də doğrudur, lakin bu halda 0A  və 1A  matrislərinin diaqonal elementləri

içərisində sonuncusu sıfır olcaqdır. Beləliklə, sol tərəfdəki matrisin determinantı sıfra bərabərdir.

Sağ tərəfdə elementar çevirmələrdən sonra alınan matrisin determinantı AB hasilinin

determinantından ancaq işarə ilə fərqlənə bilər. Deməli, 0detdet)det( == BAAB .  Teorem  2

isbat olundu.

Teorem 3. Matrisin məxsusi olması üçün onun sətir və ya sütunlarının xətti asılı olması

zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı. Kafi şərti sətirlər üçün göstərmək kifayətdir, çünki sütunlar üçün eyni nəticəni

transponirə olunmuş matrisə baxmaqla almaq olar. Beləliklə, tutaq ki, verilmiş A matrisinin

sətirləri xətti asılıdır. Onda xətti asılı olan vektorların məlum xassəsinə görə (VII fəsil, §1, xassə

4) hər hansı sətir, məsələn n-ci sətir qalan sətirlərin xətti kombinasiyası kimi yazıla bilər:

1
1

1
1

-
-++= n

n
n AcAcA L .

A matrisi üzərində ikinci növ aşağıdakı elementar çevirmələri aparaq. 1-ci sətri 1c -ə,  2-ci sətri

2c -yə və i. a., n-1-ci sətri 1-nc -ə  vuraraq n-ci sətrdən çıxaq. Onda sıfır sətir alarıq. Determinantın

xassəsəinə əsasən o dəyişməz. Lakin, alınan determinantın sonuncu sətri sıfra bərabər

olduğundan o, və eyni zamanda detA, sıfra bərabər olacaqdır, yəni matris məxsusidir.
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İndi isə fərz edək ki, 0det =A . Göstərərk ki, onun sətirləri və sütunları xətti asılıdır.

Əvvəlki paraqrafda verilmiş Teorem 5-ə əsasən

0=xA

bircins xətti tənliklər sisteminin qeyri-trivial həlli vardır. Deməli, hamısı sıfır olmayan

elə nxx ,...,1  skalyarları var ki,

0...11 =++ nn AxAx

yəni matrisin sütunları xətti asılıdır. Teorem 4 isbat olundu.

Yuxarıda deyilənləri belə bir teoremdə ümumiləşdirmək olar.

Teorem 4. Tutaq ki, )(KMA nÎ  hər  hansı n tərtibli matrisdir. Onda aşağıdakı təkliflər

eynigüclüdür:

1) A matrisinin sətirləri xətti asılı deyil;

2) 0det ¹A  ;

3) A matrisini elementar matrislərin hasili kimi göstərmək olar.

§5. Bazis minor. Matrisin ranqı

Minor anlayışını ixtiyari matris üçün ümumiləşdirmək olar. Tutaq ki, nmKA ´Î  ixtiyari

nm ´  ölçülü matrisdir. Bu matrisdə hər hansı k sayda sətir qeyd edək. Onların nömrələrini

1 2, ,..., ki i i  ilə işarə edək. Eyni sayda sütun qeyd edək və nömrələrini 1 2, ,..., kj j j  ilə işarə edək.

Tərif 1. k  tərtibli ( ) kr
ksji sr

aM ££

££
= 1

1
 matrisinin determinantına verilən matrisin k  tərtibli

minoru deyilir və ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

k

k

jj
ii

M
L

L

1

1  kimi işarə olunur.

Yəni verilmiş matrisin k tərtibli minoru dedikdə yuxarıda qeyd olunan sətrlərlə sütunların

kəsişməsində yerləşən elementlərin əmələ gətirdiyi determinant başa düşülür. Məsələn,

downloaded from KitabYurdu.org



114

1 3 1 3 2
2 2 1 0 2

0 1 1 1 1

- -æ ö
ç ÷- -ç ÷
ç ÷- -è ø

matrisində 1-ci və 3-cü sətirlərlə, 2-ci və 4-cü sütunların kəsişməsindəki elementləri qeyd etsək

aşağıdakı iki tərtibli minor alınır:

3 3
0

1 1
-

=
-

.

Tərif 2. Matrisin sıfırdan fərqli minorları içərisində ən yüksək tərtibli minorların hər biri

bazis minor adlanır.

Aydındır ki, nmKA ´Î  matrisinin bazis minorunun tərtibi r olarsa, ( )nmr ,min£  səti

ödənilməlidir. Yuxarıdakı matrisin bazis minoru olaraq, aşağıdakı 3 tərtibli minor götürülə bilər:

1 3 1
2 2 1 5

0 1 1

-
- =

-
.

Bazis minorun əsas xassəsi aşağıdakı teoremlə ifadə olunur.

Teorem 1. Matrisin hər bir sətri (sütunu) bazis minor yerləşən sətirlərin (sütunların) xətti

kombinasiyası kimi göstərilə bilər. Bazis minor yerləşən sətirlər isə xətti asılı deyil.

İsbatı. Tutaq ki, hər hansı m n´  ölçülü ( )ijA a=  matrisi verilmişdir. Müəyyənlik üçün

fərz edə bilərik ki, onun bazis minoru sol yuxarı küncdə yerləşmişdir. Əks halda sətir və

sütunların yerdəyişməsi ilə bazis minoru sol yuxarı küncə gətirmək olar (bu yerdyışmədə

minorun ancaq işarəsi dəyişə bilər ki, bu da teoremin hökmünə təsir etmir). Aydındır ki, teoremi

ancaq sətirlər üçün isbat etmək kifayətdir.

Əgər baxılan sətir bazis minor yerləşən sətirlərdən olarsa, teoremin hökmü doğrudur.

Tutaq ki, bazis minorun tərtibi r-dir və i r>  nömrəli 1 2 , 1( , ,..., , ,..., )i
i i ir i r inA a a a a a+=  sətri  qeyd

olunmuşdur. Göstərək ki, elə 1,..., ra a  skalyarları var ki,

1
1

i r
rA A Aa a= + +L .

Bazis minoru M ilə işarə edək. Bazis minoru haşiyələməklə, yəni ona aşağıdan i nömrəli sətrin,

sağdan isə ixtiyari j nömrəli sütunun elementlərini əlavə etməklə 1+r tərtibli minora çevirək:
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11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

r j

r j

r r rr rj

i i ir ij

a a a a
a a a a

a a a a
a a a a

D =

L

L

M M O M M

L

L

.

Bu minorun tərtibi bazis minorun tərtibindən böyük olduğu üçün o, sıfra bərabərdir. Bu minoru

sonuncu ( 1r + -ci) sütun elementləri üzrə ayıraq:

1 1, 1 2 2, 1 , 1 1, 1 0j r j r rj r r ij r ra A a A a A a A+ + + + +D = + + + + =L .     (1)

Asanlıqla görmək olar ki,

1, 1 0r rA M+ + = ¹ .

Digər minorlar bu minordan sonuncu sütunu və uyğun bir sətri atmaqla alınır. Başqa sözlə, D

determinantının ifadəsinə daxil olan cəbri tamamlayıcılar j-dan asılı deyil və ancaq sətrin i

nömrəsindən asılıdır. (1) bərabərliyindən alırıq:

( )1
1 1, 1 2 2, 1 , 1 1 1 2 2ij j r j r rj r r j j r rja M a A a A a A a a aa a a-

+ + += - + + + = + +L L ;

burada 1
, 1k k rM Aa -
+= -  işarə olunmuşdur. Beləliklə, i-ci sətrin hər bir komponenti bazis minor

yerləşən sətirlərin uyğun komponentlərinin əmsalları 1,..., ra a  olan funksiyasıdır. Deməli,

1
1

i r
rA A Aa a= + +L  bərabərliyi doğrudur.

İndi göstərək ki, bazis minor yerləşən sətirlər xətti asılı deyil. Ümumiliyi pozmadan fərz

etmək olar ki, bazis minor ilk r sətirdə yerləşmişdir. Göstərək ki, 1,..., rA A   vektorlar sistemi

xətti asılı deyildır. Əksini fərz edək: tutaq ki, hamısı sıfır olmayan elə 1,..., ra a  skalyarları var ki,

1
1 0r

rA Aa a+ + =L .

Onda bu bərabərliyi koordinatlar üçün də yazmaq olar:

njaa rjrj ,...1,011 ==++ aa L .

Deməli, bazis minorun sətirləri xətti aslıdır. Bu isə onun sıfırdan fərqli olması şərtinə ziddir.

Alınan ziddiyyət göstərir ki, bazis minor yerləşən sətirlər sistemi xətti asılı deyil. Teorem 1 isbat

olundu.
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Tərif 3. Matrisin basis minorunun tərtibinə matrisin minorlar üzrə ranqı deyilir. Matrisin

xətti asılı olmayan sətirlərinin (sütunlarının) maksimal sayına matrisin sətirlər (sütunlar) üzrə

ranqı deyilir.

Teorem 2. Matrisin sətirlər, sütunlar və minorlar üzrə ranqları bərabırdir.

İsbatı.  Teoremi isbat etmək üçün göstərmək kifayətdir ki, matrisin sətirlər üzrə s ranqı

bazis minorun tərtibinə bərabərdir. Bazis minorun sol yuxarı küncdə yerləşdiyini fərz edək.

Teorem 1-ə əsasən bazis minor yerləşən sətirlər xətti asılı deyil. Buna görə də, xətti asılı olmayan

sətir vektorlarının maksimal s sayı bazis minorun r tərtibindən kiçik deyil: s r³ . Göstərək ki,

rs £ . Əksini fərz edək, yəni tutaq ki, xətti asılı olmayan s sayda sBB ,...,1  sətirlər sistemi vardır

və rs > . Teorem 1-ə əsasən bu sətirlərin hər birini bazis minor yerləşən sətirlərin xətti

kombinasıyası kimi yazmaq olar:

riAaAaAaB r
iriii ,...,1,2

2
1

1 =+++= L .

Onda, 011 =+++ ssBB ll L  bərabərliyində yuxarıdakı münasibətləri nəzərə alsaq, yaza bilərik:

=++++++++ )()( 2
2

1
11

2
12

1
111

r
srsss

r
r AaAaAaAaAaAa LLL ll

0)()( 1111111 =++++++= rssrrss AaaAaa llll LLL .

Bazis minor yerləşən sətirlər xətti asılı olmadığından buradan aşağıdakı sistemi alırıq:

,01111 =++ ssaa ll L

LLL

011 =++ ssrr aa ll L .

Bu sistemdə dəyişənlərin sayı tənliklətin sayından çoxdur. Deməli, onun qeyri-trivial həlli vardır,

 yəni 011 =+++ ssBB ll L  bərabərliyində əmsallardan bəziləri sıfra bərabər deyil. Alınan

 ziddiyyət göstərir ki, rs >  ola bilməz. Beləliklə, rs £  və rs ³ . Onda, rs =  və bununla teorem

2 isbat olundu.

Bu teorem göstərir ki, matrisin bir yolla, məsələn sətirlər üzrə təyin olunan ranqı digərləri

ilə eynidir. Bu ümumi qiymət matrisin ranqı adlnır və rangA  kimi işarə olunur. Eyni zamanda

buradan verilən matrisin ranqını hesablamaq üçün əlverişli üsul alınır. Bu üsul aşağıdakı kimidir.

Verilmiş matrisi sətirlər üzərində I və II növ elementar çevirmələr vasitəsi ilə pilləli şəklə

gətirmək lazımdır. Pilləli matrisin ranqı sıfırdan fərqli sətirlərin sayın bərbərdir. Elementar
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çevirmələr zamanı bazis minor mütləq qiymətcə dəyişməz qaldığı üçün, alınan pilləli matrisin

ranqı verilən matrisin ranqına bərabər olacaqdır.

Nəticə. Xətti tənliklər sistemini npilləli şəklə gətirdikdə alınan pilləli matrisin sıfır

olmayan sətrlərinin sayı elementar çevirmələrdən asılı olmayıb, sistemin matrisinin ranqına

bərabərdir.

Misal . Aşağıda verilən matrisin ranqını tapaq:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--
=

02971
20113
11431

A .

Bu matrisi elementar çevirmələr vasitəsi ilə pilləli şəklə gətirək. Bunun üçün əvvəlcə birinci sətri

3- -ə vuraraq ikinci sətrə və -1 -ə vuraraq, üçüncü sətrə əlavə edək:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
--

--
®

1313100
1313100

11431
A ;

ikinci sətri -1 -ə vuraraq, üçüncü sətrə əlavə etsək, aşağıdakı pilləli matrisi alarıq:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
--

--

00000
1313100

11431
.

Bu matrisin iki sıfırdan fərqli sətri olduğuna görə 2=rangA  olacaqdır.

Matrisin ranqı anlayışının böyük əhəmiyyəti vardır. Kroneker –Kapelli teoremi adlanan

aşğıdakı teorem tənliklər sisteminin uyuşan olması üçün əlamət verir.

Teorem 3. Əsas matrisi A, genişlənmiş matrisi isə B olan

bxA =

xətti tənliklər siteminin uyuşan olması üçün rangBrangA =  olması zəruri və kafidir.

İsbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, sistem uyuşandır, yəni onun ),...,,( 00
2

0
10 nxxxx =¢  həlli vardır.

Onda, genişlənmiş matrisin sonuncu sütununu A matrisinin sütunlarının xətti kombinasiyası kimi

yazmaq olar:
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nn AxAxAxb 0
2

0
21

0
1 +++= L .

Onda bu matrislərin sütunlar üzrə ranqları eynidir. Deməli, rangBrangA = .

Tərsinə, əgər rangBrangAr ==  olarsa,  onda A matrisinin r sayda xətti asılı olmayan

sütun vektorlar sistemi vardır. Tutaq ki, bu sistem rAAA ,...,, 21 -dir. Şərtə əsasən onlar B

matrisinin sütunları içərisində də maksimal sayda xətti asılı olmayn sistem olacqdır. Əgər bu

sistemə genişlənmiş matrisin sonuncu b  vektorunu əlavə etsək xətti asılı sistem alarıq. Onda

hamısı sıfır olmayan elə lll ,,...1 r  ədədləri var ki , 0...11 =+++ bAA rr lll olur. Burada 0¹l ,

əks halda rAA ,...,1 vektorlarının xətti asılı olduğu alınır ki, bu da ziddiyyət əmələ gətirir.

Beləliklə, b vektorunu əvvəlki vektorların xətti kombinasiyası kimi yazmaq olar:

=+++= nr AxAxAxb 0
2

0
21

0
1 L nrrr AAAxAxAx ×++×++++ + 00 1

0
2

0
21

0
1 LL .

Bu bərabərlik göstərir ki, sistem uyuşandır. Teorem 3 isbat olundu.

§6. Laplas teoremi və onun tətbiqləri

§2-də determinantın sətir və ya sütun elementləri üzrə ayrılış düsturu verilmişdir. Bu

düstur Laplas teoreminin xüsusi halıdır. Bu teoremin ifadəsini vermək üçün cəbri tamamlayıcı

anlayışının ümumiləşməsinə ehtiyac vardır. Tutaq ki, n tərtibli A  determinantı verilmişdir. Bu

determinantda hər hansı k ( nk ££1 ) sayda sətir və həmin sayda da sütun qeyd edək. Sətirlərin

nömrələri kiii ,...,, 21 , sütunların nömrələri isə kjjj ,...,, 21   olsun.

Tərif. k tərtibli ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

k

k

jj
ii

M
L

L

1

1  minorunun yerləşdiyi sətir və sütunları atdıqdan sonra

qalan n-k tərtibli minorun kk jjii +++++- LL 11)1(  ədədi ilə hasilinə bu minorun cəbri tamamlayıcısı

deyilir.

Tərifdən görünür ki, k=1 olduqda bir tərtibli minorlar matrisin elementləri ilə, onların

cəbri tamamlayıcıları isə adi cəbri tyamamlayıcılarla üst- üstə düşür.

Teorem 1. Matrisin determinantı onun ixtiyari k sayda seçilmiş sətirlərində yerləşən

bütün mümkün k tərtibli minorları ilə onların cəbri tamamlayıcılarının hasilləri cəminə

bərabərdir.

İsbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, minor 1-ci, 2-ci,..., k-cı sətirlər üzərində yerləşmişdir. Belə

minorların sayı k
nC  -ya bərabərdir. Determinantın ifadəsindəki cəmi bütün belə minorlar üzrə

cəmlərə parçalayaq:
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=×=×= å åå
££

==
ÎÎ

)()2(2)1(1
,,1

)(,...,)1(

)()2(2)1(1
1

1

det nn
nii

iki
S

nn
S

aaasignaaasignA
k

k
nn

sss

ss
s

s
s

ss ss LL
L

)()( )()2(2)1(121
,,1

)(,...,)1(

21

1
1

nnkkkkkiii
nii

iki
S

aaaaaasign
k

k
k

n

sss

ss
s

s LL
L

++++
££

==
Î

×= å å .     (1)

Göründüyü kimi determinantın açılışına daxil olan hər bir hasil iki vuruqdan ibarətdir. Bunlardan

biri qeyd olunmuş sətirlərdə yerləşən minorlarda, qalanları isə “tamamlayıcı” minorlarda

yerləşən elementlərdən təşkil olunmuşdur. Əvvəlcə qeyd olunmuş sətirlərdə yerəşən minorlardan

sol yuxarı küncdə olanı götürək. Onun üçün kk ££ )(),...,1(1 ss . Bu şərt daxilində s

əvəzləməsinin işarəsi iki əvəzləmənin işarələrinin hasilinə bərabərdir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

)()1(
1

k
k
ss

j
L

L
= ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+
+

nkii
nkk

k LL

LL

1
11

1

.

və

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
+

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
+

=
)()1(1

11
)()1(

1
nkk

nkk
nk

nk
ssss

t
LL

LL

L

L
,

çünki, jts = . j  və t  əvəzləmələri, əslində, bir –birindın asılı olmadan kS  və n kS -

qruplarından istənilən qiymətləri ala bilərlər. Deməli, (1) cəminin sol yuxarı küncdə yerləşən

minora uyğun olan hissəsi

1

1 (1) 2 (2) ( ) 1 ( 1) 2 ( 2) ( )

(1) ,..., ( )
k n

k

k k k k k k n n
S S

i k i

sign a a a sign a a aj j j t t t
j t

t t

j t + + + +
Î Î

= =

× ×å åL L         (2)

ifadəsinə bərabərdir.

Tutaq ki, k tərtibli minor başqa sütunlarda yerləşmişdir. Hər bir minora daxil olan

sütunların nömrələrinin, yəni s  əvəzləməsinin ikinci sətrində yerləşən elementlərin, bir-birinə

nəzərən nizamını pozmadan s  əvəzləməsinin ikinci sətrində ardıcıl transpozisiyalar yerinə

yetirərək, sütunların yerini elə dəyişək ki, rj  nömrəli sütun r-ci yeri tutsun. 1j  nömrəli sütunu 1-

ci yerə gətirmək ücün 11 -j  sayda ardıcıl yerdəyişmə yerinə yetirmək lazımdır. Analoji olaraq,

rj  nömrəli sütunu r -ci yerə gətirmək ücün rjr -  sayda ardıcıl yerdəyişmə yerinə yetirmək

lazımdır. Göstərilən transpozisiyalara uyğun olan əvəzləmləri 1 2, ,..., ;T Ts s s =

1 kj j+ +L 1 k- - -L  kimi işarə edək. Məsələn, birinci və ikinci elementlərin yerini dəyişən

əvəzləmə belə olacaqdır:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
n
n

L

L

312
321

.

Onda, alarıq:

1 2 ( )Ts s s s j t= ×L .
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Yuxarıda olduğu kimi, bu halda, baxılan k təribli  minora  uyğun  olan  (2)  cəmi  aşağıdakı kimi

olar:

1 (1) 2 (2) ( )
k

k k
S

sign a a aj j j
j

j
Î

× ´å L

( ) )()2(2)1(1

)(,...,)1(

21

1

211 nnkkkk

jkj
S

kjjj aaasign

k
n

k
sss

ss
s

s L
LL

++++

==
Î

----+++ ×-´ å ,     (3)

çünki transpozisiyaların işarəsi –1-ə bərabərdir. Beləliklə,

´×= å å
££ Înjjj

kk
Sk k

aaasignA
,,,1

)()2(2)1(1
21

det
L

L jjj
j

j

( ) )()2(2)1(1
21)()2()1(1 nnkkkk

S

kk aaasign
kn

sss
s

jjj s L
LL

++++
Î

+++++++ ×-´ å
-

.

Əvəzləmələr üzrə birinci cəm 1 2, ,..., kj j j  nömrəli sütunlarda yerəşən minora, uyğun işarə ilə

götürülmüş ikinci cəm isə bu minorun cəbri tamamlayıcısın bərabərdir. Beləliklə, əgər 1 2, ,..., ki i i

nömrəli sətirlərdə və 1 2, ,..., kj j j  nömrəli sütunlrda yerləşmiş minoru 1

1

k

k

i i
M

j j
æ ö
ç ÷
è ø

L

L
, onun

cəbri tamamlayıcısını isə 1

1

k

k

i i
A

j j
æ ö
ç ÷
è ø

L

L
 kimi işarə etsək alarıq:

1

1 1

1 ,..., 1 1

det
k

k k

j j n k k

i i i i
A M A

j j j j£ £

æ ö æ ö
= ×ç ÷ ç ÷

è ø è ø
å

L L

L L
.     (4)

Beləliklə, teorem ilk k sətirlərdə yerləşən minorlar üçün isbat olundu.

Ümumu halda sütunlarla olduğu kimi, sətirlərin ardıcıl yerdıyişməsi ilə onları ilk k sətrin

yerinə gətirə bilərik. Bu zaman determinant kii k ---++- LL 11)1(  ədədinə vurular və biz nəticədə

yenə də (3) bərabərliyini alırıq və artıq cəmin daxilindəki işarə kk jjii +++++- LL 11)1( vuruğu ilə

müəyyən olunacaqdır.

Deməli (4) bərabərliyi bu halda da doğrudur. Teorem 1 isbat olundu.

Misal. Aşağıdakı dörd tərtibli determinantı Laplas teoreminin köməyi ilə hesablayaq.

2212
1320

1001
2012

---
-

-
-

=d .

Laplas teoremini tətbiq etmək üçün 1-ci və 2-ci sətitləri qeyd edək. Bu sətirdə altı 2 tərtibli minor

yerləşir:

1
01
12
=

-
, 0

01
02
=

-
, 0

11
22
=

-
-

, 0
00
01
= , 1

10
21
=

-
, 0

10
20
=

-
.

Uyğun cəbri tamamlayıcıları hesablayaq:
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4
22
13

)1( 4321 =
-

-
- +++ , 3

21
12

)1( 4221 -=
-

-
- +++ , 1

21
32

)1( 3221 -=
--

- +++ ,

2
22
10

)1( 4121 -=
-

-
- +++ , 6

22
30

)1( 3121 -=
--

- +++ , 4
12

20
)1( 2121 =

--
- +++ .

Beləliklə, 26440)6(1)2(0)1(0)3(041 -=-=×+-×+-×+-×+-×+×=d .

Laplas teoreminin kömyi ilə hasilin determinantı haqda teoremi daha bir yolla isbat

etmək olar.

Teorem 2. n tərtibli matrislərin hasilinin determinantı onların determinantlarının hasilinə

bərabərdir.

İsbatı. Aşağıdakı n2  tərtibli determinanta baxaq:

BE
A

d
-

=
0

.

Göründüyü kimi, determinantın matrisi hər biri n tərtibli matris olan dörd blokdan ibarətdir. Bu

matrisin açıq şəkli belədir:

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-
-

nnnn

n

n

nnnn

n

n

bbb

bbb
bbb

aaa

aaa
aaa

LL

MOMMMOMM

LL

LL

LL

MOMMMOMM

LL

LL

21

22221

11211

21

22221

11211

100

010
001

000

000
000

.

Determinantı iki müxtəlif üsulla hesablayaq. Əvvəlcə onu Laplas teoreminin köməyi ilə

hesablayaq. 1-ci, 2-ci,..., n-ci sətirləri qeyd edək. Bu sətirlərdə yerləşən n tərtibli  minorların hər

birinə, yuxarı sol küncdə yerəşən minor istisna olmaqla, heç olmasa bir sıfır sütun daxildir. Buna

görə də bütün belə minorlar sıfra bərabərdir. Sol yuxarı küncdə yerləşən minor isə Adet -ya,

onun cəbri tamalayıclsı isə BBnn detdet)1( 11 =- +++++ LL -yə bərabərdir. Laplas teoreminə əsasən,

yaza bilərik:

BAd n detdet)1( ×-= .

Eyni determinantı başqa üsulla hesablamaq üçün onun üzərində elementar çevirmələr yerinə

yetirək. Əvvəlcə determinantın n+1-ci sətrini 11a -ə vuraraq birinci sətrə, 12a -yə vuraraq 2-ci

sətrə və i. a., na1 -vuraraq n-ci sətrə əlavə etsək, A matrsinin yerləşdiyi blokda birinci sütun sıfra

çevrilər. Analoji olaraq, n+2-ci sətrin koməyi ilə ikinci, üçüncü, və i. a., sonuncu sütunu sıfra

çevirmək olar. Bu çevirmələr nəticəsində sağ yuxarı küncdəki blokda ( )ijcC =  matrisi alınar. ijc
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elementi n+1,...,2n nömrəli sətirləri, uyğun olaraq, 1ia ,..., ina  elementlərinə vuraraq, i-ci sətrə

əlavə etməklə alınır, yəni

j
i

njinjijiij BAbababac =+++= L2211 .

Beləliklə biz aşağıdakı determinantı alırıq:

BE
AB

d
-

=
0

.

Yenə də Laplas teoremini tətbiq edək və yenə də n sətir olaraq 1,...,n nömrəli sətirləri götürək.

İndi isə sağ yuxarı küncdə yerləşən minordan başqa qalan minorlar sıfra bərabərdir. Deməli,

)det()det()1()det()1()det( )1(2)1(1 ABABEABd nnnnn =-=--×= +++++++ LL .

Alınmış bərabərlikləri tutuşdursaq teoremin hökmünü alarıq: BAAB detdet)det( = .
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IX FƏSİL. XƏTTİ FƏZA

§1. Xətti fəzanın əsas anlayışları

Tutaq ki, hər hansı X  çoxluğu və bu çoxluqda “+” kimi işarə olunan binar əməl

verilmişdir. K  meydanı götürək və XK ´  düz hasilində Xxx Îllw a,:  kimi təyin olunan

inikasa baxaq.

Tərif. Aşağıdakı şərtlər ödənilərsə KX ,  cütü xətti fəza adlanır:

1) +,X  cəbri kommutativ qrupdur;

2) w  inikası aşağıdakı şərtləri ödəyir:

a) ( )( )( )xxxXxK mlmlml +=+Î"Î" )(, ;

b) ( )( )( )yxyxKXyx llll +=+Î"Î" )(, ;

c) ( )( )( ))()(, xxXxK mllmml =Î"Î" ;

d) ( )( )xxXx =×Î" 1 .

Qeyd etmək lazımdır ki, baxılan XXK ®´:w  inikası ixtiyari KÎl skalyarı üçün

Xxx Îllwl a,:  inikasını təyin edir. Bu inikas X  çoxluğunda unar əməl müəyyən edir.

Buna görə də xətti fəzanı 1) və 2) şərtlərini ödəyən }|{,, KX Î+ lwl  cəbri kimi də təyin etmək

olar.

Misallar.1. Hər bir meydan özü üzərində xətti fəzadır.

2.Müstəvi üzərində hər hansı O nöqtəsi qeyd edək. Başlanğıcı bu nöqtədə olan bütün

mümkün istiqamətlənmiş parçalar çoxluğu (bağlı vektorlar çoxluğu), əvvəlki mövzulardan

məlum olduğu kimi, kommutativ qrup əmələ gətirir. Bu vektorlar çoxluğu xətti fəza təşkil edir.

3. nR  ədədi xətti fəza R həqiqi ədədlər meydanı üzərində xətti fəza təşkil edir. Bu xətti

fəza n-ölçülü ədədi xətti fəza adlanır.

4.Elementləri hər hansı K meydanşndan olan bütün nm ´  ölçülü matrislər çoxluğu həmin

meydan üzərində xətti fəza təşkil edir.

5. ]1,0[C  ilə ]1,0[  parçasında təyin olunmuş kəsilməz funksiyalar çoxluğunu işarə edək.

Bu çoxluq funksiyaların toplanması əməlinə görə kommutativ qrup əmələ gətirir. Aydındır ki,

kəsilməz funksiyanın sabitə hasili də kəsilməzdir. Yoxlamaq olar ki, xətti fəzanın bütün

aksiomları ödənilir. Beləliklə, ]1,0[  parçasında təyin olunmuş kəsilməz funksiyalar çoxluğu xətti

fəza təşkil edir.

Xətti fəzanın bilavasitə tərifdən alınan sadə, lakin mühüm xassələri vardır. Tutaq ki,

KX ,  xətti fəzası verilmişdir.

Xassə 1. İxtiyari XxÎ  elementi üçün 00 =× x .
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İsbatı. Tərifdə 2), a) şərtinə əsasən 000)00(00 +×=×=+=×+× xxxxx . X  qrupunda

ixtisar qanununa görə buradan 00 =× x  münasibəti alınır.

Xassə 2. İxtiyari XxÎ  elementi üçün xx ×-=- )1( .

İsbatı. ( 1) 1 ( 1) (1 1) 0 0x x x x x x+ - = + - = - = =  olduğundan əks elementin tərifinə əsasən

xx ×-=- )1( .

Xassə 3. İxtiyari KÎa  elementi üçün 00 =×a .

İsbatı. Tərifdə 2), b) şərtinə əsasən xxxx ×+=×=+=×+× aaaaa 0)0(0 . X  qrupunda

ixtisar qanununa görə buradan 00 =×a  münasibəti alınır.

Xassə 4. İxtiyari KÎa  elementi və ixtiyari XxÎ  vektoru üçün

0 0 0x xa a= ® = Ú = .

İsbatı. Tutaq ki, 0a ¹ . Onda 1a -  tərs elementi vardır və verilən bərabərliyin hər iki

tərəfini bu elementə vursaq alarıq:
1 1( ) 0 1 0x x xa a a- -= ® = = .

Xassə 5. İxtiyari KÎa  elementi və ixtiyari XxÎ  vektoru üçün

( ) ( )x x xa a a- = - = - .

İsbatı. Doğrudan da,

( ) ( ) 0 0x x x xa a a a+ - = - = =

və

( ) ( ) 0 0x x x xa a a a+ - = - = = .

Bu münasibətlərdən isə tələb olunan bərabərliklər alınır.

Analoji olaraq aşağıdakı iki xassə də isbat olunur.

Xassə 6. İxtiyari KÎba ,  elementləri və ixtiyari XxÎ  vektoru üçün

( )x x xa b a b- = - .

Xassə 7. İxtiyari KÎa  elementi və ixtiyari Xyx Î,  vektorları üçün

( )x y x ya a a- = - .

Xətta fəza anlayışı ilə bağlı olan ən mühüm anlayışlardan biri xətti kombinasiya anlayışıdır.

Tutaq ki, 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar və 1 2, ,..., n Ka a a Î  skalyarlar sistemi verilmişdir.

1 1 2 2 n nx x xa a a+ + +L  cəminə verilən vektorlar sisteminin əmsalları 1 2, ,..., na a a  olan xətti

kombinasiyası deyilir. Aydındır ki, bütün əmsallar sıfra bərabərdirsə, onda xətti kombinasıya özü

də sıfra bərabərdir. Belə xətti kombinasiyanı trivial xətti kombinasiya adlandıraq.

Tərif 1. 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sisteminin sıfra bərabər olan qeyri trivial xətti

kombinasiyası varsa, onda belə vektorlar sistemi xətti asılı sistem adlanır.
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Tərif 2. ( )( )00,..., 1111 ===«=++Î kkkk xxK aaaaaa LL  mülahizəsi doğrudursa,

onda 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sisteminə xətti asılı olmayan sistem deyilir.

Ədədi xətti fəzada olduğu kimi xətti asılı olan və olmayan sistemlərin aşağıdakı mühüm

xassələri vardır.

Xassə 1. Əgər 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sisteminə 0 vektor daxildirsə, onda bu sistem

xətti asılıdır.

Xassə 2. Əgər 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sistemi xətti asılı deyilsə, onda onun ixtiyari alt

sistemi də xətti asılı deyil.

Xassə 1 və 2 -nin isbatları tamamilə ədədi xətti fəzalarda olduğu kimidir. Kontrapozisiya

qanunundan istifadə etməklə asanlıqla aşağıdakı xassəni isbat etmək olar.

Xassə 3. Xətti asılı sistemin istənilən genişlənməsi xətti asılıdır.

Xassə 4. Verilən sistemin xətti asılı olması üçün bu sistemin hər hansı vektorunun digər

vektorların xətti kombinasiyası kimi göstərilə bilməsi zəruri və kafidir.

İsbatı. Tutaq ki, 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sisteminin hər hansı bir vektoru məsələn, kx

vektoru qalan vektorların xətti kombinasiyası kimi göstərilə bilir:

111 -++= kkk xxx aa L .

Onda,

01111 =-++ -- kkk xxx aa L

və sistem xətti asılıdır.

Tərsinə, əgər hamısı sıfır olmayan elə kaa ,...,1  skalyarları tapmaq mümkün olsa ki,

01111 =+++ -- kkkk xxx aaa L

olmaqla əmsallardan heç olmasa biri, məsələn, ka  sıfırdan fərqlidir. Onda alarıq:

1111 )/()/( -----= kkkkk xxx aaaa L ,

vektorlardan biri qalan vektorların xətti kombinasiyası şəklində göstərilir. Xassə 4 isbat olundu.

Tərif 2. 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sisteminin bütün mümkün

( ){ }k
kkkk KxxxxL Î++= aaaa ,...,|),...,( 1111 L

xətti kombinasiyalar çoxluğuna verilən sistemin xətti örtüyü deyilir.

Aydındır ki, əgər ),...,( 1 kxxLxÎ  olarsa, onda x  vektorunu kxx ,...,1  vektorlar sisteminin

xətti kombinasiyası şəklində göstərmək olar. Deməli, bu halda xxx k ,,...,1  vektorlar sistemi xətti

asılıdır.

Tərif 3. İki kxx ,...,1  və syy ,...,1  vektorlar sistemi o zaman ekvivalent vektorlar sistemi
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adlanır ki, bu sistemlərdən hər birinin sıfırdan fərqli hər  bir   vektorunu  digər  sistemin

vektorlarının xətti kombinasiyası şəklində göstərmək mümkün olsun.

Teorem 1. Ekvivalent sistemlərin xətti örtükləri bərabərdir.

İsbatı. Tutaq ki, ),...,( 1 kxxLxÎ . Onda müəyyən kaa ,...,1  skalyarları tapmaq mümkündür

ki,

kk xxx aa ++= L11 .

Şərtə əsasən (aydındır ki, kixi ,...,1,0 =¹ , əks halda sıfər vektoru xətti örtüyü dəyişmədən

sistemdən kənar etmək olar)

ssiii yyx bb ++= L11 .

Deməli,

kk xxx aa ++= L11 ),...,()()( 11111111 ssskkskk yyLyy Î++++++= babababa LLL .

Buradan alırıq, Ì),...,( 1 kxxL ),...,( 1 syyL . Eyni qayda ilə əks münasibət göstərilə bilər. Teorem

1isbat olundu.

Teorem 2. 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sisteminin xətti örtüyü xətti fəzadır.

İsbatı. İxtiyari iki ),...,(, 1 kxxLyx Î  vektorlarının cəmi xətti örtüyə daxildir. Doğrudan da,

kk xxx aa ++= L11  və kk xxy bb ++= L11  olarsa, onda

),...,()()( 1111 kkkk xxLxxyx Î++++=+ baba L .

Deməli, +),,...,( 1 kxxL  cəbri müəyyən olunmuşdur və asanlıqla yəqin etmək olar ki, o,

kommutativ qrupdur.

kk xxx aaaaa ++= L11

bərabərliyi ilə xətti örtükdə skalyara vurma əməli təyin olunmuş olur. Beləliklə, biz

{ }KxxL k Î+ lwl |,),,...,( 1  cəbrini alırıq. Xətti fəzanın tərifinə daxil olan aksiomlar

{ }KxxL k Î+ lwl |,),,...,( 1  cəbrində də ödənilir. Deməli, o xətti fəzadır. Teorem 2 isbat olundu.

Tərif. Tutaq ki, KX ,  xətti fəza, XY Ì  boş olmayan alt çoxluqdur. Əgər KX ,  cütü

X –də təyin  olunan  əmıllırı görə xətti  fəza  əmələ gətirərsə,  bu  xətti  fəza KX ,  fəzasının alt

fəzası adlanır.

Nəticə. İxtiyari 1 2, ,..., nx x x XÎ  vektorlar sistemi üçün { }KxxL k Î+ lwl |,),,...,( 1  cəbri

xətti alt fəza təşkil edir.

Misallar. 1. Müstəvi üzərində düzbucaqlı Dekart koordinat sistemində koordinatları ilə

verilmiş vektorlar çoxluğu, yəni yx,  cütlər çoxluğu xətti fəza əmələ gətirir. RÎa  olduqda
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{ }Rxxx Î|,a  kimi cütlər çoxluğu koordinat başlanğıcından keçən düz xətt müəyyən edir. Bu

düz xətt alt fəza əmələ gətirir.

2.Yuxarıda gördük ki, )1,0(  aralığında təyin olunmuş kəsilməz funksiyalar çoxluğu xətti

fəza təşkil edir. Bu aralıqda hər bir diferensiallanan funksiya kəsilməzdir. Bütün belə

diferensiallanan funksiyaların )1,0(1C  çoxluğu alt fəza əmələ gətirir.

Teorem 3. Xxx k Î,...,1  sistemi xətti asılı deyilsə və l k>  olmaqla ),...,(,..., 11 kl xxLyy Î

olarsa, onda lyy ,...,1  vektorlar sistemi xətti asılıdır.

İsbatı. Şərtə əsasən ixtiyari li ££1  indeksi üçün

lliiii xxxy aaa +++= L2211 .

lyy ,...,1  vektorlar sisteminin sıfra bərabər olan hər hansı xətti kombinasiyasını götürək:

02211 =+++ ll yyy lll L . (1)

Yuxarıdakı bərabərlikləri nəzərə alsaq, yaza bilərik:

( )å
=

=++/+=+++
l

i
ikkiiill xxxyyy

1
22112211 laaalll LL

åå
= =

==
k

j

l

i
jjii x

1 1

0al .

Xxx k Î,...,1  sistemi xətti asılı olmadığı üçün buradan llll ,...,, 21  skalyarları üçün aşağıdakı

xətti bərabərliklər sistemininn alarıq:

,01212111 =+++ lllaaala L

LLL

02211 =+++ lklkk laaala L .

Bu sistemdə dəyişənlərin sayı tənliklərin sayından az deyil. Deməli, elementar çevirmələr

vasitəsi ilə bu sistemi pilləli şəklə gətirdikdə lkr <£  olacaqdır. Bu isə o deməkdir ki, sistem

qeyri-müəyyədir, yəni onun trivial sıfır həllindən başqa həlli də vardır. Bu isə o deməkdir ki, (1)

xətti kombinasiyasında bütün əmsallar sıfır deyil. Onda lyy ,...,1  vektorlar sistemi xətti asılıdır.

Teorem 3 isbat olundu.

§2. Xətti fəzanın ölçüsü və bazisi.

Teorem 1. Əgər Xxx k Î,...,1  vektorlar sistemi xətti asılı deyilsə və hər hansı XxÎ

vektoru üçün isə xxx k ,,...,1  sistemi xətti asılıdırsa, onda x vektoru yeganə qayda ilə kxx ,...,1

vektorlarının xətti kombinasiyası kimi göstərilə bilər.

İsbatı. Şərtə əsasən hamısı sıfır olmayan elə lll ,,...,1 k  skalyrları tapmaq olar ki,

1 1 0k kx x xl l l+ + + =L
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bərabərliyi ödənilir. Qeyd edək ki, 0l =  bərabərliyi mümkün deyil, əks halda

1 1 0k kx xl l+ + =L

bərabərliyi ödənməklə əmsallardan heç olmasa biri sıfırdan fərqli olardı. Bu isə kxx ,...,1

vektorlarının xətti asılı olmayan sistem təşkil etməsi şərtinə ziddir. Beləliklə, 0l ¹  və (1)

bərabərliyindən alırıq:

1 1( / ) ( / )k kx x xl l l l= - - -L .

Deməli, x vektoru üçün tələb olunan göstəriliş vardır. Bu göstərilişin yeganəliyini isbat etmək

üçün iki belə göstəriliş olduğunu fərz edək:

1 1 1 1k k k kx x x x xm m m m¢ ¢= + + = + +L L .

Bu bərabərlikdən

1 1 1( ) ( ) 0k k kx xm m m m¢ ¢- + + - =L

yaza bilərik. Xətti asılı olmayan sistemin tərifindən sonuncu bərabəlikdən 1 1m m¢= ,

2 2m m¢= ,..., k km m¢=  alırıq ki, bu da ayrılışların eyni olduğunu göstərir. Teorem 1 isbat olundu.

Tərif 1. Əgər ,X K  xətti fəzasında xətti asılı olmayan sistem təşkil edən n sayda vektor

varsa, və ixtiyari n+1 vektordan ibarət sistem xətti asılıdırsa, onda deyilir ki, ,X K n ölçülü

xətti fəzadır.

Xətti fəzanın ölçüsünün n olması simvolik olaraq dimn X=  kimi yazılır.

Teorem 2. n ölçülü xətti fəzada n sayda vektordan ibarət xətti asılı olmayan sistem vardır

və fəzanın hər bir vektorunu yeganə qayda ilə bu sitemin xətti kombinasiyası şəklində göstərmək

olar.

İsbatı. Fəzada n sayda vektordan ibarət xətti asılı olmayan nxx ,...,1  sisteminin olması

fəzanın ölçüsünün tərifindən alınır. İxtiyari x XÎ  vektoru götürərək, onu xətti asılı olmayan

sistemə əlavə edək. Əgər bu vektor xətti asılı olmayan sistemə daxil olan vektorlardan biri ilə üst

-üstə düşərsə, onda teoremin hökmü doğrudur. Əks halda biz n+1 vektordan ibarət sistem alarıq.

Şərtə əsasən bu sistem xətti asılıdır. Teorem 1-ə görə x  vektorunu yeganə qayda ilə nxx ,...,1

vektorlarının xətti kombinasıyası kimi yazmaq olar. Teorem 2 isbat olundu.

Tərif 2. Əgər xətti fəzada xətti asılı olmayan nxx ,...,1  vektorlar sistemi varsa və fəzanın

hər bir vektorunu bu sistemin xətti kombinasiyası şəklində göstərmək olarsa, onda belə vektorlar

sisteminə xətti fəzanın bazisi deyilir.

Teorem 2-yə əsasən ixtiyari vektorun bazis vektorlar üzrə ayrılışı yeganədir.

Tərif 3. Tutaq ki, nxx ,...,1  bazisində x vektorunun ayrılışı aşağıdakı kimidir:

nnxxx aa ++= L11 .
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Onda ( ) n
n Kx Î=¢ aa L1   vektoruna x-in koordinat sətri,

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

n

x
a

a
M
1

vektoruna isə x-in koordinatn sütunu, deyilir.

Teorem 2-yə əsasən koordinat sətri və sütunu yeganədir. Vektorun koordinat sütunu

seçilmiş bazisdən asılıdır və bazis dəyişdikdə o dəyişir.

Teorem 3. n ölçülü xətti fəzada hər bir XxÎ vektoruna onun koordinat sütununu

(sətrini) qarşı qoyan

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

n

xx
a

a
Ma
1

inikası KX ,  və KK n ,  xətti fəzalarının izomorfizmidir: KX , @ KK n , .

İsbatı. Koordinat sütununun yeganə olmasından göstərilən inikasın biyektiv olması alınır.

Beləliklə, ancaq bu inikasın baş əməlləri saxladığını göstərmək qalır. Fərz edək ki, x və y

vektorlarının verilən bazisdə ayrılışları aşağıdakı kimidir:

nnxxx aa ++= L11 , nnxxy bb ++= L11 .

Onda yx +  vektorunun həmin bazisdə ayrılışı

nnn xxyx )()( 111 baba ++++=+ L

kimi olar. Koordinat sütununun yeganəliyindən alırıq: yxyx +=+ . Beləliklə, xx a  inikası

toplama əməlini saxlayır. Analoji olaraq göstərmək olar ki, o, skalyara vurma əməlini də

saxlayır. Teorem 3 isbat olundu.

Teorem 4. n ölçülü xətti fəzada verilmiş xətti asılı olmayan ixtiyari kxx ,...,1  ( nk <£1 )

vektorlar sistemini fəzanın bazisinədək tamamlamaq olar.

İsbatı. Verilmiş vektorlar sisteminin ),...,( 1 kxxL  xətti örtüyünə baxaq. Onun ölçüsü bazis

elementlərin sayına, yəni k-ya bərabərdir. Lakin nk <  olduğu üçün xətti örtük bütün fəza ilə üst-

üstə düşə bilməz. Deməli, ),...,(\ 11 kk xxLXx Î+  vektoru vardır. 11 ,,..., +kk xxx  sistemi xətti asılı

ola bilməz. Doğrudan da, fərz edək ki,

01111 =+++ ++ kkkk xxx aaa L

olmaqla əmsallardan heç olmazsa biri sıfırdan fərqlidir. 01 =+ka  ola bilməz, əks halda

011 =++ kk xx aa L  alardıq. Lakin kxx ,...,1  sistemi xətti asılı olmadığı üçün buradan

0121 ==== +kaaa L  alınardı ki, bu yuxarıdakı fərziyyəmizə ziddir. Beləliklə, 11 ,,..., +kk xxx
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sistemi xətti asılı deyil və əgər nk <+1  olarsa, onda eyni mühakimələri tətbiq etməklə

),...,(\ 112 ++ Î kk xxLXx  vektoru tapmaq olar. Bu prosesi )(, nskx sk =++  vektoru tapılanadək

davam etdirə bilərik. Teorem 1-ə əsasən hökm etmək olar ki, ),...,,,...,( 11 skkk xxxxLX ++= .

Teorem 4 isbat olundu.

§3. Alt fəzaların cəmi və düz cəmi

Tutaq ki, ,X K  xətti fəzası və onun iki 1X  və 2X  alt fəzaları verilmişdir. ,X +  cəbri

kommutativ qrupdur. Buna görə də 1 2X X+  cəmi alt qrup olacaqdır. İxtiyari Ka Î  üçün

1 2 1 2( )x x x xa a a+ = +  olduğu üçün 1 2X X+ cəmi skalyara vurma əməlinə görə qapalıdır.

Beləliklə, KXX ,21 +  cütü xətti alt fəzadır. Bu fəza 1X  və 2X alt fəzalarının cəmi adlanır.

Tərif. Əgər hər bir 21 XXx +Î  vektoru yeganə qayda ilə ,vux +=  ( 1XuÎ  və 2XvÎ )

cəmi şəklində göstərilə bilərsə, onda 1 2X X+  cəmi 1X  və 2X  alt fəzalarının düz cəmi adlanır və

21 XX Å  kimi işarə olunur.

Misallar. 1. Müstəvi üzərində verilmiş düzbucaqlı Dekart koordinat sistemində koordinat

başlanğıcından keçən və qarşılıqlı perpendikulyar iki düz xətt göturək (bu düz xətlər uyğun

olaraq U və V xətti alt fəzalarını doğurur (şəkil 1.)). Analitik həndəsədən məlum olduğu kimi

VUR Å=2 .

2. F hərfi ilə bütün bax +  şəklində həqiqi əmsallı xətti funksiyalar çoxluğunu

                                                   V      y              U

                   O                          x

Şəkil 1.

işarə edək. Asanlıqla yoxlamaq olar ki, F toplama və ədədə vurma əməllərinə nəzərən xətti

fəzadir. axy =  kimi  xətti  funksiyalar  və by =  kimi sabit funksiyalar çoxluqları F -də xətti alt

fəzalardır. F fəzası bu iki fəzanın düz cəmidir: RRxF += .

Teorem 1. Alt fəzaların kəsişməsi alt fəzadır.

Bu teorem daha ümumi teoremin – alt cəbrlərin kəsişməsinin alt cəbr olması haqda

teoremin xüsusi halıdır və ayrılıqda da asanlıqla isbat oluna bilər.

Aşağıdakı teorem iki alt fəzanın cəminin düz cəm olması əlamətini verir.
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Teorem 2. 1X və 2X  eyni bir X fəzasının alt fəzaları olarsa, onda 21 XX +  cəminin düz

cəm olması üçün }0{21 =Ç XX  olması zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, 21 XX + 21 XX Å= . Göstərək ki, }0{21 =Ç XX . Bunun

üçün əvvəlcə qeyd edək ki, kəsişmə boş deyil və həmişə 0 elementinə malikdir. İxtiyari

21 XXa ÇÎ  elementi qeyd edək. aaa +=+= 00  bərabərlikləri göstərir ki, 0=a  olmalıdır,

əks halda, a  elementi üçün iki müxtəlif göstəriliş mövcud olardı.

İndi isə fərz edək ki, }0{21 =Ç XX . Əgər 211111 , XyXxyx ÎÙÎ+  cəmi üçün başqa belə

göstəriliş olarsa, onda yaza bilərik: 22122211 , XyXxyxyx ÎÙÎ+=+  və ya 2121 yyxx -=- .

Brabərliyin sol tərəfindəki fərq 1X -ə, sağ tərəfindəki fərq isə 2X -yə daxildir. Lakin hər iki fərq

eyni bir elementi göstərir və buna görə də hər iki alt fəzaya daxildir. Lakin bu alt fəzaların ancaq

bir ortaq elementi var və bu element 0-dır. Beləliklə, 02121 =-=- yyxx  və yaxud

2121 yyxx =Ù= . Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 3. Tutaq ki, n-ölçülü X xətti fəzası özünün iki alt fəzasının düz cəmidir:

sXkXXXX ==Å= 2121 dim,dim; .

Əgər kxx ,...,1  sistemi 1X  fəzasının, skk xx ++ ,...,1  sistemi isə 2X  fəzasının bazisi olarsa, onda

skn +=  olmaqla, kxx ,...,1 , skk xx ++ ,...,1  sistemi X xətti fəzasının bazisi olar.

İsbatı. İxtiyari XxÎ  vektoru götürək. Bu vektoru yeganə qayda ilə

21,; XvXuvux ÎÎ+=

şəklində göstərmək olar. Bazisin tərifinə görə kk xxu aa ++= ...11  və ...11 += ++ kk xv a sksk x +++a

göstərilişləri vardır və yeganədir. Beləliklə,

+++= kk xxx aa ...11 ...11 +++ kk xa sksk x +++a ,

yəni kxxLx ,...,( 1Î , ),...,1 skk xx ++ . Deməli,

),...,,,...,( 11 nkk xxxxLX +Ì .

Asanlıqla əks münasibətin, yəni ),...,,,...,( 11 nkk xxxxLX +É  daxil olmasının doğruluğu isbat

oluna bilər. İndi göstərək ki, kxx ,...,1 , skk xx ++ ,...,1  sistemi xətti asılı deyil. Fərz edək ki,

+++ kk xx aa ...11 ...11 +++ kk xa 0=+ ++ sksk xa .

kk xxu aa ++= ...11  və ...11 += ++ kk xv a sksk x +++a  işarə edək. Düz cəmin tərifinə əsasən,

vu +=0  bərabərliyindən 0== vu  alırıq. Lakin, 00... 111 ===®=++ kkk xx aaaa L və

...11 +++ kk xa 00 1 ===®=+ ++++ skksksk x aaa L . Alınan münasibətlər göstərir ki,
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kxx ,...,1 , skk xx ++ ,...,1  sistemi xətti asılı deyil və ),...,,,...,( 11 nkk xxxxLX +=  olduğundan o, bazis

təşkil edir. Beləliklə, skn += . Teorem 3 isbat olundu.

§4. Bir bazisdən digərinə keçid.

X xətti fəzasında hər hansı nxxx .... 21  bazisi və bununla birlikdə  başqa nxxx ¢¢¢ ,...,,. 21  bazisi

götürək. nxxx ¢¢¢ ,...,,. 21  vektorlarını əvvəlki bazisin vektorları üzrə ayıraq:

....

,...
,...

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

xfxfxfx

xfxfxfx
xfxfxfx

+++=¢

+++=¢
+++=¢

LLLLLLL
         (1)

(1) ayrılışının əmsallarından düzələn transponirə edilmiş aşağıdakı matrisi yazaq:

.

...

...
...

21

22221

11211

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

fff

fff
fff

F
LLLL

Əgər simvolik ),...,()(),,...,()( 11 nn xxxxxx ¢¢=¢=  sətrlərini daxil etsək, onda (1) bərabərliklərini

aşağıdakı simvolik bərabərliklə əvəz etmək olar:

( ) ( )Fxx =¢ .

Tərif. F  matrisi birinci bazisdən ikinci bazisə keçid matrisi adlanır.

İxtiyari x vektorunun nxx .,....,.1  bazisində koordinat sütununu x , nxxx ¢¢¢ ,...,,. 21  bazisində

isə koordinat sütununu x¢ ilə işarə edək. Onda yaza bilərik:

nnxxxx lll +++= ...2211

....2211 nnxxxx ¢¢++¢¢+¢¢= lll

Beləkilə,
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olacaqdır. (1) düsturlarını nnxxxx ¢¢++¢¢+¢¢= lll ...2211  bərabərliyində yerinə yazaq.

+++++¢++++¢= L)...()...( 2222112212211111 nnnn xfxfxfxfxfxfx ll

)...( 2211 nnnnnn xfxfxf +++¢+ l .

Mötərizələri açaraq bazis vektorlar üzrə yenidən qruplaşdırma aparaq:
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++¢++¢+¢+¢++¢+¢= L2222212111212111 )...()...( xfffxfffx nnnn llllll

nnnnnn xfff )...( 2211 lll ¢++¢+¢+ .

Vektorun basisdə koordinat sütunu yeganə olduğu üçün alınan koordinatları əvvəlki

koordinatlarla bərabərləşdirərək, koordinatların aşağıdakı çevirmə düsturlarını alarıq:

nnfff llll ¢++¢+¢= 12121111 ... ,

nnfff llll ¢++¢+¢= 22221212 ... ,           (2)

LLL

nnnnnn fff llll ¢++¢+¢= ...2211 .

(2) düsturlaru koordinatlar üçün çevirmə düsturları adlanır. Bu düsturlar ikinci bazis üzrə

koordinatlarindan birinci bazis üzrə koordinatlara  keçməyə  imkan verir. Keçid matrisinin

köməyi ilə (2) bərabərliklər sistemini belə yazmaq olar:

x Fx¢= .

Misal. Müstəvi üzərində düzbucaqlı Dekart koordinat sistemini götürək . Koordinat

oxlarını O nöqtəsi ətrafında j  bucağı qədər  döndərməklə alınan yeni },{ 21 ee ¢¢  bazisinə keçək.

Keçid matrisi yuxarda olduğu kimi 21,ee ¢¢  vektorlarının }{ 2,
1

ee  bazisində koordinat

sütunları ilə müəyyən olunur. 1e¢  vektorunun 1e  üzərində proyeksiyası  koordinatı jcos  olan

vektordur  Onun 2e  üzərində proyeksiyası isə

jjppj sin)
2

cos()
2

cos( =-=-

olacaqdır. Deməli, 1e¢  vektorunun koordinat sütunu

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=¢

j
j

sin
cos

1e

şəklindədir. Analoji olaraq  tapırıq:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ +
=¢

j
j

j

jp

cos
sin

cos

)
2

cos(
2e

Beləliklə , keçid matrisi aşağıdakı kimidir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

jj
jj

cossin
sincos

F .

Eyni zamanda

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=-

jj
jj

cossin
sincos1F .
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Beləliklə, hər hansı x vektorunun { }21,ee  bazisində 21,ll  koordinatları ilə { }21,ee ¢¢  bazisində

21,ll ¢¢  koordinatları arasında aşağıdakı əlaqə vardır:

.cossin
,sincos

212

211

jljll
jljll

¢+¢=

¢-¢=

və ya

.cossin
,sincos

212

211

jljll
jljll

+-=¢
+=¢

Teorem 1. Keçid matrisi qeyri-məxsusidir.

İsbatı. İxtiyari x vektorunun həm birinci və həm də ikinci bazisdə koordinat sütunları

birqiymətli təyin olunmuşdur. Deməli, x Fx¢=  bərabərliyi bu koordinat sütuları arasında

biyektiv uyğunluq müəyyəm edir. Eyni qayda ilə ikinci bazisi əsas qəbul edərək, bundan birinci

bazisə keçid matrisini G ilə işarə edək. Yuxarıda deyilənlərə əsasən x Gx¢ = . Onda

xFGx =

bərabərliyi ixtiyari x  koordinat sütunu üçün doğrudur. Xüsusi halda 1x e=  götürərək, tapırıq:

1

1
0

( )

0

FG

æ ö
ç ÷
ç ÷ =
ç ÷
ç ÷
è ø

M
.

Eyni qayda ilə, ix e=  olarsa, onda ( )i ie FG= . Deməli, FG E=  və ya 1 det detF G= × . Beləlik-

lə, həm F və həm də G matrisləri qeyri-məxsusidir. Teorem 1 isbat olundu.

Biz eyni zamanda aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem 2. Əgər birinci bazisdən ikinciyə keçid matrisi F olarsa, onda ikinci bazisdən

birinciyə keçid matrisi 1-F  olar.

Teorem 3. Əgər birinci bazisdən ikinciyə keçid matrisi F, ikinci bazisdən üçüncüyə

keçid matrisi isə G olarsa, onda birinci bazisdən üçüncüyə keçid matrisi FG olar.

Teoremin isbatı teorem 1-in mühakimələrinin bir qədər dəyişdirilməsi yolu ilə alınır.

§5. Bircins xətti tənliklər sistemi.

Bircins xətti tənliklər sistemi aşağıdakı şəkildə sistemə deyilir:

11 1 12 2 1 0,n na x a x a x+ + + =L

21 1 22 2 2 0,n na x a x a x+ + + =L

L L L                    (3)

1 1 2 2 0m m mn na x a x a x+ + + =L .
Bu sistem
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Ax b=      (4)

xətti tənliklər sistemində b  vektorunu 0 vektorla əvəz etməklə alınır. (4) sistemi qeyri-bircins

sistem, (3) isə ona uyğun olan bircins sistem adlanır. Bu iki sistemin həllər çoxluqları arasında

sıx əlaqə vardır. Bu əlaqəni öyrənmək üçün əvvəlcə (3) sisteminin həllər çoxluğunun quruluşunu

aydınlaşdıraq.

Hər şeydən əvvəl qeyd edək ki, (4) sistemindən fərqli olaraq, (3) sistemi həmişə

uyuşandır, çünki onun trivial (sıfır) həlli vardır. M  ilə (3) sisteminin həllər çoxluğunu işarə

edək. Bu çoxluğun əsas xassələri aşağıdkı teoremlərlə ifadə olunur.

Teorem 1. Əgər 1x  və 2x  bircins sistemin həllidirsə, onda onların cəmi də həmin sitemin

həllidir, yəni

1 2 1 2x M x M x x MÎ Ù Î ® + Î .

İsbatı. Şərtə əsasən yaza bilərik: 1 20 0Ax Ax= Ù = .  Bu  bərabərlikləri  tərəf  –tərəfə

toplasaq alrıq:

1 2( ) 0A x x+ = .

Bu isə o demıkdir ki, 1x + 2x  cəmi də sistemin həllidir. Teorem 1 isbat olundu.

Eyni qayda ilə asanlıqla aşağıdakı teorem də isbat oluna bilər.

Teorem 2. Əgər 0x  bircins sistemin həllidirsə, onda onun skalyara hasili də həmin

sitemin həllidir, yəni

( )( )0 0x M c K cx MÎ ® " Î Î .

Teorem 3. n dəyişənli bircins sistemin M  həllər çoxluğu nK  fəzasının alt fəzasıdır.

İsbatı. Tutaq ki, ,x y MÎ . Onda yuxarıdakı teoremlərə əsasən, x y M- Î , yəni M çox-

luğu additiv alt qrupdur. O həm də skalyara vurma əməlinə nəzərən qapalıdır. Deməli, M

çoxluğu alt fəzadır. Teorem 3 isbat olundu.

Sonlu ölçülü xətti fəzanın alt fəzası kimi M həllər alt fəzası sonlu ölçülü xətti fəzadır.

Buna görə də onun ölçüsünü və bazisini müəyyən etmək mümkündür. Bu məsələlər bir –biri ilə

sıx bağlıdır və aşağıdakı teoremin köməyi ilə həll oluna bilər.

Teorem 4. Tutaq ki, (3) sisteminin matrsisinin ranqı r-dir. Onda həllər alt fəzasının

ölçüsü n r-  -ə bərabərdir: dim M n r= - .

İsbatı. Tutaq ki, A matrisini bazis minoru sol yuxarı küncdə yerləşmişdir, əks halda

sistemin tənliklərinin yerini dəyişərək və lazım gələrsə dəyişənləri yenidən nömrələyərək, buna

nail olmaq olar. Bazis minorun tərtibi r-ə bərabərdir. Bazis minorun əsas xassəsinə görə A
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matrisinin bütün sətirləri bazis minor yerləşən sətirlərin, yəni 1,..., rA A  sətirlərinin xətti

kombinasiyasıdır. Tutaq ki, hər hansı i nömrəli sətir üçün ( i r> )
1

1
i r

rA c A c A= + +L .

Sistemin 1-ci tənliyini 1c -ə, 2-ci tənliyini 2c -yə, və i. a., r-ci tənliyini rc -ə vuraraq, i nömrəli

sətrdən çıxsaq, bu sətir tamamilə sıfra çevrilər. Beləliklə, verilən (3) sistemi ilk r tənlikdən ibarət

sistem ilə eynigüclüdür. Həmin sistemi açıq şəkildə yazaq:

11 1 12 2 1 0,n na x a x a x+ + + =L

21 1 22 2 2 0,n na x a x a x+ + + =L

L L L                    (5)

1 1 2 2 0r r rn na x a x a x+ + + =L .
Əgər 1,...,r nx x+  dəyişənləri daxil olan bütün hədləri (5) sisteminin bütün tənliklərində

bərabərliklərin sağ tərəfinə keçirsək, onda aşağıdakı yeni sistemi alarıq:

1 1 2 2A x A x= - ;      (6)

burada 1A  bazis minorun matrisi, 2A  isə aşağıdakı matrisdir

1, 1 1, 2 1

2, 1 2, 2 2,
2

, 1 , 2

r r n

r r n

r r r r rn

a a a
a a a

A

a a a

+ +

+ +

+ +

æ ö
ç ÷
ç ÷= ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

L

L

M M O M

L

;

11

22
1 2,

r

r

nr

xx
xx

x x

xx

+

+

æ öæ ö
ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷= =
ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷

è ø è ø

MM
.

2
n rx K -Î  vektorunun hər bir qiymətində Kramer qaydasına əsasən (6) sisteminin yeganə həlli

vardır və bu həll
1

1 1 2 2x A A x-= -    (7)

düsturu ilə tapıla bilər. Bu bərabərlik M həllər çoxluğu ilə n rK - ədədi xətti fəzası arasında

biyektiv inikas müəyyən edir (çünki müxtəlif x-lər üçün eyni 1x  vektoru alınsa belə ),( 21 xxx ¢¢=¢

vektoru müxtəlif qiymətlər alır). M həllər çoxluğunu isə aşğıdakı kimi yazmaq olar:

{ }rnKxxAAxxxxM -- ÎÙ-=¢¢=¢= 222
1

1121 |),( .   (8)
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n rK -  fəzasının bazisi belə bir sistemdir: 1 2

1 0 0
0 1 0

, ,...,

0 0 1

n re e e -

æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷= = =
ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

M M M
. Asanlıqla yəqin etmək

olar ki, 2 , 1,..,jx e j n r= = -  götürsək, onda

( )1
1 1 2 j

x A A-= -

alarıq, yəni 2x  vektoru bazis vektorlara bərabər qiymət aldıqda 1x  vektoru 1
1 2A A-  matrisinin

uyğun sütununa bərabər qiymət alır. Beləliklə, 1 2, ,..., n re e e -  bazis vektorlarına uyğun olan

həllərdən ibarət sütun vektorları bir sütunda yazsaq, aşağıdakı matrisi alarıq:
1

1 2

n r

A A
E

-

-

æ ö-
ç ÷
è ø

;

bu matrisin aşağıda yerləşən bloku n r-  tərtibli vahid matrisdir. Onun ranqı n rE -  bazis

minorunun tərtibinə, yəni n r- -ə bərabərdir. Deməli, bu matrisin sütunları xətti asılı deyil.

Beləliklə, onların xətti örtüyü n r-  ölçülü xətti fəza kimi n rK -  fəzasına izomorfdur. Lakin bu

xətti örtük teorem 1, və 2-yə əsasən M alt fəzasına daxildir. (8) münasibəti göstərir ki, tərsinə hər

bir həll həmin xətti örtüyə daxildir. Deməli, dim M n r= - . Teorem 4 isbat olundu.

Bircins xətti tənliklər sisteminin matrisinin bazis minoruna daxil olan sütunlara uyğun

olan (yəni eyni nömrəyə malik olan) dəyişənlər baş dəyişənlərdir, qalan dəyişənlıərə isə sərbəst

dəyişənlərdir.  Baş dəyişənlər də, bazis minor kimi, birqiymətli təyin olunmur, lakin onların sayı

bazis minorun tərtibinə, yəni sistemin matrisinin ranqına bərabərdir.

Tərif . Bircins xətti tənliklər sisteminin həllər alt fəzasının bazisi onun fundamental həllər

sistemi adlanır.

Misal. Aşağıdakı bircins xətti tənliklər sisteminin həllər fəzasının ölçüsnü və fundamental

həllər sistemini tapaq:

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3 0,
3 5 6 4 0,
4 5 2 3 0,
3 8 24 19 0.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + - =
+ + - =

+ - + =
+ + - =

Sistemin matrisinin ranqını tapaq:

1 2 4 3 1 2 4 3 1 2 4 3
3 5 6 4 0 1 6 5 0 1 6 5
4 5 2 3 0 3 18 15 0 0 0 0
3 8 24 19 0 2 12 10 0 0 0 0

- - -æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷- - - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷® ®
ç ÷ ç ÷ ç ÷- - -
ç ÷ ç ÷ ç ÷

- -è ø è ø è ø

.
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Beləliklə, ranq 2-yə bərabərdir. Bazis minor olaraq sol yuxarı küncdəki minoru götürmək olar.

Onun matrisi belədir:

1

1 2
3 5

A
æ ö

= ç ÷
è ø

.

1det 1A = - . Asanlıqla görmək olar ki, 1
1

5 2
3 1

A- -æ ö
= -ç ÷-è ø

. Digər tərəfdən 2

4 3
6 4

A
-æ ö

= ç ÷-è ø
.

1
1 2

8 7
6 5

A A- -æ ö
- = ç ÷-è ø

.

Beləliklə, həllər alt fəzasının ölçüsü 4-2=2 olmaqla, fundamental həllər sistemi aşağıdakı

matrisin sütunlarıdır:

8 7
6 5

1 0
0 1

-æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

.

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, onlar həqiqətən sistemin həlləridir.

Tutaq ki, qeyri –bircins bxA =  xətti tənliklər sistemi verilmişdir. Fərz edək ki, bu sistem

uyuşandır və 0x  onun hər hansı həllidir. 0det ¹A  olarsa, həm bu sistemin və həm də uyğun

bircins sistemin yeganə həlli vardır. Umumi halda isə sistem qeyri-müəyyən ola bilər və bu halda

sitemin başqa bir x  həlli də vardır. Beləliklə, bxA =  və bxA =0 . Bu iki bərabərlikləri tərəf-

tərəfə çıxsaq alarıq:

0)( 0 =- xxA .

Beləliklə, 0xx -  vektoru verilmiş sistemə uyğun olan bircins sistemin həllidir. Onda, bircins

sistemin elə Ma Î  həlli var ki, axx += 0 . Asanlıqla yoxlamaq olar ki, tərsinə, əgər 0x  qeyri-

bircins sistemin hər hansı qeyd olunmuş həlli, a  isə uyğun bircins sistemin ixtiyari həlli olarsa,

onda axx += 0  vektoru qeyri-bircins sistemin həllidir. Biz aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem 5. Qeyri-bircins xətti tənliklər sisteminin ixtiyari 0x  həlli verilərsə, onda nKxÎ

vektorunun bu sistemin həlli olması üçün onun qeyd olunmuş 0x  həlli ilə uyğun bircins sistemin

müəyyən bir həllinin cəmi şəklində göstərilə bilməsi zəruri və kafi şərtdir.

Teoremi bir misala tətbiq edək. Yoxlamaq olar ki, 14321 ==== xxxx

.16192483
,103254
,104653

,4342

4321

4321

4321

4321

=-++
=+-+
=-++
=-++

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
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sisteminin bir həllidir. Uyğun bircins sistemin fundmental həllər sistemi yuxarıda tapılmışdır:

8 7
6 5

1 0
0 1

-æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

.

Deməli, sistemin ümumu həlli belədir: txuxtuxtux +=+=+-=-+= 1,1,561,781 4321 .

Asanlıqla bu ədədlərin sistemi ödədiyini yoxlamaq olar.
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II Hissə

I FƏSİL. Xətti inikaslar və operatorlar

§1.Xətti inikaslar

     Sonlu ölçülü X və Y xətti fəzalarının eyni bir K meydanı üzərində verildiyini fərz edək.

YXf ®:   ilə X çoxluğunda təyin olunmuş hər hansı inikası işarə edək.

Tərif 1. Aşağıdakı iki şərt ödənərsə, onda f inikası xətti inikas adlanır:

1) ))()()()(,( bfafbafXba +=+Î"

2) ))()()()(( afafXaK lll =Î"Î"

X və Y xətti fəzalar olduğu üçün, onlar + əməllərinə görə (qeyd edək ki, hər iki fəzanın

əməli eyni cür işarə olunmuşdur və bu ümumiliyi pozmadan sadəlik üçün edilir) komutativ qrup

təşkil edir.

1)şərti onu göstərir ki, f inikası additiv qrupların homomorfizmidir. Hər bir KÎl  üçün

aa l® inikası unar əməldir və 2) şərti göstərir ki, f inikası skalyara vurma əməlini də saxlayır.

Buna görə də xətti inikas bəzən X və Y xətti fəzalarının cəbrlər kimi homomorfizmi də adlanır.

Bütün belə inikaslar çoxluğu Hom (X,Y) kimi işarə olunur.

Misallar. 1. İxtiyari XxÎ vektoru üçün 0)( =xf  kimi təyin olunan inikas xətti

inikasdır. Bu inikas sıfır inikas adlanır.

2. YX =  olduqda YXf ®:  inikasını f(a)=a kimi təyin edək. Bu inikas xətti inikasdır

və X fəzasının özünə vahid inikası və ya eynilik inikası adlanir. Bu  inikas e  kimi işarə olunur:

aa =)(e .

3. X fəzasının özünə xxf l=)( 0¹a kimi verilən inikası xətti inikasdır. Doğrudan da,

)()()()( bfafbababaf +=+=+=+ lll

Bu inikas əmsalı l  olan homotetiya adlanır. 0=l olarsa, 0 inikas, 1=l  olarsa isə vahid

inikas alınır.

4. nRX =  ədədi xətti fəzasında ixtiyari nRx Î  vektoru üçün

xAxf =)(
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kimi xətti inikas müəyyən edək; burada A n tərtibli matrisdir.

5. Koordinat müstəvisində hər bir ar vektoruna onun Ox oxu üzərində proyeksiyasını qarşı

qoyaq. Belə inikas xətti inikasdır (bax şək.1).

Bu hökmün doğruluğunu göstərmək üçün daha ümumi şəkildə mühakimə aparaq. Fərz

edək ki, X fəzası iki U və V fəzalarının düz cəmi şəklində göstərilmişdir: VUX Å= . Deməli, X

fəzasının hər bir a vektoru yeganə qayda ilə a=u+v kimi göstərilə bilər ki, burada VvUu ÎÎ , .

Hər bir a vektoruna onun birinci komponentini, yəni u-nu qarşı qoyaq. Bu zaman )(xfu =  kimi

işarə olunan UXf ®:  xətti inikasını alırıq. Doğurdan da, ixtiyari a və b elementləri üçün

yeganə göstərişləri yazaq

vua += , vub ¢+¢= ,

yəni ubfuaf ¢== )(,)( . Onda,

)()( vvuuba ¢++¢+=+ .

Deməli,

)()()( bfafuubaf +=¢+=+ .                                                       Şək.1.

Bu inikas X fəzasının U alt fəzasına proyeksiyası adlanır.

6. İki ölçülü 2R  fəzasında hər hansı )1;1(=a  vektorunu qeyd edək. İxtiyari
2

21 );( Rxxx Î=  vektoru üçün RRf ®2:  inikasını xaxf ×=)(  skalyr hasili kimi təyin edək.

Onda biz 2R  fəzasının birölçülü R  fəzasına 21)( xxxf +=  kimi verilən xətti inikasını alarıq.

7. A  ilə 32´  ölçülü

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=

202
321

A

matrisini işarə edək. ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

++-
=

31

321
321 22

32
),,(

xx
xxx

xxxf  bərabərliyi ilə təyin olunan inikas 3R

fəzasının 2R  xətti fəzasına xətti inikasıdir.

8. Ümumi halda nmRA ´Î  ixtiyari nm ´  ölçülü mtris olarsa, onda istənilən nRxÎ

vektorunu mRxAxfy Î== )(  vektoruna çevirən f  inikası xətti inikasdır. Döğrudan da, mat-
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rislər üzərində əməllərin xssələrinə əsasən

2121 )( xAxAxxA +=+    və xAxA ll =)( .

9. )1,0(1C  ilə (0,1) aralığında diferensiallanan həqiqi funksiyalar çoxluğunu işarə edək.

Məlumdur ki, RC ),1,0(1  cütü həqiqi ədədlər meydanı üzərində xətti fəzadır. )1,0(1Cf Î  həqiqi

funksiyası üçün ffD ¢a:  inikası RC ),1,0(1  fəzasının kəsilməz funksiyaların RC ),1,0(

xətti fəzasına xətti inikasıdır. Doğrudan da, bu inikasın xətti olması diferensillamanın aşağıdakı

xassələrindən alınır:

);()()()1 gDfDgfD +=+

)()()2 fDfD ll = .

Diferensiallann funksiya kəsilməz olduğu üçün bu inikasın qiymətlər oblastı həqiqətən )1,0(C

çoxluğudur.

§2.Xətti inikasın varlıq teoremi.

Teorem 1. X və Y uyğun olaraq, n və m ölçülü xətti fəzalar və nxxx ,...,, 21  X fəzasının

bazisi olarsa, ixtiyari Ycc n Î,...,1  vektorları üçün elə yeganə YXf ®:  xətti inikası var ki,

nn cxfcxfcxf === )(,...,)(,)( 2211  .

İsbatı: Əvvəlcə nn cxfcxfcxf === )(,...,)(,)( 2211 qəbul edərək, teoremin şərtini ödəyən

heç olmasa bir f xətti inikasını quraq. İxtiyari XxÎ  vektoru götürək və onu bazis vektorlar üzrə

ayıraq. Qeyd edək ki, bu ayrılış yeganə qayda ilə yerinə yetirilə bilər:

....2211 nnxxxx lll +++=

f inikasının x vektorunda aldığı qiyməti (xəttiliyinə əsasən) belə təyin edək:

....)(...)()()( 22112211 nnnn cccxfxfxfxf llllll +++=+++=

Beləkilə, biz ixtiyari x vektoruna yeganə bir Yxf Î)( vektorunu qarşı qoymuş oluruq və deməli,

YXf ®:  inikasını alarıq. Əvvəlcə göstərək ki, bu inikas xətti inikasdır. Buna görə başqa bir

nn xxxx lll ¢++¢+¢=¢ ...2211

vektoru götürək. Xəttiliyə əsasən yaza bilərik:
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=¢+++¢+=¢+ ))(...)(()( 11 nnn xxfxxf llll

),()()(...)( 111 xfxfcc nnn ¢+=¢+++¢+= llll

)(...)...()( 221111 xfcccxxfxf nnnn llllllllllll =+++=++= .

Deməli, teoremin şərtini ödəyən heç olmasa bir xətti inikas vardır. Fərz edək ki, başqa belə

1f xətti inikası da vardır. Onda

)(...)(....)()...()( 111111111 xfccxfxfxxfxf nnnnnn =++=++=++= llllll .

Beləliklə, ff =1 . Teorem 3 isbat olundu.

Nəticə. Əgər nxxx ,...,, 21  vektorlar sistemi X fəzasının bazisi olarsa və f, g xətti inikasları

üçün

)()(...)()( 11 nn xgxfxgxf =ÙÙ=

bərabərlikləri doğru olarsa, onda f və g xətti inikasları bir-birinə bərabərdir.

§3. Xətti inikaslar üzərində əməllər

Tutaq ki, K meydanı üzərində n ölçülü X xətti fəzası və m ölçülü Y xətti fəzası verilmişdir.

və ),(, YXHomgf Î  ixtiyari iki xətti inikasdır.

Tərif  1. f və g xətti inikslarının cəmi elə h f g= +  inikasına deyilir ki, ixtiyari x XÎ

vektoru üçün

( ) ( ) ( )h x f x g x= +

bərabərliyi doğru olsun; f xətti inikasının KlÎ  skalyarına hasili elə h fl= inikasına deyilir ki,

ixtiyari x XÎ  vektoru üçün

( ) ( )h x f xl=

 bərabərliyi doğru olsun.

Tərif 1 vasitəsi ilə müəyyən olunan hər iki inikas xətti inikasdır. Bunu cəm üçün

göstərək. İxtiyari , ,x y X KlÎ Î  elementləri üçün
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h x y f x y g x y f x f y g x g y+ = + + + = + + + =

( ) ( )h x h y= + ;

Eyni qayda ilə göstərmək olar ki, ( ) ( ).h x h xl l=

Teorem 1. Xətti inikaslrın cəminin və skalyara hasilininn aşağıdkı xassələri vardır:

 1) fggf +=+ ;

 2) hgfhgf ++=++ )()( ;

 3) fff =+=+ 00 ;

 4) 0)( =-+ ff ;

 5) gfgf lll +=+ )( ;

 6) fff mlml +=+ )( ;

 7) ff )()( lmml = ;

 8) ff =×1 .

 Teorem 1-in isbatı bilavasitə xətti inikslar üzərində təyin olunan əməlləin tərifindən

alınır. Beləliklə, ),( YXHom  çoxluğunda toplama və skalyara vurma əməlləri təyin etdik. Sıfır

xətti inikası toplama əməli üçün neytral element rolunu oynayır. f-  olaraq ixtiyari XxÎ

elementini )(xf-  elementinə inikas edən xətti inikas qəbul olunur. Deməli, ),( YXHom

çoxluğu K meydanı üzərində xətti fəzaya çevrilmiş olur.

Tərif  1. f və g xətti operatorlarının hasili onların kompozisiyasına yəni elə gfh o=

inikasına deyilir ki, ixtiyari x XÎ  vektoru üçün

( ) ( ( ))h x f g x=

bərabərliyi doğru olsun.

Aydındır ki, xətti inikasların hasili o zaman təyin oluna bilər ki, g inikasının qiymətlər

oblastı f inikasının təyin oblastına daxil olsun. Qeyd etmək lazımdır ki, burada vuruqlar,

inikasların kompozisiyası kimi ancaq göstərilən ardıcıllıqla götürülməlidir.
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Göstərək ki, xətti inikasların hasili xətti inikasdır. İxtiyari YXf ®: və ZYg ®:  xətti

inikasları üçün Xxx Î21, olduqda, xəttiliyə əsasən yaza bilərik:

)()())()(())(()( 21212121 xgfxgfxgxgfxxgfxxgf ooo +=+=+=+ .

Analoji olaraq:

)())(())(()( xgfxgfxgfxgf oo llll === .

Deməli, xətti inikasların kompozisiyası da  xətti inikasdır. Xətti inikasların hasilini kompozisiya

işarəsindən istifadə etmədən, adi hasil kimi işarə etmək qəbul olunmuşdur, yəni gf o  əvəzinə,

sadəcə olaraq, fg  yazılır.

§4. Xətti inikasın matrisi.

Vektorla onun obrazının koordinat sütunları arasında əlaqə

      Tutaq ki, n ölçülü X  xətti fəzasından m ölçülü Y fəzasına təsir edən YXf ®:  xətti

inikası verilmişdir və nxxx ,...,, 21  vektorlar sistemi X fəzasının, myyy ,...,, 21  sistemi isə Y

fəzasının bazisidir. )(),...,( 1 nxfxf  vektorları, §2, teorem 1-ə əsasən, f xətti inikasını birqiymətli

təyin edir. Bu vektorları myyy ,...,, 21 bazis vektorları üzrə ayıraq:

,...)( 12211111 mm yfyfyfxf +++=

,...)( 22221122 mm yfyfyfxf +++=      (1)

.................................................

,...)( 2211 mmnnnn yfyfyfxf +++=

İxtiyari x vektorunun bazis vektorlar üzrə ayrılışını yazaq:

1 1 2 2 n nx x x xl l l= + + +L .

Bu ayrılışla həmin vektorun koordinat sütunu birqiymətli təyin olunur:

.
1

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

n

x
l

l
M

Xəttiliyə əsasən,
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).(...)()()( 2211 nn xfxfxfxf lll +++=                (2)

Digər tərəfdən )(xf  vektorunun da bazis vektorlar üzrə ayrılışını yazmaq olar:

mm yyyxf lll ¢++¢+¢= ...)( 2211 ,         (3)

.)(
1

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

¢

¢

=

m

xf
l

l
M

)(xf  və x  koordinat sütunları arasında əlaqə yaradaq. (1) bərabərliklərini (2)-də yerinə yazaq.

++++= )...()( 12211111 mm yfyfyfxf l

=+++++++++ )...(...)...( 221122221122 mmnnnnmm yfyfyfyfyfyf ll

++++++++= 2222212111212111 )...()...( yfffyfff nnnn llllll

mnmnmm yfff )...( 2211 lll +++++L .

Alınan bərabərlikləri (3) ilə müqayisə edərək, koordinat sütununun yeganəliyinə əsasən yazırıq:

,...
............................................

,...
,...

2211

22221212

12121111

nmnmmm

nn

nn

fff

fff
fff

llll

llll
llll

+++=¢

+++=¢
+++=¢

      (4)

(4) bərabərliklərini qısa şəkildə matrisli formada yazmaq olar. Bunun üçün  ayrılışın

əmsallarından düzələn aşağıdakı matrisi daxil edək:

.

...
......

...

...

21

22221

11211

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

mnmm

n

n

fff

fff
fff

F

Tərif 4. F matrisinə f xətti inikasının matrisi deyilir.

Qeyd edək ki, xətti inikasın matrisi müəyyən bazisdə təyin olunur və bazis dəyişdikdə o

da dəyişir. (4) bərabərliklərini matrisli şəkildə belə yazmaq olar:

xFxf =)( .      (5)
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Beləlliklə, biz aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem 1. f xətti inikasının verilmiş bazisdə matrisi F olarsa, onda ixtiyari XxÎ  vek-

torunun bu bazisdə koordinat sütunu ilə onun obrazının koordinat sütunu arasında aşağıdakı

münasibət vardır:

.)( xFxf =

Xüsusi halda, əgər X=Y olarsa, onda xətti operatorun matrisi kvadrat matris olacaqdır.

(5)-ə əsasən alırıq:

;ii eFF =

burada

niei ,...,1,

0

1

0

=

÷÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=
M

M
 .       (6)

Deməli, F matrisinin i nömrəli sütunu )( ixf  vektorunun koordinat sütunudur. F matrisi f  xətti

inikası ilə birqiymətli təyin olunur.

Teorem 2. İxtiyari XxÎ  vektoru üçün (5) bərbərliyini ödəyən matris yeganədir.

İsbatı. Tutaq ki, (5) bərabərliyini ödəyən başqa bir F¢  matrisi vardır. Beləliklə,

,)( xFxf = .)( xFxf ¢=

Bu bərabərlikləri tərəf -tərəfə çıxaq:

.0)( =¢- xFF

Sonuncu bərabərlik istənilən x vektoru üçün doğrudur. Xüsusi halda o, (6) ilə təyin olunan ie

vektorları üçün də doğrudur, yəni

0)()( =¢-=¢- ii FFeFF .

Deməli, FF ¢-  matrisinin hər bir sütunu sıfra bərabərdir, yəni o sıfra bərabərdir. Teorem 2 isbat

olundu.
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§3,  teorem  3  -dən  istifadə etməklə görmək  olar  ki,  tərsinə, F matrisi ilə f  xətti inikası

birqiymətli müəyyən olunur. Bu aşağıdakı teoremlə ifadə olunur.

Teorem 3. İxtiyari )(KMF nm´Î  matrisi üçün elə yeganə f  xətti inikası tapmaq olar ki,

verilmiş bazisdə onun matrisi F ilə üst-üstə düşsün.

İsbatı. Tutaq ki, X fəzasının bazisi nxxx ,...,, 21  vektorlar sistemi, Y fəzasının bazisi isə

myyy ,...,, 21  vektorlar sistemidir.

mmjjjj yfyfyfc +++= L2211 ; nj ,...,1=

vektorlar sisteminə baxaq. Bu vektorların koordinat sütunları verilən matrisin sütunları ilə

eynidir. Teorem 3-ə əsasən, elə yeganə f xətti inikası tapmaq olar ki, jj cxf =)(  olsun. Onda,

yuxarıda deyilənlərə əsasən, bu xətti inikasın matrisinin sütunları jc  vektorlarının koordinat

sütunları ilə, yəni jF -lar ilə üst-üstə düşür. Teorem 3 isbat olundu.

§5. Xətti operator və onun matrisi

Tərif 1. X=Y olduqda f: YX ®   xətti inikası xətti operator adlanır.

§2, nəticə 1 və §4, teorem 1-3-ün hökmləri xətti operatorlar üçün də doğrudur. Bütün

YXf ®:  xətti inikaslar çoxluğunu ),( YXHom  kimi, X xətti fəzasında verilmiş bütün xətti

opertorlar çoxluğunu isə )(XHom  kimi işarə edəcəyik.

§1-də göstərilən misallar içərisində 1-5 bəndləri ilə təyin olunan xətti inikaslar uyğun

fəzalarda təyin olunan xətti operatorlardır. Misal 6 –da müəyyən olunan xətti inkas isə tərif 1

mənada xətti operator deyil. Xətti operatorlara aid digər misalları nəzərdən keçirək.

                                                          Şək. 1.
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1.M hərfi ilə müstəvi üzərində iki ölçülü xətti fəzanı işarə edək. Fərzedək ki, f  inikası

koordinat müstəvisini koordinat başlanğıcı ətrafında a  bucağı qədər döndərən xətti operatordur.

Belə dönmə zamanı təpəsi koordinat başlanğıcında olan paraleloqramın tərəfləri arasındakı

bucaq dəyişmədiyindən iki vektorun cəmi onların obrazlarının cəminə inikas olunacaqdır.

Deməli, baxılan inikas xətti operatordur (şək.1). Aydındır ki, bu inikas zamanı ancaq 0 vektor

özünə inikas olunur. Buna görə də 0Kerf = . Hər bir vektor müəyyən bir bektorun (məhz bu

vektordan a-  bucağı qədər dönmə ilə alınan vektorun) obrazıdır. Deməli, Im f  bütün baxılan

fəza ilə üst-üstə düşür.

2.Üçölçülü 3R  fəzasında koordinat başlanğıcından keçən hər hansı müstəvi götürək və onu

V ilə işarə edək.  Hər bir 3RxÎ  vektoruna V müstəvisi üzərində onun ortoqonal proyeksiyasını

qarşı qoyaq (bax şək. 2). Asanlıqla bu inikasın xətti inkas olduğunu yoxlamaq olar. Məsələn,

( )1 2 1 2A x x Ax Ax+ = +  (burada A proyeksiya inikasını göstərir) bərabərliyi o deməkdir ki, iki

vektorun cəminin proyeksiyası onların proyeksiyalarının cəminə bərabərdir.

Eyni qayda ilə sadə həndəsi mülahizələrlə göstərmək olar ki, ( )A x Axl l= . Qurulan

inikası Vp  kimi işarə edək. V müstəvisi üzərində düzbucaqlı Dekart koordinat sistemini elə

götürək ki, koordinat başlanğıcı ( )0,0,0  nöqtəsi ilə üst- üstə düşsün. Tutaq ki, V ^ ( )0,0,0

nöqtəsindən keçərək, V müstəvisinə perpendikulyar olan düz xətti göstərir. Bu halda yaza bilərik:

VKer Vp ^=  və Im V Vp = .

Şək.2

  z

O

  yx

V ^

V
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3. n- ölçülü ədədi xətti fəzaya baxaq. Məlumdur ki, burada  hər bir vektor n elementli

kortej kimi təyin olunur. Tutaq ki, A  hər hansı n tərtibli matrisdir. Hər bir

( )nx xxx ,...,, 21= vektoruna qarşı ( )1 2, ,..., ny Ax h h h= =  vektorunu uyğun qoyaq. Burada ih -lər

k

n

k
iki a xh å

=

=
1

düsturları basitəsi ilə hesablanır. Belə inikas xətti inikasdır.

4. Əvvəlki paraqrafda 5-ci bənddə müəyyən olunan D diferensiallama opertorunun nüvəsi

0y¢ =  diferensial tənliyinin [ ]K x  halqasında həllər çoxluğudur. Bu bərabərliyi ancaq sıfır

dərəcələ çoxhədlilər ödəyir. Deməli, KerD K= . Im [ ]D K x= , çünki çoxhədlinin ibtidai

funksiyası yenə də çoxhədlidir.

5. Dərəcəsi n-1 –i aşmayan çoxhədlilər çoxluğunun əmələ gətirdiyi xətti fəzaya baxaq.

Bu fəzada 4-cü bənddə təyin olunan inikas xətti operatordur.

:f X X®  hər hansı xətti operator 1 2, ,..., nx x x  isə X xətti fəzasının bazisi olsun.

)(),...,(),( 21 nxfxfxf vektorları teorem 3-ə əsasən f  operatorunu birqiymətli təyin edir. Bu

vektorları X fəzasının bazis vektorları üzrə ayıraq:

nn xfxfxfxf 12211111 ...)( +++= ,

nn xfxfxfxf 22221122 ...)( +++= ,          (1)

LLLLLL

nnnnnn xfxfxfxf +++= ...)( 2211 .

Xətti inikaslarda olduğu kimi, (1) bərabərliklərinin sağ tərəfindəki ijf  əmsallarından düzələn

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

fff

fff
fff

F

...

...
...

21

22221

11211

LLL

matrisinin sütunları bazis vektorların obrazlarının koordinat sütunlarıdır.

Tərif 2. F matrisinə f xətti operatorunun matrisi deyilir.

Xətti inikaslarda olduğu kimi, xətti operatorun da matrisi bazisdən asılıdır. Yalnız bazis

verildikdən sonra xətti operatorun bu bazisdə matrisini yazmaq olar və bu matris bazisin

dəyişməsi ilə dəyişir (bu dəyişmənin forması aşağıda müəyyən olunacaqdır).
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Misal. Müstəvi üzərində hər hansı düzbucaqlı Dekart koordinat sistemi götürək. Müstə-

vini O koordinat başlanğıcı ətrafında j  bucağı qədər  döndərən f inikasına baxaq. Bu inikas

xətti operatordur və onun matrisi, yuxarıda deyildiyi kimi, }{ 2,
1

ee  bazisində

}{ )(,)( 21
efef koordinat sütunları ilə müəyyən olunur.

Şəkil 3-dən göründüyü kimi, 1 1( )e f e¢ =  vektorunun koordinat sütunu aşağıdakı kimidir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=¢

j
j

sin
cos

1e .

      e2

2e¢ 1e¢ j y

               O x e1

Şək. 3.

Eyni qayda ilə kimi, )( 22 efe =¢  vektorunun koordinat sütunu belədir:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+
+

=¢
j
j

pj
pj

cos
sin

2/sin(
2/cos(

1e .

Deməli, baxılan xətti operatorun matrisi aşağıdakı kimi olacaqdır:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

jj
jj

cossin
sincos

F .

Biz daha ətraflı ancaq xətti operatorları öyrənəcəyik. Əvvəlcə xətti operatorların cəminin

və skalyara hasilinin matrislərini tapaq.

Teorem 1. Xətti operatorların cəminin matrisi onların matrislərinin cəminə bərabərdir.

İsbatı.  Tutaq ki, ( )ijA a=  və ( )ijB b=  matrisləri 1 2, ,..., ne e e  bazisində uyğun olaraq f və g

xətti operatorlarının matrisləridir. Onda, ixtiyari k=1,...,n üçün

ki

n

i
ikkk

n

i
iikk BebeBAeaeA ==== åå

== 11

,
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yazmaq olar. Bu bazisə nəzərən h f g= +  xətti operatorunun matrisini ( )ijC c=  kimi işarə

etsək, yaza bilərik:

,
1

i

n

i
ikkk eceChe å

=

==

( ) .
1

i

n

i
ikikkkkkk ebaeBeAgefehe å

=

+=+=+=

Buradan  isə

ikikik bac +=

bərabərliyi alınır, çünki ixtiyari vektorun koordinat sütunu yeganədir. Teorem 1 isbat olundu.

Aşağıdakı teorem də eyni qayda ilə isbat olunur.

Teorem 2. Xətti operatorun skalyara hasilinin matrisi onun matrisinin skalyara hasilinə

bərabərdir.

Teorem 3. Xətti operatorların hasilinin matrisi bu operatorların matrisilərnin  hasilinə

bərabərdir.

İsbatı. Məlumdur ki, verilən 1 2, ,..., ne e e  bazisində hər bir xətti operatora yeganə bir

matris uyğun gəlir. Tutaq ki,  f operatoruna ( )ika matrisi, g operatoruna isə ( )ikb  matrisi

uyğundur. h=fg  operatoruna uyğun olan matrisi ( )ikc  kimi işarə edək. Yuxarıda olduğu kimi,

yaza bilərik:

.
1

i

n

i
ikkk eceChe å

=

==

Bu sütun vektor üçün başqa ifadə də yazmaq olar:

( ) ===== å
=

n

j
jjkkkkk ebAeBAegAegfhe

1
)()())((        (2)

i

n

i

n

j
jkij

n

i
iij

n

j
jk

n

j
jjk ebaeabeAb å åååå

= ====
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
===

1 1111
.

Alınmış iki bərabərlikdə uyğun əmsallar bərabər olmalıdır. Buna görə də aşağıdakı münasibəti

alırıq:
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1

n

ik ij jk
j

c a b
=

=å .         (3)

Teorem 3 bununla isbat olundu.

Xətti operatorun matrisinin  təyin olunmasına aid başqa misallar göstərək.

1. Tutaq ki, R –üç ölçülü  fəzadır. A – operaturu olaraq, ixtiyari vektoru XOY  müstəvisinə

proyeksiyalayan inikası götürək. Bazis olaraq, koordinat oxları boyunca yönələn 1 2 3, ,e e e

vektorlarını götürək. Onda

0,, 32211 === AeeAeeAe

və beləliklə, A operatorunun bu  bazisə nəzərən matrisi

1 0 0
0 1 0
0 0 0

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

şəklində olar.

2. İndi isə vahid operatorun ixtiyari 1 2, ,..., ne e e  bazisində matrisini tapaq.

),...,2,1( nieAe ii ==

olduğu üçün vahid operatorun ixtiyari bazisə nəzərən matrisi

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

100

010
001

L

MOMM

L

L

şəklində olar.

3.Tutaq ki, X –fəzası dərəcəsi n-1-i aşmayan çoxhədlilər çoxluğudur. f isə differensiallama

operatorudur. Belə ki,

( ) ( )tPtfP ¢=

X fəzasında aşağıdakı bazisi seçək:
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( )!1
,...,

!2
,,1

12

321 -
====

-

n
tetetee

n

n

Bu birhədlilərin bazis təşkil etməsi onların həqiqi ədədlər meydanı üzərində xətti asılı olmaması

və onların xəttı örtüyünün dərəcəsi n-1-i aşmayan çoxhədlilər çoxluğuna bərabər olmasından

alınır. Aşağıdakı bərabərliklər diferensiallama operatorunun tərifindın alınır:

,
2

,1,01 2

2

3121 ettfeetfefe ==
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
===¢==¢= ( ) 1

1

!1
..., -

-

=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

= n

n

n e
n
tAe

.

Beləliklə,  bu bazisdə operatorun matrisi

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

0000
1000

0100
0010

L

L

MOMMM

L

L

şəklində olar.

§6. Xətti operatorun nüvəsi və obrazı.

Operatorun ranqı və defekti.

Tərif 1. X fəzasında 0)( =xf şərtini ödəyən bütün x vektorlar çoxluğuna f xətti inikasının

nüvəsi deyilir.

Tərifdən göründüyü kimi, f xətti inikasının nüvəsi X additiv qrupunda f homomorfizminin

nüvəsi ilə üst-üstə düşür. Nüvə Ker f  kimi işarə olunur.

Teorem 1. f xətti inikasının nüvəsi X fəzasının alt fəzasıdır.

İsbatı. f xətti inikası additiv qrupların homomorfizmidir. Buna görə də onun nüvəsi X

additiv qrupunda alt qrupdur. Deməli, göstərmək kifayətdir ki, bu alt qrup skalyara vurma

əməlinə nəzərən qapalıdır. İxtiyari KerfxÎ  vektoru və KÎl  skalyarı götürək.

00)()( =×== lll xfxf

olduğu üçün buradan tələb olunan KerfxÎl  münsibətini alırıq. Teorem 1 isbat olundu.
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Fərz edək ki, YXf ®:  xətti inikası verilmişdir.X fəzasında ixtiyarı naaa ,...,, 21

vektorlari gotürək. nlll ,...,, 21  skalyarlar olarsa,onda

)(...)()...( 1111 nnnn afafaaf llll ++=++ .      (1)

Tərif 2. f(X) çoxluğuna f xətti inikasının obrazı deyilir.

Teorem 2. Xətti operatorun obrazı bazis vektorların obrazlarının xətti örtüyünə

bərabərdir.

İsbatı. naaa ,...,, 21  sistemi X fəzasının bazisi olarsa, onda onun hər bir x vektoru

nnaax ll ++= ...11  şəklində yazıla bilər. (1) münasibətindən, xüsusi halda, görünür ki, bütün f(x)

vektorlar çoxluğu )(...)( 11 nn afaf ll ++  cəmləri çoxluğu ilə üst-üstə düşür. Deməli,

))()....(),(()( 21 nafafafLXF =

Beləliklə, teorem 2 isbat olundu.

Nəticə. YXF Ì)(  Y fəzasının alt fəzasıdır.

Isbatı. Teorem 1- ə əsasən, X fəzasının obrazı Y fəzasından olan vektorların xətti örtüyünə

bərabərdir. Lakin vektorlar sisteminin xətti örtüyü alt fəzadır. Nəticə buradan alınır.

Tərif 3. f xətti operatorunun nüvəsinin ölçüsünə f xətti operatorunun  defekti, obrazının

ölçüsünə isə onun ranqı deyilir.

Defekti d, ranqı r ilə işarə etsək yaza bilərik:

d=dim(Ker f)  ,  r=dim (Jm f).

Teorem 3. Əgər f  n ölçülü X fəzasında təyin olunan xətti operatordursa, onda bu

operatorun ranqı ilə defektinin cəmi  n-ə bərabərdir.

İsbatı. Tutaq ki, f operatorunun N nüvəsinin ölçüsü k-ya bərabərdir. N –də keee ,...,, 21

bazisini götürək və bu bazisi fəzanın nkk eeeee ,...,,,...,, ,121 +  bazisinədək tamamlayaq.

)(),...,(),( 1 nekk efefef ++  vektorlarına baxaq. Göstərək ki, )(XfM = çoxluğu bu  vektorların

xətti örtüyü ilə üst-üstə düşür. Doğrudan da,

)).(...)()(,...,())(),...,(( 1111 nnkknknk efefyKefefLy llll ++=Î$«Î ++++
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Buradan yaza bilərik:

).()( 11 Mfxefy nnkk Î++= ++ ll L

İxtiyari

nnkkkk xeeex llll +++++= ++ LL 1111

vektoru üçün

=+++++= ++ )()()( 1111 nnkkkk xefeefxf llll LL

Î++=++= ++++ )()()( 1111 nnkknnkk xfefxef llll LL

)),(,),(( 1 nk xfefL L+Î

çünki, kkee ll ++L11  cəmi nüvəyə daxildir. Beləliklə, ))(,),(( 1 nk xfefLM L+= . Lakin

nlll ,..., 21  skalyarlrı ixtiyari qiymətlər alarsa, onda nnkkkk xeee llll +++++ ++ LL 1111  cəmi

xətti fəzanın bütün vektorlrını verir. Yuxarıdakı bərabərlikdən görünür ki, y vektoru ancaq

nk ll ,...,1+ əmslları ilə müəyyən olunur. Göstərək ki, )(,),( 1 nk xfef L+  sistemi xətti asılı deyil.

Fərz edək ki,

0)(...)( 11 =++++ nnkk efef ll

və ya

0)( 11 =++++ nnkk xef ll L .

Onda, nnkk xe ll ++++ L11  vektoru nüvəyə daxildir. Bu halda elə kmm ,...,1  skalyarları tapmaq olar

ki,

01111 =---++++ kknnkk eexe mmll LL .

Sonuncu bərabərlik ancaq 1m ,..., =km 021 ==== ++ nkk lll L  olduqda mümkündür. Deməli,

)(),...,(),( 1 nekk efefef ++  vektorlar sistemi xətti sılı deyil. Onda, knM -=dim . Deməli,

dnrMrangf -=== dim . Teorem 3 isbat olundu.
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§7. Bir bazisdən digərinə keçid zamanı

xətti operatorun matrisinin dəyişməsi

f xətti operatoru n – ölçülü X xətti fəzasında, ümumiyyətlə, müxtəlif bazislərdə  müxtəlif

matrislərə malikdir. Bu matrislər arasında əlaqə yaradaq.

Teorem1. Əgər X fəzasında iki nxxx ,...,,. 21  və nxxx ¢¢¢ ,...,, 21  bazisləri verilərsə və birinci

bazisdən ikinciyə keçid matrisi C olarsa, onda f  xətti operatorunun  birinci və ikinci bazisdə,

uyğun olaraq, F və F ¢   matrisləri arasında  aşağıdakı münasibət vardır :

FCCF 1-=¢

İsbatı. X fəzasında ixtiyari iki nxxx ,...,,. 21  və nxxx ¢¢¢ ,...,, 21  bazislərini götürək . Birinci

bazisdə xətti operatorun  matrisini F, ikinci bazisdə isə xətti operatorun matrisini F ¢  ilə işarə

edək. Birinci bazisdən  ikinci bazisə keçid matrisini isə C ilə işarə edək:

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

C

...

...
...

21

22221

11211

LLL

Tutaq ki, birinci və ikinci bazislərdə xətti operatorun matrisləri uyğun olaraq,

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

fff

fff
fff

F

...

...
...

21

22221

11211

LLL
,

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

¢¢¢

¢¢¢
¢¢¢

=¢

nnnn

n

n

fff

fff
fff

F

...

...
...

21

22221

11211

LLL

şəklindədir. Məlumdur ki, keçid matrisindən istifadə etməklə ikinci bazisin vektorlarının birinci

bazisdə aşağıdakı ayrılışlarını yazmaq olar:

...

,...
,...

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

xcxcxcx

xcxcxcx
xcxcxcx

+++=¢

+++=¢
+++=¢

LLL
            (1)

Yeni bazisdə isə koordinat sütunu
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÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

¢

¢
¢

=¢

nx

x
x

x
.

2

1

olan vektorun 1- ci bazisdə koordinat sütunu

x

x

x
x

x ¢=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

= C

n

M

2

1

olacaqdır. Indi isə ixtiyari XxÎ vektorunu götürək və onun birinci və ikinci bazislərdə

koordinat sütunlarını uyğun olaraq x və x¢  ilə işarə edək. f(x) vektorunun isə  koordinat

sütunlarını  uyğun olaraq )(xf  və ¢)(xf  ilə işarə  edək. Məlumdur ki, birinci bazisdə

xFxf =)(

və ikinci bazisdə isə

xFxf ¢¢=¢)( .      (1)

Lakin

xCx ¢=

və

)()( ¢= xCfxf

olduğu üçün, yaza bilərik ( C qeyri -məxsusi olduğundan)

¢=- )()(1 xfxfC .

(1) – dən alırıq:

xFCCxFCxfC ¢== --- 111 )(

xFxf ¢¢=¢)(

Nəticədə ixtiyari x¢  koordinat sütunu üçün
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xFCCxF ¢=¢¢ -1

münasibətini alırıq. Xüsusi halda
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=¢

0

1
Mx  olarsa,

1
1

1 )()( FCCF -=¢

bərabərliyini alarıq. Bu göstərir ki, F ¢ və FCC 1-  matrislərinin birinci sütunları eynidir. Anoloji

olaraq, onların digər sütunların da eyni olduğunu göstərə bilərik. Deməli,

FCCF 1-=¢

Beləliklə teorem 1 isbat olundu.

Misal. F xətti operatorunun
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

0
0
1

1e  ,
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

0
1
0

2e  ,
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

1
0
0

3e  bazisində matrisi verilmişdir:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-
=

112
140
213

F .

Bu operatordan

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=¢

1
1
1

1e  ,
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=¢

0
1
1

2e  ,
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
=¢

0
0

1

3e

bazisində matrisini tapaq. Bunun üçün əvvəlcə keçid matrisini müəyyən edək. Keçid matrisinin

sütunları yeni bazisin verilən bazisdə koordinat sütunlarıdır. Deməli, keçid matrisi

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -
=

001
011
111

C

kimidir. Yuxarıdakı teoremə əsasən, .1FCCF -=¢ 1det =C  olduğunu nəzərə alaraq tərs matrisi

tapaq:

1,0,0 312111 === AAA ,
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1,1,0 322212 -=== AAA ,

.0,1,1 332313 ==-= AAA

Beləliklə,

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-=-

011
110

100
1C .

Onda,

==¢ - FCCF 1

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
011
110

100

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

112
140
213

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

001
011
111

=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

-
=

153
032
112

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

001
011
111

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

-

322
255

210
.

§8. Xətti cəbr. Xətti operatorlar cəbri

K meydanı üzərində sonlu ölçülü X xətti fəzasının verildiyini fərz edək. Bu halda KX ,

fəzasında təyin olunmuş toplama əməlinə nəzərən +,X  cəbri kommutativ qrup olacaqdır.

XXK ®´:w  inikası ixtiyari KÎl  skalyarı üçün vektorun skalyara hasilini müəyyən edən

XX ®:lw  inikasını doğurur. Beləliklə, biz, xətti fəzanın cəbr şəklində yazılışını alırıq:

}|{,, KX Î+ lwl  .

Fərz edək ki, X çoxluğunda bu inikaslardan başqa xyyx a,  kimi işarə olunan

XXX ®´  binar əməli verilmişdir.

Tərif 1. ×Î+=C },|{,, KX lwl  cəbri aşağıdakı şərtləri ödəyərsə, onda o, xətti cəbr

adlanır:

1) }|{,, KX Î+ lwl  cəbri K meydanı üzərində xətti fəzadır;

2) xyyx a,  binar əməli bixətti əməldir, yəni

bcaccbaacabcba +=+Ù+=+ )()(
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(bu xassə distributivlik kimi məlumdur);

3) lw  unar əməli hər bir KÎl  üçün

)())(()( babaab lll www ==

şərtini ödəyir.

X xətti fəzsı sonlu ölçülü olduqda onun Xdim  ölçüsü cəbrin ranqı adlanır.

Misallar. 1. )1(, 2 -=+ ibia  şəklində kompleks ədədlər meydanı həqiqi ədədlər meydanı

üzərində ranqı 2 olan kommutativ cəbrdir.

2. Bütün n tərtibli matrislərin nnK ´  çoxluğu ranqı 2n  olan assoiativ (və kommutativ

olmayn) cəbrdir. Matrislərin vurulması əməli 2) və 3) xassələrini ödəyir. Bu cəbr K meydanı

üzərində tam matrislər cəbri adlanır.

3.Tutaq ki, H  həqiqi ədədlər meydanı üzərində ölçüsü 4 olan xətti fəzadır. Bazis

elementləri kji ,,,1  ilə işarə edək. Bazis elementlərin vurulmasını aşağıdakı bərabərliklərlə təyin

edək:

i)a simvolu 1,i,j,k elementlərindən ixtiyari birini işrə edərsə, onda aaa =×=× 11 ;

ii) jikkiikjjkkjiijkji =-==-==-=-=== ;;;1222 .

H fəzasının hər bir elementi yeganə qayda ilə kji dgba +++  şəklində göstərildiyi üçün bu

bərabərliklər vasitəsi ilə vurma əməli “çoxhədlilərin vurulması” qaydası ilə H fəzasının ixtiyari

iki elementi üçün təyin olunmuş olur:

( )( )kjikji dgbadgba ¢+¢+¢+¢+++ ( )+¢+¢+¢+¢= 222 kji ddggbbaa

( ) ( ) ( ) =¢+¢+¢+¢+¢+¢+¢+¢+¢+¢+¢+¢+ ijjikkkiikjjkjjkii gbbgaddabddbaggagddgabba

( )+¢-¢-¢-¢= ddggbbaa

( ) ( ) ( )kji gbbgaddabddbaggagddgabba ¢+¢-¢+¢+¢+¢-¢+¢+¢-¢+¢+¢+ . (1)

Artıq ii) bərabərlikləri göstərir ki, təyin olunan vurma əməli kommutativ deyil. Göstərək ki, bu

əməl vasitəsi ilə, qurulmuş xətti fəza, xətti cəbrə çevrilir. Bunun üçün 2) və 3) şərtlərini

yoxlamaq lazımdır.
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2) şərtinin doğruluğunu yoxlayaq. kjiz dgba +++=1 , kjiz dgba ¢+¢+¢+¢=2  və

kjiz dgba ¢¢+¢¢+¢¢+¢¢=3  kimi üç element götürək. Göstərmək kifayətdir ki,

3121321 )( zzzzzzz +=+ .

Sol və sağ tərəfləri ayrı-ayrılıqda hesablayaq. Yuxrıdakı düstura əsasən,

( )[ ]=¢¢+¢+¢¢+¢+¢¢+¢+¢¢+¢+++ kjikji )()()( ddggbbaadgba

( )( ) +¢¢+¢-¢¢+¢-¢¢+¢-¢¢+¢ e)()()( dddgggbbbaaa

( )( ) +¢¢+¢-¢¢+¢+¢¢+¢+¢¢+¢+ i)()()( ggdddgaabbba

( )( ) +¢¢+¢+¢¢+¢-¢¢+¢+¢¢+¢+ j)()()( bbdddbaaggga

( )( ) =¢¢+¢+¢¢+¢-¢¢+¢+¢¢+¢+ k)()()( ggbbbgaaddda

( ) +¢-¢-¢-¢= eddggbbaa

( ) ( ) ( ) +¢+¢-¢+¢+¢+¢-¢+¢+¢-¢+¢+¢+ kji gbbgaddabddbaggagddgabba

( ) +¢¢-¢¢-¢¢-¢¢+ eddggbbaa

( ) ( ) ( ) =¢¢+¢¢-¢¢+¢¢+¢¢+¢¢-¢¢+¢¢+¢¢-¢¢+¢¢+¢¢+ kji gbbgaddabddbaggagddgabba

( )( ) ( )( )kjikjikjikji dgbadgbadgbadgba ¢¢+¢¢+¢¢+¢¢++++¢+¢+¢+¢+++= .

Tərif 1-in digər şərtlərinin də ödəndiyi eyni qayda ilə göstərilə bilər.

Qurulmuş bu cəbr kvaternionlar cəbri, onun elementləri isə kvaternionlar adlanır.  Bu

cəbrin bir sıra mühüm tətbiqləri vardır.

H Kvaternionlar cəbri 1843-cü ildə U. R. Hamilton tərəfindən daxil edilmişdir. Hər bir kjiz dgba +++=

kvaternionuna qarşı onun qoşması adlanan və kjiz dgba ---=  kimi təyin olunan kvaternion qoyulur. (1) düsturuna

əsasən,

2222)( dgba +++== zzzN .

)(zN  həqiqi ədədi kvaternionun norması adlanır. Bu düstura əsasən, hər bir sıfırdan fərqli kjiz dgba +++=

kvaternionunun tərsi vardır və
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( ) 2222
11 )(

dgba
dgba
+++
---

== -- kjizzNz .

Kvaternionlar cəbri, beləliklə, ranqı 4-ə bərabər olan bölməli (yəni bölmə əməli olan) cəbrdir. Bu istiqamətdə XIX

əsrdə aparılan tədqiqatlar 1878-ci ildə Q. Frobenius tərəfindən icbat olunmuş şağıdakı teorem ilə nəticələndi:

R həqiqi ədədlər meydnı üzərində sonlu ranqlı ancaq üç bölməli cəbr vardır: R- həqiqi ədədlər meydanı,

C-kompleks ədədlər meydanı və H-kvaternionlar cəbri.

Bu teoremin isbatı cəbrin əsas teoreminə (bu haqda III hissədə ətraflı deyiləcəkdir) söykənir. Yoxlamaq

olar ki, əslində bu teorem cəbrin əsas teoremi ilə ekvivalentdir.

Tutaq ki, hər hansı KX ,=C  -xətti fəzası verilmişdir. Məlumdur ki, )(XHom  – xətti

operatorlar fəzası – K meydanı üzərində xətti fəzadır. Xətti operatorların hasili ilə bu xətti fəza

xətti cəbrə çevrilir. Həmin xətti cəbr CEnd  kimi işarə olunur. Fərz edək ki, C  fəzası n ölçülü

fəza, nxxx ,...,, 21  isə onun bazisidir. Yuxrıda biz, bazis seçildikdə hər bir xətti operatora müəyyən

bir matris qarşı qoyulmasının mümkünlüyünü göstərdik. Eyni zamanda göstərdik ki, hər bir

)(XHomÎj  xətti operatoruna onun )(jM  matrisini qarşı qoyan )(jj Ma  inikası )(XHom

fəzasının 2n  ölçülü nnK ´  fəzasına biyektiv inikasıdır. Matrislərin vurulması əməli ilə bu fəza

×Î+= ´ },|{,,),( KKKnL nn lwl

xətti cəbrinə çevrilir. Bu xətti cəbrə tam matrislər cəbri deyilir. Yuxarıd deyilənləri aşğıdakı

teorem şəklində ifdə etmək olar.

Teorem. )(jj Ma  inikası CEnd  cəbrinin n tərtibli matrislərin ),( KnL  tam matrislər

cəbrinə izomorfizmidir.

Tutaq ki, K meydanı üzərində iki H və H¢  xətti cəbrləri verilmişdir.

Tərif 2. H¢®HF :  inikası o zaman H  və H¢  xətti cəbrlərinin izomorfizmi adlanır ki,

aşağıdakı şərtlər ödənsin:

1) F  biyektiv inikasdır;

2) F  bütün baş əməlləri saxlayır:

a) ( )( ))()()(, yxyxHyx F+F=+FÎ" ;

b) ( )( )( ))()( xxHxK F=FÎ"Î" lll ;
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c) ( )( ))()()(, yxxyHyx FF=FÎ" .

Cəbrlərin izomorf olması aşağıdakı kimi işarə olunur: H¢@H .

Misal. C~  ilə bütün

Rba
ab
ba

Î÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
,;

şəklində matrislər çoxluğunu işarə edək. Asanlıqla yoxlama olar ki, matrislərin toplanması,

vurulaması və ədədə vurulmsı əməlləri ilə bu çoxluq 2 ranqlı cəbr təşkil edir. Onun bazisi

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
10
01

, ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
01
10

elementləridir. C~  cəbrinin hər bir elementi yeganə qayda ilə +÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×

10
01

a ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
×

01
10

b  kimi göstə-

rilə bilir. Deməli,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
10
01

1a  , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
01
10

ai

uyğunluğu ilə doğrulan

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
+

ab
ba

bia a

inikası C  və C~  cəbrlərinin izomorfizmidir.

§9. Qeyri-məxsusi operatorlar. Xətti operatorun tərsi

Tərif 1. f xətti operatoru o zaman qeyri-məxsusi (cırlaşmayan) adlanır ki,

0)( =xf

olmasından x=0 bərabərliyi alınsın.

Teorem 1. f xətti operatorunun qeyri-məxsusi olması üçün fəzanın ixtiyari bazisində

onun matrisinin qeyri-məxsusi olması zəruri və kafidir.
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İsbatı.  Əgər f qeyri-məxsusi xətti operatordursa, onda tərifə əsasən

00)( =«= xxf

Bu münasibəti sütun vektorlar üçün yazaq:

00 =«= xxF

Deməli, 0=xF  bircins xətti tənliklər sisteminin yeganə həlli vardır. Kramer qaydasına əsasən,

bu, yalnız və yalnız o zaman mümkündür ki, 0det ¹F olsun. Eyni mehakimələri əks qaydada

aparsaq teoremin hökmünü alarıq.

Tərif 2. g xətti operatoru o zaman f xətti operatorunun tərsi adlanır ki,

e=fg

olsun.

Teorem 2. f xətti operatorunun tərsinin olması üçün onun qeyri-məxsusi olması zəruri və

kafidir.

İsbatı.  Əgər hər hansı bazisdə f xətti operatorunun matrisi F, g xətti operatorunun matrisi

isə G olarsa, onda

EFGfg =«= e

olar ki, burada E vahid matrisdir. Bu isə məlum olduğu kimi F və G matrislərinin geyri-məxsusi

olması ilə eyni güclüdür. Bu halda teoremin hökmü teorem 1-dən alınır. Teorem 2 isbat olundu.

Yuxarıda deyilənləri yekunlaşdıraraq aşağıdakı teoremi söyləyə bilərik.

Teorem 3. Tutaq ki, sıfır olmayan xətti KX ,  fəzasında XXf ®: xətti operatoru

verilmişdir. Aşağıdakı şərtlər eynigüclüdür:

1)f operatoru qeyri-məxsusidir;

2) f operatorunun tərsi vardır;

3) }0{=Kerf ;

4) f operatoru izomorfizmdir;

5) f operatorunun defekti sıfra bərabərdir;
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6) Xrangf dim= ;

7) f operatorunun istənilən bazisdə matrisi tərsi olan matrisdir.

Teorem 3-ə əsasən bütün qeyri-məxsusi operatorların AutX çoxluğu fəzanın özünə

izomorfizmlərindən təşkil olunmuşdur. Hər bir qeyri-məxsusi operator tərsi olan operatordur və

asanlıqla görmək olar ki, o operatorların vurulması əməlinə nəzərən qrup təşkil edir. Bu qrup

KX ,=C  fəzasınin avtomorfizmlər qrupu adlanır və CAut kimi işarə olunur.

Teorem 4. Tutaq ki, KX , n ölçülü xətti fəzadır, CAut  isə onun avtomorfizmlər

qrupudur. Onda bu qrup qeyri-məxsusi n-tətibli matrislərin tam xətti qrupu ilə izomorfdur:

),( KnGLAutX @ .

Teorem 4 asanlıqla teorem 3-dən alınır.

§10. Xətti operatorun ranqının xassələri

Xətti operatorun ranqının onun matrisinin ranqı ilə eyni olmaslı xətti operatorların və

matrislərin ranqının bəzi əhəmiyyətli xassələrini müəyyənləşdirməyə imkan verir.

Tutaq ki, sonluölçülü KX ,=C  xətti fəzasında CÎEndf  xətti operatoru verilmişdir.

Məlum olduğu kimi KerfH =  nüvəsi xətti fəzanın alt fəzasını müəyyən edir. Bu çoxluq eyni

zamanda, additiv qrup kimi X-də alt qrupdur və deməli, X/H  faktor qrupunu təyin edir. Asanlıqla

yoxlamaq olar ki, bu faktor qrupda C  xətti fəzasının baş əməlləri, yəni, toplama və sklyara

vurma əməlləri ilə aşağıdakı kimi əməllər daxil etmək olar:

yxyx +=+ , xx ll = .

Bu əməllər ilə X/H  faktor fəzaya çevrilir.

Teorem 1. Sonluölçülü KX ,=C  xətti fəzasında verilmiş CÎEndf  xətti operatoru

üçün franqHX =/dim .

İsbatı. Homomorfizmlər haqda teoremlərə əsasən, Xf ÌIm  alt qrupdur və

fXf Im: ®  inikası süryektiv homomorfizmdir və biz, əsas teoremə əsasən, additiv qrupların

aşağıdakı izomorfizmini alırıq:
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fHX Im/ @ .

xx ll =  münasibəti göstərir ki, )(xfx a  inikası xətti fəzalar kimi fHX Im,/  fəzalarının xətti

inikasıdır. Bu inikas izomorfizm olduğundan franqfHX == )dim(Im/dim . Teorem 1 isbat

olundu.

Bu teoremdən və xətti operatorun ranqının tərifindən onun xətti əməllərlə əlqəsi haqda

nəticələr əldə etmək olar.

Teorem 2. 0¹l  olduqda frangfrang =)(l .

İsbatı. Yəqin etmək olar ki, 0¹l  olduqda ff Im)Im( =l  və KerffKer =)(l . İndi

teoremin hökmü teorem 1-dən alınır.

Teorem 3. CÎEndgf ,  olarsa, onda

)()()( grangfranggfrang +£+ .

İsbatı. Tərifə əsasən, )Im(dim)( gfgfrang +=+ . Lakin )()())(( xgxfxgf +=+

olduğu üçün

gfgf ImIm)Im( +Ì+ ;       (1)

burada bərbərliyin sağ tərəfində uyğun alt fəzaların (alt qruplar kimi) cəmi dayanmışdır. Məlum-

dur ki, cəmin ölçüsü alt fəzaların ölçülərinin cəmindən böyük deyil. Teorem 1-in doğruluğu

buradan alınır.

Aşğıdakı teorem teorem 3-ün dəqiqləşməsidir.

Teorem 4. CÎEndgf ,  olrsa, onda

)Imdim(Im)()()( gfgrangfranggfrang Ç-+£+ .

İsbatı. gfH ImIm Ç=  kəsişməsi C  fəzasının altfəzasıdır. Hf /Im  və Hg /Im

faktor-fəzaları Hgf /)Im(Im +  faktor-fəzasının alt fəzalarıdır. İxtiyari

)/(Im)/(Im HgHfx ÇÎ

elementi götürək. Onda, alarıq gHxfHx Im,Im Ì+Ì+  yaxud,
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HgfHx =ÇÌ+ )(Im)(Im .

Deməli, 0=ÚÎ xHx . Bu isə göstərir ki, }0{)/(Im)/(Im =Ç HgHf . Deməli,

)/(Im)/(Im/)Im(Im HgHfHgf Å=+ .    (2)

Lakin HfrangHf dim)()/dim(Im -=  və HgrangHg dim)()/dim(Im -= . Onda, (2)-yə

əsasən, yaza bilərik:

=++=+ HHgfgf dim)/)Imdim((Im)Imdim(Im

=+-+-= HHgranqHfrang dimdimdim

Hgranqfrang dim-+= .

(1)-ə əsasən, buradan alırıq:

=+£+=+ )Imdim(Im))dim(Im()( gfgfgfrang

Hgrangfrang dim)()( -+= .

Teorem 4 isbat olundu.

İndi isə xətti operatorların hasilinin ranqı ilə bağlı teoremlərə baxaq.

Teorem 5. CÎEndgf ,  olrsa, onda

)}(),(min{)( grangfrangfgrang £ .

İsbatı. Xg ÌIm  olduğu üçün asanlıqla yəqin etmək olar ki,

ffg ImIm Ì .

Deməli,

rangfffgrang =£ Imdim)( .

Tutaq ki, grangr =  və rxxx ,...,, 21 gIm  alt fəzasının bazisidir. Aydındır ki, f xətti operator

olduğu üçün, )}(),...,(),({Im 21 rxfxfxfLfg = . Deməli,

rxfxfxfLfgfgrang r £== )}(),...,(),({dimImdim)( 21 .

Alınan münasibətlər teoremin hökmünün doğru olduğunu göstərir. Teorem 5 isbat olundu.
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Yuxarıdakı teoremlərin hökmləri matrislər üçün də ifadə oluna bilər. Belə ki, ixtiyari

düzbucaqlı və ya kvadrat matrislər üçün aşağıdakı müsibətlər doğrudur:

1) rangBrangABArang +£+ )( ;

2)ixtiyari 0, ¹Î ll K  skalyarı üçün rangBrangABArang +£+ )(l ;

3)ixtiyari A və B matrislərinin hasili təyin edilmişsə, onda

},min{)( rangBrangAABrang £ .
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II FƏSİL.Məxsusi qiymətlər və məxsusi vektorlar

§1.İnvariant alt  fəzalar.

Məxsusi qiymətlər və məxsusi vektorlar

n ölçülü xətti X fəzasında f : XX ® xətti operatoruna baxaq. XA Ì  isə xətti alt fəza

olsun.

Tərif 1. A alt fəzası o zaman f xətti operatorunun invariant alt fəzası adlanır ki,

AAf Ì)(  olsun.

1. Müstəvi üzərində koordinat (düzbucaqlı) sistemi götürək . OY oxyna fəzərən

siumetriya xətti operatordur. OY oxu üzərində yerləşən vektorlar çoxluğu alt fəza təşkil edir. Bu

alt fəza baxılan xətti inkasın invariant alt fəzasıdır.

2. VUX Å=  olsun. U alt fəzasına proyeksiyalanma  xətti inikasıdır  və U onun invariant

alt fəzasıdır. İnvariant alt fəzalar içərisində ən sadəsi məxsusi alt fəzalardır. Belə fəzalar məxsusi

qiymət və məxsusi vektor anlayışları ilə sıx bağlıdır.

Tərif 2. KÎl   skalyarı o zaman f xətti operatorunun məxsusi qiyməti adlanır  ki,  elə

0¹x  vektoru tapmaq olsun ki,

xxf l=)(

bərabərliyi doğru olsun. Bu şərti ödəyən x vektoru l  məxsusi qiymətinə  uyğun məxsusi vektor

adlanır.

Bu anlayışlar xətti operatorlar nəzəriyyəsində mühüm rol oynayır. Həndəsi şərhdən

istifadə etsək, demək olar ki, məxsusi vektor xətti inikasın təsiri ilə “kollinear” vektora çevrilir

olunur. Məxsusi qiymətlərin və məxsusi vektorların aşağıdakı xassələri vardır:

1)Eyni məxsusi qiymətə uyğun olan 21, xx  məxsusi vektorları üçün

021 ¹+ xx

 olarsa, onda 21 xx +  vektoru da məxsusi vektordur . Doğrudan da,

)()()()( 21212121 xxxxxfxfxxf +=+=+=+ lll

021 ¹+ xx olduğunda buradan xassənin hökmü alınır. Aydındır ki, 021 =+ xx  olarsa, onda o,
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məxsusi vektor ola bilməz.

2) Əgər x l məxsusi qiymətinə uyğun məxsusi vektor olarsa ixtiyari 0¹m  skalyarı üçün

xm  vektoru da eyni məxsusi qiymətə uyğun olan məxsusi vektor olacaqdır.

Doğrudan da,

)()()()( xxxfxf mllmmm ===

0¹m və 0¹x  olduğu üçün 0¹xm  və deməli, o, məxsusi vektordur.

3) 1) və 2) - ni birləşdirərək hökm edə bilərik ki, nxxx ,..,.., 21  eyni məxsusi qiymətə

uyğun olan məxsusi vektorlar olarsa, onda onların sıfırdan fərqli hər bir

nn xxx lll +++ ....2211

xətti kombinasiyası da eyni məxsusi qiymətə uyğun olan məxsusi vektor olacaqdır.

Teorem 1. l  məxsusi ədədinə uyğun olan məxsusi vektorlar çoxluğu sıfır vektorla

birlikdə  alt fəza təşkil edir; bu alt fəzanın ixtiyari x vektoru üçün

xxf l=)(

münasibəti ödənir.

İsbatı. Tutaq ki, 1x  ixtiyari məxsusi vektordur (l  məxsusi ədədinə uyğun). Əgər onunla

xətti asılı olmayan sistem təşkil edən  başqa 2x  məxsusi vektoru varsa, onda { }21, xx  vektorlar

sistemini götürək. Xassə 3-ə əsasən ),( 21 xxL  xətti örtüyünün hər bir sıfırdan fərqli vektoru

məxsusi vektordur. Bu xətti örtüyə daxil olmayan məxsusi vektor varsa, onda onu əvvəlki iki

vektora əlavə etməklə yeni xətti örtük alırıq və prosesi bu qayda ilə maksimal sayda xətti asılı

olmayan və eyni bir l  məxsusi ədədinə uyğun olan { }kxxx ,...,, 21  vektorlar sistemi alınanadək

davam etdirmək olar. 3) xassəyə görə hər bir

{ }0\),.....,( 1 kxxLxÎ

vektoru məxsusi vektordur və f xətti operatorunun l  məxsusi qiymətinə maslik başqa məxsusi

vektoru yoxdur. Əks halda belə bir vektor xətti örtüyə daxil olmazdı və bu { }kxxx ,...,, 21  vektorlar

sisteminin maksimallığına zidd olardı. Əgər sıfır vektorun da

xxf l=)(
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bərabərliyini ödədiyini də nəzərə alsaq, onda ),...,,( 21 kxxxL  xətti örtüyü axtarılan alt fəza

olacaqdır. Teorem 1 isbat olundu.

Tərif 3. Teorem 1- in şərtini ödəyən alt fəza l  məxsusi qiymətinə uyğun məxsusi alt fəza

adlanır.

Teorem 2. Məxsusi alt fəza invariant alt fəzadır .

Isbatı. aİxtiyari MxÎ  vektorunu götürək (burada M l  ədədinə uyğun məxsusi alt fəzanı

göstərir) x=0 olarsa, onda Mxf Î= 0)( . Əks halda x məxsusi  vektordur və

Mxxf Î= l)(

Deməli, MMf Ì)(  Teorem 2 isbat olundu.

İndi isə müxtəlif məxsusi qiymətlərə uyğun olan məxsusi vektorların xassələri ilə tanış

olaq.

Teorem 3. F xətti operatorunun cüt-cüt müxtəlif kll ,.....,.1  məxsusi qiymətlərinə uyğun

olan kxx ,.....,1  məxsusi vektorları xətti asılı deyil .

Isbatı. Teoremin isbatının k – ya nəzərən induksiya ilə aparaq. k=1 olduqda 01 ¹x alırıq

və  bir sıfırdan fərqli vektor xətti asılı deyil, yəni, 00 =®= llx . Fərz edək ki, teorem k-1 üçün

doğrudur: yəni 11.... -kxx  müxtəlif məxsusi ədədlərə uyğun məxsusi vektorlar olarsa , onda onlar

xətti asılı deyil .

Tutaq ki, kxxx ,....,, .21  cüt  –  cüt  müxtəlif klll ,...,, 21  məxsusi qiymətlərinə uyğun olan

məxsusi vektorlardır və

0....2211 =+++ kk xcxcxc .      (1)

Göstərək ki, 0...21 ==== kccc . (1) bərabərliyinin hər iki tərəfinə f operatoru ilə təsir etsək

alarıq:

=+++ )....( 2211 kk xcxcxcf 0.....222111 =+++ kkk xcxcxc lll .     (2)

(1) bərabərliyinin hər iki tərəfini kl  -ya vuraq və (2) –dən tərəf-tərəfə çıxaq:

0)(...)()( 111222111 =-++-+- --- kkkkkk xcxcxc llllll
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İnduktiv  fərziyyəyə əsasən

.0)(...)()( 12211 =-==-=- - kkkkk ccc llllll

Lakin məxsusi qiymətlər cüt-cüt müxtəlif olduğu üçün sonuncu münasibətlərdən

0... 121 ==== -kccc  alırıq. Onda (1)-ə əsasən 0....2211 =+++ kk xcxcxc  və, deməli, 0=kk xc .

Nəzərə alsaq ki, 0¹kx  onda buradan 0=kc  alırıq. Deməli, teoremin hökmü doğrudur. Teorem

3 isbat olundu.

Misallar. 1) Yuxarıdakı 1-ci misalda 2e  vektoru (ordinat oxu üzərində yerləşən vahid

vektor) 1 məxsusi qiymətinə malik olan məxsusi vektordur.

2) U alt fəzasına proyeksiyalanma inkası zamanı U alt fəzasının özü 1 məxsusi qiymətinə

uyğun məxsusi alt fəzadır.

3) O nöqtəsi ətrafında (müstəvidə)  dönmə operatorunun  məxsusi vektoru yoxdur

(dönmə bucağı ,j pj <<0  sərtini ödəyərsə). pj =  olduqda isə məxsusi vektor vardır: həqiqi

ox üzərindəki hər bir sıfırdan fərqli vektor 1-=l  qiymətinə uyğun olan məxsusi vektor

olacaqdır.

§2. Xarakteristik tənlik və onun invariantlığı

Xətti operatorun məxsusi qiymətləri və məxsusi vektorları  ilə bağlı iki sual meydana

çıxır: 1) verilən xətti operatorun məxsusi qiymətləri varmı? 2)əgər məxsusi qiymətlər varsa,

uyğun məxsusi vektorları necə tapmaq olar?

Qeyd edək ki, ikinci məsələnin hər bir meydanda həlli olduğu halda 1-ci məsələnin həlli

əsas meydandan asılıdır. Beləliklə, əsas məsələ 1-ci məsələdir və onun həlli 2-ci məsələyə təsir

göstərir. Xətti opratorun strukturunun öyrənilmısi üçün hər iki məsələnin eyni dərəcədə mühüm

əhəmiyyəti vardır. Onların tam həlli isə meydanlar və cəbri tənliklər nəzəriyyəsində gerçəkləşir.

Fərz edək ki, f xətti operatorunun l  məxsusi  qiyməti  vardır.  Onda  elə 0¹x  vektoru

tapmaq olar ki,

xxf l=)( .       (1)

X fəzasında hər hansı bazis götürək. f operatorunun bu bazisdə matrisini F ilə işarə edək. (1)

bərabərliyini matrisi şəklində yazaq:
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xxF l=        (2)

və ya

xExF l= ,

0)( =- xEF l .     (3)

Sonuncu bərabərlik göstərir ki, 0¹x  vektoru uyğun bircins xətti tənliklər sisteminin həllidir.

Kramer əlamətinə əsasən bu, yalnız və yalnız o zaman münkündür ki,  (3) sisteminin

deferminantı sıfıra bərabər olsun

0)det( =- EF l .      (4)

(4)   bərabərliyini açıq şəkildə yazaq. Bunun üçün

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nnnn

n

n

fff

fff
fff

F

...

...
...

21

22221

11211

LLL

işarə edərək, yaza bilərik:

.0

21

22221

11211

=

-

-
-

l

l
l

nnnn

n

n

fff

fff
fff

L

MOMM

L

L

Sonuncu bərabərlik l  -dan asılı n dərəcəli tənlikdir. Bu tənliyi belə də yaza bilərik:

0...)( 1
1 =+++- -

n
nn cc ll .      (5)

Tərif. (5) tənliyi f xətti operatorunun xarakteristik tənliyi, (5) bərabərliyinin sol

tərəfindəki çoxhədli isə onun xarakteristik çoxhədlisi adlanır.

Əsas meydan ədədi meydan olduqda xarakteristik tənliyin kökləri, yəni xətti operatorun

məxsusi qiymətləri xarakteristik ədədlər də adlanır.

Teorem 1. KÎl  skalyarının f xətti operatorunun məxsusi qiyməti olması üçün onun (5)

xarakteristik tənliyinin kökü olması zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı. Zəruri şərtin isbatı yuxarıda verilmişdir. Yəni l  məxsusi qiymətdirsə, onda o, (5)
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tənliyinin köküdür. Tərsinə, fərz edək ki, l  skalyarı (5) tənliyini ödəyir. Onda

.0)det( =- EF l

Kramer əlamətinə əsasən (3) sisteminin sıfırdan fərqli həlli vardır. Bu həlli 0x  ilə işarə

edək. Onda koordinat sütunu 0x  olan vektor (2) bərabərliyini ödəyir və uyğun vektor məxsusi

vektordur. Teorem 1 isbat olundu.

Misal. Hər hansı bazisdə

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=

21
12

F

matrisinə malik xətti operatorun məxsusi qiymətlərini  və məxsusi vektorlarını tapaq. Bunun

üçün xarakteristik tənlıiyi yazaq:

0
21

12
=

--
--
l

l
.

Determinantı açaq.

,0144 2 =-+- ll

0342 =+- ll ,

12342 ±=-±=l ,

.1,3 21 == ll

Əvvəlcə birinci kökü götürək: 3=l . Onda (3) sistemi aşağıdkı tənliklə eynigüclüdür:

.1,10 2121 ==®=+- xxxx

Məxsusi vektor (1;1) vektorudur.

1=l  olduqda

.1,10 2121 -==®=+ xxxx

Məxsusi vektor (1; -1 ) – dir.

Məlumdur ki, bazis dəyişdikdə xətti operatorun matrisi dəyişir. Buna görə də yuxarıda
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məxsusi qiymətlərin və ya onların kökü olduğu xarakteristik tənliyin bazisdən asılı olub-

olmaması məsələsi meydana çıxır. Aşağıdakı teorem xarakteristik tənliyin invarintlığını, yəni

onun bazisdən asılı olmadığınıı (dəyişmədiyini) göstərir.

Teorem 2. Xətti operatorun xarakteristik tənliyi bazisdən asılı deyil.

İsbatı. Tutaq ki, f xətti operatorunun hər hnsı bazisdə matrisi F-dir. Göstərək ki, bu

bazisdə onun

0)det( =- EF l     (1)

xrakteristik tənliyi bazis dəyişdikdə dəyişmir. Bunun üçün başqa bir bazis götürək və fərz edək

ki, bu bazisdə xətti operatorun matrisi F¢ , birinci bazisdən ikinciyə keçid mtrisi isə C-dir. I fəsil,

§6, Teorem 1-ə əsasən yeni bazisdə xətti operatorun F¢  matrisi üçün aşağıdakı münasibət

doğrudur:

FCCF 1-=¢ .

Deməli, §2-də göstərildiyi kimi yeni bazisdə xətti operatorun xarakteristik tənliyi

0)det( 1 =-- EFCC l

olacaqdır. Sol tərəfi belə yazmaq olar:

=-=- --- CEFCECCFCC )(det)det( 111 ll

)det()det(detdet 1 EFEFCC ll -=-= - .

Beləliklə, xaraktristik çoxhədli əvvəlki bazisdə xarakteristik çoxhədli ilə üst- üstə düşür. Teorem

1 isbat olundu.

Teorem 1-in mühüm əhəmiyyəti vardır. Bu teoremə əsasən xətti operatorun xarakteristik

çoxhədlisini hesablamaq üçün onun ixtiyari bazisdəki matrisindən istifadə etmək olar.

Nəticə. Xətti operatorun məxsusi qiymətləri bazisdən asılı deyil.

Teorem 1 və onun nəticəsi göstərir ki, xarakteristik tənlik və məxsusi qiymətlər xətti

operatorun xətti fəzada mühüm daxili xüsusiyətləridir, onların hesablanması isə bazis vasitəsi ilə

həyata keçirilir. (5) bərabərliyindən göründüyü kimi məxsusi ədədlərin və məxsusi vektorların

tapılması məsələsi cəbri tənliklərin həllinə gətirilir.
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§3. Sadə spektrli və sadə strukturlu xətti operatorlar.

Sonlu ölçülü fəzalarda verilmiş xətti operatorlar ilə bağlı məsələlər bir çox hallarda onun

müəyyən bazisdə matrisinin köməyi ilə həll olunur. Buna görədə bazisin elə seçilməsi tələb

olunur ki, bu zaman xətti operatorun matrisi mümkün qədər sadə şəkildə olsun. Bu məsələ sadə

spektrli xətti operatorlar üçün daha asan yolla öyrənilir. Xətti operatorun məxsusi qiymətlərinin

çoxluğu bəzən onun spektri adlanır.

Tərif. n ölçülü KX ,=C  xətti fəzasıda verilmiş f xətti operatoru o zaman sadə spektrli

xətti operator adlanır ki, onun n sayda cüt-cüt müxtəlif məxsusi qiymətləri olsun.

Teorem 1. n ölçülü KX ,=C  xətti fəzasıda verilmiş f xətti operatoru sadə spektrli xətti

operator olarsa, onda fəzanın, bu operatorun məxsusi vektorlarından düzələn bazisi vardır.

İsbatı. Şərtə əsasən f xətti opratoru n sayda cüt-cüt müxtəlif nlll ,...,, 21 məxsusi

qiymətlərinə malikdir. Məxsusi qiymətlərin xassələri haqda §1, teorem 3-ə əsasən, onlara uyğın

olan ixtiyari nxxx ,...,, 21  məxsusi vektorları xətti asılı deyil. Lakin, vektorların sayı n olduğu

üçün bu sistem fəzanın bazisini təşkil edir. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. Sadə spektrli xətti operatorun məxsusi vektorlardan düzələn bazisdə matrisi

diaqonal matris olmaqla, diaqonal elementləri məxsusi qiymətlərdən təşkil olunmuşdur.

İsbatı. Şərtə əsasən,  xətti  operatorun n sayda cüt-cüt müxtəlif nlll ,...,, 21 məxsusi

qiymətləri vardır. Teorem 1-ə əsasən operatorun bu məxsusi qiymətlərə uyğun olan nxxx ,...,, 21

məxsusi vektorları xətti fəzada bazis təşkil edir. Bu bazisdə xətti operatorun matrisini tapaq. i

),...,2,1( ni =  indeksinin ixtiyari qiymətində

iii xxf l=)( .

Bu bərabərlik göstərir ki,

iii xxf l=)( .

Lakin ix  vektorunun baxılan bazisdə koordinat sütunu,

nii xxxx ×++×++×= 010 1 LL

bərabərliyindən göründüyü kimi,

downloaded from KitabYurdu.org



÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

0

1

0

M

M

ix

şəklindədir. Deməli,
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Beləliklə, xətti operatorun matrisi aşağıdakı kimidir:

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö
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ç
ç

è

æ

nl

l
l

L

MOMM

L

L

00

00
00

2

1

.

Teorem 2 isbat olundu.

Nəticə. Sadə spektrli xətti operatorun ixtiyri bazisdə matrisi diaqonal matrisə oxşardır.

İsbatı. Xətti fəzanın ixtiyari bir bazisdə matrisini F ilə işarə edək. Yuxarıdakı teoremlərə

əsasən xətti fəzanın məxsusi vektorlardan təşkil olunmuş bazisi vardır və həmin bazisdə xətti

operatorun F¢  matrisi diaqonal matrisdir. Əvvəlki bazisdən məxsusi vektorlardan düzələn bazisə

keçid matrisi C olarsa, onda yaza bilərik:

FCCF 1-=¢ .

Buradan alırıq:

1-¢= CFCF .

Deməli, xətti operatorun F matrisi F¢ -ə, yəni diaqonal matrisə oxşardır. Nəticə isbat olundu.

Beləliklə, teorem 1, 2 və teorem 2-nin nəticəsi sadə spektrli xətti operatorun quruluşunu

tamamilə müəyyən edir. Belə ki, sadə spektrli xətti operatorlar hər bir vektoru elə dəyişir ki, bu

zaman verilən vektorun məxsusi vektorlardan ibarət bazisdə koordintları uyğun məxsusi qiymətə

vurulmuş olur.
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Lakin hər bir xətti operator həmişə cüt-cüt müxtəlif məxsusi qiymətlərə malik olmur.

Bəzi xətti opratorlar təkrarlann məxsusi qiymətlərə malik olurlar. Məsələn, hər hansı bazisdə

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

21
10

matrisinə malik olan xətti opertorun ancaq bir (təkrarlanan) məxsusi qiyməti vardır: 12,1 -=l .

Asanlıqla yəqin edə bilərik ki, məzsusi alt fəza birölçülüdür, yəni xətti fəzanın bu operatorun

məxsusi vektorlarından ibarət bazisi yoxdur. Vahid operatorun da iki ölçülü fəzda iki təkrarlanan

məxsusi qiyməti vardır. Lakin sonuncu halda məxsusi vektorlardan ibarət bazis vardır.

Teorem 3. n ölçülü fəzada xətti operatorun yalnız və yalnız o zaman fəzanın bazisini

təşkil edən məxsusi vektorları vardır ki, bu operatorun matrisi diaqonal matrisə oxşar olsun.

İsbatı. Tutaq ki, xətti fəzanın məxsusi vektorlardan təşkil olunmuş bazisi vardır. Xətti

operatorun hər hansı bazisdə matrisini F ilə işarə edək. Xətti operatorun bazis təşkil edən

məxsusi vektorları nxxx ,...,, 21  olsun. Fərz edək ki, bu məxsusi vektorlar nlll ,...,, 21  məxsusi

qiymətlərinə uyğundur (bunların içərisində təkrar olunanları da ola bilər).

iii xxf l=)(

bərabərlikləri göstərir ki, bu bazisdə xətti operatorun F¢matrisi diaqonal şəkildədir:
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÷
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Əvvəlki bazisdən məxsusi vektorlardan ibarət bazisə keçid matrisini C ilə işrə etsək, yaza bilərik:

FCCF 1-=¢ . Deməli, xətti operatorun matrisi diaqonal matrisə oxşardır.

İndi fərz edək ki hər hansı nxxx ,...,, 21  baizisində xətti operatorun matrisi diqonal matrisə

oxşardır, yəni qeyri-məxsusi elə C matrisi var ki, 1-¢= CFCF  olmaqla, F¢  matrisi diaqonal

matrisdir:
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÷
÷
÷
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Koordinat sütunları nCCC ,...,, 21  olan nccc ,...,, 21  vektorları xətti asılı deyil (əks halda C matrisi

məxsusi olardı). Aydıdır ki,

iiiiiiiiiii cCeCeCFeCCFCeFCFCcf lll ====¢=== -1)( ,

yəni iii ccf l=)(  və nccc ,...,, 21  vektorları məxsusi vektorlardır. Teorem 3 isbat olundu.

Tərif. n ölçülü KX ,=C  xətti fəzasıda verilmiş f xətti operatoru o zaman sadə

strukturlu xətti operator adlanır ki, onun ixtiyari bazisdə matrisi diaqonal matrisə oxşar olsun.

Teorem 4. Xətti operatorun sadə strukturlu olması üçün onun n sayda xətti asılı olmayan

məxsusi vektorlarının olması zəruri və kafidir.

Teoremin isbatı yuxarıda isbat olunmuş teoremlərdən asanlıqla alınır.

Misal. Rəqiqi 3R  fəzasında hər hansı bazisdə matrisi

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

504
941
754

olan xətti operatorun məxsusi qiymətlərini və məxsusi vektorlarını tapaq.

Həlli. Xarakteristik tənliyi yazaq:

0
504

941
754

=
--

--
--

l
l

l
.

Determinantı açaq.

=-++-+-- )5(5)4(28180)5)(16( 2 llll

=+--++-=+-+-= 13134413175 22323 llllllll

0)134)(1( 2 =-+--= lll

Xrakteristik tənliyin ancaq bir həqiqi kökü vardır: 1=l . Beləliklə, bir məxsusi qiymət vardır. Bu

məxsusi qiymətə uyğun olan məxsusi vektoru tapmaq üçün aşağıdakı bircins xətti tənliklər

sistemini həll edək:
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.044
,093
,0753

31

321

321

=-
=+-
=+-

xx
xxx
xxx

Sistemin matrisinin bazis minoru sol yuxarı küncdə yerləşmişdir. Deməli, 3x  sərbəst dəyişəndir.

Sonuncu tənlik atıla bilər. 13 =x  qəbul edərək, tapırıq: 52 =x , 61 =x . Beləliklə, biz, verilmiş

bazisdə aşağıdakı koordinat sütununa malik məxsusi vektoru alırıq:
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

1
5
6

0x .

§4. Jordan hücrəsi. Matrisin Jordan normal şəkli.

Xətti operatorların müfəssəl öyrənilməsi cəbrin vacib bölmələrindən biri olan

çoxhədlilər, cəbri tənliklər nəzəriyyəsi ilə sıx bağlıdır və olduqca geniş mövzudur. Burada biz

ancaq bu nəzəriyyənin mühüm nəticələrinin sxematik isbatını verməklə kifayətlənirik.

Sadə spektrli və sadə strukturlu xətti operatorlar haqda alınmış nəticələr xətti

operatorların quruluşu haqda tam təsəvvür yaratmır. Sadə strukturlu xətti operatorların həmişə

fəzanın ölçüsü sayda məxsusi qiymətləri (təkrar istisna deyil) və eyni sayda xətti asılı olmayan

məxsusi vektorları vardır. Lakin təkrar məxsusi qiymətlərə malik xətti operatorun məxsusi

vektorlarının sayı müxtəlif xətti operatorlar üçün müxtəlif ola bilər. Məsələn, hər hansı bazisdə

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

200
120
012

 matrisi ilə verilən xətti operatorun xarkteristik çoxhədlisi

3)2(
200

120
012

l
l

l
l

-=
-

-
-

şəklindədir. Onun üç təkrar məxsusi qyiməti vardır. Məxsusi vektorlar aşağıdakı bircins xətti

tənliklər sistemindən tapılır:

î
í
ì

=
=

.0
,0

3

2

x
x

Burada 1x  dəyişəni sərbəst dəyişəndir və 11 =x  qəbul etməklə yeganə məxsusi vektor (sabit

vuruq dəqiqliklə) alırıq: ( )0011 =¢x . Deməli, bu operatorun fəzanın bazisini təşkil edən

məxsusi vektorları yoxdur. Bu operator sadə strukturlu xətti operator deyil və onun matrisi heç
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bir bazisdə diaqonal matrisə oxşar ola bilməz.

Məsələyə daha ümumi nöqteyi nəzərdən yanaşaq. Tutaq ki, n ölçülü KX ,  xətti

fəzasında f xətti operatoru verilmişdir və onun n sayda məxsusi qiymətləri vardır: nlll ,...,, 21 .

Fərz edək ki, məxsusi qiymətlər içərisində xarakteristik çoxhədlinin təkrarlanan kökləri vardır.

Bu təkrarlıq dərəcələri cəbri xarakter daşıyır və xarkteristik çoxhədli ilə müəyyən olunur. Lakin

təkrar məxsusi qiymətə uyğun olan məxsusi alt fəzanın ölçüsü cəbri təkrarlıqdan fərqli ola bilər.

Məxsusi alt fəzanın ölçüsü məxsusi qiymətin həndəsi təkrarlığı adlanır. Göstərmək olar ki, h

həndəsi təkrarlığı məxsusi qiymətin (cəbri) təkrarlığından böyük deyil.

Fərz edək ki, K meydanı cəbri qapalı meydandır, yəni əmsalları bu meydandan olan

istənilən çoxhədlinin bu meydanda heç olmasa bir kökü vardır. Belə meydana misal olaraq

kompleks ədədlər meydanını göstərmək olar (bu hökm cəbrin əsas teoremi adlanır və gələcəkdə

bu haqda ətraflı deyiləcəkdir).

İsbat etmək olar ki, ümumi halda, n sayda məxsusi qiymətə malik olan xətti operatoru,

həmişə, müxtəlif məxsusi qiymətlərə uyğun olan məxsusi alt fəzalarda təyin olunan xətti

operatorların düz cəmi kimi göstərmək olar. Buna görə də, ümumiliyi pozmadan, məxsusi

qiymətinin (cəbri) təkrarlığı fəzanın ölçüsünə bərabər olan operatorlara baxmaqla kifayətlənmək

olar.

Tərif. k tərtibli
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l
l

l
l
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)(
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MMOMM

L

L

L

kJ

matrisi k tərtibli Jordan hücrəsi adlanır.

Xüsusi halda 1=k  olarsa, (l ) matrisi alınır. 2=k  olduqda isə

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
l

l
1

0

matrisi alınır.
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Cəbri qapalı meydan üzərində verilmiş KX ,  xətti fəzasında aşağıdakı teorem

doğrudur.

Teorem 1. Tutaq ki, xətti operatorun 0 məxsusi qiyməti vardır və onun təkrarlığı fəzanın

ölçüsünə bərabərdir. Onda bu məxsusi qiymətin h həndəsi təkrarlığına malik olması üçün xətti

operatorun matrisinin aşağıdakı matrisə oxşar olması zəruri və kafi şərtdir:

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

hJ

J
J

L

MOMM

L

L

00

00
00

2

1

;

burada hər bir hr ,...,1=  üçün
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÷
÷
÷
÷
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ç
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ç

è

æ

=
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L

L

MMOMM

L

L

L

rJ

matrisi )0(1 ³+ rr nn  tərtibli Jordan hücrəsidir və

nhnnn h =++++ L21 .

İsbatı. Kafi şərtin doğruluğu asanlıqla bilavasitə yoxlana bilər. Ona görə də zəruri şərtin

isbatına baxaq. Tutaq ki, xətti f operatorunun məxsusi qiyməti 0-dır və onun təkrarlığı fəzanın

ölçüsünə bərabərdir. Deməli, onun xarakteristik çoxhədlisi nc )()( ll -= -ə bərbərdir. Tutaq ki,

kökun həndəsi təkrarlığı h-dır, yəni onun h sayda xətti asılı olmayan məxsusi vektorları vardır.

Bu məxsusi vektorlar, 0 məxsusi qiymətinə uyğun olan məxsusi vektorlar kimi, nüvənin bazisini

təşkil edir. Həmin bazisi fəzanın bazisinədək tamamlayaq. Tamamlayıcı vektorların obrazlarının

xətti örtüyü xətti operatorun obrazıdır. Aydındır ki,

fXfff Im)()(Im =Ì

və deməli, fIm  invariant alt fəzadır. İxtiyari fx Im0 Î¹  vektoru götürsək, hökm edə bilərik

ki, x  və )(xf  vektorları xətti asılı deyil. Əks halda elə 0¹l  skalyarı tapmaq olar ki,

xxf l=)(
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olardı ki, bu da mümkün deyil (çünki xətti opreatorun ancaq bir məxsusi qiyməti vardır: 0=l ).

İnduksiya metodu ilə göstərək ki, əgər 0)( ¹xf k  münasibəti hər hansı fx Im0 Î¹  vektoru

üçün ödənərsə, onda ),...,(),(, 2 xfxfx )(),(1 xfxf kk- vektorlar sistemi xətti asılı deyil.

Əksini fərz edək. Tutaq ki, məsələn, (k=2 halı) 0)(2 ¹xf  olmaqla, )(),(, 2 xfxfx

sistemi xətti asılıdır. Onda elə KÎgba ,,  skalyarları var ki,

0)()( 2 =++ xfxxf gba .

0=g  ola bilməz, əks halda, 0)( ¹xf  olduğundan, yuxarıda göstərildiyi kimi 0)( =+ xxf ba

olardı ki, bu da mümkün deyil. Deməli, 0¹g  və biz yuxarıdakı bərabərliyin hər iki tərəfini g -

ya bölməklə onu )()( 2 xfxxf =¢+¢ ba  şəklində yaza bilərik. Sonuncu bərabərliyi

])()[())(( uxxfuuxxff ++¢=+ a

kimi yazmaq olar ki, burada u parametri ba ¢=+¢ 2uu  şərtindən təyin olunur. K meydanı cəbri

qapalı olduğu üçün bu tənliyin u kökü vardır. Lakin 0)( ¹+ uxxf  olduğu üçün, bu münasibət,

yenə də, xətti operatorun

fuxxfy Im)(0 Î+=¹

məxsusi vektorunun olduğunu göstərir. Deməli, fərziyyəmiz doğru deyil və )(),(, 2 xfxfx

sistemi xətti asılı deyil.

İnduktiv fərziyyə olaraq fx Im0 Î¹  vektoru üçün ),...,(),(, 2 xfxfx )(xf k  vektorlar

sisteminin xətti asılı olmadığını ( 1--< hnk ) və 0)(1 ¹+ xf k  olduğunu qəbul edək. Göstərək ki,

bu halda ),...,(),(, 2 xfxfx )(1 xf k +  sistemi də xətti asılı deyil. Əksini fərz edək. Tutaq ki,

)(1 xf k + )()(10 xfcxfcxc k
k+++= L       (1)

münasibəti ödənir. Yuxarıda olduğu kimi, tuu k ,,...,1  dəyişənlərini elə seçək ki,

;;...;;;; 0112321211 kkkkkk tuctuuctuuctuucuct ==+=+=++= ---    (2)

münsibətləri doğru olsun. Onda, (1) münasibətini aşağıdakı kimi yazmaq olar:

=+++ - ))()(( 1
1 xuxfuxff k

kk L [ ]xuxfuxfuxft kk
kk ++++ -
- )()()( 1

1
1 L . (3)
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Göstərək ki, (2) münasibətlərinin ödəyən Ktuu k Î,,...,1 elementləri vardır. (2) bərabərliklərini

belə yaza bilərik:

112 --= kctuu , 21
2

13 -- --= kk ctctuu ,..., 12
2

1
1

1 ctctctuu k
k

k
k ----= -

-
- L .

Sonuncu bərabərlikdən isə aşağıdakı tənlik alınır:

tctctctc k
k

k
k 1

1
10 )( ----= -

- L

və ya

001
1 =++++- + ctctct k

k
k L .

K meydanı cəbri qapalı olduğu üçün bu tənliyin K meydanında kökü vardır ki, buradan (3) –ə

əsasən t məxsusi qiymətini və ona uyğun olan

xuxfuxfy k
kk +++= - L)()( 1

1

(induktiv fərziyyətə görə 0¹y ) məxsusi vektorunu alırıq ki, bu, yenə də ziddiyyətdir. Deməli,

göstərdik ki, ),...,(),(, 2 xfxfx )(1 xf k +  sistemi də xətti asılı deyil.

Aydındır ki, xətti asılı olmayan )(),...,(),(, 2 xfxfxfx k vektorlarının sayı fIm fəzanın

ölçüsündən böyük ola bilməz, yəni hnrangfk -=£ . Deməli, müəyyən k natural ədədi üçün

0)(1 =+ yf k  olmalıdır.

İndi isə tutaq ki, müəyyən nk £ natural ədədi və hər hansı fx Im0 Î¹  vektoru üçün

0)( ¹xf k , lakin hər bir fy Im0 Î¹  üçün isə 0)(1 =+ yf k . ))(),...,(),(,( 2
1 xfxfxfxLX k=

işarə edək. Qeyd edək ki, 0))(( =xff k  olduğu üçün Kerfxf k Î)( . Bu vektor məxsusi

vektordur. fx Im0 Î¹  olduğu üçün elə KerfzÏ  var  ki, )(zfx = . Əgər

))(),...,(),(,(1 xfxfzfxzLX k==¢  işarə etsək, asanlıqla göstərə bilərik ki, (isbat edin)

)(),...,(),(, xfxfzfxz k=  vektorlar sistemi xətti asılı deyil və aşağıdakı münasibətlər doğrudur:

YXfYXfXXXXXf ¢=¢¢Å=¢Å¢==¢ )(,Im,,)( 1111 .

Artıq X ¢ alt fəzasında f xətti operatorunun məxsusi vektorlarının sayı h-1 olacaqdır.

Mühakimələri davam etdirərək, yeni Yy ¢Î¹0  vektoru tapmaq olar. Həmin vektor üçün

yuxarıda yerinə yetirilmiş qurma işlərini x vektorunu y vektoru ilə, X fəzasını X ¢ , Y fəzasını isə
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Y ¢  ilə əvəz etməklə yerinə yetirə bilərik. Beləliklə biz yeni ))(),...,(),(,( 2
2 yfyfyfyLX l=  alt

fəzasını alarıq. Yenə də sonuncu vektor məxsusi vektordur, yəni Kerfyf l Î)( .

Göstərmək olar ki, bu qayda ilə davam etməklə biz, h sayda addımdan sonra

hYYf ÅÅ= L1Im  alarcağıq. ))(),...,(),(,( 2
1 xfxfxfxLY k=  şəklində alt fəza dövrü alt fəza

adlanır. Asanlıqla yəqin etmək olar ki, f xətti operatorunun 1X ¢  alt fəzasına məhdudlaşmasından

törənmiş 1f  operatorunun )(),...,(),(, xfxfzfxz k=  bazisində matrisi

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
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çç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

0100
0000

0010
0001
0000

L

L

MMOMM

L

L

L

kJ
      (4)

olacaqdır. Deməli, xətti operatorun sXXf ÅÅ= L1Im  invariant alt fəzasının və nüvənin qu-

rulmuş bazislərində matrisi aşağıdakı şəkildə olacaqdır:

÷÷
÷
÷
÷
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æ

hJ
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J

L

MOMM

L

L

00

00
00
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1

;

burada hər bir blokda sonuncu sətir f xətti operatorunun bir məxsusi vektoruna uyğındur və

blokların sayı məxsusi qiymətin həndəsi təkrarlığına bərabərdir. Teorem 1 isbat olundu.

Göstərmək olar ki, əgər xarakteristik çoxhədli iki qarşılıqlı sadə çoxhədlinin hasili

şəklində göstərilirsə, onda xətti operatorun matrisi diaqonal şəkilli blok matrisə oxşar olacaqdır.

Nəticə . Cəbri qapalı K meydanı üzərində n-ölçülü xətti fəzada verilmiş xətti operatorun

cüt-cüt müxtəlif məxsusi qiymətləri klll ,...,, 21 , onların təkrarlığı isə, uyğun olaraq,

kmmm ,...,, 21  olarsa, onda xətti operatorun matrisi aşağıdakı matrisə oxşardır:

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

)(00

0)(0
00)(

2

1

2

1

km

m

m

k
J

J
J

l

l
l

L

MOMM

L

L

,       (5)

burada 11,..., -see  elementləri 0 və ya 1-ə bərabərdir , )(lsJ  isə s tərtibli, diaqonal elementləri l

olan belə bir matrisdir:
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(5) şəklində matris xətti operatorun matrisinin Jordan normal şəkli adlanır.

Misal. Hər hansı bazisdə matrisi

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

--
-

1011
0111
1121
1110

şəklində olan xətti operatorun Jordan normal şəklini müəyyən edək.

Həlli. Xarakteristik tənliyi yazaq:

0

1011
0111
1121
111

)( =

--
--
---
--

=

l
l

l
l

lc .

Determinantı açmaq üçün 3 və 4-cü sətirləri götürərək, Laplas teoremini tətbiq edək:

+
-

×-×
-

--
+

-
-
×-×

-
-

= ++++++

12
11

)1(
01

11
11
11

)1(
11
11

)( 31432143

l
l

lc

+
--
-

×-×
--

-
+ +++

12
11

)1(
11

01 4143

ll
+

-
-
×-×

- +++

11
1

)1(
01

11 3243 ll

+
--
--

×-×
-

+ +++

11
1

)1(
11

01 4243 l
l

=
--

-
×-×

-
- +++

l
l

l
l

21
1

)1(
10

01 4343

++-+-+-+--+-+--= )1)(1()21)(1()21)(1( llllll

0)1()21()1()1)(1( 422 =-=+--++--+ llllll .

EF l-  matrisi bu halda aşağıdakı kimi olacaqdır (burada 1=l  olduğunu nəzərə almaq

lazımdır):
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.

Bu matrisin ranqı 2-yə bərabərdir. Deməli, 2=h  və Jordan normal şəklini müəyyənləşdirmək

üçün EF l-  matrisinin qüvvətlərinə baxaq.
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)(

2

2EF l .

Beləliklə, 11 =n  və hər bir məxsusi vektor bir Jordan hücrəsi doğurur. Onda xətti operatorun

matrisinin Jordan normal şəkli
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ç
ç
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æ

1100
0100
0011
0001

kimi olacaqdır.
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III FƏSİL. Evklid fəzaları.

§1.Xətti funksiylar. Qoşma fəza və dual bazis.

Xətti inikaslar içərisində sonlu ölçülü xətti fəzanın skalyrlar meydanına inikası böyük

əhəmiyyətə malikdir.  Belə inikaslar  bəzən  xətti  funksiya,  xətti  funksional  və ya  xətti  forma  da

adlandırılır (sonuncu ifadə çox zaman xətti funksiyanın verilmiş bazisdə ifadəsi üçün işlədilir).

Tutaq ki, K meydanı üzərində KX , n ölçülü xətti fəzası verilmişdir.

Tərif. KXf ®: inikası o zaman xətti funksiya və ya xətti funksional adlanır ki,

aşağıdakı şərtlər ödənsin:

1)İxtiyri iki Xyx Î,  elementləri üçün )()()( yfxfyxf +=+ ;

2)İxtiyari XxÎ  və KÎa  elementləri üçün )()( xfxf aa = .

Tərifdən görünür ki, xətti funksiya birölçülü xətti fəzaya xətti inikasdır. Tərifdə göstərilən iki

şərti bir şərtlə əvəz etmək olar: KX ,  xətti fəzasında verilmiş KXf ®: inikası o zaman xətti

funksiya adlanır ki, aşağıdakı şərt ödənsin:

( )( )( ))()()(,, yfxfyxfXyxK bababa +=+ÎÎ" .

Doğrudan da, tərifin birinci şərti 1== ba  olduqda, ikinci şərti isə 0=b  olduqda alınır.

KX ,  fəzasında hər hansı Xxxx n Î,...,, 21  bazisi verilərsə, onda bu bazisdə xətti

funksiyanın, xətti inikas kimi, matrisini yazmaq olar. Bunun üçün bazis vektorların obrazlarının

verilməsi kifayətdir (xətti inikasın varlıq teoreminə əsasən belə xətti funksiya yeganədir):

nnxfxfxf lll === )(,...,)(,)( 2211 .

Deməli, xətti inikasın verilmiş bazisdə matrisi

( )nF lll ,...,, 21=

olacaqdır. Məlum olduğu kimi, ixtiyari XxÎ  vektorunun koordinat sütunu (bu halda o ancaq

bir komponentdən ibarətdir)

( ) )(,...,)( 11

1

1 nn

n

n xx
x

x
xFxf llll ++=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
== LM .    (1)
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düsturu ilə tapılır. Bəzən xətti funksiyanın koordinatlar vasitəsi ilə bu ifadəsi xətti forma

adlandırılır. F matrisinin komponentləri xətti formanın əmsalları adlanır. Bəzi müəlliflər isə xətti

funksiyanın özünü xətti forma adlandırırlar. Biz xətti forma dedikdə xətti funksiyanın

koordinatlarla (1) ifadəsini başa düşəcəyik.

Misallar 1. n ölçülü nK  ədədi xətti fəzasında hər bir ),...,,( 21 nxxxx =¢  elementinə qarşı

onun birinci koordinatını, yəni 1x -i qarşı qoyan inikas xətti funksiyadır.

2. ]1,0[C  kəsilməz funksiyalar fəzasında

ò
1

0

)( dxxff a

kimi təyin olunan inikas xətti funksiyadır.

3. Koordinat müstəvisində xa ×   sklayar hasili müəyyən olunmuşdur. a  qeyd olunarsa,

xa ×  skalyr hasili KX ®  xətti formasını təyin edir ki, burada X  müstəvi üzərindəki vektorlar

çoxluğudur.

İndi isə bazis dəyişdikdş xətti formanın necə dəyişdiyini müəyyən edək. Tutaq ki, xətti

fəzanın yuxarıda seçilmiş bazisi ilə birlikdə başqa bir nxxx ¢¢¢ ,...,, 21   bazisi verilmişdir. Birinci

bazisdən ikinciyə keçid matrisini C ilə işarə edək. Onda eyni bir XxÎ  vektorunun birinci və

ikinci bazisdə koordinat sütunları arasında belə bir əlaqə vardır: xCx ¢= . Deməli, (1)-ə əsasən

xFCxf ¢=)( .

İndi isə yeni bazisdə f  xətti funksiysının matrisini F¢  ilə işarə etsək alarıq:

xFCxF ¢=¢¢ .

Bu bərabərlik istənilən x¢  koordinat sütunu üçün doğru olduğundan sonuncu bərbərlikdən yaza

bilərik:

FCF =¢ .

Deməli, bir bzisdən digərinə keçdikdə xətti formanın əmsalları

( )nlll ¢¢¢ ,...,, 21 ( )Cnlll ,...,, 21=

bərabərliyi ilə təyin olunur.
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KX ,  xətti fəzasında təyin olunan bütün xətti funksiyalar çoxluğu ),( KXHom  (və ya

sadəcə )(XHom ) kimi işarə olunur. Məlumdur ki, bu çoxluq xətti inikaslar üzərində toplama və

skalyra vurma əməllərinə görə xətti fəza təşkil edir.

Teorem 1. ),(, KXHomKX @ .

İsbatı. Tutaq ki, X fəzasında hər hansı nxxx ,...,, 21  bazisi qeyd olunmuşdur. Aşağıdakı

xətti funksiyalara baxaq:

î
í
ì

¹
=

==
.,0
,,1

)(
olduqdaji
olduqdaji

xf ijji d

Bu bərabərliklər n sayda xətti funksiyanı birqiymətli təyin edir.

Əvvəlcə göstərək ki, bu funksiyalar xətti asılı deyil. Tutaq ki,

02211 =+++ nn fff lll L .

Onda ixtiyari XxÎ  vektoru üçün 0))(( 2211 =+++ xfff nnlll L . Xususi halda,

0))(( 2211 =+++ inn xfff lll L .

Sol tərəfi belə yazmaq olar:

0)()()(11 ==++++ iinniiii xfxfxf llll LL .

Beləliklə, 021 ==== nlll L  və buna  görə də nfff ,...,, 21  xətti funksiyalar sistemi xətti asılı

deyil.

Göstərək ki, ),...,,(),( 21 nfffLKXHom = . İxtiyari ),( KXHomf Î  xətti funksiyası

götürək. Bu funksiya öz matrisi ilə birqiymətli təyin olunur. Bu matrisi ),...,,( 21 nF lll=  kimi

işarə edək və nn fff lllj +++= L2211  cəminə baxaq. Onda )()()( iiiiii xfxfx === llj .

Beləliklə, bazis vektorlarda f  və j  xətti funksiyaları eyni qiymətlər alır. Deməli, onlar üst –

üstə düşür. Bu göstərir ki, nfff ,...,, 21  xətti funksiyalar sistemi ),( KXHom  fəzasının bazisidir.

Eyni zamanda biz ii fx a  uyğunluğunun izomorfizm olduğunu da göstərmiş olduq. Teorem 1

isbat olundu.

Tərif. ),( KXHom  fəzası KX ,  xətti fəzasına nəzərən qoşma fəza (və ya dual fəza),
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ii fx =ˆ  bazisi isə verilən bazisə nəzərən dual bazis adlanır. Qoşma fəza X̂  kimi də işarə olunur.

§2.Skalyar hasilli xətti fəzalar. Ortoqonal bazis.

Yuxarıda biz xətti funksiya anlayışı müəyyən etdik və onun xətti formalarla sıx əlaqəsini

aydınlaşdırdıq. İndi isə düz hasildə təyin olunan funksiya – skalyar hasil anlayışını verək. Bunun

üçün hər hansı K meydanı üzərində verilmiş n ölçülü KX ,  xətti fəzası və bu xətti fəzada

verilmiş KXXf ®´:  inikası götürək.

Tərif 1. KXXf ®´:  inikası o zaman skalyar hasil adlanır ki, aşağıdakı şərtlər

ödənsin:

1) ( )( )),(),(, xyfyxfXyx =Î" ;

2) ( )( )),(),(),(,, zyfzxfzyxfXzyx +=+Î" ;

3) ( )( )( )),(),(, yxfzxfKXyx aaa =Î"Î" .

Bəzən skalyar hasil üçün yxyxf ×=),(  və ya ),(),( yxyxf =  yazılışlarından da istifadə

olunur.

Tərif 2. Əgər ixtiyari 0¹x  vektoru üçün 0¹× xx  olarsa,  onda  skalyar  hasil qeyri-

məxsusi və ya cırlaşmayan adlanır.

Skalyar hasilin bir çox mühüm xassələri qeyri-məxsusi skalyar hasillər üçün doğru

olduğundan biz ancaq belə hasillərə baxacağıq.

Qeyri-məxsusi skalyar hasillərin aşağıdakı xassələri vardır.

Xassə 1. İxtiyari XxÎ  vektoru üçün 000 =×=× xx  (qeyd edək ki, sonuncu 0 K

meydanının elementi, digərləri isə sıfır vektorlardır).

İsbatı. İstənilən XyÎ vektoru üçün tərifə əsasən yaza bilərik:

0)(0 =×-×=×-=× xyxyxyyx .

Xassə 2. İxtiyari XxÎ  vektoru üçün 00 =«=× xxx .
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İsbatı. 0=x  olduqda xassə 1-ə əsasən 000 =× . 0¹x  olduqda isə qeyri - məxsusilik

şərtinə görə 0¹× xx . Deməli, xassə doğrudur.

Tərif 3. Əgər Xyx Î,  vektorlrı üçün 0=× yx  olarsa, onda belə vektorlar ortoqonal

vektorlar adlanır.

Misallar. 1. 2R iki ölçülü həqiqi ədədi xətti fəzada iki ( )111 , yxu =  və ( )222 , yxu =

vektorlarının skalyar hasili

212121 yyxxuu +=×

kimi təyin olunur.

2. ]1,0[C  kəsilməz funksiylar fəzasında aşağıdkı kimi skalyar hasil təyin etmək olar:

( ) ò=
1

0

)()(, dxxgxfgf .

3. nK  n ölçülü ədədi xətti fəzada iki ( )nxxxa ,...,, 21=  və ( )nyyyb ,...,, 21=  vektorlarının

skalyar hasili

nn yxyxyxba +++=× L2211

kimi təyin oluna bilər.

Tərif 4. Əgər kxxx ,...,, 21  vektorlar sisteminin ixtiyari iki )(, jixx ji ¹  sistemi ortoqonal

olarsa, onda belə sistem ortoqonal vektorlar sistemi adlanır.

Teorem 1. Ortoqonal vektorlar sistemi xətti asılı deyil.

İsbatı. Tutaq  ki, kxxx ,...,, 21  vektorlar  sistemi  ortoqonal  sistemdir.  Bu  sistemin  sıfra

bərabər hər hansı xətti kombinasiyasını götürək:

02211 =+++ nnxxx lll L .

Bərabərliyin hər iki tərəfini 1x  vektoruna skalyar vuraq:

00)( 122111 =×=+++× xxxxx nnlll L .

Skalyar hasilin xassəsinə və ortoqonallığa əsasən, sol tərəfi belə çevirmək olar:
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2
11111212111 00 xxxxxxxxx nn llll =+++×=×++×+× LL .

Lakin skalyar hasil qeyri-məxsusi olduğundan 02
1 ¹x . Onda, 02

11 =xl  şərtindən 01 =l  alarıq.

Eyni qayda ilə verilən bərbərliyi skalyar olaraq kxx ,...,2  vektorlarına vursaq, ardıcıl olaraq,

02 === nll L  almaq olar. Deməli, ortoqonal sistem xətti asılı deyil. Teorem 1 isbat olundu.

Nəticə 1. n ölçülü xətti fəzada ortoqonal sistem təşkil edən n sayda vektor varsa, onda

belə sistem fəzanın bazisidir.

Nəticə 2. n ölçülü xətti fəzada ortoqonal sistem təşkil edən vektorların sayı n-dən çox

deyil.

Tərif 5. Xətti fəzanın bazisi ortoqonal sistem olarsa, belə bazis ortoqonal bazis adlanır.

Teorem 2. İxtiyari ortoqonal vektorlar sistemini ortoqonal bazisədək tamamlamaq olar.

İsbatı. Verilən ortoqonal vektorlar sistemini kxxx ,...,, 21  kimi işarə edək. Bu sistem

teorem 1-ə əsasən xətti asılı deyil. nk =  olarsa, teoremin hökmü nəticə 1-dən alınır. Buna görə

də hesab etmək olar ki, nk < .  Onda  məlum olduğu kimi  (IX fəsil,  §2,  teorem 4)  bu  xətti  asılı

olmayn sistemi fəzanın hər hansı ,,...,, 21 kxxx nk yy ,...,1+  bazisinədək tamamlamaq olar. Alınmış

sistemdən istifadə edərək yeni ortoqonal ,,...,, 21 kxxx nk xx ,...,1+  sistemini quraq.

kkkk xxyx ll ---= ++ L1111    (1)

işarə edək və kll ,...,1  skalyarlarını elə seçək ki, alınan 1+kx  vektoru kxxx ,...,, 21  sisteminin hər

bir vektoruna ortoqonal olsun. (1) bərabərliyinin hər iki tərəfini ardıcıl olaraq kxx ,...,1

vektorlarına skalyar vuraq. Onda ortoqonallığa əsasən alarıq:

kixyxxx iikiki ,...,1,0 2
11 =-×=×= ++ l .

Burdan tapırıq:

ii

ki
i xx

yx
×
×

= +1l ;

0>× ii xx  olduğu üçün kəsrin mənası vardır. Asanlıqla yoxlamaq olar ki, kll ,...,1  sklyarlarının

bu bərabərliklərlə təyin olunmuş qiymətlərində 1+kx  vektoru kxxx ,...,, 21  sisteminin hər bir

vektoruna ortoqonaldır. (1) münasibəti göstərir ki,
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),...,,(),...,,( 121121 ++ = kk yxxLxxxL

və deməli, 1+ky  vektorunu 1+kx  vektoru ilə əvəz etdikdə, yenə də xətti örtüyün bazisini alırıq. İndi

yuxarıda aparılan mühakimələri təkrar edə bilərik (əgər nk =+1  olarsa, proses başa çatır, əks

halda isə o davam edir). Bu qayda ilə biz nəticədə ,,...,, 21 kxxx nk yy ,...,1+  bazisini ortoqonal

,,...,, 21 kxxx nk xx ,...,1+  bazisi ilə əvəz etmiş olarıq. Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 2-nin isbatı eyni zamanda ortoqonal bazisin qurulması üçün alqoritm verir. Bu

qurma prosesi ortoqonallaşdırma (Qram – Şmid) prosesi adlanır.

Misal. 4R  fəzasında )0;1;1;3(),1;1;1;4(),3;1;2;1(  vektorlar sistemi verilmişdir.

Ortoqonallaşdırma prosesini tətbiq edərək, bu sistemi ortoqonal bazislə əvəz edək.

Həlli. Əvvəlcə verilən sistemin ranqını müəyyənləşdirək. Verilən sətir vektorlardan

matris tərtib edək və onun ranqını tapaq.

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

0113
1114
3121

.

Sonuncu üç sütunun əmələ gətirdiyi minoru hesablyaq:

012313
011
111
312

¹-=--+= .

Beləliklə, verilən vektorlar sistemi xətti asılı deyil. Əgər bu sistemə yeni )0;0;0;1(  vektorunu

əlavə etsək asanlıqla görmək olar ki,

01
011
111
312

0001
0110
1110
3120

0001
0113
1114
3121

¹=-== ,

yəni genişlənmiş sistem həqiqətən bazisdir. )3;1;2;1(1 =x , )1;1;1;4(2 =y  qəbul edək və

122 xyx l-=

yazaq. Teorem 2-nin isbatında olduğu kimi
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3
2

15
10

11

21 ==
×
×

=
xx
yxl .

Onda, (kəsrdən azad olmaq üçün 2x  vektorunu, onun yazılışını dəyişmədən 3 2x  ilə əvəz edək;

bu vektorlar sisteminin xətti örtüyünü dəyişmir) yaza bilərik:

)3;1;1;10(2;
3
2;

3
4;

3
2)1;1;1;4(3)(3 122 --=ú

û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ-×=-= xyx l .

Prosesi davam edək. )0;1;1;3(3 =y  qəbul edək və

2133 xxyx ba --=

yazaq. Yuxarıda olduğu kimi,

;
5
2

15
6

11

31 ==
×
×

=
xx
yxa

37
10

111
30

22

32 ==
×
×

=
xx
yxb .

Beləliklə,

=--=-- 213213 5074185)(185 xxyxxy ba

=+---+---= )1502220;5074185;50148185;50074555(

)72;61;87;19( --= .

)72;61;87;19(3 --=x  qəbul edək. Nəhayət, )0;0;0;1(4 =y  olduğunu nəzərə alaraq,

32144 xxxyx gba ---=

yazaq və əmsalları hesablayaq.

;
15
1

11

41 =
×
×

=
xx
yxa ;

111
10

22

42 =
×
×

=
xx
yxb ;19

3333

43

xxxx
yx

×
-

=
×
×

=g

1683551843721756936172618719 2222
33 =+++=+++=× xx . Deməli,

45537
19
×
-=g

və beləliklə, )3;1;2;1(1 =x )3;1;1;10(2 --=x )72;61;87;19(3 --=x
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=---= 32144 xxxyx gba

=--
×××

+----= )72;61;87;19(
371375

19)3;1;1;10(
111
10)3;1;2;1(

15
1)0;0;0;1(

÷
ø
ö

ç
è
æ --

=÷
ø
ö

ç
è
æ --

=
91

1;
91

8;
91
5;

91
1

50505
555;

50505
4440;

50505
2775;

50505
555 .

Axtarılan bazis belədir:

)3;1;2;1(1 =x , )3;1;1;10(2 --=x , )27;26;42;29(3 --=x , ( )1;8;5;14 --=x .

§3.Evkilid fəzası. Ortonormal bazis.

Evkilid fəzası anlayışını skalyar hasil verilmiş başqa xətti fəza anlayışindan fərqləndirən

cəhət əsas meydanın həqiqi ədədlər meydanı olmasıdır.  Həqiqi skalyar hasil vastəsi ilə Evkilid

müstəvisinə və fəzasına xas olan bir sira anlayışları ümumi Evkilid fəzalarına köçürmək olar.

Evkilid fəzalarının üstünlüklərindən biri  ortonormal bazisin varlığıdır. Mühüm anlayışlar

sırasına  vektorun norması və iki vektor arasındakı bucaq daxildir.

Tərif 1. Həqiqi ədədlər meydnı üzərində verilmiş skalyar hasilli RX ,  xətti fəzasında

skalyar hasil müsbət təyin olunmuş olarsa, yəni

( )( )0),(0 >®¹Î" xxxXx

olarsa, onda belə xətti fəza Evklid fəzası adlanır.

Qeyd edək ki, tərifə əsasən skalyar hasil qeyri-məxsusidir. Tutaq ki, RX ,  Evkilid

fəzasında ixtiyari x vektoru verilmişdir. Tərifə əsasən 0³× xx .

Tərif 2. xx ×  hasilinin hesabi kvadrat kökünə x vektorunun norması deyilir və belə işarə

olunur: xxx ×= .

Teorem 1. Vektorun normasının aşağıdakı xassələri vardır:

1) ( ) 0( ³Î" xXx 00 =«=Ù xx );

2) ( )( )( )xxXxR lll =Î"Î" ;
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3) ( ) yxxyXyx ×£Î" ,   (Koşi – Bunyakovski bərabərsizliyi);

4) ( ) yxyxXyx +£+Î" ,  (Üçbucaq bərabərsizliyi).

Isbatı. 1) xx ×  mənfi olmayan ədəddir və onun hesabi kvadrat kökü mənfi deyil . Evkild

fəzasında skalyar hasil qeyri-məxsusi olduğundan 0¹x  olduqda 0>× xx  və deməli,

00 >®¹ xx .

00 =  olduğu isə aydındır. Deməli, xassə 1) doğrudur.

2) 2222 )()( xxxxxx lllll =×=×=  olduğu üçün hər tərəfdən hesabı kvadrat kök almaq

olar:

xx ll = .

3) yxa -= l  işarə edək. Onda, 222 2))((0 yxyxyxyxaa +-=--=£ llll  alarıq. Bu

bərabərsizliklər ixtiyaril  həqiqi  ədədi üçün doğrudur. Deməli,

222 2 yyxx +×- ll  (1)

kvadrat üçhədlisinin ya bir həqiqi kökü var və ya həqiqi  kökü yoxdur, yəni bu kvadrat

üçhədlinin diskriminatı müsbət deyil:

222222 )(04)(4 yxyxyxyx £×Þ£-× .

Hər iki tərəfdən hesabi kvadrat kök alaq. Onda

yxyx ×£×

alarıq.

4) İxtiyari x və y vektorları üçün

222 2)()( yyxxyxyxyx +×+=+×+=+

və xassə 3) -ə əsasən

.22 yxyx ×£×
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Deməli,

( )222222 2||2 yxyyxxyyxxyx +=++£+×+£+ .

Buradan isə tələb olunan  bərabərsizlik alınır:

.yxyx +£+

 Teorem 1 isbat olundu .

1. Bir neçə misala baxaq. nR  fəzasında ).....,,( 1 nxxx =  və ),...,,.( 21 nyyyy =

vektorlarının skalyar hasili nn yxyxyxxy +++= ...2211  kimi təyin olunur. Bu hasil ilə nR  fəzası

Evkilid fəzasina çevrilir. Vektorun norması  üçün

22
2

2
1 ... nxxxx +++=

ifadəsi alınır. Əgər 3) bərabərsizliyini kvadrata yüsəlsək alarıq 222)( yxxy £ . Yaxud

÷
ø

ö
ç
è

æ
÷
ø

ö
ç
è

æ
£÷

ø

ö
ç
è

æ ååå
===

n

i

n
i

n

i
i

n

i
ii yxyx

11

2
2

1
.

Bu bərabərsizlik Koşi – Bunyakovski bərabərsizliyi kimi tanınır.

2. Tutaq ki, [ ]ba,  parçasında həqiqi, kəsilməz [ ]baC ,  funksiyalar fəzası verilmişdir. Bu

fəzada f və g kəsilməz funksiyalarının skalyar hasili

ò=
b

a
dxxgxfgf )()(),(

kimi təyin olunur. Asanlıqla yoxlamaq olarm ki, bu hasil skalyar hasilin bütün şərtlərini ödəyir

(isbat edin). Göstərək ki, o, qeyri-məxsusidir. Tutaq   ki, 0)( ¹xf . Onda, kəsilməzliyə əsasən,

elə ),( baxÎ  nöqtəsi var ki, 0)( 0 ¹xf . Yenə də kəsilməzliyə əsasən 0x  nöqtəsinin elə

[ ]baxx .),( 00 Ç+- dd

ətrafı var ki, bu ətrafın bütün nöqtələrində 0)( 0 >xf . Deməli, elə ətraf tapmaq olar ki, bu ətrafın

bütün nöqtələri üçün 0)(
2
1)( 0 >³ xfxf  olar. Beləliklə,

0)( 22 >=ò
b

a
fdxxf .
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3)bərabərsizliyindən alırıq:

÷
ø
öç

è
æ÷
ø
öç

è
æ£÷

ø
öç

è
æ òòò dxgdxffgdx

b

a

b

a

b

a

22
2

.

Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyinə əsasən

1£
× yx

xy .

Deməli, ixtiyari x və y vektorları üçün elə pj ££0  ədədi var ki, jcos=
× yx

xy   və ya

jcosyxxy ×= .

 Bu şərtlə təyin olunan j bucağı x və y vektorları arasındakı bucaq adlanır.  İki  ölçülü  və üç

ölçülü halda bu anlayış adi bucaq anlayışı ilə üst- üstə düşür. Sıfırdan fərqli x və y vektorlarının

skalyar hasili yalnız və yalnız o zaman sıfır ola bilir ki, 0cos =j  və ya
2
pj =  olsun .

Tərif 3. 1=x  şərtini ödəyən x vektoru normalaşmış  vektor  adlanır. Bütün elemetləri

normalaşmış vektorlar olan bazisə ortonormal bazis deyilir .

Teorem 2. n- ölçülü Evkilid fəzasında ortonormal bazis vardir.

Isbatı. İxtiyari (sıfır olmayan) 1e  normalaşmiş vektoru götürək. §2, teorem 2-yə əsasən

onu neee ,...,,. 21  ortoqonal bazisinə  tamamlamaq olar.

i

i
i e

ee =¢

işarə etsək, nee ¢¢,...,.1  sistemi ortonormal sistem olacaqdır. Teorem 2 isbat olundu.

İsbatsız olaraq ortonormal sistemin bəzi xassələrini göstərək. Bu xassələr asanlıqla isbat

oluna bilər.

Xassə1. n- ölçülü X Evkilid fəzasında ixtiyari n sayda normalaşmış ortoqonal vektorlar

sistemi ortonormal bazis təşkil edir.

Xassə2. Bazis təşkil etməyən normalaşmış vektorlar sistemini  ortonormal bazisə

tamamlamaq olar.
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Xassə3. Əgər neee ,...,, 21 ortonormal sistem olarsa və

nn

nn

eey
eex
mm
ll
++=
++=

....
...

11

11

 olarsa, onda,

....11 nnyx mlml ++=×

§4. Bixətti və kvadratik formalar.

Tutaq ki, KX ,  xətti fəzası verilmişdir.

Tərif 1. KXXf ®´:   inikası o zaman bixətti forma adlanır ki, o, hər iki dəyişənə

nəzərən xətti funksiya olsun, yəni:

1) ( )( )( )),(),(),(,,, zyfzxfzyxfXzyxK bababa +=+ÎÎ" ;

2) ( )( )( )),(),(),(,,, zxfyxfzyxfXzyxK bababa +=+ÎÎ"

münasibətləri doğru olsun.

KX ,  fəzası n ölçülü xətti fəza olarsa, hər hansı nxxx ,...,, 21  bazisi götürmək olar. Onda,

hər bir vektoru bazis vektorlar üzrə ayırmaq olar. Belə ki, yaza bilərik:

nnxxxx lll +++= L2211 ,

nnxxxy mmm +++= L2211 .

Onda tərif 1-in münasibətlərini bir neçə dəfə təkrar tətbiq etməklə aşağıdakı bərbərliyi ala

bilərik:

=++++++= ),(),( 22112211 nnnn yyyxxxfyxf mmmlll LL

åå
= =

=
n

i

n

j
jiji xxf

1 1
),( ml .            (1)

),( ji xxf  vuruqları ancaq bazis vektorlardan asılıdır. ),( jiij xxfa =  işarə etməklə (1) bərabərliyi-

nin sağ tərəfini belə yazmaq olar:
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),(
1 1

yxAa
n

i

n

j
jiij =åå

= =

ml ;       (2)

burada )( ijaA =  əmsallardan düzəlmiş n tərtibli matris yxAyxA ×=),(  isə skalyar hasildir.  Çox

zaman bixətti forma dedikdə  (2) bərabərliyinin sol tərəfi başa düşülür. Göründüyü kimi (2)

ifadəsi yuxarıdakı tərif mənada kvadratik formanın bazisdə ifadəsidir.

yx = olduqda biz KX ®  inikasını alırıq ki, bu inikas hər bir XxÎ  vektoruna

Kxxf Î),(  skalyarını qarşı qoyur.

Tərif 2. ),( xxfx a kimi təyin olunan funksiya kvadratik forma adlanır. Yuxarıdakı

bərbərliklərdə yx =  yazılarsa, kvadratik formanın verilən bazisdə aşağıdakı ifadəsini alrıq:

),( yxf åå
= =

=
n

i

n

j
jiji xxf

1 1
),( ll .

)( ijaA =  matrisi kvadratik formanın matrisi adlanır. Xüsusi halda, əgər bu matris diaqonal

matris olarsa, kvadratik forma ən sadə şəklə düşür:

),( yxf å
=

=
n

i
iiia

1

2l     (3)

yəni kvadratlar vasitəsi ilə ifadə olunur. Göstərmək olar ki, həmişə elə bazis tapmaq olar ki,

həmin bazisdə kvadratik forma (3) şəklində yazılır. (3) yazılışı kvadratik formanın kanonik şəkli,

uyğun bazis isə kanonik bazis adlanır.

Qeyd etmək lazımdır ki, eyni kvadratik formanı müxtəlif matrislərlə vermək olar. Lakin

əgər kvadratik forma simmetrik olarsa, yəni ixtiyari Xyx Î,  vektorları üçün ),(),( xyfyxf =

münasibəti ödənərsə, onda jiij aa =  bərabərliyi ödənir və buna görə də formanın matrisi

birqiymətli təyin olunur. Əgər matrisin elementləri üçün jiij aa =  şərti ödənərsə, onda belə matris

simmetrik matris adlanır. (3) kvadratik formasını doğuran ),( yxf  bixətti forması həmin

kvadratik formanın polyarı adlanır. Simmetrik formalar üçün kvadratik forma öz polyarını

birqiymətli təyin edir. Bunu göstərmək üçün ixtiyari Xyx Î,  vektorları götürək və qeyd edək ki,

),(),(),(),(),( yyfxyfyxfxxfyxyxf +++=++ .

Buradan alırıq:
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2
),(),(),(),( yyfxxfyxyxfyxf --++= .

Kvadratik formanı müxtəlif üsullarla kanonik şəklə gətirmək olar. Belə üsullardan biri

Laqranj üsuludur. Bu üsulun əsasını tam kvadratların ayrılması təşkil edir.

Teorem 1. KX ,  xətti fəzasında kanonik bazis vardır, yəni elə bazis vardır ki, bu

bazisdə kvadratik forma (3) bərabərliyi ilə verilir.

İsbatı. Tutaq ki, kvadratik forma hər hansı bazisdə

),( yxf åå
= =

=
n

i

n

j
jiija

1 1
ll    (4)

şəklində yazılmışdır. Teoremi dəyişənlərin sayına görə induksiya üsulu ilə aparaq. Dəyişənlərin

sayı 1 olarsa, onda o kanonik şəkildədir. Fərz edək ki, teorem n-1 dəyişənli istənilən kvadratik

forma üçün doğrudur. Göstərək ki, o, n dəyişənli hal üçün də doğrudur.

Əvvəlcə fərz edək ki, iia  əmsalları içərisində heç olmasa biri sıfırdan fərqlidir.

Ümumiliyi pozmadan 011 ¹a   yazmaq olar. (4) bərabərliyinin sağ tərəfində ancaq 1l  daxil olan

hədləri götürək:

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++=å

=
1

1 11

1
2

11

12
11111 llllll

n

j
n

n
jj a

a
a
aaa L

),...,(
22 2

2

11

1
2

11

12
111 nn

n

a
a

a
aa lljlll -÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++= L ;      (5)

burada ),...,( 2 nllj 1l  dəyişənindən asılı olmayan kvadratik formadır. Yeni bazisi elə müəyyən

edək ki, bu bazisdə koordinatların çevrilməsi aşağıdakı düsturlarla müəyyən olunur:

n
n

a
a

a
a lllx

11

1
2

11

12
11 22

+++= L ,

22 lx =  ,         (6)

LLL

nn lx = .
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Aydındır ki, keçid matrisi qeyri məxsusidir, yəni belə bazis həqiqətən vardır. Bu bazisdə

kvadratik forma aşağıdkı şəklə düşür:

),( xxf ),...,( 2
2

111
1 1

n

n

i

n

j
jiij aa xxjxll +==åå

= =

;

burada ),...,( 2 nxxj ancaq nxx ,...,2  dəyişənlərindən asılı kvadratik formadır. Dəyişənlərin sayı n-

1 olduğundan induktiv fərziyyəyə görə elə bazis vardır ki, bu bazisdə

22
2222 ),...,( nnnn bb hhxxj ++= L .

(6) düsturlarından göründüyü kimi, bu düsturlarla təyin olunan xətti çevirmə nxx ,...,2

dəyişənlərinə uyğun alt fəzada eynilik opertoru kimi təsir göstərir. Buna görə də əvvəlcə (6)

bərabərlikləri ilə təyin olunan xətti operatoru, sonra isə alt fəzada yeni bazisə keçid operatorunu

tətbiq etsək, nəticədə axtarılan kanonik bazisi alarıq.

İndi isə ikinci halı nəzərdən keçirək; yəni tutaq ki, iia  əmsalları içərisində sıfırdan fərqli

əmsal yoxdur. Aydındır  ki, qalan əmsallar içərisində heç olmasa biri sifirdan fərqlidir.

Ümumiliyi pozmadan 012 ¹a   yazmaq olar. Bu halda,

[ ] [ ]2
2

2
112

2
21

2
21122112 2

1)()(
2
12 xx +=-++= axxxxaxxa

bərabərliyi göstərir ki,

( ) ( )212211 2
1,

2
1 xxxx -=+= xx

əvəzləməsindən sonra kvadratik forma

[ ] L++= 2
2

2
112321 2

1),...,,,( xxxxj axx n

şəkilinə düşür. Aydındır ki, 2
1x  həddi ancaq 21122 xxa  ifadəsindən alınır. Buna görə də bu hədd

digər hədlər ilə islah ola bilməz. Beləliklə, biz birinci hala dönmüş oluruq. Deməli, teorem 1-in

hökmü bu halda da doğrudur. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 1-in isbatında tətbiq olunan üsul Laqranj üsulu adlanır.

Misal. Aşağıdkı kvadratik formanı kanonik şəklə gətirək:
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222 36423),,( zyzxzyxyxzyxf --++-= .

Ancaq x  dəyişəni daxil olan hədləri götürək.

22
2

2

3
4

3
4

3
1

3
2

3
13423 zyzyzyxxzxyx -+-÷

ø
ö

ç
è
æ +-=+- .

Alınan ifadəni verilmiş formada nəzərə alaq.

222

3
4

3
4

3
13),,( zyzyzyxf -+-= x ;

burada zyx
3
2

3
1

+-=x . Daha sonra,  yaza bilərik:

222222

3
1)2(

3
1)44(

3
1

3
4

3
4

3
1 h-=--=+--=-+- zyzyzyzyzy .

Beləliklə, alırıq:

22

3
13),,( hx -=zyxf .

Yeni dəyişənlərlə əvvəlki dəyişənlər arasında əlaqə aşağıdakı bərabərliklərlə verilir:

zyx
3
2

3
1

+-=x ,

zy 2-=h ,

z=q .

Bu bərabərliklər yeni bazisdən əvvəlkinə keçid matrisi

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

-

-

=
100
210

3
2

3
11

С  olan çevirmə

müəyyən edir. Onun tərsi

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=-

100
210

0
3
11

1С  isə yeni bazisə keçid matrisidir.
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§5. Kvadratik formanın Yakobi üsulu ilə kanonik şəklə gətirilməsi.

Tutaq ki, ),( xxf  kvadratik forması hər hansı nxxx ,...,, 21  bazisində simmetrik A  matrisi-

nə malikdir. Deməli, bu bazisdə

åå
= =

==
n

i

n

j
jiijaxxAxxf

1 1
),(),( ll .

Yeni nyyy ,...,, 21  baisini aşağıdakı düsturlarla təyin edək:

,11 xy =

21212 xxy +=a ,

32321313 xxxy ++= aa ,                      (1)

LLL

nnnnnnn xxxxy ++++= -- 11,2211 aaa L .

Göründüyü kimi keçid matrisi

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

nn

n

n

n

C

a

aa
aaa
aaaa

L

MOMMM

L

L

L

000

00
0

333

23222

1312111

kimidir. Məlumdur ki, kvadratik formanın matrisi onun bazis vektorlar cütlərində qiymətləri ilə

müəyyən olunur. Buna görə də yeni bazisin kanonik bazis olması üçün k indeksinin hər bir

qiymətində 1,...,1,0),( -== kiyyf ki  olmalıdır. (1) münsibətlərini nəzərə alsaq, görərik ki, bu

bərbərliklərin doğruluğu üçün

1,...,1,0),( -== kiyxf ki         (2)

bərabərliklərinin ödənilməsi kafidir. Deməli, hər bir k  üçün aşağıdakı xətti bərabərliklər sistemi

doğru olmalıdır (qeyd edək ki, (2) münsibətləri ( ) 0, =ik xAy  kimi yazıla bilər). Bu bərabərliklər

verilmiş bazisdə aşağıdakı sistem şəklinə düşür:

0,1,1,1,1221111 =++++ -- kkkkkkkk aaaa aaaa L ,
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0,2,1,2,1222112 =++++ -- kkkkkkkk aaaa aaaa L ,

LLL                                     (3)

0,1,1,1,1212111 =++++ ------ kkkkkkkkkkkk aaaa aaaa L ,

çünki, ky  vektorunun verilən bazisdə koordinat sətri belədir: ( )kkkkkk ,1,21 ,,...,, aaaa - . (3) sistemi-

nə sonuncu şərti əlavə edək: ( ) 1, =kk xAy . Yeni sistem belə olacaqdır:

0,1,1,1,1221111 =++++ -- kkkkkkkk aaaa aaaa L ,

0,2,1,2,1222112 =++++ -- kkkkkkkk aaaa aaaa L ,

LLL                                     (4)

0,,1,1,1212111 =++++ ----- kkkkkkkkkkkk aaaa aaaa L ,

1,,1,,12211 =++++ -- kkkkkkkkkkkk aaaa aaaa L .

Kramer düsturlarına əsasən, (3) sistemindən tapırıq:

k

k

kkk

kkk

k

k
kk

aa
aa

aa

D
D

=
D

= -

-

---

-

1

,1,1

1,11,1

1,111

1
0

0

1

L

L

MMOM

L

a .

Asanlıqla yəqin etmək olar ki,

k

j
k

kkk

kkk

k

k
kj

aa
aa

aa

D
D

=
D

= -

-

---

-

1

,1,1

1,11,1

1,111

1
0

0

1

L

L

MMOM

L

a

və burda j
k 1-D  minorunun matrisi (3) siteminin matrisindən j-cu sütunu atmaqla alınır. Bu

əmsallar koordinatlar arasında asılılığı yazmağa imkan verir. Yeni bazisdə verilən kvadratik

forma isə aşağıdakı kanonik şəklə gətirilmiş olur:

212
2

2

12
1

1

0),( n
n

nxxf mmm
D
D

++
D
D

+
D
D

= -L .    (5)

downloaded from KitabYurdu.org



Burada 10 =D , nDD ,...,1  skalyarları isə kvadratik formanın A  matrisinin sol yuxarı künclərində

yerləşən, uyğun olaraq, 1,2,...,n tərtibli minorlardır. Bu cür kanonik şəklə gətirmə üsulu Yakobi

üsulu adlanır. Yakobi üsulu ancaq nDD ,...,1  minorlarının hamısının sıfırdan fərqli olduğu halda

mümkündür.

Tətbiqlər üçün qeyd edək ki, əgər biz koordinatlar arasında əlaqəni yazmaq istəsək, onda

aşağıdakı bərabərliklərdən istifadə etməliyik. Dəyişənlərin koordinat sütunları arasındakı asılılıq

belə olacaqdır:

yCx = ;

burada

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

n

x

l

l
l

M
2

1

,

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

n

y

m

m
m

M
2

1

.

Misal. Aşağıdkı kvadratik formanı Yakobi üsulu ilə kanonik şəklə gətirək:

222 36423 zyzxzyxyx --++- .

Kvadratik formanın matrisi belədir:
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
--

-

332
311

213
.

Onda, 10 =D , 31 =D , 2
11
13

2 =
-

-
=D  və

25
332
311

213
-=

--
--

-
.

Beləliklə, aşağıdakı kanonik şəkli alırıq:

222

25
2

2
3

3
1),( wvuxxf -+= .

wvu ,,  dəyişənləri əvvəlki dəyişənlərlə məlum
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÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

w
v
u

C
z
y
x

münasibətləri ilə bağlıdır. Tamlıq üçün C matrisinin ifadəsini yazaq:

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

33

3222

312111

00
0

a
aa
aaa

C

3
11

1
11 =

D
=a ,

2
1

2

2
1

21
-

=
D
D

=a ,
25
1

3

3
1

31 -
=

D
D

=a

2
3

2

1
22 =

D
D

=a ,
25
7

3

2
2

32 =
D
D

=a ,
25
2

3

2
33 -=

D
D

=a .
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IV FƏSİL. Qrupun çoxluqda təsiri

§1. Grupun çoxluqda təsiri.

Grupun çoxluqda təsiri anlayışı ixtiyari çoxluqda verilən qrup vasitəsi ilə çevirmələr

ailəsi daxil etməyə və çoxluğun bir sıra mühüm xassələrini müəyyən etməyə imkan verən və

geniş tətbiqlər malik olan bir anlyışdır. Müasir cəbrin bir çox sahələrində baxılan məsələlərin

həlli bu anlayışa gətirir və onun vasitəsi ilə sadə yollarla həll olunur.

Tutaq ki, hər hansı G  qrupu və W  çoxluğu verilmişdir. W®W´Gf :  inikası hər bir

W´ÎGsg ,  cütünə qarşı müəyyən bir WÎ),( sgf  elementini qoyur. Bu elementi sadəcə gs

kimi işarə etmək əlverişlidir. Bu, sanki W  çoxluğunun elementlərinin G  qrupunun

elementlərinə hasilini müəyyən edir.

Tərif 1. W®W´Gf :  inikası o zaman G qrupunun W  çoxluğunda təsiri adlanır ki,

aşağıdakı şərtlər ödənsin:

1) ( )( )( )xghhxgxGhg )()(, =WÎ"Î" ;

2) ( )( )xexx =WÎ" .

Misallar. 1. 3SG =  və { }3,2,1=W  olsun. 3S  əvəzləmələr qrupunun W  çoxluğunda təsiri

təbii olaraq, hər bir i,s  cütünə qarşı WÎ)(is  elementinin qarşı qoyulması ilə yerinə yetirilir.

2. Tutaq ki, F  müstəvi üzəridə koordinat başlanğıcı ətrafında dönməlıər qrupudur. 2R

fəzasından olan ixtiyari x vektor üçün və j  bucağı qədər jH  dönməsi üçün x vektoruna qarşı

)(xHj  vektorunu qarşı qoyan inikas dönmələr (fırlanmalar) qrupunun 2R  çoxluğunda təsirini

müəyyən edir.

3. { }2| RxTx Î   ilə müstəvi üzərində x vektoru qədər patralel köçürmələr çoxluğunu işarə

edək. Bu çevirmələr çoxluğu qrup əmələ gətirir. axaTx +a,  inikası bu qrupun müstəvidə

təsirini müəyyən edir.
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4. İxtiyari ×,G  qrupu verilərsə, onda 1,: -xyxyxhx a  inikası ×,G  qrupunun G

çoxluğunda təsirini təyin edir. Doğrudan da,

))(()()()()( 111 yhhxzyzxxzyxzyh zxzx o=== ---

və xexexhe == -1)( . Beləliklə, qrupun çoxluqda təsirinin şərtləri ödənir. Qeyd edək ki, bu təsir

qoşmalar vasitəsi ilə təsir adlanır.

5. ×,G  qrupunda təsir aşağıdakı inikas vasitəsi ilə də verilə bilər:

aggaTa a,: .

Bu təsir sol köçürmələrlə (translyasiyalarla) təsir adlanır. Eyni qayda ilə sağ köçürmələrlə təsiri

də müəyyən etmək olar.

Qrupun çoxluqda təsirinin əsas xassəsi aşağıdakı teorem vasitəsi ilə verilir.

Teorem 1. Tutaq ki, W®W´Gf :  inikası G  qrupunun hər hansı W  çoxluğunda

təsiridir. Onda bu inikas hər bir GgÎ  elementi üçün

W®W:af

əvəzləməsini (biyektiv inikasını) təyin edir.

İsbatı. İxtiyari WÎx  elementi üçün yeganə WÎ= ),()( xafxfa  elementi  qarşı

qoyulmuşdur. Deməli, af  inikası birgiymətli təyin olunmuşdur. Göstərək ki, o süryektiv və

inyektivdir. Bunun üçün ixtiyari WÎy  elementi götürək. Əgər )(1 yfx a -=  işarə etsək, onda

təsirin tərifinə əsasən yaza bilərik:

( ) yyfyffxf eaaa === - )()()( 1o .

Beləiklə, af  inikası süryektivdir. Bu inikasın inyektiv olduğunu göstərmək üçün

)()( xfxf aa ¢=

münasibətinə nəzər salaq. Bərabərliyin hər iki tərəfinə 1-af  inikası ilə təsir etsək alarıq: xx ¢= .

Bu nəticə onu göstərir ki, af  inikası inyektivdir. Teorem 1 isbat olundu.
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Teorem 2. Əgər W®W´Gf :  inikası G  qrupunun W  çoxluğunda təsiri olarsa, onda

gfg a  inikası G  qrupunun )(WS  əvəzləmələr qrupuna inyektiv homomorfizmidir (inyektiv

daxilolmasıdır).

İsbatı. Birinci hökm, yəni gfg a  inikasının homomorf inikas olması

hghggh fffff == o

münsibətindən alınır. Onun inyektivliyi isə e==- egg fff 1  münasibətindən alınır. Teorem 2

isbat olundu.

Nəticə. (Keli teoremi). İxtiyari sonlu n tərtibli qrupun nS   əvəzləmələr qrupuna izomorf

daxilolması vardır.

İsbtı. G   qrupunun özündə köçürmələrlə təsirinə baxaq. Teorem 1 və 2-yə əsasən

gTg a  iniksı G   qrupunun nSGS =)(  qrupuna izomorf dxilolmasıdır. Nəticə isbat olundu.

Teorem 3. Əgər W®W´Gf :  inikası G  qrupunun W  çoxluğunda təsiri olarsa, onda

( )( )ygxGgyx =Î$«j

münasibəti W  çoxluğunda ekvivalentlik münasibəti müəyyən edir.

İsbatı. xx =e münasibəti refleksivliyin doğruluğunu göstərir.

xygygx =®= -1

implikasiysı simmetrikliyin doğru olduğunu göstərir. Nəhayət,

zhgxzhyygx =®=Ù=

münasibətindən isə tranzitivlik xassəsi alınır. Teorem 3 isbat olundu.

Tərif 2. Teorem 3 ilə müəyyən olunan ekvivalentlik münasibətində WÎx  elementinin

ekvivalentlik sinfinə bu elementin orbiti deyilir və )(xG  kimi işarə olunur. Sonlu halda orbitin

elementlərinin sayına orbitin uzunluğu deyilir.

Misallar. 1. Müstəvidə firlanmalar qrupunun təsiri zamanı koordinat başlanğıcından

fərqli ixtiyari A nöqtəsinin orbiti mərkəzi O  nöqtəsində olan OA radiuslu çevrədir.
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2. Müstəvidə və ya üçölçülü fəzada paralel köçürmələrlə təsir zamanı vektorun orbiti

bərabər bektorlar çoxluğundan ibarətdir.

Teorem 4. G qrupunun W   çoxluğunda ixtiyari WÎx  elementini tərpənməz saxlayan

bütün mümkün elementlərinin

{ }xgxGgxSt =Î= |)(

çoxluğu G qrupunda alt qrup əmələ gətirir.

İsbatı. Məlumdur ki, )(xSt  alt çoxluğunun alt qrup olduğunu göstərmək üçün aşağıdakı

mülahizənin doğruluğunu göstərmək lazımdır:

( )( ))()(, 1 xSthgxSthg ÎÎ" - .

Bunun üçün qeyd edək ki, xgx =  olarsa, onda xxg =-1 . Deməli,

( ) ( ) xhxxghxhg === -- 11 .

Teorem 4 isbat olundu.

Təfir 2. Teorem 4 ilə müəyyən olunan alt qrup x elementinin stasionar alt qrupu (yaxud

stabilizatoru və ya izotropiya qrupu) adlanır və xG  kimi də işarə olunur.

Teorem 5. Sonlu W  çoxluğunda təsir edən ixtiyari G  qrupu üçün WÎx  elementinin

stasionar alt qrupunun indeksi onun orbitinin uzunluğuna bərabərdir.

İsbatı. Qeyd edək ki, stsionar alt qrupun indeksi G  qrupunun bu alt qrupa görə qonşu

siniflərinin sayına bərabərdir. Tutaq ki, GgÎ  və )(, 21 xgSthh Î  eyni qonşu sinfin

elemenetləridir. Onda

xxhgxhg == -- )()( 2
1

1
1 .

Yaxud,

gxxhxh == 21 .

Bu hökmün tərsi də doğrudur, yəni xhxh 21 =  olarsa, onda 1h  və 1h  elementləri eyni qonşu sinfə

daxildir. Beləliklə, orbitin müxəlif elementləri ilə qonşu siniflər arasında qarşılıqlı birqiymətli

uyğunluq vardır. Teoremin hökmü buradan alınır.
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§2. Silov teoremləri.

Qrup nəzəriyyəsinin əsas məsələlərindən biri onların quruluşunun öyrənilməsidir.

Kommutativ halda bu məsələ tamam həll olunmuşdur. Belə ki, isbat olunmuşdur ki, hər bir

kommutativ qrupu dövrü qrupların düz hasili şəklində göstərmək olar. Lakin kommutativ

olmayan qruplar üçün bu nəticə doğru deyil. Belə qrupların quruluşu Silov teoremləri vasitəsi ilə

öyrənilir.

Laqranj teoreminə əsasən GH Ì   alt çoxluğunun sonlu ×,G  qrupunun alt qrupu olması

üçün zəruri şərt onun tərtibinin qrupun tərtibinin böləni olmasından ibrətdir. Lakin knM  olması

heç də həmişə n tərtibli qrupun k tərtibli alt qrupunun olmasını göstərmir. Məlumdur ki, sadə

tərtibli qrup dövrü qrupdur. Tutaq ki, p  sadə ədəddir.

Tərif 1. ×× ,, GH p  alt qrupunun tərtibi p  ədədinin qüvvəti olarsa, onda ×,H p - alt

qrup adlanır. Tərtibi p  ədədinin ×,G  qrupunun tərtibinin kanonik ayrılışına daxil olan

qüvvətinə bərabər olan p - alt qrupa Silov p - alt qrupu deyilir.

Məsələn, tərtibi 54-ə bərabər olan qrupun Silov 3-alt qrupu tərtibi 27 olan alt qrupdur.

Silov (Norveç riyaziyyatçısıdır) tərəfindən bu alt qrupların əsas xassələri isbat olunmuşdur.

Aydındır ki, hər bir qrup öz alt çoxluqlar çoxluğunda qoşmalar vasitəsi ilə təsir edir.

Tutaq ki, ×× ,, GH p  hər hansı alt qrup, GxÎ   isə ixtiyari elementdir.

{ }HhxhxxHx Î= -- |11

işarə edək.

Lemma 1. GxHx Ì-1  alt çoxluğu alt qrupdur.

İsbatı. İxtiyari iki elementə baxaq: 111, --- Î xHxxsxxhx . Aşağıdakı münasibət lemmanın

doğruluğunu göstərir:

111111111 )()( --------- Î== xHxxhsxxxsxhxxsxxhx .

Lemma 1 isbat olundu.

Beləliklə, G qrupu öz alt qruplar çoxluğunda da qoşmalarla təsir edir.
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Tərif 2. 1-xHx  və H alt qrupları qoşma alt qruplar adlanır.

Aydındır ki, ( ) )( 1 HxHxGx =Î" -  yalnız və yalnız o zaman doğru olar ki, H alt qrupu

normal bölən olsun. Normal bölən qoşmlarla təsir zamanı tərpənməz qalır və G qrupu onun

stasionar alt qrupudur. Ümumi halda St(H) alt qrupu G qrupundan fərqlidir və bu alt qrup H alt

qrupunun normalizatoru adlandırılaraq, )(HN  kimi işarə olunur. Aydındır ki, əgər G qrupu öz

alt qruplar çoxluğunda da qoşmalarla təsir edirsə, onda H alt qrupunun orbitinin uzunluğu §1,

teorem 5-ə əsasən ))(:( HNG   indeksinə bərbərdir.

Tərif 3. ×× ,, GZ p  alt qrupu o zaman G qrupunun mərkəzi adlanır ki, onun ixtiyri

elementi G qrupunun hər bir elementi ilə yerdəyişən olsun, yəni

( )( )( )yxxyGyZx =Î"Î" .

Lemma 2. Tutaq ki, ×,Z  alt qrupu ×,G  qrupunun mərkəzidir. Onda aşağıdakı

bərabərlik doğrudur:

( ) ( )å+=
x

xGGZG :1: ,      (1)

burada cəmləmə ×,G  qrupunun bütün elə elementləri üzrə götürülür ki, həmin elementlərin

orbitləri bir elementli deyil.

İsbatı. ×,G  qrupunun özündə qoşmalarla təsirinə baxaq. G qrupu cüt –cüt kəsişməyən

orbitlərə bölünür. Ancaq mərkəzə daxil olan elementlər uzunluğu 1-ə bərabər orbit doğurur.

Qalan orbitlərin uzunluğu 1-dən böyükdür. Yuxarıdakı qeydə əsasən (§1, teorem 5) GxÎ

elementinin orbitinin uzunluğu stasionar alt qrupun ):( xGG  indeksinə bərabərdir. Beləliklə, (1)

doğrudur və lemma 2 isbat olundu.

(1) düsturu siniflər düsturu adlanır.

Lemma 3. Tutaq ki, p sadə ədədi sonlu kommutativ ×,G  qrupunun tərtibinin bölənidir.

Onda onun p tərtibli alt qrupu vardır.

İsbatı. Əvvəlcə induksiya metodu ilə göstərək ki, tərtibi p-yə bölünən element vardır.

Əgər pG =)1:(   isə lemma doğrudur (bu halda ×,G  dövrü qrupdur). Tutaq ki,

1,)1:( >= kpkG   və lemma bütün kiçik tərtibli qruplar üçün doğrudur. İxtiyari Gxe Î¹

elelmenti götrək. Əgər onun tərtibi p  ilə qarşılıqlı sadə olarsa, onda xG /   faktor qrupunun
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tərtibi p-yə bölünür. İnduktiv fərziyyəyə görə elə xGy /Î  var ki, onun tərtibi p-yə bölünür.

Onda, 1=pry  və bu münasibət kiçik qüvvət üstləri üçün doğru deyil. Bu halda ry  elementinin

tərtibi p olacaqdır. Deməli, ry  axtarılan alt qrupdur.

İkinci hala baxaq, yəni fərz edək ki, x elementinin tətibi p -yə bölünür. İndi əgər xG =

isə teorem yuxarıdakı mülahizəyə əsasən doğrudur. Əks halda,

( ) ( ) )1:(1:1: Gxpx <ÙM

və teoremin hökmü induktiv fərziyyədən alınır. Lemma 3 isbat olundu.

Silov teoremləri aşağıdakı teoremlərdir.

Teorem 1. (Silovun I teoremi). Tutaq ki, n tərtibli ×,G  qrupunun tərtibi p  sadə ədədinə

bölünür. Onda onun Silov p - alt qrupu vardır.

Teorem 2. (Silovun II teoremi). ×,G  qrupunun ixtiyri iki Silov p - alt qrupu qoşmadır.

Əgər P Silov p - alt qrupu olarsa, onda Silov p - alt qruplarının pN  sayı üçün şağıdkı münsibət

doğrudur:

( ))(: PNGN p = .

Teorem 3. (Silovun III teoremi). Bütün Silov p - alt qruplarının pN  sayı üçün aşağıdakı

münsibət doğrudur:

)(mod1 pN p º .

Teorem 1-in isbatı. Aydındır ki, teorem sadə tərtibli qruplar üçün doğrudur. Teoremin

isbatını induksiya metodu ilə aparaq. Fərz edək ki, teoremin hökmü bütün kiçik tərtibli p –alt

qruplar üçün doğrudur. Əgər G qrupunun indeksi p sadə ədədi ilə qarşılıqlı sadə olan məxsusi alt

qrupu olarsa, onda bu alt qrupda induktiv fərziyyəyə görə Silov p alt qrupu vardır və teorem bu

halda doğrudur. İndi fərz edək ki, bütün məxsusi alt qrupların indeksləri p-yə bölünür. (1)

düsturuna əsasən ( )1:Z  tərtibi p-yə bölünür. Onda Lemma 3-ə əsasən onun tərtibi p olan H

dövrü alt qrupu var (o mərkəzdə yerləşdiyi üçün normal alt qrupdur). Əgər ( )1:G 2p -na

bölünmürsə, onda bu alt qrup Silov p alt qrupudur. Əks halda HG /  faktor qrupunun tərtibi p-yə

bölünür. İnduktiv fərziyyəyə görə onun P Silov p alt qrupu vardır. Bu alt qrupun kanonik
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HGGf /: ®  inikası zamanı proobrazı A olsun. f  inikasının A –ya məhdudlaşması nüvəsi H

olan PAf ®¢ :  süryektiv homomorfizmidir. Homomorfizmlər haqda haqda əsas teoremə görə

HAP /@ .

Onda A alt qrupu üçün ( ) ( )1:1: PpA =  və buna görə də o, axtarılan Silov p alt qrupudur. Teorem

1 isbat olundu.

Silovun 2-ci və 3-cü teoremlərinin də isbatları grupun çoxluqda təsiri nəzəriyyəsinin

nəticələrinə əsaslanır və onların isbatı daha müfəssəl kurslarda verilir. Teorem 1-in isbatı da

kifayət qədər geniş kursa aiddir. Burada biz onu ancaq qrup nəzəriyyəsi metodlarının nümayişi

məqsədi ilə verdik.

downloaded from KitabYurdu.org



V FƏSİL. Kommutativ halqalar.

§1. İdeallar və onlar üzərində əməllər.

Fərz edək ki, K 1,0,,, ×+= K  halqası tamlıq oblastıdır. Hər hansı KaÎ  elementi götürək.

Məlumdur (I hissə, III fəsil, §8) ki, ( ) aKa =  baş idealı bütün )( Kbab Î  şəklində hasillərdən

təşkil olunmuşdur. Əgər iki ( )a  və ( )b  baş idealları üçün ( ) ( )ba Ì  münasibəti ödənərsə, onda

hər bir ( )axÎ  elementi üçün arx =  olmaqla, eyni zamanda, ( )bxÎ  yəni rbx ¢= . Xüsusi halda,

rba ¢= . Deməli, baM . Bu nəticəyə əsasən ixtiyari iki 21, II   idelları üçün 21 II Ì  münsibəti

ödənərsə, onda hesab olunur ki, 1I  idealı 2I  idealına bölünür.

İdeallar üzərində əməllərlə tanış olaq. Tutaq ki, K 1,0,,, ×+= K  halqasında iki ideal

verilmişdir: 1I  və 2I .

Teorem 1. 1I  və 2I  ideallarının kəsişməsi də idealdır.

İsbatı. 1I  və 2I  ideallarının kəsişməsi +,K  qrupunun alt qrupudur. 21 IIx ÇÎ  və

KyÎ  ixtiyari iki element olarsa, onda 1IxÎ  və 2IxÎ . İdealın tərifinə əssən 1IxyÎ  və 2IxyÎ .

Deməli, 21 IIxy ÇÎ . Teorem 1 isbat olundu.

Tərif 1. 1I  və 2I  ideallarının cəmi bu alt qrupların cəminə deyilir.

Teorem 1. 1I  və 2I  ideallarının cəmi K halqasında idealdır.

İsbatı. 1I  və 2I  ideallarının cəmi +,K  qrupunun alt qrupudur. Vurma əməlinin

distributivliyinə əsasən yaza bilərik:

( )( )212121 )( IIxIxIIIxKx +Ì+=+Î" .
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Deməli, 1I + 2I  cəmi idealdır. Teorem  isbat olundu.

Tərif 2. 1I  və 2I  ideallarının hasili aşğıdakı çoxluğa deyilir:

{ }NnIyIxyxyxyxII iinn ÎÎÎ+++=× ,,| 21221121 L .

Teorem 2. 1I  və 2I  ideallarının hasili idealdır.

İsbatı. Əvvəlcə gösərək ki, 21 II ×  hasili alt qrupdur. Bunun üçün ixtiyari iki element

götürək:

nn yxyxyxx +++= L2211

və

mm yxyxyxy ¢¢++¢¢+¢¢= L2211 .

Onda,

2122112211 )()()( IIyxyxyxyxyxyxyx mmnn ×Î¢-¢++¢-¢+¢-¢++++=- LL

və deməli, 21 II ×  hasili alt qrupdur. Aidındır ki, distributivliyə əsasən,

{ } 2121221121 ,,|)( IINnIyIxyaxyaxyaxIIa iinn ×ÌÎÎÎ+++=× L .

Teorem 2 isbat olundu.

§2. Halqada bölünmə münasibəti.

Kommutativ halqaların müxtəlif növlərinin geniş tətbiqləri vardır. Belə halqalar, xüsusi

ilə tamlıq oblastları, öz xassələrinə görə tam ədədlər halqasına bənzəyir. Halqa iki cəbri əməlin

təyin olunduğu cəbri strukturdur. Bu əməllərdən birinciyə nəzərən onun kommutativ qrup olduğu

tələb olunur. İkinci əmələ görə və ikinci əməl ilə birincinin qarşılıqlı münasibətinə görə isə

şərtlər müxtəlif ola bilər. Bu şərtlərdən asılı olaraq halqanın xüsusiyyətləri dəyişir. İkinci əmələ

görə qrup aksiomlarından simmetrik elementin olmasının tələb olunmaması halqada tərsi olan

elementlər ilə tərsi olmayan elementlərin müxtəlif xassələrə malik olmasını şərtləndirir. Təbii

olaraq, burada, tam ədədlər halqasında olduğu kimi, bölünmə münasibəti meydana gəlir.

Tutaq ki, hər hansı assosiativ və vahidi olan K 1,0,,, ×+= K  halqası verilmişdir.
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Tərif 1. KÎe  elementi o zaman dönən element (tərsi olan element) və ya vahid adlanır

ki, ( )( )1=¢=¢Î¢$ eeeee K münasibəti ödənsin.

Misal. n tərtibli matrislərin ( )KM n  halqası vahidi olan assosiativ halqadır və yuxarıda

verilən tərif bu halqaya da aiddir. Asanlıqla göstərmək olar ki, determinantı 1-ə bərabər olan

istənilən n tətibli matris ( )KM n  halqasının dönən elementidir.

Teorem 1. K  halqasının dönən elementlərinin *K  çoxluğu bu halqada təyin olunmuş

vurma əməlinə nəzərən qrup əmələ gətirir.

İsbatı. Hər şeydən əvvəl qeyd edək ki, *ÎK1 . Digər tərəfdən, əgər *ÎKde ,  dönən

elementləri verilərsə, onda aşağıdakı münasibətlər ödənir:

*-* ÎÎ KK 1,eed .

Doğrudanda, tərifə əssən yaza bilərik: 11 =Ù= dceh . Bu iki bərabərliyi tərəf-tərəfə vuraq:

( )( ) 1=hced . Sonuncu bərabərlik göstəriri ki, vurma əməlimə nəzərən qapalıdır. Analoji olaraq,

11 11 =®= -- eheh ; Deməli, *- ÎK1e . Teorem 1 isbat olundu.

Tərif 2. Əgər Kba Î,  elementləri üçün elə KcÎ  elementi tapmaq mümkün olsa ki,

bca =  bərabərliyi doğtu olsun, onda deyilir ki, a elementi b-yə bölünür və ya b elementi a-nın

bölənidir.

a elementinin b-yə bölünməsi simvolik olaraq baM  və ya ab \  kimi işarə olunur. A

elementi bölünən, b isə bölən adlanır. c elementi qismət adlanır. Ədədi halqalarda çox zaman

bölən sıfırdan fərqli qəbul olunur. Ümumi halda isə, 0=b  istisna olunmur. Qeyd etmək lazımdır

ki, sonuncu halda 0== bca  olmlalıdır, yəni 0-a bölünən element ancaq 0-dır və bu halda c

ixtiyari qiymət ala bilər. Bölünmə münasibətinin bilavasitə tərifdən alınan aşağıdakı xassələri

vardır (xassələrin isbatı oxucuya təklif olunur).

  1. a M a  (refleksivlik).

  2. Əgər a M b  və b M c  olarsa, onda a M c  olar (tranzitivlik).

  Doğrudan da elə q  və q ´ elementləri var ki, a = bq və b = cq´. Deməli,

qqqqcqqca ¢=¢¢¢¢=¢= ,)( ,

yəni  aMc .
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  3. Əgər 1a və 2a elementləri b - yə bölünürsə, onda 21 aa ± elementləri də b - yə bölünər .

  4. a  b - yə bölünərsə, onda ixtiyari  k elementi üçün ka da b – yə bölünər.

Tərif 3. Kba Î,  elementləri o zaman K  halqasının assosiyalanmış elementləri adlanır

ki, elə e  dönən elementi tapmaq mümkün olsun ki, eba =  bərabərliyi doğru olsun.

Kba Î,  elementlərinin assosiyalanmış elementlər olması belə işarə olunur: ba ~ . Bu

anlyış bölünmə münasibətinin daha bir xassəsini söyləməyə imkan verir:

5. a  və  b elementləri üçün  a M bÙ b M  c Þ a~b .

Teorem 2. İki elementin assosiyalanmış olması münsibəti K  halqasında ekvivalentlik

münasibətidir.

Teoremin isbatı trivialdır.

Ekvivalentlik münasibətinin əsas xassəsinə görə, bu münsibəti K çoxluğunda bölgü

müəyyən edir.

Teorem 3. Aşağıdakı təkliflər doğrudur:

1)~ münasibəti ×,K  monoidində konqruensiya münasibətidir, yəni əgər a~b  və c~d

olarsa, onda ac~bd.

2) vurma əməli K/~ faktor çoxluğunda monoid strukturu doğurur (onunla monoid

strukturu əxz olunur).

İsbatı. Göstərməık kifayətdir ki, a~b olarsa, onda ac~bc. Doğrudan da, şərtə əsasən elə e

dönən elementi vardır ki, eba = . Hər iki tərəfi c-yə vursaq, onda ac~bc münasibətini alarıq.

Deməli, bc~cd və tranzitivliyə əsasən ac~bc münasibətini alırıq. Bu o deməkdir ki, əgər

ekvivalentlik sinifləri üzərində vurma əməli ~/~)/~)(/( abba =  kimi təyin olunarsa, onda bu

əməl konkret elementlərdən deyil, siniflərdən asılı olacaqdır. Teorem 3 isbat olundu.

Qeyd edək ki, K/~ faktor monoidində 5-ci xassə antisimmetrikliklə əvəz oluna bilər, yəni

)~)(/,( bacbbabKba =ÞÙÙ¹Î" MM

(isbat edin).

§3. Tamlıq oblastı və onun nisbətlər meydanı.
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Məlumdur ki, tamlıq oblastı kommutativ, sıfırdan fərqli vahid elementə malik olan və

sıfırların bölənlərindən azad halqadır. K 1,0,,, ×+= K  halqası tamlıq oblastı olarsa, onda 1,,×*K

monoidi kommutativdir. Bu monoid qrup olarsa, onda halqa meydana çevrilir.

Tərif 1. F 0,1,,, ×+= F meydanı o zaman K 1,0,,, ×+= K  tamlıq oblastının nisbətlər mey -

danı adlanır ki:

1) K halqası F-də alt halqa olsun;

2) İxtiyari FÎa  elementi üçün elə Kba Î,  elementləri tapmaq olsun ki, 1-= aba  mü-

nasibəti doğru olsun.

Misal. 0,1,,, ×+Z  tam ədədlər halqasının nisbətlər meydanı 0,1,,, ×+Q  rasional ədədlər

meydanıdır.

Teorem 1. İxtiyari tamlıq oblastının nisbətlər meydanı vardır.

İsbatı. *´= KKA  hasilində aşağıdakı kimi binar əməllər daxil edək:

( )( )),(),(),(),(),,( bbabbababaKKbaba ¢¢+¢=¢¢+´Î¢¢" * ,

( )( )),(),(),(),(),,( bbbababaKKbaba ¢¢¢=¢¢×´Î¢¢" * .

×+.,A  cəbri hər iki əmələ görə kommutativdir. A çoxluğunda aşağıdakı kimi binar münasibət

daxil edək:

babababa ¢=¢«¢¢ ),(),( j .

Bu münasibətin refleksiv və simmetrik olduğu aşkardır. Göstərək ki, bu münasibət tranzitivdir.

Fərz edək ki, ),(),( baba ¢¢j  və ),(),( baba ¢¢¢¢¢¢ j . Onda j  münasibətinin tərifinə görə

babababa ¢¢¢=¢¢¢Ù¢=¢ .

Bu bərabərlikləri tərəf-tərəfə vuraq və ortaq ba ¢¢  hasilinə ixtisar edək. Qeyd edək ki, belə ixtisar

0¹¢a  olduqda mümkündür, çünki 0¹¢b . 0=¢a  olduqda isə j  münsibətindən 0=¢¢= aa alınır.
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Beləliklə, hər iki halda baba ¢¢=¢¢ . Deməli, ),(),( baba ¢¢¢¢j , yəni j  münsibəti tranzitiv

münasibətdir. Bununla biz j  münsibətinin ekvivalentlik münasibəti olduğunun göstərmiş olduq.

j  münsibəti, ekvivalentlik münsibəti kimi, A çoxluğunda bölgü müəyyən edir. Uyğun

faktor çoxluğu j/AF =¢  kimi işarə edək və bu çoxluqda binar əməllər müəyyən edək.

Aba Î),(  elementinin daxil olduğu sinfi ),( ba  kimi işarə edək. Hər bir sinif bir cüt vasitəsi ilə

birqiymətli təyin olunur. Göstərək ki, j  münasibəti A çoxluğunda təyin olunan əmələrə nəzərən

konqruensiya münasibətidir. Yəni, ),(),( baba ¢¢j  və ),(),( dcdc ¢¢j   olarsa, onda

),(),(),(),( dcbadcba ¢¢+¢¢+ j     (1)

və

),(),(),(),( dcbadcba ¢¢×¢¢× j .     (2)

Beləliklə, toplama və vurma əməllərini faktor çoxluqda ixtiyari iki elementin cəmi və hasilinin

ekvivalentlik sinifləri kimi təyin etməklə onu (2,2) tipli cəbrə çevirmiş oluruq. (1) və (2)

münasibətlərinin isbatına qayıdaq. (1) münasibətini belə yazmaq olar:

),(),( dbcbdabdbcad ¢¢¢¢+¢¢+ j .

Bu münsibətin doğru olduğunu yoxlayaq. Bunun üçün

bdcbdadbbcad )()( ¢¢+¢¢=¢¢+

Bərabərliyində dcdcabba ¢=¢Ù¢=¢  olduğunu sol tərəfdə nəzərə alaq.

bdcbdadcbbddabdbbcdbaddbbcad )()( ¢¢+¢¢=¢¢+¢¢=¢¢+¢¢=¢¢+ .

Deməli, (1) doğrudur. Eyni qayda ilə (2) bərabərliyini də doğruluğu isbat olunur. Nəticə etibarı

ilə,

),(),(),(),( dcbadcba +=+

və

),(),(),(),( dcbadcba ×=×

bərabərlikləri j/AF =¢  faktor çoxluğunda binar əməllər müəyyən edir. A çoxluğunda təyin

olunmuş əməllərin kommutativliyindən F¢  çoxluğunda müəyyən etdiyimiz əməllərin
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kommmutativliyi alınır. Göstərək ki, ×+¢ ,,F   meydandır. Əvvəlcə toplamanın assosiativliyini

yoxlayaq, yəni göstərək ki,

( ) ( )),(),(),(),(),(),( fedcbafedcba ++=++ .        (3)

Bunun üçün sağ və sol tərəflərin ifadələrini ayrı-ayrılıqda hesablayaraq, alınan siniflərin bərabər

olduğunu göstərmək lazımdır. (3) –ün sol tərəfini çevirək:

( ) ( )bdfbdefbcadfebdbcadfedcba ,)(),(),(),(),(),( ++=++=++ .

İndi isə (3) –ün sağ tərəfinə baxaq:

( ) ( ) ( )bdfbdecfadfdfdecfbafedcba ,)(),(),(),(),(),( ++=++=++ .

Göründyü kimi, alınmış cütlər və deməli, onlrın sinifləri eynidir. Toplamanın kommutativ

olduğu artıq yuxarıda qeyd olundu. Neytral və simmetrik elementləri müəyyən edək. Toplama

əməli üçün neytral element olaraq )1,0(  sinfi götürülə bilər. Doğrudan da,

),()1,01()1,0(),( babbaba =××+×=+ .

),(),( baba -=-  olduğu da asanlıqla yoxlana bilər. Deməli, +¢,F  Abel qrupudur.

×¢,F  cəbrini araşdıraq. Asnlıqla yoxlamaq olar ki, bu cəbr asssositiv, kommutativ və

vahid elementi )1,1(  olan monoiddir. Toplama və vurma əməlləri distributivlik xassəsinə

malikdir, yəni

( ) ),(),(),(),(),(),(),( febadcbafedcba +=+ .

İsbat etmək üçün yenə də sol və sağ tərəfləri ayrılıqda hesblayaq.

( ) ),(),(),(),(),(),( bdfadeacfdfdecfbafedcba +=+=+ .

),(),(),(),(),(),(),( 2dfbabdeacbfbfaebdacfebadcba +=+=+ .

Alınan siniflərin üst-üstə düşdüyünü isbat etmək üçün uyğun elemenlərin j  münasibətində

olduğunu göstərmək lazımdır:

)()(2 abdeabcfbdfadeacfdfb +=+ .
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Beləliklə, ×+¢ ,,F  cəbri vahidi olan kommutativ halqadır. Onun )1,1(  vahid elementi )1,0(  sıfır

elementindən fərqlidir, çünki, 1101 ×¹× .

Göstərək ki, ×+¢ ,,F  halqasında hər bir sıfırdan fərqli elementin tərsi vardır. İxtiyati

)1,0(),( ¹ba  elementi  qeyd  edək.  Bu  şərt 001 =×¹=× baa  şərti ilə eynigüclüdür. Onda

Fab ¢Î),(  və

)1,1(),(),(),( == abababba .

Deməli, ×+¢ ,,F  halqası meydandır. İndi isə göstərək ki, bu meydan ilə izomorf olan və teoremin

şərtlərini ödəyən meydan vardır. Aşağıdakı inikasa baxaq:

)1,()(;: aaFK =¢® tt .

Asanlıqla yəqin etmək olar ki, bu inikas homomorfizmdir:

)()()1,()1,()1,()( babababa ttt +=+=+=+ ;

)()()1,()1,()1,()( babaabab ttt === .

Bu münasibətlər göstərir ki, t  inikası süryektiv homomorfizmdir. Onun )(KK t=¢  obrazı alt

halqadır, nüvəsi isə trivialdır. Demək, t  inikası izomorf daxilolmadır. Kompleks ədədlər

meydanını qurarkən istifadə etdiyimiz üsulla elə F 1,0,,, ×+= F  meydanı qura bilərik ki,

F@ 1,0,,, ×+¢F olmaqla 0.1,,,0,1,,, ×+×+ FK p  və FK Ì  olsun. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. Tutaq ki, F@ 1,0,,, ×+F  və E@ 1,0,,, ·ÅE  eyni bir K 1,0,,, ×+= K  tamlıq

oblastının nisbətlər meydanıdır. Onda, bu meydanların K-nın elementlərini tərpənməz saxlayan

izomorfizmi vardır.

İsbatı. Şərtə əsasən ixtiyari FÎa  və EÎb  elementlərini 1-= aba , 1-·= dcb  şəklində

yazmaq olar və burada Kdcba Î,,,  olmaqla ikinci bərabərlikdə tərs element E meydanında təyin

olunan vurma əməlinə nəzərən götürülür. EFf ®:  inikasını aşağıdakı kimi  təyin edək. Bu

inikas K-nın elementlərini tərpənməz saxladığı üçün KaÎ  olduqda aaf =)(  qəbul edək.
1-= aba  elementi  üçün 1)( -·= baf a  yazaq. Hər iki meydanda elementin baxılan şəkildə

göstərilişi yeganə deyil. Buna görə də yuxarıda qeyd olunan bərabərlik vasitəsi ilə biyektiv

inikas təyin olunduğunu xüsusi olaraq göstərmək lazımdır. Tutaq ki, 1-= aba  elementi  üçün
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başqa göstəriliş də verilmişdir: 1-= cda . Onda yaza bilərik: bcad = . K halqasının elementləri

üçün hər iki meydanda təyin olunan vurma əməllərinin nəticələri eynidir. Buna görə də

11 -- ·=·®·=· dcbacbda .

Beləliklə, a  elementinin yazılışından asılı olmadan 1)( -·= baf a  qiyməti dəyişmir.

Deyilənlərdən aydın olur ki, təyin olunan f  inikası biyektivdir. Onun homomorfizm olduğunu

göstərmək qalır. Biz f  inikasının toplama əməlini saxladığını göstərməklə kifayətlənək.

111)()( --- ·Å·=·+=÷
ø
ö

ç
è
æ +

=÷
ø
ö

ç
è
æ + tsrqrtrsqt

rt
rsqtf

t
s

r
qf .

Bu onu göstərir ki, f  inikası toplama əməlini saxlayır. Eyni qayda ilə göstərə bilərik ki, f

inikası vurma əməlini də saxlayır. Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 2 göstərir ki, tamlıq oblastının nisbətlər meydanı izomorfizm dəqiqliyi ilə

yeganədir.

§4. Sadə cisimlər və onların kommutativliyi

Tərif 1. F@ 1,0,,, ×+F  cəbri o zaman cisim adlanır ki, aşağıdakı şərtlər ödənsin:

1) +,F  cəbri “+” binar əməlinə nəzərən kommutativ qrup olsun;

2) Æ==* }0{\FF  olmaqla, ×*,F  cəbri qrup olsun.

Bu tərifi meydanın tərifi ilə müqayisə etsək, görərik ki, kommutativ cisim meydandır. Cismə

misal olaraq H kvaternionlar cəbrini göstərmək olar.

Kompleks ədədlər və həqiqi ədədlər meydanları kvaternionlar cisminin, bir cəbr kimi, alt

cisimləridir. F cisimi ozünün alt cismidir və o, trivial alt cisim adlanır. Qeyri-trivial alt cisim isə

məxsusi alt cisim adlanır.

Tərif 2. F cismi o zaman sadə cisim adlanır ki, onun məxsusi alt cismi olmasın.

Teorem 1. Əgər F1 və  F2 hər hansı F cisminin ixtiyari iki alt cisimləri olarsa, onda

onların kəsişməsi də alt cisimdir.
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Teoremin isbatı asanlıqla tərifdən alınır. Bu teoremin ixtiyari ailə alt cisimlər üçün də

ümumiləşməsi vardır.

Teorem 2. İxtiyari ailə { }aF  alt cisimlərinin kəsişməsi də alt cisimdir.

Teorem 3. Verilən F cisminin bütün alt cisimlərinin kəsişməsi sadə cisimdir.

İsbatı. Tutaq ki, { }aF  verilən F cisminin bütün alt cisimlər ailəsidir. Onda teorem 2-yə

əsasən

I
a

aF

kəsişməsi də alt cisim olacaqdır. Fərz edək ki, onun məxsusi F  alt cismi vardır. Onda, alt cisim

kimi { }aFÎF  və buna görə də

F=ÞFÌ II
a

a
a

a FF .

Bu isə F -nin məxsusi alt cisim olması şərtinə ziddir. Teorem 3 isbat olundu.

Teorem 4. Sadə cisim kommutativdir, yəni meydandır.

İsbatı. Tutaq ki, F@ 1,0,,, ×+F  sadə cisimdir. Onda onun 01¹  elementi vardır. Nər bir

natural n ədədi üçün 43421 L
n

n 1111 +++=*  kimi təyin olunan element vardır. F cisim olduğu üçün

onun 0 elementi və 1*- n  şəklində elementləri vardır. Asanlıqla yəqin etmək olar ki,

1*n , 1*- n  şəkilndə elementlər çoxluğu 0 ilə birlikdə halqa təşkil edir və bu halqa ×+,,Z  tam

ədədlər halqası ilə izomorfdur. Onda §3, teorem 1-ə əsasən  həmin halqanın nisbətlər meydanı

vardır və bu meydan 1,0,,, ×+Q  rasional ədədlər meydanı ilə izomorfdur. Deməli, hər bir sifirdan

fərqli 1*n  elementinin tərsi vardır və 1)1( -*n  şəklindədir. Beləliklə, bütün

1
1

*
*

n
m

şəklində kəsrlər çoxluğu F cisminə daxildir. Deməli, bu cisim rasional ədədlər meydanı ilə

izomorf olan meydanı daxilinə alır. Lakin F cismi sadə cisim olduğu üçün onun məxsusi alt

cismi (kommutativ halı istisna deyil) ola bilməz. Deməli,

F@Q 1,0,,, ×+= Q .
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və F cisimi meydandır, yəni o, kommutativdir. Teorem 4 isbat olundu.
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III Hissə

I FƏSİL. Çoxhədlilər halqası

§1. Halqanın sadə transsendent genişlənməsi

Bu fəsildə baxılan halqalar kommutativ və vahidi olan hesab olunur. İxtiyari iki belə

halqa götürək: K  = 1,,, ×+K  və L = 1,,, ×+L . Fərz edək ki, K pL .

Tərif 1. L  halqası o zaman K   halqasının LuÎ  elementinin birləşdirilməsi vasitəsi ilə

alınan sadə genişlənməsi adlanır ki, onun ixtiyri LÎa  elementini
n

nuauaa +++= L10a           (1)

( Kaaa n Î,,, 10 L ) şəklində göstərmək mümkün olsun.

K halqasının LuÎ  elementinin birləşdirilməsi vasitəsi ilə alınan sadə genişlənməsi

simvolik olaraq L  = K ][u  şəklində yazılır. Eyni simvolik yazılış əsas çoxluqlar üçün də istifadə

olunur: ][uKL = .

Misal 1. Bütün bia +  ( Zba Î, ) Qaus tam kompleks ədədlər çoxluğu Z  tam ədədlər

halqasının i   kompleks ədədini birləşdirməklə alınan sadə genişlənməsidir.

Misal 2. { }ZcbacbaZ Î++= ,,|42]2[ 333  çoxluğu Z  tam ədədlər halqasının 3 2

ədədini birləşdirməklə alınan sadə genişlənməsidir. Doğrudan da, bu çoxluğun hər bir elementi

(1) şəklindədir (burada 3 2=u ). Asanlıqla göstərmk olar ki, ]2[3Z  çoxluğu kommutativ və

vahidi olan halqadır. uu 002 3 +=-  bərabərliyi göstərir ki, bu halqada 0 ədədi iki müxtəlif

üsulla (1) şəklində göstərilə bilər. Əslində isə sonsuz sayda belə göstərilişlər mümkündür.

Bir çox məsələlər üçün hər bir elementin (1) çəklində yazılışının yeganəliyi vacibdir.

Sadə genişlənmələrin belə növü transsendent genişlənmə adlanır.

Tərif 2. L halqası o  zaman K halqasının LuÎ  elementinin birləşdirilməsi vasitəsi ilə

alınan sadə transsendent genişlənməsi adlanır ki:

1) L = K ][u  olsun;

2) onun ixtiyri LÎa  elementinin (1) şəklində göstərilişi yeganə olsun.

Bu tərifdə 2) şərtini onunla eyniğüclü olan ==Û+++= 10100 aauauaa n
nL ... 0== na

şərti ilə əvəz etmək olar.

Tərif 3. Əgər LuÎ  elementi  üçün L=K ][u  sadə trnssendent genişlənmə olarsa, onda

LuÎ elementi K halqası üzərində transsendent element adlanır. Q rasional ədədlər meydanı,

yaxud Z  tam ədədlər halqası üzərində transsendent element transsendent ədəd adlanır.

Tutaq  ki, L=K ][u  sadə genişlənmədir. Əgər o, transsendent genişlənmə olmazsa, onda

belə genişlənmə sadə cəbri genişlənmələr sinfinə aid olur (cəbri genişlənmənin tərifi VI fəsildə
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veriləcəkdir). Uyğın birləşdirilmiş element isə cəbri element adlanır. Məsələn, ][iZ  və ya ]2[3Z

genişlənmələri cəbri genişlənmələrdir.

İxtiyari kommutativ və vahidi olan K halqası üçün onun sadə transsendent genişlənməsi

vardır. Bu hökmün isbatı verilən halqa vasitəsi ilə qurulan köməkçi halqa ilə bağlıdır.

1,,, ×+K  halqasının elementlərindən düzələn bütün mümkün sonsuz elə ,...),...,,( 10 naaa

ardıcıllıqlarına baxaq ki, onun sonlu sayda hədlərindən başqa qalanları 0-a bərabər olsun. Başqa

sözlə hər bir belə ardıcıllıq üçün həmişə elə m  nömrəsi göstərmək olar ki, mn >   olduqda

0=na  olsun.  Bütün  belə psevdo-sonsuz ardıcıllıqlar çoxluğunu K  kimi işarə edək.

=a ,...),...,,( 10 naaa  və =b ,...),...,,( 10 nbbb K  çoxluğundan götürülmüş iki element olarsa, onda

bu iki elementin bərbərliyi nn bababa =ÙÙ=Ù=Û= ...1100ba  münasibəti ilə verilir.

K  çoxluğunda binar əməllər təyin edək. =a ,...),...,,( 10 naaa  və =b ,...),...,,( 10 nbbb K

çoxluğundan götürülmüş iki element olarsa, onda onların cəmini belə müəyyən edək:

,...),...,,( 1100 nn bababa +++=+ ba .

Bu elementlərin hasilini isə

,...),...,,( 10 nccc=ab ; å
=+

=
ijk

jki bac

kimi təyin edək (burada cəmləmə bütün mənfi olmayan k  və j tam ədədləri üzrə aparılır).

Beləliklə, biz ×+,,K  cəbrini aldıq. Gösərək ki, o, kommutativ və vahidi olan halqadır. Daxil

olunmuş əməllərin kommutativ olduğu K halqasının özünün kommuttivlyindən alınır. Aydındır

ki, ,...)0,...,0(0 =  elementi toplamanın neytral elementidir. Hər bir elementin əksi (toplamaya

nəzərən simmetrik elementi) komponentlərin işarəsini dəyişməklə alınır: =-a ,...,,( 10 aa --

,...)na- . Deməli, +,K  cəbri kommutativ qrupdur. ×,K  cəbri kommutativ qruppoiddir. Onun

monoid olduğunu göstərək.

Tutaq ki, a  və b  elementləri ilə birlikdə ixtiyari üçüncü bir ,...),...,,( 21 nccc=g  elementi

də verilmişdir. Onda yaza bilərik:

( ) å
=+

==
jlk

lkjm badddd ;,...,...,, 21ab .

Beləliklə,

( ) ( ) j
ijr ijlk

lkjrin cbacdffff å å å
=+ =++

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=== ;,...,...,, 21gab .     (2)

Digər tərəfdən, əgər ( ),...,...,, 21 nggg=bg  işarə etsək, onda yaza bilərik:
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( ) ( ) å å å
=+ =++

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
===

ijr ijlk
jlkjrin cbagauuuu ;,...,...,, 21bga .      (3)

Toplamanın yerdəyişmə və qruplaşdırma qanunlarından alınır ki, (2) və  (3) bərabərlikləri eyni

bir hasili təyin edir yəni:

( ) ( )bgagab = .

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, ,...)0,...,0,1(1 =  vahid elementdir. Beləliklə, ×,K  cəbri

kommutativ monoiddir. ×+,,K  cəbrinin halqa olduğu distributivlikdən alınır. Sonuncu isə

aşağıdakı münasibətin nəticəsidir:

( ) agabgba +=÷
ø

ö
ç
è

æ
+÷

ø

ö
ç
è

æ
=÷

ø

ö
ç
è

æ
+=+

³=+³=+³=+
ååå

000

)(
iilk

lk
iilk

lk
iilk

llk cabacba .

§2. Çoxhədlilər halqası və onun sadə xassələri

Teorem 1. İxtiyari kommutativ və vahidi olan halqanın sadə transsendent genişlənməsi

vardır.

İsbatı. Tutaq ki, { }KaaK Î= |,...)0,...,0,(1 . Aşağıdakı kimi işarələmə qəbul edək:

,...)0,...,0,1,0(=u , 1,...)0,...,0,( 0 ×=== aauaa .

Asanlıqla görmək olar ki,

,...)0,...,1,0,0(,...)0,...,0,1,0(,...)0,...,0,1,0(2 =×=u .

Analoji olaraq, yaza bilərik:

,...)0,1,0,...,0,0(1 =×= - uuu kk

(burada 1 k –cı yerdə dayanmışdır). Eyni zamanda,

uauaa 111 ,...)0,(,...)0,...,,0( =×= ,

2
2

2
22 ,...)0,(,...)0,...,,0,0( uauaa =×= ,

və i. a. Beləliklə, ixtiyari psevdo-sonsuz ,...)0,,...,,( 10 naaa  ardıcıllığını aşağıdakı kimi yaza

bilərik:
n

nn uauauaaaa +++= L1
1

0
010 ,...),...,,( .         (4)

Bu ayrılışın yeganəliyi ardıcıllıqların bərabərliyindən alınır. Yeni KKKK È=¢ )\( 1  çoxluğunu

daxil edək. KK ¢®:j  inikasını belə təyin edək:

î
í
ì

¹
=

=
,...).0,(,
,...),0,(,

)(
a
aa

aa
a

aj

downloaded from KitabYurdu.org



6

Aydındır ki, bu inikas biyektiv inikasdır. Bu inikasın köməyi ilə K ¢  çoxluğunda binar əməllər

təyin edə bilərik. Tutaq ki, Kzy ¢Î,  ixtiyari iki elementdir. Bu elementlərin cəmini və hasilini

belə müəyyən edirik:

( ) ( ))()()()( 1111 zyzyzyzy ---- ×=*Ù+=Å jjjjjj .

Asanlıqla yəqin etmək olar ki, 1,,, *Å¢K  cəbri kommutativ halqadır və 1,,,1,,, *Å@*Å¢ KK .

Əgər )(ux j=  qəbul etsək onda hər bir )(aj  elementini (4)-ə əsasən

n
n xaxaa +++= L10)(aj          (5)

kimi yaza bilərik. Qurmaya əsasən hökm edə bilərik ki, KK ¢Ì . Beləliklə, ][xKK =¢  və teorem

bununla isbat olundu.

Tərif 1. ][xK  transsendent sadə genişlənməsi K  halqası üzərində birdəyişənli çoxhədli-

lər halqası adlanır. Çoxhədlilər halqasının (5) kimi yazılan elementləri çoxhədlilər adalnır. (5)

cəminə daxil olan hər bir toplanan birhədli adlanır. naaa ,...,, 10  elemenləri çoxhədlinin əmsalları

adlanır.

Bu halqanın bilvasitə tərifdən alınan ən sadə xassələri aşağıdakı teoremlərlə ifadə olunur.

Teorem 2. Əgər K halqası tamlıq oblastı olarsa, onda ][xK  çoxhədlilər halqası da tamlıq

oblastı olar.

İsbatı. Tutaq ki, ][)(),( xKxgxf Î ixtiyari iki sıfır olmayan çoxhədlidir. Göstərək ki,

0¹fg . Əksini fərz edək. Tutaq ki, 0¹fg . f və g çoxhədlilərini aşağıdkı kimi yazaq:
n

nxaxaaxf +++= L10)( ,

m
mxbxbbxg +++= L10)( .

Çoxhədlilər sıfırdan fərqli olduğu üçün əmasllar içərisində maksimal nömrəli sıfır olmayan

əmsallar vardır. Fərz edək ki, bunlar na  və mb  əmsallarıdır. Onda, fg  hasilinin maksimal

nömrəli həddi mnba  olcaqdır. Lakin K halqası tamlıq oblstı olduğundan 0¹mnba . Beləliklə,

0¹fg . Teorem 2 isbat olundu.

Məlumdur ki, tamlıq oblastının nisbətlər meydanı həmişə vardır. ][xK  halqasının

nisbətlər meydanı rasional kəsrlər meydanı adlanır.

Teorem 3. Fərz edək ki, K və L   iki kommutativ halqa olmaqla, K@ L.  Onda,

K @][x L ][ y .

İsbatı. K ][x  halqasının hər bir )(xf  çoxhədlisi yeganə qayda ilə
n

nxaxaaxf +++= L10)(

kimi yazıla bilər. Tutaq ki, LK ®:j K= 1,,, ×+K  və L= 1,,, ×+L  halqalarının izomorfizmidir.
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)(xf  çoxhədlisinə n
n xbxbbxg +++= L10)(  çoxhədlisini qarşı qoyaq; burada ib  əmsalları

)( ii ab j=  kimi təyin olunur. Aydındır ki, bu inikas əməlləri saxlayır və biyektiv inikasdır.

Teorem 3 buradan alınır.

§3. Çoxhədlinin dərəcəsi. Çoxhədlinin kökü. Bezu teoremi

Tutaq ki, 1,,, ×+K  kommutativ və vahidi olan halqadır, ][xK  isə bu halqa üzərində

çoxhədlilər halqasıdır. İxtiyari ][)( xKxf Î  çoxhədlisini 01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= -

- L

şəklində yzmaq olar ki, burada Kaaa n Î,...,, 10 .

Tərif 1. Əgər 0¹na  olarsa,  onda 0³n  ədədi )(xf çoxhədlisinin dərəcəsi adlanır və

fdeg  kimi işarə olunur.

Məsələn, ][142)( 23 xZxxxf Î+--=  çoxhədlisinin dərəcəsi 3-ə bərbərdir: 3deg =f .

Yaxyd, ][200)( 235 xRxxxxxg Î+-+-=  çoxhədlisi üçün 2deg =g .

Bütün əmsalları 0 olan sıfır çoxhədlisinin dərəcəsi təyin olunmamışdır. Hər bir KcÎ¹0

elementi sıfır dərəcəli cxf =)(  çoxhədlisini müəyyən edir.

Çoxhədlinin dərəcəsinin aşağıdakı xassələri vardır:

1) İxtiyari iki ][, xKgf Î  çoxhədliləri üçün gfgf deg,deg),deg( +  ədədləri təyin

olunarsa, onda

)deg,max(deg)deg( gfgf £+ .

2) Heç biri sıfır olmayan ixtiyari iki ][, xKgf Î  çoxhədliləri üçün

gffg degdeg)deg( +£ .

3) Əgər K  halqası tamlıq oblastı olarsa, onda heç biri sıfır olmayan ixtiyari iki

][, xKgf Î  çoxhədliləri üçün

gffg degdeg)deg( += .

Bu xassələrin isbatı bilvasıtə çoxhədlinin dərəcəsinin tərifindən alınır. Buna görə də biz ancaq

misallarla kifayətlənə bilərik.

Misal 1. Tutaq ki, 142)( 23 +--= xxxf  və 142)( 2 +--= xxxg . Bu halda,

3)2462deg()deg( 23 =+---=+ xxxgf .

Bərbərsizliyin ciddi olan halı da mümkündür. Məsələn, 142)( 23 +--= xxxf , 142)( 3 +-= xxxg

çoxhədliləri üçün fxxgf deg2)244deg()deg( 2 <=+--=+ .

Misal 2. Tutaq ki, 142)( 23 +--= xxxf  və 142)( 2 +--= xxxg . Bu halda,

gfxxxxxfg degdeg5)14614164deg()deg( 2345 +==+--++= .
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Misal 3. Əgər K  halqası tamlıq oblastı deyilsə, onda 3) xassəsindəki bərabərlik ödənmə-

yə bilər. Doğrudan da tutaq ki, 6ZK =  6 modulun görə çıxıqlar sinifləri halqasıdır 2)( =xg  və

13)( += xxf . Bu halda 226)()( =+= xxgxf . Yəni gffg degdeg0)deg( +<= .

Dərəcəsi n  olan 01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= -

- L  çoxhədlisində na yüksək (yaxud

böyük) əmsal, 0a  isə sərbəst hədd adlanır. Yüksək əmsalı 1-ə bərabər olan çoxhədli unitar

(yaxud normalaşmış) çoxhədli adlanır.

Tərif 2. KcÎ  elementi o zaman ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin kökü adlanır ki,

0)( 01
1

1 =++++= -
- acacacacf n

n
n

n L

bərabərliyi doğru olsun.

Məsələn, 5 2  ədədi ][2)( 5 xRxxf Î-=  çoxhədlisinin köküdür, çünki, ( ) 022
55 =- .

Göründüyü kimi, çoxhədlinin kökü anlayışı verilmiş çoxhədlidə dəyişənin K  halqasının

elementi ilə əvəz olunması vasitəsi ilə alınan yeni elementinin sıfra bərabər olub olmamaması ilə

bağlıdır. Dəyişənin bu cür əvəz olunması KxKc ®][:f   inikasını müəyyən edir.

Teorem 1. KxKc ®][:f  inikası halqaların homomorfizmdir.

İsbatı. Gösətərək ki, cf  inikası toplama və vurma əməllərini saxlayır. Bunu isbat etmək

üçün

01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= -

- L ,

01
1

1)( bxbxbxbxg m
m

m
m ++++= -

- L

yazaq. nm £  olduğunu fərz edərək, 01 ===+ nm bb L  ( nm <  olduqda) olduğunu qəbul edək.

Onda yaza bilərik:

)()()()()( 0011 baxbaxbaxgxf n
nn ++++++=+ L .

Bu halda,

=++++++=+ )()()()( 0011 bacbacbagf n
nnc Lf

)()()()(( 0011 gfcgcfbacbcacbca n
n

n
n ff +=+=++++++= L .

Eyni qayda ilə göstərmək olar ki,

)()()( gffg ccc fff = .

Teorem 1 isbat olundu.

Tərif 3. Teorem 1 vasitəsi ilə müəyyən olunan homomorfizm qiymət homomorfizmi

adlanır.

Tutaq ki, ][)( 10 xKxaxaaxf n
n Î+++= L  çoxhədlisi verilmişdir. İxtiyarı KcÎ ele -
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menti üçün cf  inikası bu çoxhədlinin qiymətini müəyyən edir. Həmin qiymətin hesablanması

üçün praktik cəhətdən əlverişli üsul vardır ki, bu üsul Hörner sxemi adlanır. Əvvəlcə Bezu

teoremi deyilən aşağıdakı teoremi verək.

Teorem 3. İxtiyari ][)( xKxf Î  çoxhədlisi və KcÎ  elementi  üçün  elə

][)( xKxq Î çoxhədlisi tapmaq olar ki,

)()()()( cfxqcxxf +-= .      (1)

Bu teoremi bəzən belə də ifadə edirlər: )(xf  çoxhədlisinin cx -  ikihədlisinə

bölünməsindən alınan qalıq )(cf -yə bərabərdir.

İsbatı. )()( cfxf -  fərqini aşağıdakı kimi yazmaq olar:

)()()()()( 22
21

nn cxcxacxacfxf -++-+-=- L .

İstənilən k  natural ədədi üçün məlum bərabərliyə əsasən

))(( 121 --- +++-=- kkkkk cxcxcxcx L .

Deməli,

=-++-+-=- )()()()()( 22
21

nn
n cxacxacxacfxf L

=+++-+++-+-= --- ))(())(()( 121
21

kkk
n cxcxcxacxcxacxa LL

))()()(( 121
21

--- +++++++-= kkk
n cxcxacxaacx LL .

Conuncu mötərizə daxilindəki çoxhədlini )(xq  ilə işarə etsək, onda tələb olunan bərbərliyi

aşağıdakı eyniğüclü şəkildə yaza bilərik:

)()()()( xqcxcfxf -=- .

Teorem 3 isbat olundu.

Xüsusi halda K  halqası tamlıq oblastı olarsa, onda aşağıdakı əlamət doğrudur.

Nəticə. ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin K  halqasında KcÎ  kökünə malik olması üçün onun

cx -  ikihədlisinə bölünməsi zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı. Titaq ki, KcÎ  elementi ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin köküdür. Teorem 3-ə əsasən,

elə ][)( xKxq Î  çoxhədlisi tapmaq olar ki,

)()()()( cfxqcxxf +-= .

Şərtə əsasən, 0)( =cf . Buna görə də, )()()( xqcxxf -= .

Əksinə, əgər )()()( xqcxxf -=  münasibəti doğru olarsa, onda teorem 3-ə görə elə

][)( xKxq Î¢  çoxhədlisi tapa bilərik ki, )()()()( cfxqcxxf +¢-= . Alınan iki bərbərliyi tərəf –

tərəfə çıxaq:

))()()(()( xqxqcxcf -¢-= .
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Dərəcənin tərifinə əsasən, bu bərabərlik yalnız o zaman mümkün ola bilər ki, )()( xqxq =¢  olsun,

əks halda sol tərəfin dərəcəsi 0, sağ tərəfdəki çoxhədlinin dərəcəsi isə ən azı 1 olardı. Beləliklə,

nəticə isbat olundu.

Teorem 3-dən verilən çoxhədlinin verilmiş nöqtədə aldığı qiyməti müəyyən etmək üçün

Hörner sxemi adlanan əlverişli üsul alınır. Bu üsul eyni zamanda )(xq  çoxhədlisinin əmsallarını

tapmaq üçün də faydalıdır.

(1) bərabərliyində 1
110)( -
-+++= n

n xbxbbxq L  yazaraq, sağ tərəfi çevirək:

=++++-=+++ -
- )())(( 1

11010 cfxbxbbcxxaxaa n
n

n
n LL

cbcfxcbbxcbbxb n
nn

n
n 010

1
121 )()()( -+-++-+= -
--- L .

Hər iki tərəfin əmsallarını bərabərləşdirsək alarıq:

001101121 )(,,...,, cbacfcbabcbabab nnnnn +=+=+== ---- .

Tapılmış bu ifadələri aşağıdakı cədvəldə yerləşdirək.

Misal. 352)( 34 -+-= xxxxf  çoxhədlisinin 2-x  ikihədlisinə bölünməsindən alınan

qalığı və natamam qisməti (yəni )(xq  çoxhədlisini) tapaq.

2

Bu cədvələ əsasən yaza bilərik: 31)17632)(2()( 23 ++++-= xxxxxf .

§4. Köklərin sayı. Çoxhədlilərin cəbri və funksional bərbərliyi

Bezu teoreminin köməyi ilə çoxhədlinin müxtəlif köklərinin sayı haqda məlumat almaq

olar. Bu teorem sadə modula nəzərən müqayisələr üçün (yəni sonlu meydanlarda) ilk dəfə

Laqranj tərəfindən isbat olunmuşdur. Sonralar bu teorem tamlıq oblastları üçün

ümumiləşdirilmişdir. Sonsuz ədədi meydanlarda onu Laqranjın interpolyasiya düsturundan da

almaq olar. Laqranj teoreminin tamlıq oblastları üçün ifadəsi belədir.

Teorem 1. n dərəcəli çoxhədlinin müxtəlif köklərinin sayı coxhədlinin dərəcəsindən

böyük deyil.

İsbatı. Teoremi dərəcəyə görə induksiya metodu ilə isbat edək. Tutaq ki, ][)( xKxf Î

çoxhədlisinin dərəcəsi n-ə bərabərdir və onun m sayda müxtəlif kökləri vardır: mxxx ,...,, 21 . n=0

na 1-na ... 1a 0a

nn ab =-1 112 --- += nnn cbab ... 110 cbab += 00)( cbacf +=

2 -1 0 5 -3

2 2·2-1=3 2·3+0=6 2·6+5=17 2·17-3=31
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olarsa, onda 0¹= cf . Buna görə də 0=m  və bu halda teorem doğrudur. Bir dərəcəli

çəxhədlinin birdən çox kökü ola bilməz. Fərz edək ki, teorem n-1 dərəcəli şoxhədlilər üçün

doğrudur. Onda Bezu teoreminə əsasən yaza bilərik:

)()()( 1 xgxxxf -= .

K tamlıq oblastı olduğundan dərəcənin xassəsinə əsasən yaza bilərik: 11degdeg -=-= mfg .

mxx ,...,2  köklərindən ixtiyari birini götürək və onu y  ilə işarə edək. Aydındır ki, 1xy ¹  olmaqla

0)()()( 1 =-= ygxyyf . Deməli, 0)( =yg . Beləliklə, qalan m-1 sayda mxx ,...,2  kökləri ancaq g

şoxhədlisinin kökü ola bilər. İnduktiv fərziyyəyə əsasən, 11 -£- nm  olmalıdır. Deməli, nm £

və teorem 1 isbat olundu.

Hər bir çoxhədliyə əsas halqa üzərində təyin olunan funksiya kimi də baxmaq olar. Tutaq

ki ixtiyari ][)( xKxf Î  çoxhədlisi və KcÎ  elementi verilmişdir. Onda, cf  qiymət

homomorfizminin köməyi ilə Kcf Î)(  elementi müəyyən oluna bilər. Bir çox hallarda bununla

)(xf  birqiymətli müəyyən olunur.

Teorem 2. Əgər K halqası sonsuz tamlıq oblastı və ][, xKgf Î  ixtiyari iki çoxhədli

olarsa, onda ixtiyari KcÎ  elementi üçün )()( cgcf =  olmasından gf =  alınır.

Teoremin hökmünə əsasən, sonsuz tamlıq oblastları üzərində verilmiş çoxhədlilərin

funksional bərabərliyi ilə cəbri bərabərliyi eynigüclüdür.

Teorem 2-nin isbatı. Teoremi aşağıdakı şəkildə isbat etmək kifayətdir: gostərək ki,

( )( )0)( =Î" cfKc

mülahizəsi doğru olarsa, onda 0=f . Əksini fərz edək, yəni tutaq ki, 0¹f  və fn deg= . K

halqası sonsuz olduğu üçün onun 1+n  sayda müxtəlif elementi vardır. Laqranj teoreminə əsasən

nn £+1   olmalıdır ki, bu da mümkün deyil. Alınan ziddiyyət göstərir ki, 0=f . Teorem 2 isbat

olundu.

Bununla belə, çoxhədli anlayışı ilə uyğun funksiyanın fərqi vardır. Əgər K halqası sonlu

olarsa, onda teorem 2-nin hökmü doğru olmaya bilər. Məsələn, 2Z  halqası üzərində

xxxf += 2)(  çoxhədlisini götürsək, asanlıqla görə bilərik ki, 0)0( =f  və 0)1( =f . Lakin

0)( ¹xf .
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II FƏSİL. Meydan üzərində çoxhədlilər halqası

§1. Qalıqlı bölmə haqda teorem. Bölünmə münasibəti

Yuxarıda gördük ki, iki çoxhədlinin hasilinin dərəcəsi vuruqların dərcələri cəminə

bərabərdir. Ən sadə halda iki birhədlidən birinin dərəcəsi böyük olarsa, onda onu kiçik dərəcəli

birhədliyə bölmək o zaman mümkün olar ki, birincinin əmsalı ikinciyə bölünsün. Əsas halqa

meydan olduqda bu həmişə mümkün olur. Buna görə də əvvəlcə sadə hal kimi meydan üzərində

çoxhədlilər halqasını öyrənmək daha əlverişlidir.

Tutaq ki, hər hansı bir K 1,0,,, ×+= K  meydanı verilmişdir. Bu meydan üzərində

çoxhədlilər halqasına baxaq. Bu halqa bölünmə ilə bağlı xüsusiyyətləri ilə tam ədədlər halqasına

çox yaxındır, çünki burada da qalıqlı bölmə haqda teorem vardır. Bu teorem aşağıdakı şəkildə

söylənilir.

Teorem 1. İxtiyari iki )0(][, ¹Î gxKgf  çoxhədliləri üçün elə yeganə ( rq, )

çoxhədlilər cütü göstərmək olar ki,:

)()()()( xrxqxgxf +=

münasubəti ödənməklə ya 0)( =xr  və ya )(deg)(deg xgxr < .

İsbatı. Əvvəlcə göstərilən münasibətin doğruluğunu isbat edək. F çoxhədlisinin

dərəcəsinə görə induksiya metodunu tətbiq edək. Tutaq ki, 0deg =f . Əgər 0deg =g  olarsa,

onda Kg Î¹0  və deməli, Kg Î-1 . Bu halda 1)( -= fgxq , 0)( =xr  götürmək kifayətdir.

Fərz edək ki, teorem dərəcəsi n-dək kiçik çoxhədlilər üçün isbat olunmuşdur. nf =deg

qəbul edək və

nn
nn axaxaxaxf ++++= -
-

1
1

10)( L ,

mm
mm bxbxbxbxg ++++= -
-

1
1

10)( L

işarə edək. İki hala baxaq. Əvvəlcə tutaq ki, nm > . Bu halda 0)( =xq  və )()( xfxr =  qəbul

etsək, onda tələb olunan bərabərliyi alarıq. İndi isə fərz edək ki, mn ³ . Aşağıdakı fərqə baxaq:

)()()( 1
001 xgxbaxfxf mn---= .

Asanlıgla yaza bilərik:

-++++= -
-

nn
nn axaxaxaxf 1

1
101 )( L

1
1

01
1

10
1

00 )( -
-

-
--- ++=++++= n

n
mm

mmmn cxcbxbxbxbxba LL

 İnduktiv fərziyyəyə əsasən )(1 xf  və )(xg çoxhədliləri üçün elə )(1 xq və )(xr çoxhədliləri

tapmaq olar ki,

),()()()( 11 xrxgxqxf += 0degdeg =Ú< rgr

və ya
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)()()()()( 10
1

0 xrxgxqxxgbaxf mn +=×- --

olsun. Onda

)()())(()( 0
1

01 xrxgxbaxqxf mn +×+= --

.

Əgər
mnxbaxqxq --+= 0

1
01 )()(

işarə etsək yaza bilərik:

).()()()( xrxgxqxf +=

Beləliklə, biz tələb olunan göstərilişi aldıq. Bu göstərilişin yeganəliyini isbat etmək üçün tutaq

ki, f(x) üçün iki belə göstəriliş vardır:

),()()()( xrxgxqxf +=

)()()()( xrxgxqxf ¢+¢=

olmaqla, 0degdeg,0degdeg =¢Ú<¢=Ú< rgrrgr . Tərəf-tərəfə bu bərabərlikləri çıxaq. Onda

alarıq

)()())()(( xrxrgxqxq -¢=¢-

)()( xqxq ¢¹  olarsa, sol tərəfin dərəcəsi m-dən az deyil. Lakin sağ tərəfin dərəcəsi isə aşağıdakı

münasibəti ödəyir:

mrrrr <¢£-¢ ),max()deg( .

Alınan ziddiyyət göstərir ki, )()( xqxq ¢¹ . Deməli, )()( xqxq ¢= və )()( xrxr ¢= . Teorem isbat

olundu.

Teoremin münasibəti ödənərsə, onda tam ədədlər halqasında oluğu kimi, f(x) bölünən,

g(x) bölən, q(x) natamam qismət, r(x) isə qalıq adlanır.

Teoremin ifadəsində 0=r olduqda )()()( xgxqxf =  alırıq.

Tərif 1. )()()( xgxqxf = olarsa, onda deyilir ki, )(xf  çoxhədlisi )(xg -ə bölünür və ya

)(xg  çoxhədlisi )(xf -in bölənidir.

Məsələn, )1)(1(12 +-=- xxx çoxhədlisi 1-x çoxhədlisinə bölünür və eyni zamanda bu

çoxhədli 12 -x  çoxhədlisinin bölənidir. )(xf  və 0)( ¹xg çoxhədliləri verilərsə, onda

[ ] ))()()()()(( xhxgxfxKxhgf =Î$Ûj

münsibəti [ ]xK  çoxhədlilər halqasında binar münasibət müəyyən edir. Bu münasibət bölünmə

münasibəti adlanır və )()( xyxf M kimi işarə olunur.

Tərif 2. Əgər elə 0¹c elementi olsa ki, )()( xcgxf = onda )(xf  və )(xg  çoxhədliləri

assosasiyalanmış çoxhədlilər adlanır və belə işarə olunur: .~ gf

~ münasibəti [ ]xK  halqasında ekvivalentlik münasibətidir.
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     Bölünmə münasibətinin aşağıdakı xassələri vardır:

1. )()( xgxf M  və )()( xhxg M olarsa, onda ).()( xhxf M

2. Kc Î və 0¹c olrsa, cxf M)( ;

3. [ ] ));()()()()(()()( xgxhxfxKxhxgxf MM Î"®

4. ));()()()()(0)(()()( xhxgxhxfxhxgxf MM ¹"®

5. );()()()()()( xgxfxhxgxhxf MM ®

6. );()()()()()()( 221121 xgxfcxfcxgxfxgxf MMM +®Ù

7. ).()()()()()()()()( 221121 xgxfxcxfxcxgxfxgxf MMM +®Ù

8. gfxfxgxgf ~)()()( ®Ù MM .

9. Əgər mn gggfff +++=+++ LL 2121  olmaqla, hghghf mMLMLM ÙÙÙÙ 12

münasibəti ödənərsə, onda hf M1 .

§2. ƏBOB və ƏKOB. Sadə xassələr

Tutaq ki, iki ][, xKgf Î  çoxhədliləri verilmişdir.

Tərif 1. ][xKhÎ çoxhədlisi o zaman f və g çoxhədlilərinin ortaq böləni adlanır ki, hf M

və hgM  münasibətləri doğru olsun.

Tərif 2. ][xKhÎ çoxhədlisi o zaman f və g çoxhədlilərinin ən böyük ortaq böləni adlanır

ki, hf M  və hgM  münasibətləri ödənməklə, h bu çoxhədlilərin hər bir başqa ortaq böləninə

bölünsün.

Tərif 3. ][xKhÎ çoxhədlisi o zaman f və g çoxhədlilərinin ortaq bölünəni adlanır ki,

fhM  və ghM  münasibətləri doğru olsun.

Tərif 4. ][xKhÎ çoxhədlisi o zaman f və g çoxhədlilərinin ən kiçik ortaq bölünəni adlanır

ki, fhM  və ghM  münasibətləri ödənməklə, h bu çoxhədlilərin hər bir başqa ortaq bölünəninin

böləni olsun.

     Ən böyük ortaq bölən birqiymətli təyin olunmamışdır. Çünki h(x) çoxhədlisi f(x) və g(x)

çoxhədlilərinin ən böyük ortaq böləni olarsa, onda ixtiyari 0¹c elementi üçün )()( xchKcÎ  -

də onların ən böyük ortaq böləni olar. Lakin çoxhədlilərinin ən böyük ortaq bölənləri içərisində

yüksək həddinin əmsalı 1 olan yeganə çoxhədli vardır. Bu çoxhədli ƏBOB(f,g) kimi işarə

edəcəyik. Eyni deyilənləri ən kiçik ortaq bölünən üçün də söyləmək olar. Yüksək əmsalı 1 olan

ən kiçik ortaq bölünən ƏKOB(f,g) kimi işarə olunur. Bəzən ƏBOB üçün (f, g) kimi yazılışdan da

istifadə olunur.

Misal. 112 +- xx M və 113 ++ xx M . Deməli 1+x , 12 -x  və 13 +x çoxhədlilərinin ortaq

bölənidir.
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f və g çoxhədlilərinin ƏBOB-in bəzi xassələri aşağıdakı lemma və teoremlərdə verilmişdir.

Lemma 1. Tutaq ki, f, g və h çoxhədliləri hgaf += münasibətini ödəyir. Onda

ƏBOB(f,g)=ƏBOB(g,h).

İsbatı. Verilən münasibətdən görünür ki, f və g çoxhədlilərinin hər bir ortaq böləni h-ın

bölənidir və deməli, g və h-ın ortaq bölənidir.Əksinə g və h-ın hər bir ortaq böləni f və g-nin

ortaq bölənidir. Beləliklə, f və g-nin ortaq bölənlər çoxluğu g və h-ın ortaq bölənlər çoxluğu ilə

eynidir. Buna görə də ƏBOB(f,g)=ƏBOB(g,h).

ƏBOB-in tapılması üçün tam ədədlərdə olduğu kimi, Evklid algoritmi deyilən olduqca

əhəmiyyətli bir üsul vardır.

Teorem 1. Tutaq ki, ][, xKgf Î  çoxhədliləri verilmişdir və 0¹g .

a) Onda mənfi olmayan elə m  tam ədədi tapmaq olar ki,

,degdeg0; grrgqf <<+=

,degdeg0; 111 rrrrqg <<+=

LLL

112 degdeg0; --- <£+= mmmmmm rrrqrr .

0; 111 =+= ++- mmmm rrqrr ;

münasibətləri doğrudur;

b) Sonuncu sıfırdan fərqli qalıq verilən çoxhədlilərin ən böyük ortaq bölənidir.

İsbatı. a) Əvvəlcə f və g çoxhədlilərinə qalıqlı bölmə haqda teoremi tətbiq edək. Onda

yaza bilərik:

grrrgqf degdeg0; <Ú=+= .

Əgər r=0 olarsa, onda a) bəndi doğrudur. Lakin bu zaman gqf =  olacaqdır və bu isə onu

göstərir ki, ƏBOB(f,g)=g (bu zaman sonuncu sıfırdan fərqli qalıq elə g çoxhədlisinin özü hesab

olunur). Əgər 0¹g  olarsa, onda gr degdeg < . İki hal ola bilər: rr deg00deg <Ú= . Birinci

halda yaza bilərik: 1rqg = .  Lemma  1-ə əsasən ( ) ( ) 1,, == rggf . Bu halda teorem yenə də

doğrudur.

İkinci halda isə yenə də qalıqlı bölmə haqda teoremi tətbiq edə bilərik. Prosesi bu qayda

ilə davam etdirərək alırıq:

,degdeg0; grrgqf <<+=

,degdeg0; 111 rrrrqg <<+=

LLL

112 degdeg0; --- <£+= mmmmmm rrrqrr .
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Göründüyü kimi grrr mm degdegdegdeg 11 <<<< - L . Lakin dərəcələr mənfi olmadığı üçün

belə ardıcıllıq sonsuz ola bilməz. Yəni m nömrəsinin müəyyən qiymətində 0deg =mr  və ya

0=mr  olacaqdır. Birinci halda isə 01 =+mr  olacaqdır. Yəni hər iki halda teoremin münasibəti

doğrudur.

Teoremin isbatını başa çatdırmaq üçün bu münasibətlərə ardıcıl olaraq lemma 1-i tətbiq

etmək lazımdır: mmm rrrrggf ==== - ),(),(),( 11 L .

Misal. Aşağıdakı çoxhədlilərin ƏBOB-ni tapaq:

143)( 234 ---+= xxxxxf  və 1)( 23 --+= xxxxg .

Evklid alqoritmini tətbiq edək:

143 234 ---+ xxxx | 123 --+ xxx

xxxx --+ 234          | x

132 2 --- xx

2222 23 --+ xxx | 132 2 ++ xx

xxx ++ 23 32         |x-1/2

232 --- xx

2
1

2
32 --- xx

2
3

2
3 -- x

132 2 ++ xx | 1+x

xx 22 2 +     |2x+1

1+x

1+x

 0

Sonuncu sıfırdan fərqli qalıq 1+x  olduğu üçün yaza bilərik: ƏBOB 1),( += xgf .

ƏBOB-in tərifdən və yuxarıda isbat olunan hökmlərdən alınan xassələri vardır.

Xassə 1. Əgər hgf =),(  olarsa, onda 1, =÷
ø
ö

ç
è
æ

h
g

h
f

.
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İsbatı. Əgər d=÷
ø
ö

ç
è
æ

h
g

h
f ,  olarsa, yaza bilərik: dd hgghff 11 , == . Deməli, dh  çoxhədli-

si f və g çoxhədlilərinin ortaq bölənidir. ƏBOB-in tərifinə əsasən h bu ortaq bölənə

bölünməlidir, yəni dhhM . Lakin hh Md  olduğundan bu çoxhədlilər assossasiyalanmış

çoxhədlilərdir, yəni elə ][xKÎe  çoxhədlisi var ki, ed hh = .  Deməli,  ( ][xK  tamlıq oblastı

olduğy üçün) ed = . Xassə  isbat olundu.

Tərif 5. ƏBOB-i 1-ə bərabər olan çoxhədlilər qarşılıqlı sadə çoxhədlilər adlanır.

Xassə 2. Əgər hgf =),(  olarsa, onda ixtiyari ][xKcÎ  çoxhədlisi üçün chcgcf =),( .

Isbatı. Evklid alqoritmindəki bərabərliklərinin hamısının hər iki tərəfini c -yə vuraq. İlk

iki münasibət belə olar:

,degdeg0; cgcrcrcgqcf <<+=

,degdeg0; 111 crcrcrcrqcg <<+=

Eyni qayda ilə hər bir i üçün

.0; 111 iiiiii deqcrdeqcrcrqcrcr <<+= ++-

Qalıqlı bölmə teoreminə əsasən mri+1 qalığı yxarıdakı bərabərliklə birqiymətli müəyyən olunur.

Buna görə də, teorem 1-ə və sonuncu münasibətə əsasən cf və cg çoxhədlilərinin ƏBOB-ni crn - ə

bərabər olaqcaqdır. Xassə 2 isbat olundu.

Xassə 3. Əgər (f,g)=1 olarsa, onda ixtiyari ][xKcÎ  çoxhədlisi üçün ),(),( gcgcf = .

İsbatı. (f,g)=1  olduğu üçün xassə 1-ə əsasən ccgcf =),( . Deməli, ),( gcfh =  işarə etsək

alarıq: hgchg MM Þ . ƏBOB- nin tərifinə əsasən, (h ortaq bölən olduğu üçün) hcM . Nəticədə

alırıq ki, hchg MM Ù . Onda hcg M),( . İndi göstərək ki, tərsinə, həm də ),( cghM . Aydındır ki, ),( cg

çoxhədlisi g çoxhədlisinin və c-nin bölənidir. Onda o, cf  hasilinin də bölənidir. Yəni ),( cg cf

və g-nin ortaq bölənidir. ƏBOB-nin tərifinə görə o, h-ın da bölənidir. Deyilənlərə əsasən

hcg ~),(  və xassə isbat olundu. (hər ikisi unitar çoxhədlilər olduğu üçün onlar bərabərdir).

Xassə 4. Əgər hgf =),(  olarsa, onda elə ][, xKvu Î  çoxhədliləri tapmaq olar ki,

gvfuh += .

İsbatı. Evklid alqoritmində sondan əvvəlki bərbərlikdən yaza bilərik:

mmmm qrrr 12 -- -= .

Alqoritm üzrə yuxarı hərəkət etməklə alırıq: mmmm qrrr 231 --- -= . Bu münsibəti əvvəlki bərabər-

likdə nəzərə alsaq

mmmmmmmmmmm qrqqrqrrqrr 3121232 )1()( ------- -+=--=

tapırıq. Prosesi bu qayda ilə davam etdirməklə, son nəticədə tələb olunan ifadəni almaq olar.
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Misal. Yxarıdakı misalda ƏBOB-i f və g çoxhədliləri ilə ifadə edək. Yuxarıda aparılan

hesablamalara əsasən yaza bilərik:

132)(;132 22 ---=---= xxxrxxgxf ;

4
3

4
3

4
1

2
)( --÷

ø
ö

ç
è
æ +-=

xxxrg .

Deməli,

( ) =----=---=+ )()()12()(4)12)(()(433 xxgxfxxgxxrxgx

( ) )(42)()12( 2 xgxxxfx --++-= .

Göründüyü kimi,
3

12)( +-= xxu  və
3

42)(
2 --

=
xxxv  götürsək tələb olunan göstərilişi alarıq.

§3. Gətirilməyən çoxhədlilər.

Çoxhədlilərin gətirilməyən vuruqlara ayrılışı

Çoxhədlilər halqasında ƏBOB və ƏKOB anlaylşlarının olması, bu halqada Evklid

alqoritminin varlığı göstərir ki, sonsuz meydan üzərində çoxhədlilər halqası öz xassələrinə görə

tam ədədlər halqasına bənzəyir. Çoxhədlilər halqasında da sadə ədəd anlayışına uyğun anlayış

vermək olar və halqanın elementlərini yeganə qayda ilə sadə elementlərin hasili şəklində

göstərmək olar.

Tərif 1. ][)( xKxf Î  çoxhədlisi o zaman K meydanı üzərində gətirilən çoxhədli adlanır

ki, onu iki müsbət dərəcəli çoxhədlinin hasili şəklində göstərmək mümkün olsun:

)()()( xhxgxf = ; 0deg,deg >hg .

Tərif 2. Sıfırdan fərqli ][)( xKxf Î  çoxhədlisi gətirilən deyilsə, ona K meydanı üzərində

gətirilməyən çoxhədli deyilir.

Misallar 1. 1)( 2 -= xxf çoxhədlisi R həqiqi ədədlər meydanı üzərində gətirilən çoxhəd-

lidir, çünki, )1)(1(12 +-=- xxx .

2. 1)( 2 += xxg çoxhədlisi R həqiqi ədədlər meydanı üzərində gətirilməyən çoxhədlidir.

Doğrydan da əgər bu çoxhədli gətirilən olarsa, onda onu müsbət dərəcəli iki çoxhəlinin hasili

kimi ancaq bir yolla gostərmək olar (vuruqların hər ikisi xətti olduqda):

Rbabxaxx Î--=+ ,),)((12 .

Bu isə mümkün deyil, çünki bu çoxhədlinin həqiqi kökləri yoxdur.

3. 1)( 3 += xxa  çoxhədlisi gətirilən çoxhədlidir: )1)(1(1 23 +-+=+ xxxx .

4. 1)( 2 += xxg  çoxhədlisi R həqiqi ədədlər meydanı üzərində gətirilməyən çoxhədlidir,

lakin o, C kompleks ədədlər meydanı üzərində gətirilən çoxhədlidir.
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Gətirilməyən çoxhədlilərin aşağıdakı xassələri vardır.

Xassə 1. Birdərəcəli çoxhədli gətirilməyən çoxhədlidir (isbat edin).

Xassə 2. Əgər )(xp  gətirilməyən çoxhədli, )(xf  isə ixtiyari çoxhədli olarsa, onda ya

)()( xpxf M  və ya 1))(),(( =xpxf .

Isbatı. )())(),(( xaxpxf =  işarə edək. Onda )()( xaxp M  və buna görə də elə )(xb

çoxhədlisi var ki, )()()( xbxaxp = . Sağ tərəfdəki çoxhədlilərdən biri sıfır dərəcəli olmalıdır, əks

halda )(xp  gətirilən çoxhədli olacaqdır. Əgər bu )(xb  çoxhədlisi olarsa, onda )(~)( xaxp  və

deməli, )()( xpxf M . Əks halda isə 1))(),(( =xpxf . Xassə 2 isbat olundu.

Xassə 3. Əgər )(xp  və )(xq  gətirilməyən çoxhədlilər olarsa, onda )(xp ~ )(xq  və ya

1))(),(( =xpxq .

Bu xassə bilavasitə xassə 2 –dən alınır.

Xassə 4. Əgər )(xp  gətirilməyən çoxhədli olarsa, onda ixtiyari )(xq ~ )(xp  çoxhədlisi də

gətirilməyən olar.

Xassənin isbatı bölünmənin xassələrindən alınır.

Xassə 5. Əgər )(xp  gətirilməyən çoxhədli olarsa və )()()( xpxgxf M  olarsa, onda

)()( xpxf M  və ya )()( xpxg M .

İsbatı. Fərz edək ki, məsələn )()( xpxf M/ .  Onda  xassə 2-yə əsasən, 1))(),(( =xpxf .

ƏBOB-un xassəsinə görə elə ][)(),( xKxvxu Î  çoxhədliləri vardır ki, 1=+ pvfu . Bərabərliyin

hər iki tərəfini )(xg  çoxhədlisinə vuraq. Alınan gpgvfgu =+  bərabərliyinin sol tərəfi p-yə

bölünür. Deməli, )()( xpxg M . Xassə 5 isbat olundu.

Qeyd edək ki, xassə 5-in hökmü ixtyari sayda vuruqların hasili üçün də doğrudur.

Bu xassələr göstərir ki, gətirilməyən çoxhədlilər öz xssələri ilə sadə ədədlərə bənzəyir.

Aşağıdakı teorem bəzən çoxhədlilər halqası üçün hesabın əsas teoremi adlandırılır.

Teorem 1. İxtiyari müsbət dərəcəli çoxhədlini gətirilməyən çoxhədlilərin hasili şəklində

göstərmək olar və iki belə ayrılışda vuruqlar bir birindən düzülüş sırası ilə və ya sabit vuruqla

fərqlənə bilər.

Teorem 1-ə əsasən əgər çoxhədlinin gətirilməyən vuruqlara ayrılışında ancaq

normalaşmış çoxhədlilər götürülərsə, onda hər iki ayrılışa eyni vuruqlar daxil olacaqdır və iki

ayrılış ancaq vuruqların düzülüş sırası ilə fərqlənə bilər.

Teorem 1-in isbatı. Teoremi müsbət dərəcəli )(xf  çoxhədlisinin n dərəcəsinə görə

induksiya metodu ilə isbat edək.

Fərz edək ki, 1deg == nf . Bu halda xassə 1-ə əsasən )(xf  çoxhədlisi gətirilməyən

çoxhədlidir və bu halda teorem doğrudur, yəni çoxhədli bir vuruqdan ibarət hasil şəklindədir.
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İnduktiv fərziyyə qəbul edək, yəni tutaq ki, teoremin hökmü dərəcəsi n-1-dən böyük

olmayn çoxhədlilər üçün doğrudur. Göstərək ki, teorem n dərəcəli çoxhədlilər üçün doğrudur.

Əgər )(xf  çoxhədlisi gətirilməyən olarsa, onda teorem doğrudur. Əgər )(xf  çoxhədlisi

gətirilən olarsa, onda onu iki müsbət dərəcəli çoxhədlinin hasili şəklində yazmaq olar:

)()()( xhxgxf = .

Sağ tərəfdə hər iki çoxhədli müsbət dərəcəli olduğu üçün hər iki vuruğın dərəcəsi n-1-dən böyük

deyil. İnduktiv fərziyyəyə görə onların hər ikisini sadə vuruqların hasili şəklində yazmaq olar:

kpppg L21= , sqqqh L21= .

Bu ayrılışları yuxarıda nəzərə alsaq, onda tələb olunan ayrılışı alarıq: sk qqqpppf LL 2121= .

İndi isə göstərək ki, iki ayrılış bir birindən ancaq assosasiyalnmış vuruqların düzülüş sırası ilə

fərqlənə bilər.

Tutaq ki, )(xf  çoxhədlisi iki yolla gətirilməyən vuruqlara ayrılmışdır:

mk qqqpppf LL 2121 == .      (1)

Göstərək ki, mk =  olmaqla, sol tərəfdəki hər bir vuruq sağ tərəfədəki vuruqlardan heç olmazsa

biri ilə assosasiyalanmışdır. Fərz edək ki, km > . (1) bərabərliyinin sol tərəfi 1p -ə bölünür.

Deməli,  onun sağ tərəfi  də 1p -ə bölünür. Xassə 5-ə əsasən sağ tərəfdəki vuruqlardan biri 1p -ə

bölünür, məsələn 11 pq M . Bu çoxhədlilərin hər ikisi də gətirilməyən olduğu üçün xassə 3-ə görə

11 ~ pq , yaxud elə ][1 xKc Î  var ki, 111 pcq = . Bu bərabərliyi (1) –də nəzərə alaq və hər iki tərəfi

1p -ə bölək:

Kcqqcpp mk Î= 1212 ;LL .

Eyni mühakimələri təkrar etməklə, k sayda addımdan sonra aşağıdakı bərabərliyi alarıq:

mkk qqcc LL 111 += .

Sağ tərəfin dərəcəsi sıfırdn böyükdür. Sol tərəfdə isə sıfır dərəcəli çoxhədli dayanmışdır. Bu

ziddiyyət göstərir ki, km >  fərziyyəsi doğru deyil. Eyni qayda ilə göstərmək olar ki, mk >  halı

da mümkün deyil. Deməli, km =  və 11 ~ pq ,..., kk pq ~ . Teorem 1 isbat olundu.

Əlbəttə gətrilməyən vuruqlara ayrılışa daxil olan çoxhədlilər təkrar oluna və ya

assosasiyalanmış ola bilər. Əgər gətirilməyən goxhədliləri unitarlaşdırsaq (normalaşdırsaq), onda

ayrılış bu şəklə düşər:

kpcpf L1= ;     (2)

burada c müəyyən sabit, kpp ,...,1  isə gətirilməyən unitar çoxhədlilərdir. (2) bərabərliyində təkrar

vuruqları onlardan birinin qüvvəti ilə əvəz etsək yaza bilərik:
r

rqcqf aa L1
1= .   (3)
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Sağ tərəfdə artıq rqq ,...,1  müxtəlif gətirilməyən unitar çoxhədlilərdir. Beləliklə biz aşağıdakı

teoremi isbat etdik.

Teorem 2. Müsbət dərəcəli hər bir çoxhədlini, vuruqların düzülüş sırası nəzərə

alınmamaqla, yeganə qayda ilə sabit vuruqla müxtəlif unitar gətirilməyən çoxhədlilərin

qüvvətlərinin hasili şəklində göstərmək olar.

(3) hasili çoxhədlinin kanonik ayrılışı adlanır. Teorem 2-yə əsasən kanonik ayrılış

yeganədir.

§4. Çoxhədlinin formal törəməsi

Tutaq ki, K meydanı üzərində ][xK  çoxhədlilər halqası verilmişdir. Başqa bir y  dəyişəni

(yəni ][xK  halqası üzırində transsendent element) götürək. Onda biz ]][[ yxK  transsendent

genişlənməsini qura bilərik. Bu genişlənmə əmsalları ][xK -də x -dən asılı çoxhədlilər olan və y

dəyişənindən asılı olan çoxhədlilərin halqası olacaqdır. Bu halqanı ],[ yxK  kimi,  onun

elementlrəini isə ),( yxf  kimi işarə edəcəyik. Bu yeni halqa həm ][xK  və həm  də ][ yK

halqlarını alt halqa kimi daxilinə alır.

Hər hansı ][)( xKxf Î  çoxhədlisi götürək. Riyazi analiz kursunda )(xf  çoxhədlisinin

törəməsi aşağıdakı limit vasitəsi ilə təyin olunur:

y
xfyxf

y

)()(lim
0

-+
®

.             (1)

Əgər limit işarəsi altında olan ifadədə məxrəcdəki y -dən yaxa qurtararaq, tam ifadə almaq

mümkün olsa, törəməni sadəcə 0=y  qəbul etməklə hesablamaq olar. Bu fikir törəməni limit

anlayışına müraciət etmədən, cəbri yolla müəyyən etməyə imkan verir. (1) ifdəsində olduğu kimi

əvvəlcə )()(),( xfyxfyxf -+=D  fərqini düzəldək. nn
nn axaxaxaxf ++++= -
-

1
1

10)( L

yazaq. Alınan fərq ],[ yxK  halqasında y -dən asılı çoxhədlidir və 0=y  olduqda 0)0,( =D xf .

Bezu teoreminə görə bu çoxhədli y -ə bölünür. Qisməti ),( yxDf  kimi işarə edək:

),(),( yxyDfyxf =D . (1) bərabərliyində nisbət ),( yxDf  olacaqdır. Törəməni almaq üçün 0=y

qəbul etmək lazımdır.

Tərif. )0,(xF  çoxhədlisinə )(xf  çoxhədlisinin formal törəməsi deyilir və adi törəmə

kimi ( )(xf ¢ ) işarə olunur.

Çox zaman törəmə üçün Df ,
dx
df  işarələrindən də istifadə olunur.

nn
nn axaxaxaxf ++++= -
-

1
1

10)( L  çoxhədlisinin göstərilən qayda ilə formal törəməsini

hesablayaq.

=-+=D )()(),( xfyxfyxf
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))(())(())(( 1
11

10 xyxaxyxaxyxa n
nnnn -+++-++-+= -
-- L .

Məlum ayrılışa əsasən, 1³k  olduqda

( )1221 )()()()( ---- +++++++=-+ kkkkkk xxyxxyxyxyxyx L .

Bu ifadələri yuxarıdakı bərabərlikdə nəzərə alsaq, onda ),( yxF  üçün belə bir ifadə alınar:

( )++++++++= ---- 1221
0 )()()(),( nnnn xxyxxyxyxayxDf L

( ) 1
2332

1 )()()( -
---- ++++++++++ n

nnnn axxyxxyxyxa LL .

İndi isə yuxarıda göstərildiyi kimi 0=y  qəbul edərək tapırıq:

1
2

1
1

0 )1()()0,( -
-- ++-+=¢= n

nn axanxnaxfxDf L .

Xüsusi halda 1)( -=¢ mm mxx .

Göründüyü kimi n dərəcəli çoxhədlinin törəməsi n-1 dərəcəli çoxhədlidir. Buna görə də

onun da törəməsi vardır və bu törəmə verilən çoxhədlinin ikinci törəməsi adlanır və )(xf ¢¢  kimi

işarə olunur. Eyni qayda ilə çoxhədlinin daha yüksək törəmələri təyin olunur. Ümumiyyətlə,

istənilən mənfi olmayan 0³k  tam ədədi üçün )(xf  çoxhədlisinin k-cı törəməsi və ya k-cı tərtib

formal törəməsi vardır və )()( xf k  kimi işarə olunur (bəzən k

k

dx
fd

 və ya fDk  kimi yazılışlardan

da istifadə olunur). k=0 olduqda )()()( xfxf k =  hesab olunur. “Formal törəmə” ifadəsi isə

sadəcə “törəmə” sözü ilə əvəz olunur.

Törəmənin aşağıdakı xassələri vardır:

1) gfgf ¢+¢=¢+ )( ;

2) ( ) fccfKc ¢=¢Î" )()( ;

3) gfgffg ¢+¢=¢)( ;

4) fmff mm ¢×=¢ -1)( .

Bu xassələri isbat edək.

1) gf +=j  işarə edək. Onda, ( ) ( ))()()()()()( xgyxgxfyxfxyx -++-+=-+ jj

münasıbətindən alırıq:

==-+=D ),()()(),( yxyDxyxyx jjjj

)),(),((),(),( yxDgyxDfyyxyDgyxyDf +=+= .

Beləliklə, çoxhədlilərin bərabərliyindən alırıq:

),(),(),( yxDgyxDfyxD +=j .

0=y  qəbul etsək tələb olunan bərabərliyi alarıq:

)()()( xgxfx ¢+¢=¢j .
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Bununla xassə 1) isbat olundu.

2)Xassə 2-nin isbatı asanlıqla xassə 1) –in isbatı yetirilən üsulla aparılır.

3)Xassə 3)-ü isbat edək. fgh =  işarə edək. Yuxarıda olduğu kimi

=-++=D )()()()( xgxfyxgyxfh

=-+++-++= )()()()()()()()( xgxfxgyxfxgyxfyxgyxf

=-++-++= )())()(())()()(( xgxfyxfxgyxgyxf

)(),(),()()(),(),()( xgyxyDfyxDgyxyfxgyxfyxgyxf ++=D+D+= .

Lakin ),( yxyDhh =D  olduğu üçün buradan aşağıdakı münasibəti alırıq:

),()(),()(),( yxfgxgyxDgyxfyxDh ++= .

0=y  qəbul etsək tələb olunan bərabərliyi alarıq:

)()()()()( xgxfxgxfxh ¢+¢=¢ .

4) Sonuncu xassənin isbatına baxaq. Isbatı m ədədinə görə induksiya üsulu ilə aparaq.

m=1 olarsa, xassə doğrudur. Fərz edək ki, xassənin hökmü m-1 üçün doğrudur. Onda xassə 3-ə

görə

=¢+×¢=¢×=¢ --- )()()()( 111 mmmm fffffff

fmfffmff mmm ¢=×¢-+¢= --- 121 )1(

çünki induktiv fərziyyəyə əsasən

ffmf mm ¢-=¢ -- 21 )1()( .

Xassə isbat olundu.

§5. Çoxhədlinin x-c ikihədlisinin qüvvətləri üzrə ayrılışı.

Teylor düsturu

Fərz edək ki, hər hansı n dərəcəli ][)( xKxf Î  çoxhədlisi verilmişdir. İxtiyari KcÎ

elementi götürək və bu çoxhədliyə Bezu teoremini tətbiq edək:

)(;)()()( 001 cfrrxfcxxf =+-= .         (1)

Burada )(1 xf  çoxhədlisi dərəcəsi n-1 olan çoxhədlidir. Bu çoxhədlinin əmsallarını və 1r  qalığını

Hörner sxeminin köməyi ilə tapmaq olar. Eyni mühkimələri )(1 xf  çoxhədlisi üçün də yerinə

yetirmək olar. Belə ki,

Kcfrrxfcxxf Î=+-= )(;)()()( 11121 .

Alınmış ifdəni (1) bərbərliyində nəzərə alsaq, onda aşağıdakı bərabərliyi alarıq:

[ ] 012
2

012 )()()()()()()( rcxrxfcxrrxfcxcxxf +-+-=++--= .
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Aydındır ki, )(1 xf  çoxhədlisinin dərəcəsi n-1-ə, )(2 xf -in dərəcəsi n-2-yə bərabərdir. Bu

mühakimələri m  dəfə təkrar etsək, alarıq:

01
1

1 )()()()()( rcxrcxrxfcxxf m
mm

m +-++-+-= -
- L .

m=n  olduqda )(xfm  çoxhədlisinin dərəcəsi 0-a bərabər olacaqdır (yəni o, K halqasının elementi

olacaqdır) və beləliklə biz aşağıdakı bərabərliyi alırıq:

01
1

1 )()()()( rcxrcxrcxrxf m
m

n
m +-++-+-= -

- L .      (2)

Biz aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem 1. İxtiyari n dərəcəli ][)( xKxf Î  çoxhədlisi və ixtiyari KcÎ  elementi üçün elə

Krrr n Î,...,, 10  elementləri tapmaq olar ki,

01
1

1 )()()()( rcxrcxrcxrxf n
n

n
n +-++-+-= -

- L

münsibəti ödənsin.

Misal 1. 10864)( 235 +-+-= xxxxxf  çox hədlisini x-2-nin qüvvətləri üzrə ayıraq.

Teorem 1 -in ifadəsinə daxil olan ayrılış əmsalları Hörner sxeminin köməyi ilə tapıla bilər.

Bunun üçün bu sxemi ardıcıl olaraq çoxhədlinin özünə, daha sonra qalıqlı bölmə zamanı alınan

natamam qismətə, sonra isə yeni natamam qismətə və s. tətbiq etmək lazımdır.

1

Cədvəldən göründüyü kimi 180 =r , 481 =r , 622 =r , 363 =r , 104 =r , 15 =r  və beləliklə,

18)2(48)2(62)2(36)2(10)2()( 2345 +-+-+-+-+-= xxxxxxf .

(2) ayrılışının əmsallarını f(x) çoxhədlisinin törəmələri vasitəsi ilə də ifadə etmək olar.

Yuxarıda deyilənlərə əsasən aydındır ki, )(0 cfr = . Bu, (2) ifadəsində x dəyişənini bilvasitə c ilə

əvəz etməklə də alına bilər. (2) bərabərliyinin hər iki tərəfini diferensillayaq (yəni hər iki

tərəfdən törəmə alaq). Onda, törəmənin yuxarıda sadalanan xassələrini tətbiq etsək yaza bilərik:

12
2

1
1 )(2))(1()()( rcxrcxnrcxnrxf n

n
n

n +-++--+-=¢ -
-

- L .    (3)

x dəyişənini c ilə əvəz edək: 1)( rcf =¢ . (3) bərabərliyini təkrar diferensiallayaq.

2
3

1
2 2))(2)(1())(1()( rcxnnrcxnnrxf n

n
n

n ++---+--=¢¢ -
-

- L .

1 0 -4 6 -8 10

1 2 0 6 4 18
1 4 8 22 48
1 6 20 62
1 8 36
1 10
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Yenə də x dəyişənini c ilə əvəz edərək alırıq: 22)( rcf =¢¢ . Ymumiyyətlə, ixtiyari nk ££1  tam

ədədi üçün

+-+--= -kn
n

k cxknnnrxf ))(1()1()()( L

k
kn

n rkcxknnnr !))(()2)(1( 1
1 ++----+ --
- LL .

x dəyişənini c ilə əvəz etdikdə buradan k
k rkcf !)()( =  bərabərliyini alırıq. Tapılan qiymətləri (2)

bərabərliyində yerinə yazaq.  Beləliklə, biz aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem 2. İxtiyari n dərəcəli ][)( xKxf Î  çoxhədlisi və ixtiyari KcÎ  elementi üçün

Teylor düsturu adlanan aşağıdakı düstur doğrudur:

n
n

cx
n

cfcxcfcxcfcfxf )(
!

)()(
!2

)())(()()(
)(

2 -++-
¢¢

+-¢+= L .

Qeyd edək ki, bu ayrılış riyazi analiz kursundan da məlumdur.

Misal 2. Yuxarıda verilmiş misaldakı çoxhədlini Teylor düsturundan istifadə etməklə x-2-

nin qüvvətləri üzrə ayıraq. Bunun üçün 10864)( 235 +-+-= xxxxxf çoxhədlisinin ardıcıl

törəmələrinin c=2 nöqtəsində qiymətlərini hesablayaq.

181016243232)2( =+-+-=f .

488244880)2(;812125)( 24 =-+-=¢-+-=¢ fxxxxf .

1241248160)2(;122420)( 3 =+-=¢¢+-=¢¢ fxxxf .

21624240)2(;2460)( 2 =-=¢¢¢-=¢¢¢ fxxf .

( ) ( ) 240)2(;120)( == IVIV fxxf .

( ) ( ) 120)2()( == VV fxf .

Teylor düsturuna əsasən yaza bilərik:

=-+-+-+-+-+= 5432 )2(
!5

120)2(
!4

240)2(
!3

216)2(
!2

124)2(4818)( xxxxxxf

18)2(48)2(62)2(36)2(10)2( 2345 +-+-+-+-+-= xxxxx .

Törəmənin xassələrinə əsasən hasilin və qüvvətin törəmələrini hesablamaq olar. Bəzən iki

çoxhədlinin hasilinin yüksək tərtibli törəməsini hesablamaq lazım gəlir. Aşağıdkı teorem bunun

üçün Leybnis düsturu adlanan faydalı vasitə verir.

Teorem 3. İxtiyari n  natural ədədi üçün aşağıdakı bərabərlik doğrudur:

( ) å
=

-=
n

k

kknk
n

n vuCuv
0

)()()( .

İsbatı Teoremi induksiya metodu ilə isbat edək. n=1 olduqda teorem xassə 3-dən alınır:
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vuvuvuCuv kkn

k

k ¢+¢==¢ -

=
å )()(

1

0
1)( .

Fərz edək ki, teorem n-1 üçün isbat olunmuşdur, yəni

( ) å
-

=

--
-

- =
1

0

)()1(
1

)1(
n

k

kknk
n

n vuCuv .        (1)

Göstərək ki, o, n üçün də doğrudur. (1) bərabərliyinin hər iki tərəfinin törəməsini alaq:

( ) ( ) =
¢

=
¢
÷
ø

ö
ç
è

æ
= åå

-

=

--
-

-

=

--
-

1

0

)()1(
1

1

0

)()1(
1

)(
n

k

kknk
n

n

k

kknk
n

n vuCvuCuv

{ } =+=+= ååå
-

=

+--
-

-

=

-
-

+--
-

=

-
-

1

0

)1()1(
1

1

0

)()(
1

)1()1(
1

0

)()(
1

n

k

kknk
n

n

k

kknk
n

kkn
n

k

kknk
n vuCvuCvuvuC

åå
=

--
-

-

=

-
- +=

n

s

ssns
n

n

k

kknk
n vuCvuC

1

)()(1
1

1

0

)()(
1 ;

yuxarıda biz ikinci cəmdə s=k+1 əvəzləməsi apardıq. Birinci cəmdə k=0 ikinci cəmdə isə s=n

qiymətlərinə uyğun toplananları ayıraq; bu toplananların cəmi )()( nn uvvu +  ifadəsinə bərabərdir.

Cəmin bu toplananları atdıqdan sonra qalan hissəsində k və s indeksləri eyni qiymətlər alır. Bu

iki cəmi bir cəmdə birləşdirək:

( ) )()(
1

1

1
11

kkn
n

k

k
n

k
n vuCC -

-

=

-
--å + .

Mötərizə içərisindəki cəm, binomial əmsalların xassəsinə əsasən, k
nC  -nı verir. Lakin == n

nn CC0

1=  olduğu üçün əvvəl ayırdığımız iki toplnanı da birləşdirərək, alırıq:

åå
=

--
-

-

=

-
- +=

n

s

ssns
n

n

k

kknk
n vuCvuC

1

)()(1
1

1

0

)()(
1 ++= )()( nn uvvu

( ) =++ -
-

=

-
--å )()(

1

1

1
11

kkn
n

k

k
n

k
n vuCC )()(

0

kkn
n

k

k
n vuC -

=
å .

Teorem 3 isbat olundu.
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FƏSİL III. Təkrarlanan vuruqlar

Yuxarıda biz çoxhədlinin kökü anlayışını verdik. Bir sıra məsələlərdə təkrar kök anlyışı

mühüm rol oynayır. Orta məktəb kursundan məlumdur ki, x dəyişəni artaraq, ax =  nöqtəsindən

keçdikdə ax -  və 2)( ax -  çoxhədliləri özlərini müxəlif cür aparırlar. Birinci funksiya öz

işarəsini dəyişir, yəni onun qrafiki absis oxunu kəsərək, aşağı yarımmüstəvidən yuxarı

yarımmüstəviyə keçir, ikinci funksiya isə öz işarəsini dəyişmir və qrafik yuxarı yarımmüstəvidə

qalır. Birinci halda qrafik absis oxunu kəsərək keçir, ikinci halda isə ona toxunur. Kök ətrafında

çoxhədlilərin özünü aparmasınıda bu cür müxtəlifliyin səbəbi köklərin müxtəlif təkrarlığa malik

olmasındadır.

§1. Təkrar köklər

Tutaq ki, hər hansı K tamlıq oblastı üzərində ][xK  çoxhədlilər halqası verilmişdir. KcÎ

elementi ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin kökü olarsa, onda Bezu teoreminə əsasən,

)()()( 1 xfcxxf -= .

Ola bilər ki, c elementi )(1 xf  çoxhədlisinin də kökü olsun. Bu halda Bezu teoremini təkrar tətbiq

etməklə,

)()()( 2
2 xfcxxf -=

yaza bilərik. Bu prosesi müəyyn bir 0)( ¹cfk  şərtini ödəyən çoxhədli alınanadək davam

etdirmək olar.

Tərif 1. KcÎ  elementi o zaman ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin k təkrarlığına malik (k dəfə

təkrarlanan, təkrarlıq dərəcəsi k olan, k- qat) kökü adlanır ki,

0)();()()( ¹-= cgxgcxxf k

münasibətləri ödənsin.

k=1 olduqda c sadə kök adlanır. Əgər c kök deyilsə, onun təkrarlığı 0-a bərabərdir.

Misallar. 1. x=1 ədədi 12 -x  çoxhədlisinin sadə köküdür. Doğrudan da,

)1)(1(12 +-=- xxx .

2. c=-1 ədədinin 81023)( 345 --++= xxxxxf  çoxhədlisinin hansı təkrarlığa malik

kökü olduğunu müəyyən etmək üçün ardıcıl olaraq Hörner sxemini tətbiq edək.

3 2 1 0 -10 -8

3 -1 2 -2 -8 0

3 -4 6 -8 0
3 -7 13 -21
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Cədvəldən göründüyü kimi -1 ədədi həm verilən çoxhədlinin, həm də onun x+1-ə bölünməsindən

alınan qismətin köküdür. Bezu teoreminə görə

)211373()1()( 232 -+-+= xxxxxf .

Beləliklə, -1 ədədi verilən çoxhədlinin təkrarlığı 2 olan (və ya ikiqat) köküdür.

Teorem. KcÎ  elementinin ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin k təkrarlığına malik kökü olması

üçün

0)(0)()()( )()1( ¹Ù===¢= - cfcfcfcf kkL      (2)

münasibətlərinin ödənməsi zəruri və kafi şərtdir.

İsbatı. Fərz edək ki, c  elementi )(xf -in k təkrarlığına malik köküdür. Onda, tərifə

əsasən

0)();()()( ¹-= cgxgcxxf k .

Leybnis düsturuna görə yaza bilərik:

( ) +-=-=å
=

- )()()()()(
0

)()( xgcxxgcxCxf k
s

r

rsrkr
s

s

)())(1()1(
1

)( xgcxrkkkC
s

r

rsrkr
så

=

---+--+ L .

Bərabərlikdən göründüyü kimi ks <  olduqda bütün toplananlrda cx -  vuruğu vardır. Deməli,

ks <  olduqda 0)()( =cf s . ks =  olarsa isə cəmdə )(! xgk  toplananı daxildir və o, x-i c ilə əvəz

etdikdə sıfra çevrilmir, yəni 0)(!)()( ¹= cgkcf k . Deməli, teoremin şərti zəruridir.

İndi isə kafi şərti isbat edək. Yəni (2) şərtlərini qəbul edərək, göstərək ki, c təkrarlığı k

olan kökdür. Teylor düsturuna əsasən

n
n

cx
n

cfcxcfcxcfcfxf )(
!

)()(
!2

)())(()()(
)(

2 -++-
¢¢

+-¢+= L .

Bu bərbərlikdə ilk k syda toplann sıfra bərbərdir. Deməli,

=-++-
+

+-= +
+

n
n

k
k

k
k

cx
n

cfcx
k

cfcx
k

cfxf )(
!

)()(
)!1(

)()(
!

)()(
)(

1
)1()(

L

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-++-

+
+-= -

+
kn

nkk
k cx

n
cfcx

k
cf

k
cfcx )(

!
)()(

)!1(
)(

!
)()(

)()1()(

L .

Əgər

kn
nkk

cx
n

cfcx
k

cf
k

cfxg -
+

-++-
+

+= )(
!

)()(
)!1(

)(
!

)()(
)()1()(

L

işarə etsək asanlıqla görə bilərik ki, şərtə əsasən
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Ù-= )()( xgcx k 0
!

)()(
)(

¹=
k

cfcg
k

.

Teorem isbat olundu.

Misal. a və b həqiqi ədədlərinin hansı qiymətlərində baxxxf ++= 35)(  çoxhədlisinin

sıfırdan fərqli ikiqat kökü vardır?

Həlli. Çoxhədlinin törəməsini tapaq:

axxxfaxxxf 620)(;35)( 324 +=¢¢+=¢ .

Hər hansı 0¹c  ədəinin ikiqat kök olması üçün yuxarıdakı teoremə əsasən

ï
î

ï
í

ì

¹+
=+
=++

0620
,035
,0

3

24

35

acc
acc

bacc

münasibətləri ödənməlidir. İkinci şərtdən alırıq:
3

535
2

2 caac -=Þ=- . Bunu birinci tənlikdə

nəzərə alsaq, yaza bilərik:

3
2 5cb = .     (3)

3-cü münsibətindən isə alırıq.

030 3 ¹c .

Bu şərt ödənir,çünki 0¹c . (3)-ə əsasən
5/1

2
3

÷
ø
ö

ç
è
æ=

bc . Bunu a üçün alınan bərabərlikdə yerinə

yazaq:
255/2

2

2
3

5
3

2
3553 ÷

ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ-Þ÷

ø
ö

ç
è
æ-=-=

babca

yaxud

0,03125108 25 ¹=+ aba .

Cavabı bir xüsusi hal üçün yoxlayaq. Tutaq ki, 5-=a ; onda 36=b . Deməli, 3=c . Bu

qiyməti )(xf  və )(xf ¢ -in ifdələrində yerinə yazaq: ( ) 036335393 =+×-=f  və

( ) 0315953 =×-×=¢f , lakin 03103563320)3( ¹-=×-×=¢¢f . Buna görə də 3=c

ikiqat kökdür.

§2. Təkrarlanan vuruqlar

Təkrar kök anlayışının ümumiləşməsi təkrarlanan vuruq anlayışıdır.

Tərif. Gətirilməyən )(xp  çoxhədlisi o zaman )(xf  çoxhədlisinin təkrarlığı k olan
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vuruğu (yaxud k-qat vuruğu) adlanır ki,

( ) )()()()()( xpxgxgxpxf k
M/Ù=

münsibəti ödənsin.

Misal. 1)( 2 += xxp  çoxhədlisi )1()1(122)( 222345 -+=-+-+-= xxxxxxxxf  çox-

hədlisinin 2-qat vuruğudur.

Teorem 1. Gətirilməyən )(xp  çoxhədlisinin )(xf  çoxhədlisinin təkrar vuruğu olması

üçün ( ) )()(),( xpxfxf M¢  şərtinin ödənməsi zəruri və kafidir.

İsbatı. Tutaq ki,

( ) )()()()()( xpxgxgxpxf k
M/Ù= ,

yəni )(xp  çoxhədlisi )(xf  çoxhədlisinin təkrarlığı k olan vuruğudur. Onda,

( ) ( ) )()()()()()( 1 xgxpxgxpxpkxf kk ¢+¢=¢ - .

Əgər 1>k  olarsa, sonuncu cəmin hər iki toplananı )(xp  çoxhədlisinə bölünür və deməli,

( ) )()(),( xpxfxf M¢ .

İndi isə fərz edək ki, ( ) )()(),( xpxfxf M¢ .  Tutaq ki, )(xp  çoxhədlisi )(xf  çoxhədlisinin

k-qat vuruğudur. Göstərək ki, 1>k . Əksini fərz edək tutaq ki, k=1. Onda

)()()()()( xpxgxgxpxf M/Ù= .

Bu halda

)()()()()( xgxpxgxpxf ¢+¢=¢ .

)(xp¢  çoxhədlisi )(xp  çoxhədlisinə bölünmür, çünki onun dərəcəsi )(xp  çoxhədlisinin

dərəcəsindən kiçikdir. )(xg  çoxhədlisi də )(xp  çoxhədlisinə bölünmür və deməli,

)()( xpxf M/¢ .

Bu isə teoremin şərtinə ziddir. Deməli, 1>k  və )(xp  çoxhədlisi təkrar vuruqdur. Teorem 1 isbat

olundu.

Nəticə. Gətirilməyən )(xp  çoxhədlisinin )(xf  çoxhədlisinin təkrarlığı k olan vuruğu

olması üçün onun )(xf ¢  çoxhədlisinin təkrarlığı k-1 olan vuruğu olması zəruri və kafidir.

Misal. 412946)( 2346 +++--= xxxxxxf  çoxhədlisinin təkrar köklərini

taparaq, onu gətirilməyən vuruqlara ayıraq.

Teorem 1 –i tətbiq edərək əvvəlcə verilən çoxhədlinin törəməsini tapaq.

)2324(6121812246)( 235235 ++--=++--=¢ xxxxxxxxxf .

Evklid alqoritmini tətbiq edərək, ƏBOB ( ))(),( xfxf ¢  -i müəyyən edək.
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410622

|2324
2324|412946

234

2346

2352346

+++--

++--

++--+++--

xxxx

xxxxxx
xxxxxxxxx

Bölməni davam etdirək.

0
253

253

1|253
253|2324

234

234

2345

234235

+++--

+++--

----+

---+++--

xxxx
xxxx

xxxxxx
xxxxxxxx

Beləliklə, ƏBOB ( ) 253)(),( 234 ---+=¢ xxxxxfxf . Asanlıqla görmək olar ki, 0)1( =-f .

Deməli, )1()( +xxf M . Hörner sxemini tətbiq edərək tapırıq:

Sonuncu qismət 2-x -yə bərabərdir və o, 1+x -ə bölünmür. Bun görə də ƏBOB ( ))(),( xfxf ¢

üçün belə bir ayrılış alırıq: ( ) )2()1()(),( 3 -+=¢ xxxfxf . Teorem 2-yə əsasən bu onu göstərir ki,

x+1 ikihədlisi )(xf -in 4-qat, x-2 ikihədlisi isə 2-qat vuruğudur. Verilən çoxhədlinin yüksək

əmsalı 1 olduğundan yaza bilərik:
24 )2()1()( -+= xxxf .

§3. Faktorial halqa. Faktorial halqa üzərində

çoxhədlilər halqasının faktoriallığı

Tutaq ki, K tamlıq oblastıdır. KÎa  elementi o zaman dönən element adlanır ki,

)( KÎ$b ( 1=ab ) münasibəti ödənsin. Tutaq ki, KpÎ  elementi K  halqasının ixtiyari

elementidir.

Tərif  1. Əgər p elementi üçün ppp ¢¢¢= olmaqla p¢ və p ¢¢   dönən  elementlər  deyilsə,

onda KpÎ gətirilən element adlanır. Gətirilməyən (gətirilən olmayan) element sadə element

adlanır.

Tərif 2. Əgər K halqasının hər bir sıfırdan fərqli və dönən olmayan elementi yeganə

qayda ilə gətirilməyən elementlərin hasilinə ayrılarsa belə halqa faktorial halqa yaxud Qaus

halqası adlanır.

1 1 -3 -5 -2

-1 1 0 -3 -2 0

-1 1 -1 -2 0

-1 1 -2 0
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Qeyd edək ki, a  elementinin sadə elementlərin hasilinə yeganə qayda ilə ayrılışı

dedikdə,

sm qqpp ...... 11 ==a

kimi iki ayrılışın olmasından m=s və müəyyən yerdəyişmədən sonra mm qpqp ~,...,~ 11

münasibətlərinin ödənməsi nəzərdə tutulur.

Məlumdur ki, K meydan olduqda [ ]xK  çoxhədlilər halqasında sadə vuruqlara ayrılış və

onun yeganəliyi haqda teorem doğrudur. Lakin K tamlıq oblastı olduqda [ ]xK  halqasında sadə

vuruqlara  ayrılış məsələsinin təqqiqi K halqasının özünün xassələri ilə sıx əlaqədardır. Göstərək

ki, K halqası faktorial halqa olduqda, [ ]xK   halqası da faktorial halqa olacaqdır.

Tutaq ki, K faktorial halqadır. F ilə K-nın nisbətlər meydanını işarə edək. Məlumdur ki, F

meydanının hər bir sıfırdan fərqli elementi ba /  kəsri şəklində yazıla bilər və burada

{ }0\, KKba =Î * .

Tərif  3.  Tutaq  ki, [ ]xKxf Î)(   olmaqla ( ) n
n xaxaaxf +++= ....10 . Onda, naa ,...,0

elementlərinin ən böyük ortaq böləninə f çoxhədlisinin məzmunu deyilir.

F çoxhədlisinin məzmununu C(f) ilə işarə edək. ( ) 1~fC    olan çoxhədli bəsit çoxhədli

adlanır. Beləliklə,

=)( fC ƏBOB ),...,,( 10 naaa .

ƏBOB –nın xassəsinə görə C(f) dönən element dəqiqiliyi ilə birqiymətli təyin olunmuşdur.

Yəni 1c  və 2c  eyni bir çoxhədlinin iki məzmunu olarsa, 21 ~ cc

Misal. ( ) 41562 23 -++= xxxxf  çoxhədlisi bəsit çoxhədlidir, çünki, ( ) 14,15,6,2 = .

( ) 14164 2 ++= xxxg  çoxhədlisi isə bəsit çoxhədli deyil, çünki ( ) 2=fC .

Lemma 1. Tutaq ki, c(f)=d . Onda elə bəsit [ ]xKg Î   çoxhədlisi var ki, f=dg.

İsbatı. Tutaq ki,

( ) n
n xaxaaxf +++= ....10

 və ( ) ( )naadfc ,...,0==  . Onda nn dbadba == ,..,00    və ( ) 1~,...,, 10 nbbb . Onda

( ) ( ) dgxbxbbdxf n
n =+++= ....10

və ( ) 1~gc .

Nəticə. Əgər f(x) [ ]xK  halqasında gətirilməyən çoxhədli olarsa, onda f(x) bəsit

çoxhədlidir.

İsbatı. Əksini fərz edək. Tutaq ki, f  çoxhədlisi bəsit deyil və d=c (f). Onda  Lemma 1-

görə f=dg və g bəsit çoxhədlidir. d elementi dönən olmayan elementdir. Beləliklə, f çoxhədlisi
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[ ]xK  halqasında iki dönən olmayan d və g elementlərinin hasili şəklindədir. Deməli, f çoxhədlisi

[ ]xK     halqası üzərində gətirilən elementdir ki, bu da şərtə ziddir. Alınmış ziddiyyət göstəriri ki,

f(x) bəsit çoxhədlidir.

Lemma2. Fərz edək ki,  f və g bəsit çoxhədlilər olmaqla, sıfırdan fərqli c və Kd Î

elementləri  üçün

cf=dg

münasibəti ödənir. Onda dc ~   və gf ~

İsbatı. Lemma c və d elementləri dönən olduqda doğrudur. Fərz edək ki, c dönən element

deyil. K halqası faktorial olduğundan elə sadə kpp ,...,1  elementləri var ki, kppc L1= . Beləliklə,

hər bir i üçün (i=1,..., k)

iii pgpdpdg MMM Ú® .

ipg M  olarsa, onda iphg ×=  və deməli, g bəsit çoxhədli deyil. Deməli ipg M/  münasibəti ödənir.

Deməli, ipd M  olmalıdır. Beləliklə, cd M , yəni d=cm və buradan  isə F=mg alırıq. mf M  və

KmÎ   olmasından alırıq ki, m dönən elementdir (əks halda f  bəsit olmazdı).  Beləliklə, gf ~ .

Lemma 2 isbat olundu.

Lemma 3. Əgər [ ]xK   halqasında bəsit f  və g çoxhədliləri [ ]xF   halqasında  assosasialı

olarsa, onda onlar [ ]xK   halqasında da assosasiyalıdır.

İsbatı. Şərtə əsasən [ ]xF  halqasında gf ~ .Yəni  elə FÎa   var ki, 0¹a  və gf a= .

Tutaq ki,

Kba
b
a

Î= ,,a .

Onda yaza bilərik.

bf=ag.

Lemma 1-ə əsasən [ ]xK   halqasında ba ~   və gf ~ . Deməli, ba e=  və gf d= . Bu halda

(burada e  və d K-da dönən elementlərdir) gbbf de= , yaxud gf ed= . Lemma 3 isbat olundu.

Lemma 4. (Qaus) . İki bəsit çoxhədlinin hasili bəsit çoxhədlidir.

İsbatı., Fərz edək ki,

( ) ,....1
10 n

nn axaxaxf +++= -

( ) m
mm bxbxbxg +++= - ....1

10

çoxhədliləri bəsit çoxhədlilərdir. Onda,

( ) ( ) 0
1

10 .... cxcxcxgxf nmnm +++=× -+-+

və burada
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k
kji

ik baC å
=+

= ;

əgər bu cəmdə mi >   və ya mj ³  olarsa, uyğun olaraq 0=ia   və ya 0=jb   qəbul olunur.

C(fg)=d

işarə edək. Əgər d dönən element olarsa, lemmanın hökmü doğrudur. Əks halda d elementi sadə

vuruqlara ayrılır. p ilə onun hər hansı sadə vuruğunu işarə edək. Yuxarıdakı şərtdən görünür ki,

pba M00 . Deməli, pbpa MM 00 Ú . Tutaq ki, məsələn, pb M0 . G çoxhədlisi bəsit çoxhədli olduğu

üçün onun bütün əmsalları p-yə bölünə bilməz. Fərz edək ki, pbpb s MM 10 ,..., - , ms £ , lakin pbs M/ .

Eyni qayda ilə elə nk £  var ki, papa k MM 10 ,..., -  olmaqla, pbk M/ . Belə olduqda isə,

( ) ( )...... 1111 ++++= +-+-+ ksskskks abbabac

və burada mr >  olduqda 0=rb  və nt >  olduqda isə 0=ta  şərtləri nəzərə alınmalıdır.

Göründüyü kimi mötərizədəki toplananlar p-yə bölünür. Lakin, skbap´ . Deməli, ksсp +´ . Bu

isə ziddiyyətdir. Deməli, ( ) 1~fgc . Lemma 4 isbat olundu.

Lemma 5. Əgər [ ]xKxf Î)(   çoxhədlisi [ ]xF  halqası üzərində gətirilən olarsa, onda o,

[ ]xK   halqası üzərində  də gətiriləndir.

İsbatı. Əksini fərz edək . Tutaq ki, f(x) çoxhədlisi [ ]xK   üzərində  gətirilməyəndir. Onda

f(x) bəsit çoxhədlidir. Fərz edək ki,

f=gh

və burada g və h müsbət dərəcəli və [ ]xF  halqasından olan çoxhədlilərdir.

k
k xxg aaa +++= ....10

yazaraq elə Kbcbc k Î100 ....,    elementləri tapa bilərik ki,

....,,
0

0
0

k

k
k b

c
b
c

== aa

kbbb L0=  işarə etsək alarıq: [ ]xKbg Î  . Onda, lemma1-ə əsasən elə KсÎ  elementi var ki,

1cgbg =  və 1g bəsit çoxhədlidir. Eyni qayda ilə elə Ked Î,  elementləri var ki, 1ehdh =  və 1h

bəsit çoxhədlidir. Onda , yaza bilərik

11hcegbdf = .

Lemma 4-ə əsasən 11hg   hasili bəsit çoxhədlidir. f də bəsit çoxhədli olduğu üçün lemma 2-yə

görə cebd ~  və 11~ hgf . Deməli, f gətirilən çoxhədlidir. Alınan ziddiyyət göstərir ki, f

həqiqətən [ ]xK    halqasında gətirilən  çoxhədlidir. Lemma 5 isbat olundu.

Nəticə. Əgər [ ]xKxf Î)(  çoxhədlisi gətirilməyən çoxhədlidirsə, onda o, [ ]xF  halqa -
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sında da gətirilməyən çoxhədlidir.

Teorem1. Əgər K faktorial halqa olarsa, onda [ ]xK  halqası da faktorial halqadır.

İsbatı. Tutaq ki, [ ]xKxf Î)(   müsbət dərəcəli çoxhədlidir. (Qeyd edək  ki, f sıfır dərəcəli

çoxhədli olarsa, Kf Î  və K faktorial halqa olduğu üçün f  yeganə qayda ilə sadə vuruqların

hasilinə ayrılır). Əvvəlcvə göstərək ki, f(x) çoxhədlisi [ ]xK  üzərində sadə vuruqlara ayrılır.

degf=0 olduqda yuxarıdakı mühakimələrə əsasən f  K halqasında və deməli, həm də [ ]xK

halqasında, sadə vuruqlara ayrılır. Əvvəlcə induksiya metodu ilə göstərək ki, sadə vuruqlara

ayrılış mövcuddur. Bu hökmün sıfır dərəcəli çoxhədlilər üçün doğruluğunu yuxarıda göstərdik.

İndi fərz edək ki, nf <deg  şərtini ödəyən hər bir çoxhədli üçün sadə vuruqlara ayrılış vardır.

 Göstərək ki, ixtiyari n dərəcəli çoxhədli üçün də gətirilməyən vuruqlara ayrılış doğrudur.

Əgər f(x) çoxhədlisi gətirilməyən olarsa, onda hökm doğrudur. Əks halda elə iki ][, xKgKh ÎÎ

elementləri tapmaq olar ki, hgf =  olmaqla, g bəsit çoxhədlidir. Əgər g gətirilməyən olrsa, onda

tələb olunan ayrılış alınmışdır. Əks halda elə ][, xKqp Î  elementləri var ki, pqg = . Əgər bu

elementlərdən biri sıfır dərəcəli çoxhədli olarsa, onda g bəsit çoxhədli ola bilməz. Deməli,

][, xKqp Î  elementlərinin hər ikisi müsbət dərəcəli çoxhədlidir. Onda onların hər ikisinin

dərəcəsi n-dən kiçikdir. İnduktiv fərziyyəyə əsasən onların hər ikisinin sadə vurulra ayrılışı

vardır:

sk qqqppp LL 11 =Ù= .

Bu yazılışları yuxrıdakı bərabərliklərdə yerinə yazaraq, tələb olunan ayrılışı alarıq. Beləliklə, hər

bir tərsi olmayan elementin sadə vuruqlara ayrılışı vardır.

Göstərək ki, sadə vuruqlara ayrılış yeganədir. Əksini fərz edək. Tutaq ki, f(x) çoxhədlisi

üçün iki ayrılış vardır:

smrk vvqquuppf LLLL 1111 == ;

burada mk qqpp ,,,,, 11 LL K halqasının sadə elementləridir, sr vvuu ,,,,, 11 LL isə müsbət

dərəcəli gətirilməyən çoxhədlilərdir. Lakin lemma 1-in nəticəsinə əsasən onlar bəsit

çoxhədlilərdir. Onda, lemma 2-yə görə yaza bilərik:

mk qqpp LL 11 ~ ,

sr vvuu LL 11 ~ .

Birinci münasibətdən K halqası faktorial olduğu üçün kk qpqpmk ~~ 11 ÙÙÙ= L  olması

alınır. İkinci münasibətdən alırıq ki, ruuu L1=  və svvv L1=  hasilləri [ ]xK  halqasında

assosasiylanmış çoxhədlilərdir. Qaus lemmasına görə u və v çoxhədliləri bəsit çoxhədlilərdir. iu

və jv  çoxhədliləri [ ]xK  halqasında gətirilməyən olduğu üçün lemma 5-in nəticəsinə əsasən
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onlar [ ]xF  halqasında da gətirilməyəndir.

sr vvuu LL 11 ~

münasibəti göstərir ki, sr =  (çünki meydan üzərində çoxhədlilər halqası faktorial halqadır) və

müəyyən yerdəyişmədən sonra

rr vuvu ~,,~ 11 L .

Lemma 3-ə əsasən bu çoxhədlilər həm də [ ]xK  halqasında assosasiylanmış çoxhədlilərdir. Bu

isə o deməkdir ki, [ ]xK  halqasında sadə vuruqlara ayrılış yeganədir, yəni [ ]xK  halqası faktorial

halqadır. Teorem 1 isbat olundu.

§4. Rasional ədədlər meydanı üzərində gətirilməyən çoxhədlilər

Əvvəlki paraqrafda istifadə olunan mühakimələri rasional ədədlər meydanı üzərində

verilmiş çoxhədlilərə tətbiq etmək olar.

Lemma. Əgər tam əmsallı f(x) çoxhədlisi rasional ədədlər meydanı üzərində gətiriləndirsə,

onda bu çoxhədlini tam əmsallı və müsbət dərəcəli çoxhədlilərin hasilinə ayırmaq olar.

Bu lemma əvvəlki paraqrafda lemma 5-in xüsusi halıdır.

Tam əmsallı çoxhədlilərin gətirilməyən olduğunu göstərmək üçün müxtəlif əlamətlər

vardır. Bunlardan ən sadəsi 1850-ci ildəEyzenşteyi tərəfindən təklif edilmiş əlamətdir.

Teorem. (Eyzenşteyi əlaməti). Fərz edək ki,

( ) 01
1

1 ... axaxaxaxf n
n

n
n ++++= -

-

çoxhədlisi tam əmsallı çoxhədlidir. Əgər elə sadə p ədədi tapmaq olarsa ki:

1- na yüksək əmsalı p  ədədinə bölünməsin;

2- qalan əmsalların hamısı p ədədinə bölünsün;

3- 0a  sərbəst həddi p  ədədinə bölünməklə, 2p -na bölünməsin, onda f(x) çoxhədlisi

rasional ədədlər meydanı üzərinə gətirilməyəndir.

Isbatı. Teoremi isbat etmək üçün əksini fərz edək, yəni tutaq ki, əlamətin üç şərti

ödənildikdə n dərəcəli f(x) çoxhədlisi gətiriləndir. Onda bu çoxhədlinin iki tam əmsallı

çoxhədlinin hasili şəklində yazmaq olar. (ikinci lemmaya görə) yəni ( ) ( ) ( )xhxgxf ×=

( )
( ) ....

,...

01
3

3

01
1

1

cxcxcxh
bxbxbxbxg r

r
r

r

+++=

++++= -
-

Burada nsnr <<<< 0,0  və nsr =+ . Aydındır ki,

( ) ( ) ( ) 000 ......... bcxcbcbxcbxhxg k
kk

sr
sr ++++++= + .

f(x) və )()( xhxg  çoxhədlilərini müqayisə etsək aşağıdakı bərabərlikləri  alarıq:
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,0
.

,...
,

000

00 nk
cba

cbcba
cba

kkk

srn

<<
ï
î

ï
í

ì

=
++=

×=

g(x) çoxhədlisinin əmsallarının hamısı sadə p ədədinə bölünə bilməz, əks halda papb nr MM Þ

olardı ki, bu isə 1-ci şərtə ziddir. g(x) çoxhədlisinin əmsallarından p-yə bölünməyən ilk əmsalı

kb ( )rk £<0 ilə işarə edək.

2-ci şərtə görə f(x)-in 021 ,...,, aaa nn --  əmsalları p-yə bölünür. pa M0  olmasından

pcb M00 olması alınır. 0c  və 0b  ədədlərinin hər ikisi p-yə bölünə bilməz, çünki bu halda
2

000 pacb M=  olardı; bu isə 0a -ın 2p -na bölünməməsi şərtinə ziddir. Deməli, pb M0  və ya pc M0

münasibətləri doğrudur. Tutaq ki, pb M0  və pc M/0 . ,ka 021 ,...,, bbb kk --  ədədlərinin p-yə

bölünməsindən və

kkkk cbcbcba 0110 ...+++= -

bərabərliyindən pcbk M0  alırıq. Bu isə ziddiyyətdir, çünki pbk M/  və pc M/0 . Alınan ziddiyət

fərziyyəmizin doğru olmadığını göstərir. Deməli, f(x) çoxhədlisi rasional ədədlər meydanı

üzərində gətirilməyəndir.Teorem isbat olundu.

Misal. ( ) 1563 23 +++= xxxxf  çoxhədlisinin rasional ədədlər meydanı üzərində

gətirilməyən olduğunu göstərək.

Bunu üçün p=3 sadə ədədini götürək. Çoxhədlinin yüksək həddidinin əmsalı 3-ə

bölünmür. Qalan əmsallar isə 3-ə bölünürlər. Sərbəst hədd, yəni 15, 3-ə bölünməklə, 9-a

bölünmür. Eyzenşteyn əlaməinə əsasən bu çoxhədli gətirilməyəndir.

Bəzi çoxhədlilərə Eyzenşeyn əlamətini müəyyən çevrilmədən sonra tətbiq etmək mümkün

olur. Doğrudan da, ( ) 15 += xxf  çoxhədlisi üçün p sadə ədədini aşağıdkı kimi təyin etmək olar.

Əvvəlcə x=y+4 əvəzləməsi aparaq:

( ) ( ) ( ) .5128064016020144 23455 +++++=++=+= yyyyyyyfxf

Alınmış ( )yj çoxhədlisi üçün p=5 sadə ədədi Eyzenşteyn əlamətinin şərtlərini ödəyir. ( )yj

çoxhədlisi rasional ədədlər meydanında gətirilməyəndir. Buna görə də f(x) çoxhədlisi rasional

ədədlər meydanında gətirilməyən olar.

Eyzenşteyn əlamətindən görünür ki, rasional ədədlər meydanında istənilən dərəcəli

çoxhədli gətirilməyən ola bilər. Məsələn, p sadə ədəd olduqda, pxn +  gətirilməyən çöxhədlidir.
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FƏSİL IV. Üç və dörd dərəcəli cəbri tənliklər

§1. Üç dərəcəli tənlik. Kardano düsturu

Ümümiliyi pozmadan üç dərəcəli tənliyi

023 =+++ cbxaxx (1)

şəklində yazmaq olar. Burada a,b,c əmsalları kompleks ədədlərdir. Əgər kub tənlikdə 3x -nun

əmsalı 1-dən fərqli ədəd olarsa, onda tənliyin hər iki tərəfini bu ədədə  bölməklə, onu (1)

şəklində tənliyiə gətirmək olar. (1) tənliyində

3
ayx -=     (2)

əvəzləməsi aparaq:

0
333

23

=+÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ - caybayaay .

Mötərizələri açıb, islah etdikdə alınan yeni tənlikdə 2y  iştirak etməyəcəkdir:

0
327

2
3

32
3 =÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+-+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-+ cabayaby

Burada

ï
ï
þ

ïï
ý

ü

+-=

-=

cabaq

abp

327
2

3
3

2

işarə etsək

03 =++ qpyy          (3)

tənliyini alarıq. Belə tənlik natamam  kub tənlik adlanır. Ümumiliyi pozmadan tənliyin bu

şəkildə verildiyini fərz edək.

(3) tənliyini həll etmək üçün
vuy +=

əvəzləməsi aparaq. Bu əvəzləməni (3) tənliyində nəzərə alsaq, yaza bilərik:

( ) ( ) 03 =++++ qvupvu .

Mötərizələri açaraq, yenidən quruplaşdırma aparsaq,

( ) ( )( ) 0333 =+++++ vupuvqvu

bərabərliyini alırıq. u və v –nin üzərinə 3uv+q=0 , yaxud
3
puv -=  şərtini qoyaq. Onda alarıq:

,33 qvu -=+
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27

3
33 pvu -=× .

Buradan aydın olur ki, 3u  və 3v  dəyişənləri

0
27

3
2 =-+

pqzz

kvadrat tənliyinin kökləridir. Bu tənlik verilmiş kub tənliyin həlledici tənliyi adlanır. Beləliklə,

3
32

2742
pqqu ++-= , 3

32

2742
pqqv +--= .    (4)

(4) düsturlarında u və v  -nin qiyməti, kub kök ilə təyin edildiyindən hər biri üçün üç kompleks

qiymət alınır. (4) ifadəsindəki u və v –nin mümkün qiymətlərini vuy +=  əvəzləməsində

yazdıqda

3
32

3
32

27422742
pqqpqqy +--+++-=    (5)

bərabərliyi alınır. Bu düstur Kardano düsturu adlanır. u  və v –nin müxtəlif qiymətləri vastəsi ilə

(5) düsturuna görə y üçün 9 qiymət almaq olar. Lakin məlumdur ki, kub tənliyin köklərinin sayı

3-ə bərabərdir. Yəni 9 qiymətdən ancaq 3-ü kub tənliyin kökü ola bilər. Bu kökləri müəyyən

etmək üçün u  və v –nin
3
puv -=  bərabərliyini ödədiyini nəzərə almaq lazımdır. Göstərək ki, bu

yolla bütün üç kökü tapa bilərik. (5) düsturunda birinci kub kökün ixtiyri bir kompleks qiymətini

0u  ilə işarə edək və

0
0 3u

pv -=

qəbul edək. Məlumdur ki, birinci kökün digər iki qiymətini
2

0201 , ee uuuu ==

düsurları vsitəsi ilə tapmaq olar ki, burada e  vahidin 3-cü dərəcədən ibtidai kökünü göstərir.

Analoji olaraq ikinci kök üçün daha iki qiymət alırıq:

eee 02
2

001 ,)3/( vvvupv ==-= .

Beləliklə, kub tənliyin həlli üçün aşağıdakı düsurları alırıq:

3,2,1, =+= ivuy iii .    (6)

Vahidin üçüncü dərəcədən ibtidai kökü
2
3

2
1 i
+-=e  olduğundan (6) düsturlarını belə yazmaq

olar:

000 vuy += ,
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( ) ( )00001 2
3

2
1 vuivuy -++-= ,

( ) ( )00002 2
3

2
1 vuivuy --+-= .

Misal. Kardano düsturundan istifadə edərək

0124153 =++ xx

tənliyini həll edək.

16362396962 33
0 =+-=+-=u  qəbul etsək 5

3 0
0 -=-=

u
pv olar. Beləliklə,

332

4

3,2

111

ix

vux

±=

-=+=

alarıq.

Kardano düsturunda
274

32 pq
+=D  ifadəsi kub tənyiyin həlledici tənliyinin diskriminantıdır.

Diskriminantın işarəsindən asılı olaraq üç hal mümkündür.

1. 0
274

32

>+=D
pq

. Bu halda D  həqiqi ədəddir.
2
q

-  ədədi də həqiqi ədəd olduğundan

3
0 2

D+-=
qu

üçün kökün həqiqi qiymətini götrmək olar. Bu halda 3
0 2

D--=
qv  da həqiqi ədəd olacaqdır.

Aydındır ki, 0¹D olduğu üçün 11 vu ¹  olmalıdır. Deməli, 0>D  olduqda həqiqi əmsal-

lı 03 =++ qpxx   tənliyinin üç müxtəlif kökü vardır. Bu köklərdən 000 vux += həqiqi,

( ) ( )00002,1 2
3

2
1 vuivux -±+-=  isə qoşma komleks ədədlər olacaqdır.

2. 0,0,0
274

32

¹¹=+=D pqpq
. Bu halda 0=D  olduğu üçün 3

00 2
qVU -==  olar.

Onda
p
qvux

2
3

000 -=+=  həqiqi ədəd olar. Beləliklə, 0=D  olduqda 03 =++ qpxx   tənliyinin

köklərinin üçü də həqiqidir və 1x  kökü ilə 2x  kökü eynidir.

3. 0<D . Bu halda D  xəyalı  ədəd olur. Buna görə də

3
1

3
1 2

,
2

D--=D+-=
qVqU

kompleks ədədlər olacaqdır.
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0,
274

22
32

>-=+ aa
pq

işarə edək.

Onda ai=D  yaza bilərik. Bu halda

,
2

,
2

3
0

3
0

a

a

iqv

iqu

--=

+-=

0
3

0 2
viqu =--= a

olacaqdır. Asanlıqla yəqin etmək olar ki, iu   və iv  ədədləri qoşma kompleks ədədlərdir. Buna

görə də (6) münasibətinə əsasən baxılan halda kub tənliyin üç həqiqi kökü vardır.

§2. Dörd dərəcəli tənlik. Ferrari üsulu

Ümumi şəkildə dörd dərəcəli cəbri tənlik

0234 =++++ dcxbxaxx

kimi yazılır. Bu tənliyi həll etmək üçün sol tərəfi elə çevirək ki, verilən ifadədə tam kvadrat

ayırmaq mümkün olsun. Yoxlamaq olar ki, verilən tənliyi

( ) dxcaxbaxax -+-+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+=÷

ø
ö

ç
è
æ ++ 22

22
2 2

42
llll       (1)

kimi yazmaq olar. Burada l  kompleks parametrdir. l  ədədini elə seçək ki, sağ tərəf də tam

kvadrat olsun. Sağ tərəf x dəyişəninə görə kvadrat üçhədlidir. Deməli, sağ tərəfin tam kvadrat

olması üçün onun diskriminantı sıfır olmalıdır, yəni

( ) ( )( ) 048 222 =-+--- badca lll .

Bu bərabərlik l  dəyişəninə nəzərən üç dərəcəli tənlikdir:

( ) 042848 22223 =-++-++ bddacacdb lll .

Bu tənlikdən l  dəyişəninin hər hansı 0ll =  qiymətini taparaq, (1) bərabərliyində nəzərə alsaq

aşağıdkı tənliyi alarıq:
2

0
2

0
0

22

0
2

48
222

42 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+

-
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-+=÷

ø
ö

ç
è
æ ++

ba
caxbaxax

l
l

ll .

Hər iki tərəfdən kvadrat kök alaq:

=++ lxax
2

2
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+

-
+-+±

ba
caxba
48

222
4 0

2
0

0

2

l
ll .      (2)
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Beləliklə, dörd dərəcəli tənliyin həlli iki kvadrat tənliyin həllinə gətirilmiş olur. Bu tənlikləri həll

etməklə x dəyişəni üçün dörd qiymət alınır. Göstərmək olar ki, bununla kavdrat tənliyin bütün

kökləri tapılmış olur.

Misal. Aşağıdakı tənliyi həll edək:

022234 =-+-- xxxx .

Burada 2,2,1,1 -==-=-= dcba . Əvvəlcə köməkçi kub tənliyi yazaq:

( ) 084441648 23 =-+++-+- lll ,

yaxud,

01248 23 =-- lll .

Aşkardır ki, 00 =l  bu tənliyin köküdür. Onda (2) tənlikləri aşağıdakı şəklə düşər:

=- xx
2
12 ÷

ø
ö

ç
è
æ -±

5
4

2
5 x .

Əvvəlcə + işarəsini götürək:

0
5

52
2

512 =-+- xx .

Bu tənliyin iki kökü vardır:

40
52115

4
51

5
52

8
53

4
51

2,1
+

±
+

=+
+

±
+

=x .

– işarəsini götürdükdə isə belə bir kvadrat tənlik alınır:

0
5

52
2

512 =+-- xx .

Buradan qalan iki kökü tapırıq:

40
52115

4
51

5
52

8
53

4
51

4,3
-

±
+

=-
-

±
-

=x .

§3. Həqiqi əmsallı çoxhədlilərin köklərinin sərhədləri

Əsas meydanın R həqiqi ədədlər meydnı olan hal cəbrin əsas teoreminin isbatı üçün

xüsusi əhəmiyyətə malikdir. R meydanında cəbri əməllərlə birlikdə topoloji strukturun olması

çoxhədlilərin köklərinin öyrənilməsi üçün daha geniş imkanlar açır.

Teorem 1. Əgər ][)( xRxf Î  çoxhədlisi ),( ba  aralığının uc nöqtələrində müxtəlif işarəli

qiymətlər alarsa (məsələn, 0)(0)( >Ù< bfaf  olarsa), onda bu aralıqda verilən çoxhədlinin heç

olmazsa bir kökü vardır.

İsbatı. ),( ba  aralığında verilən çoxhədli kəsilməz funksiya olduğu üçün onun qrafiki,
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yəni { })(),(|, xfybaxyx =ÙÎ  çoxluğu rabitəli çoxlugdur. Bu qrafikin uc nöqtələri yuxarı və

aşağı yarımmüstəvilərdə yerləşmişdir.

Şəkildən göründüyü kimi funksiyanın qrafiki yrımmüstəviləri ayıran və onların hər ikisinin

sərhəddi olan absis oxunu hər hansı bir nöqədə kəsməlidir. Bu nöqtədə funksiya sıfra bərabər

qiymət alır. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. Tutaq ki, ][)( xRxf Î  çoxhədlisi normalaşmış şəkildə verilmişdir:

nn
nn axaxaxxf ++++= -
-

1
1

1)( L

və əmsallar üçün Mai £  bərabərsizliyi ödənir. Onda )(xf  çoxhədlisinin bütün həqiqi kökləri

1+< Mx  aralığında yerləşmişdir.

İsbatı. İxtiyari həqiqi x üçün aşağıdakı bərabərsizlik doğrudur:

nn
nn axaxaxxf +++-³ -
-

1
1

1)( L .

İkinci modulu yuxarıdan qiymətləndirək.

£+++£+++ -
-

-
-

nn
n

nn
n axaxaaxaxa 1

1
11

1
1 LL

( )
1
1

11

-
-

=+++£
-

x
x

MxxM
n

n
L .

1+³ Mx  olduqda sonuncu bərbərsizlikdən alırıq:

1
1

1
1

1 -=
-

£+++ -
- n

n

nn
n x

M
x

Maxaxa L .

Beləliklə, göstərilən şərt daxilində 0)( >xf . Teorem 2 isbat olundu.

O

))(,( bfb

))(,( afa
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Teorem 3. Tək dərəcəli çoxhədlinin heç olmazsa bir həqiqi kökü vardır.

Isbatı. Tutaq ki, tək dərəcəli çoxhədli

nn
nn axaxaxxf ++++= -
-

1
1

1)( L

şəklində verilmişdir və n tək ədəddir. Teorem 2 –nin mühakimələrindən asanlıqla yəqin etmək

olar ki, 1+³ Mx  olduqda 1)1(1)1( -£+Ù³+ MfMf  yaza bilərik. Beləliklə, verilən çoxhədli

)1),1(( ++- MM  aralığının uc nöqtələrində müxtəlif işarəli qiymətlər alır. Onda teorem 1-ə görə

bu aralıqda çoxhədlinin heç olmazsa bir kökü vardır. Teorem 3 isbat olundu.

FƏSİL V. Çoxdəyişənli çoxhədlilər

§1. Tamlıq oblastının təkrar transsendent genişlənməsi

Çoxhədlinin formal törəməsini daxil edərkən biz halqanın təkrar transsendent

genişlənməsindən istifadə etdik. İndi biz həmin konstruksiya ilə daha müfəssəl məşğul olaq.

N natural ədədlər çoxluğuna 0 ədədini birləşdirməklə alınan çoxluğu 0N   ilə işarə edək:

{ }00 È= NN . Fərz edək ki, x  və y  hər hansı K tamlıq oblastı üzərində transsendent
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elementlərdir. Əvvəlcə ][xK  transsendent genişlənməsini quraq. İki hal mmkündür: 1) y

elementi ][xK  üzərində tanssendent elementdir; 2) y  elementi ][xK  üzərində cəbri elementdir.

1) Birinci halda ][xK  halqasının ]][[ yxK  transsendent genişlənməsi vardır. Bu

genişlənmənin elementləri əmsalları ][xK  halqasından olan y  elementindən asılı çoxhədlilərdir.

Yəni onun hər bir elementi
n

n yxayxaxayf )()()()( 10 +++= L

şəklindədir ki, burada )(xai  çoxhədliləri x dəyişənindən asılıdır:

i

i

k
ikiii xaxaaxa +++= L10)( .

Əgər bu ifadələri yuxarıda nəzərə alsaq, yaza bilərik:

åå
= =

=
n

i

k

j

ji
ij

i

yxayf
0 0

)( .       (1)

Eyni qayda ilə ]][[ xyK  təkrar transsendent genişlənməsi qurula bilər. Aydındır ki, əgər x və y

elementləri K halqasının genişlənməsi olan başqa bir kommutativ və assosiativ L halqasının

elementləi olarsa, onda =]][[ yxK ]][[ xyK . Bunu yəqin etmək üçün (1) cəminin toplananlarını
ix  qüvvətlərinə görə qruplaşdırmaq lazımdır (qruplaşdırma və yerdəyişmə L halqasında

mümkündür).

Qeyd etmək lazımdır ki, eyni konstruksiyanı L halqasında K-nı və x, y elementlərini

daxilində saxlayan ən kiçik alt halqa kimi də müəyyən etmək olar. Belə alt halqa K-nın x və y

elementlərinin biləşdirilməsi ilə alınan genişlənməsi adlanır.

2) İkinci halda y  cəbri elementdir, yəni əmsalları ][xK  halqasından olan müəyyən bir

çoxhədlinin köküdür. Beləliklə, ilk növbədə ][xK  halqasından hər hansı trnssendent

genişlənməsinə baxmaq lazımdır. Məlumdur ki, (bax fəsil 1, §2, teorem 1) hər bir kommutativ və

vahidi olan halqanın sadə transsendent genişlənməsi vardır. Deməli, ]][[ zxK   transsendent

genişlənməsi vardır. Deylənlərə əsasən, elə Î)(zf ]][[ zxK  çoxhədlisi vardır ki,

0)( =yf .       (2)

(1)-ə əsasən yaza bilərik:

0
0 0

=åå
= =

n

i

k

j

ji
ij

i

yxa .

Bu bərabərlik göstərir ki, eyni zamanda x elementi də ][ yK  halqası üzərində cəbri elemendir.

Belə elementlər K üzərində cəbri asılı elementlər adlanır. Beləliklə, cəbri asılı elementlər

ikidəyişənli çoxhədlilərin kökü olan cütlər təşkil edir. İndi isə ümumi təriflərə keçək.
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Tərif 1. Tutaq ki, L tamlıq oblastı, LK Ì  onun alt halqsıdır. Lxx m Î,...,1  olmaqla, 1x K

üzərində, 2x ][ 1xK  üzərində və i. a., transsendent elementlərdir. 1³m olduqda induktiv olaraq

]])[]...[[(]]...[[ 111 mmm xxxKxxK -=

kimi təyin olunan transsendent genişlənmə K  halqasının m-qat təkrar transsenden genişlənməsi

adlanır.

Tərif 2. Tutaq ki, L tamlıq oblastı, LK Ì  onun alt halqsıdır və Lxx m Î,...,1 . L

halqasının K  - nı və mxx ,...,1  elementlərini daxilinə alan ən kiçik alt halqasına K halqasının

mxx ,...,1  elementlərini biləşdiməklə alınan genişlənməsi deyilir  və ],...,[ 1 mxxK  kimi işarə

olunur.

Qeyd etmək lazımdır ki, ən kiçik alt halqa dedikdə biz göstərilən xassələrə malik məxsusi

alt halqası olmayan alt halqa nəzərdə tuturuq.

Teorem 1. İxtiyari natural m  üçün

[ ] [ ]( ) [ ]mmm xxxKxxK 111 ,...,,..., -=

İsbatı.  İnduksiya metodunu tətbiq edək. Teorem m=1 olduqda doğudur. Doğrudan da,

][xKK Ì  və ][xKxÎ  olduğundan K-nı və x-i daxilinə alan ən kiçik alt halqa vardır. Onu A ilə

işarə edək. Lakin A halqasının hər bir elementi
n

n xaxaa +++ L10

şəklində olduğu üçün o, həm də A halqasına daxildir. Beləliklə, ][xKA = .

İndi fərz edək ki, teorem m-1 syda dəyişən üçün doğrudur. Göstərək ki,

[ ] [ ]( ) [ ]mmm xxxKxxK 111 ,...,,..., -= .

Yuxarıda isbat olunduğuna əsasən, sağ tərəf [ ]11,..., -mxxK  halqasını və mx  elementini daxilinə

alan ən kiçik alt halqadır. Aydındır ki,

[ ] [ ]( ) [ ]mmm xxxKxxK 111 ,...,,..., -Ì .

Lakin, [ ]( ) [ ]mm xxxK 11,..., -  halqasının hər bir elementi

n
mnm xaxaa +++ L10

şəklindədir və [ ]110 ,...,,..., -Î mn xxKaa . Deməli, ],...,[ 110 m
n
mnm xxKxaxaa Î+++ L . Teorem 1

isbat olundu.

Misal. ,2
22210 xx aaaa ++=

3
1

2
12

2
111

10

3
,21

,23

xx
xx

x

-=

+--=

+=

a

a

a
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olarsa, alarıq:

=-++--++= 2
2

3
1

2
12

2
111 )3()21(23 xxxxxxxa

2
2

3
1

2
2

2
12

2
12121 3223 xxxxxxxxxx -++--+= .

Teorem 1-ə əssən, ixtiyari 1³m  natural ədədi üçün [ ]mxxK ,..,1  halqasının hər bir

elementini

( )

m

m

m

i
m

i

Mii
ii xxa LL

1

1

1 1
,...,
å

Î

şəklində yazmaq olar və burada 000 ... NNNM m ´´=Ì   sonlu çoxluqdur.

Tərif  2. Lxx m Î,...,1  elementləri o zaman K halqası üzərində cəbri asılı olmayan

elementlər adlanır ki, [ ]mxxK ,..,1   halqasında hər bir mNM 0Ì  sonlu çoxluğu üçün

( )
0..1

1

1 1
,...,

=å
Î

m

m

m

i
m

i

Mii
ii xxa L

bərabərliyindən

( )( ) ( )0,...,
11 =Î"

miim aMii L

alınsın.

Teorem2. mxx ,...,1  elementlərinin K halqası üzərində cəbri asılı olmaması üçün hər bir

mss ££1,  üçün sx  elementinin [ ]11,.., -sxxK    halqası üzərində  transsendent element olması

zəruri və kafidir.

İsbatı.Tutaq ki, mxx ,...,1 elementləri K halqası üzərində cəbri asılı deyil. Onda 1³s

olduqda

[ ]11
1

,..,,0 -
=

Î=å si
i
s

k

i
i xxKxa a

bərabərliyini

( )
0..1

1

1

1
,...,

=å
Î

m

m

m

i
m

i
ii

Mii
xxa L

şəklində yazaq (burada 0...1 ===+ ms ii ). mxx ,...,1 elementləri cəbri asılı olmadığı üçün

0
1

=
miia L

və deməli,

kiai ,...,0,0 == .

Buna görə də sx  elementi [ ]11,.., -sxxK  halqası üzərində transsendent elementdir.

Tərsinə əgər sx  elementi hər bir ms ££1 üçün [ ]11,.., -sxxK   halqası üzərində transsdent

element olarsa, göstərək ki, mxx ,...,1   elementləri cəbri asılı deyil. Bunun üçün
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( )
01

1

1 1
,...,

=å
Î

m

m

m

i
m

i

Mii
ii xxa LL

bərabərliyinə baxaq. [ ] [ ][ ]mmm xxxKxxK 111 ,...,,.., -=    olduğu üçün yaza bilərik

( )
01

1

1 1
,...,

=å
Î

m

m

m

i
m

i

Mii
ii xxa LL

i
m

k

i
i xå

=

=
0
a ;

burada
( ) mMii

ik
m Î

=
,...,1

max  və əgər ( ) Miii m Î- ,.... 11  şəklində element yoxdursa, onda 0=ia  hesab

olunur. Əmsallar üçün isə

( )

1
11

,,...,
..1

11

11

-
-

Î
å
-

-
= m

m

m

i
m

i

Miii
iiii xxa La

qəbul olunur. Şərtə əsasən xm elementi transsendent elementdir. Deməli, hər bir i üçün

0=ia .

Lakin 1-mx  elementi [ ]21,.., -mxxK  halqası üzərində trtanssdent elementdir və hər bir kim ££1

üçün

( )
0..... 1

111
,...,

1

1

1
=-

--
Î

å m

m

m

i
m

i
m

Mii
ii xxia L

olmasından hər bir qeyd olunmuş mm ii ,1-  indeksləri üçün yaza bilərik:

( )
0.. 21

121

121 21
,,,...,

=-

--

-- -
Î

å m

mmm

mmm

i
m

i

Miiii
iiii xxa L .

Beləliklə, ardıcıl olaraq, hər addımda  bir dəyişəni yox edərək ixtiyari ( ) Mii m Î,..,1  korteji

üçün

0...1
=

miia

alırıq. Teorem 2 isbat olundu.

Tərif 3. mxx ,...,1   elementləri K halqası üzərində cəbri asılı olmazsa, onda [ ]mxxK ,..,1

halqası K üzərində mxx ,...,1  dəyişənlərindən asılı çoxhədlilər halqası və ya K-nın m-qat

transsendent genişlənməsi adlanır.

Teorem3. Əgər K halqası tamlıq oblastıdırsa, onda [ ]
1

,..,1 mxxK  halqası da  tamlıq

oblastıdır.

Teorem 3 riyazi induksiya üsulu ilə asanlıqla isbat olunur.

Teorem 4. Əgər 1K  və 2K  izomorf tamlıq oblastları olarsa ( 21 KK @ ), onda

[ ]@mxxK ,..,11 [ ]mxxK ,..,12 .
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Nəticə: Əgər K tamlıq oblastı olmaqla [ ]mxxK ,..,1  və [ ]myyK ,..,1  çoxhədlilər halqası

olarsa, onda K-nın elementlərini yerində saxlayan və mxx ,...,1  elementlərini uyğun olaraq

myy ,...,1   elementlərinə çevirən izomorfizim vardır.

Çoxhədliləri müxtəlif formalarda yazmaq olar. kk ni =max  olarsa, onda

( )=mxxf ,...,1
( )

m

m

m

i
m

i

Mii
ii xxa ..1

1

1 1
,...,
å

Î
L

çoxhədlisi

m
m

m

m

i
m

i
n

i
ii

n

i
xxa ..... 1

1

1

1

1
11

åå
==

L

şəklində yazıla bilər ki, burada ( ) Mii m Ï,..,1  olduqda

0...1
=

miia

hesab olunur. ( ) ( )miii ,..,1=   multi indeksini daxil etsək və

( )
( )ii

m
i

iii xxxaa m

m
== ..., 1

1 1...

qəbul etsək, ( )mxxf ,...,1   çoxhədlisini simvolik olaraq

( )
( )

( )
( )i

i
Mi

xaxf å
Î

=

şəklində yazmaq olar.

Tərif 4. mii ++L1  cəminə  birhədlisinin dərəcəsi deyilir.

( )
( )

( )
( )i

i
Mi

xaxf å
Î

=

çoxhədlisinin birhədliləinin dərəcələrinin ən böyüyünə verilmiş çoxhədlinin dərəcəsi deyilir və

fdeg  kimi işarə olunur.

Çoxhədlinin eyni dərəcəli birhədlilərini qruplaşdırmaqla alınan yazılışına onun normal

yazılışı (göstərilişi) deyilir. Hər bir çoxhədlini aşağıdakı normal şəkildə yazmaq olar:

å å
= =++

=
N

j jii

i
m

i
iim

m

m

m
xxaxxf

1
11

1

1
),...,(

L
L L .

Teorem5. Əgər K halqası faktorial halqa olarsa, onda [ ]
1

,..,1 mxxK  halqası da faktorial

halqadır.

Nəticə. Əgər K halqası meydandırsa, onda [ ]
1

,..,1 mxxK  halqası faktorial halqadır.

§2. Leksikoqrafik nizam. Çoxhədlinin hədlərinin leksikoqrafik düzülüşü
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Birdəyişənli çoxhədlinin hədlərini təbii olaraq birhədlilərin artan və ya azalan qaydası ilə

düzmək olar. Çoxdəyişənli çoxhədlilərdə isə belə təbii düzülş mümkün deyil. Məsələn,
322 2 yxyyx +-

çoxhədlisinin bütün birhədliləri eyni dərəcəyə malikdir və deməli onun hədlərini dərəcənin artma

və ya azalma sırası ilə düzmək olmaz. Çoxhədlilərin hədlərini düzmək üçn leksikoqrfik nizam

anlayışından istifdə olunur. Bu nizam mN0  hasilində təyin olunur.

Tərif 1. İki mNi 0)( Î  və mNj 0)( Î  multi indeksləinin fərqinin (vektorlar kimi) ilk sıfırdan

fərqli komponenti müsbər olarsa, onda )()( ji f  yazılır və deyilir ki, birinci kortej ikincidən

yüksəkdir və ya böyükdür.

Məsələn, )1,1,2()1,2,2( f , çünki onların fərqinin ilk sıfırdn fərqli olan ikinci komponenti

müsbət 1-dir: )0,1,0( .

Teorem 1. )()( ji f  binar münasibəti mN0  çoxluğunda ciddi xətti nizam münsibətidir.

İsbatı. Göstərmək lazımdı ki:

1)bu münasibət tranzitivdir;

2)antirefleksivdir;

3)xəttidir.

1) Fərz edək ki, )()( ji f  və )()( kj f şərtlərini ödəyən üç kortej verilmişdir. Onda şərtə

əsasən )0()()( fji -  və )0()()( fkj - . Sol tərəfdəki fərqləri toplasaq )()( ki -  fərqini alarıq.

Birinci fərqin ilk sıfıdan fərqli elementinin nömrəsi r ikinci fərqin belə elementinin nömrəsi isə s

olarsa, onda onların cəminin ilk sıfırdan fərqli elementinin nömrəsi ),min( sr  olar. Aydındır ki,

cəmin bu nömrəli elementi müsbətdir, çünki o, mənfi olmayan və heç olmazsa ikisindən biri

müsbət olan toplananlaın cəmidir. Demıəli, 0)()( fki -  və ya )()( ki f . Bu isə tranzitivliyin

doğruluğunu göstərir.

2) )0()()( =- ii  olduğundan )()( ii f  münasibəti ödənə bilməz.

3) mZ  düz hasilindən olan ixtiyari kortejin ilk sıfırdn fərqli elementi tam ədəd kimi ya

müsbət, ya mənfi, ya da sıfır ola bilər. Yəni hə bir mZi Î)(  korteji üçün 0)( fi , 0)( pi , 0)( =i

münasibətlərindən ancaq və ancaq biri ödənir.

Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 1 vasitəsi ilə təyin olunan nizam leksikoqrafik nizam adlanır. İxiyari mNM 0Ì

sonlu alt çoxluğu götürək. Aydındir ki, bu çoxluqda leksikoqrafik nizam vardır. Tutaq ki, M hər

hansı m dəyişənli ),...,( 1 mxxf  çoxhədlisinin yazılışındakı mülti indekslər çoxluğudur yəni

( )
( )

( )
( )i

i
Mi

xaxf å
Î

= .
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Çoxhədlinin hədlərini elə düzək ki, onun birhədliləri multi indekslərin leksikoqrafik nizamda

azalma sırası ilə düzülsün. Belə düzülüş çoxhədlinin hədlərinin leksikoqrafik düzülüşü adlanır.

Çoxhədlinin birhədlilərindən düzələn sonlu çoxluğu S ilə işarə edək:

})(|{ )(
)( MixaS i

i Î= .

Yuxrıda deyilənlərə əsasən, f,S  cütü ciddi xətti nizamlı sonlu çoxluqdur. Bu çoxluq verilən

çoxhədlidən asılıdır və çoxhədli dəyişdikdə uyğun S çoxluğu da dəyişir.

Tərif 1. f,S  nizamlı çoxluğunun yuksək elementinə çoxhədlinin yüksək həddi deyilir.

Misal. Fərz edək ki, üçdəyişənli həqiqi əmsallı çoxhədli verilmişdir:
223233432 252423).,( zyyxxyzzxyzzxxyyxzyxf +-+-+++-= .

Onun hədlərinin leksikoqrafik düzülüşünü yazaq. Əvvəlcə x dəyişəninin qüvvətlərini

(sıfırıncı qüvvəti də daxil olmaqla) azalan qayda ilə düzürük:
223322334 2,,2,5,2,3,,4, zyzyxyzxyzyxyxzxx --- .

x–in qüvvət üstləri eyni olan birhədliləri əvvəl y-in dərəcəsinə görə, daha sonra isə z-in

dərəcəsinə görə düzək. Nəicədə aşağıdakı düzülüşü alarıq:
322322334 ,2,2,2,5,3,4,, zzyyxyzxyzyxzxyxx --- .

Beləliklə,
322322334 222534),,( zzyyxyzxyzyxzxyxxzyxf -+-++++-= .

Göründüyü kimi çoxhədlinin yüksək həddi 4x -dür.

Aşağıdakı teorem iki çoxhədlinin hasilinin yüksək həddi haqda teorem adlanır.

Teorem 2. İki çoxhədlinin hasilinin yüksək həddi onların yüksək hədlərinin hasilinə

bərabərdir.

İsbatı. Tutaq ki, iki ],...,[, 1 mxxKgf Î  çoxhədliləri verilmişdir. mi
m

i xax L1
1  və mj

m
j xbx L1

1

onların, uyğun olaraq, yüksək hədləridir. Çoxhədlilərin hasilini tapmaq üçün onlardan birincinin

bütün birhədlilərini ikinci çoxhədlinin hər bir birhədlisinə vuraraq, alınan birhədliləri toplamaq

lazımdır. Əgər göstərsək ki, birhədlilərdən heç olmazsa biri yüksək hədd olmadıqda onların

hasili yüksək hədlərin hasilindən aşağıdır, onda teoremi isbat etmiş oluruq. Fərz edək ki,
mi

m
i xcx ¢¢L1
1  və mj

m
j xdx ¢¢L1

1  bu çoxhədlilərin ixtiyari iki yüksək olmayan hədləridir və

)(),...,(),...,()( 11 iiiiii mm ¢=¢¢= f . Onda,

)()( ii ¢f .

Aydındır ki,

)()()()()()( jijiji ¢+¢³+¢+ f ;

burada ³  simvolu belə müəyyən olunur:
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)()()()()()( jijiji =ÚÛ³ f .

Teorem 2 isbat olundu.

§3.Simmetrik çoxhədlilər. Əsas teorem

Tərif 1. n dəyişənli ( )nxxxf ...,, 21  çoxhədlisində dəyişənlərin yerini ixtiyari qayda ilə

dəyişdikdə çoxhədli dəyişməzsə, ona simmetrik çoxhədli deyilir.

Bu tərifi əvəzləmələr qrupunun çoxdəyişənli çoxhədlilər halqasında təsiri vsitəsi ilə də

vermək olar. nS  əvəzləmələr qrupynyn ],...,[ 1 nxxK  halqasında təsiri belə müəyyən olunur:

( )),...,(),...,(]),...,[)(( )()1(11 nnnn xxfxxfxxKfS ssss =Î"Î .

Teorem 1. İxtiyri nSÎs  əvəzləməsi və ],...,[, 1 nxxKgf Î  çoxhədliləri üçün

( ) )()( gffg sss = .

İsbtı. Teoremi birhədlilər üçün isbat edək. Tutaq ki, ni
n

i xaxf L1
1=  və nj

n
j xbxg L1

1=  iki

birhədlilərdir. Onda, nn ji
n

ji xabxfg ++= L11
1  və buna görə də

nn ji
n

ji xabxfg ++= )()1(
11)( sss L .

Buradan tələb olunan münsibəti birhədlilər üçün alırıq: ( ) )()( gffg sss = . Hər bir çoxhədli

birhədlilərin cəmi olduğundan tələb olunan münasibət ( ) )()( gfgf sss +=+  bərabərliyindən

alınır. Teorem 1 isbat olundu.

Nəticə. ff ss a:  inikası ],...,[ 1 nxxK  halqasının özünə epimorfizmidir.

İxtiyari ],...,[ 1 nxxKf Î  çoxhədlisi üçün nS  qrupunun bu çoxhədlini dəyişməz saxlayan

əvəzləmələr çoxluğu f çoxhədlisinin  stasionar  alt  qrupunu təşkil  edir  (bax  II  hissə,  IV fəsil  §1,

teorem 4): nSfSt p)( . Tərif 1-ə əsasən, f -in simmetrik çoxhədli olması üçün nSfSt =)(  şərtinin

ödənməsi zəruri və kafidir.

Misllar. 1. yxyxf +=),(  çoxhədlisi simmetrik çoxhədlidir.

2. 222),,( zyxzyxf ++=  çoxhədlisi simmetrik çoxhədlidir. Lakin 22),,( zyxzyxf +=

çoxhədlisi isə simmetrik çoxhədli deyil. Doğrudan da,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

312
321

s

əvəzləməsi zzxyyx ®®® ,,  yerdəyişməsi aparır. Buna görə də fzxyf ¹+= 22s .

3. Aşağıdakı çoxhədlilər simmetrik çoxhədlilərdir:

nxxx +++ L21 ,

nxxx L21 .

downloaded from KitabYurdu.org



53

4.İxtiyari nk
n

kk xxx L21
21=j  birhədlisi veriləsə, onun nS  qrupunun təsiri ilə yaranan orbitini

)(jnS  kimi işarə edək. Əgər bu orbitə daxil olan birhədlilərin cəmini götürsək, onda simmetrik

çoxhədli alınar. Bu simmetrik çoxhədli bəzən nk
n

kk xxx L21
21=j  birhədlisinin orbiti adlanır:

LLL ++= nn k
n

kkk
n

kk xxxxxxS 2121
1221)(j .

Xüsusi halda,

nxxxxS +++= L211)( ,

nnnn xxxxxxxxxxxxxxS 12321312121 )( -++++++++= LLL ,

LLL

nn xxxxxxS LL 2121 )( =

kimi təyin olunan simmetrik çoxhədlilər elementar simmetrik çoxhədlilər adlanır. Bu çoxhədlilər

simmetrik çoxhədlilər nəzəriyyəsində mühüm rol oynayır. Onları daha müxtəsər şəkildə yazaq:

( )1

....
,............

,...
,...

,...

321

322211211

124213213

131212

211

ï
ï
ï
ï

þ

ïï
ï
ï

ý

ü

=
+++=

+++=
+++=

+++=

---

--

-

nn

nnnnn

nnn

nn

n

xxxxs
xxxxxxxxxxs

xxxxxxxxxs
xxxxxxs

xxxs

LLLLLLLL

Bütün simmetrik çoxhədlilər çoxluğu ],...,,[ 21 nxxxSK  kimi işarə olunur.

Teorem 2. ],...,,[ 21 nxxxSK  çoxluğu ],...,,[ 21 nxxxK  halqasının alt halqasıdır.

İsbatı. nS  qrupunun hər bir əvəzləməsinin təsiri ilə ],...,,[ 21 nxxxSK  çoxluğu özünə inikas

olunur. İxtiyari iki simmerik ],...,,[, 21 nxxxSKgf Î  çoxhədliləi üçün teorem 1-in nəticəsinə

əsasən

fggfgf =+=+ )()()( sss ,

fggffg == )()()( sss .

Deməli, ],...,,[ 21 nxxxSK  çoxluğu toplma və vurma əməllərinə nəzərən qapalıdır. Buna

görə də ],...,,[ 21 nxxxSK  çoxluğu halqadır. Teorem 2 isbat olundu.

İndi isə ixtiyari Îj ],...,,[ 21 nxxxK  çoxhədlisi götürək. Əgər dəyişənləri ii sx a

inikasına müvafiq olaraq is  çoxhədliləri ilə əvəz etsək, alınan ),...,,( 21 nsssj  çoxhədlisi

simmetrik çoxhədli olcaqdır. Doğrudan da,

å
Î

=
Mi

i
in xaxx

)(

)(
)(1 ),...,(j

işarə etsək, onda hər bir s  əvəzləməsi üçün aşağıdkı münsibət ödənir:
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=== å å
Î Î

ni
n

i

Mi Mi
i

i
in ssasass )()()(),...,( 1

)( )(
1)(

)(
)(1 ssssj L

),...,( 1
)(

)(
)( n

i

Mi
i sssa j== å

Î
.

Beləliklə, ii sx a  inikası ®],...,,[ 21 nxxxK ],...,,[ 21 nxxxSK  inikasını müəyyən edir. Simmetrik

çoxhədlilər nəzəriyyəsinin əsas teoremi hökm edir ki, bu inikas epimorfizmdir.

Bu teoremin isbatı üçün simmerik çoxhədlinin yüksək həddi haqda bir lemma isbat edək.

Lemma. Əgər ),...,,( 21 nxxxf  simmetrik çoxhədli, ni
n

ii xxax L21
21  isə onun yüksək həddi

olasa, onda dəyişənlərin qüvvət üstləri niii ³³³ L21  bərabərsizliklərini ödəyir.

İsbatı. Verilən çoxhədlidə 21 xx «  yerdəyişməsi aparaq. Onda bu çoxhədli və onun yüksək

həddi dəyişməz. Beləliklə, yerdəyişmədən sonra ni
n

ii xxax L21
21  birhədlisi

ni
n

ii xxax L21
12

ni
n

ii xxax L12
21=  bihədlisi ilə əvəz olunur. Bu hədd leksikoqrafik düzülüşdə yüksək

həddən, yəni ni
n

ii xxax L21
21  birhədlisindən aşağı olmalıdır. Deməli, 1x  dəyişəninin qüvvət üstü

21 ii ³  bərabərsizliyini ödəməlidir. Oxşar mühakimələri apararaq 32 xx «  yerdəyişməsi yerinə

yetirsək 32 ii ³  bərabərsizliyini alarıq və i. a. Beləliklə, lemma isbat olundu.

Qeyd olunduğu kimi simmetrik çoxhədlilər haqda əsas teorem ii sx a  inikasları ilə

müəyyən olunan ®],...,,[ 21 nxxxK ],...,,[ 21 nxxxSK  iniksının epimorfizm olduğunu

göstərir. Bu o deməkdir ki, ixtiyari ],...,,[ 21 nxxxSKf Î  simmetrik çoxhədlisi verilərsə, onda elə

],...,,[ 21 nxxxKgÎ  çoxhədlisi tapmaq olar ki, ),...,,(),...,,( 2121 nn sssgxxxf = . Aşağıdakı əsas

teorem daha güclü faktın – yuxarıdakı epimorfizmin izomorfizm olduğunu göstərir.

Teorem 3. İxtiyari ],...,,[ 21 nxxxSKf Î  simmetrik çoxhədlisi verilərsə, onda elə yeganə

],...,,[ 21 nxxxKgÎ  çoxhədlisi tapmaq olar ki, ),...,,(),...,,( 2121 nn sssgxxxf = .

İsbatı. Əvvəlcə göstərilişin varlığını isbat edək. ),...,,( 21 nxxxf  çoxhədlisinin yüksək

həddini ni
n

ii xxax L21
21  ilə işarə edək. Lemmaya əsasən niii ³³³ L21  münsibəti doğrudur.

Aşağıdakı çoxhədliyə baxaq:
nnn i

n
ii

n
iiii sssas -

-
-- -= 13221

1211 ...j .

1j  çoxhədlisi simmetrik çoxhədlidir Onun yüksək həddini müəyyən edək. nsss ,...,, 21  elementar

simmetrik çoxhədlilərinin yüksək həddləri, uyğun olaraq, belə olacaqdır:

nxxxxxxxxx ...,...,,, 21321211 .
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Onda 1j  çoxhədlisinin yüksək həddi hasilin yüksək həddi haqda teorem 2-yə əsasən aşağıdakı

kimi olar:

( ) ( ) ( ) ( ) nnnn i
n

iii
n

ii
n

iiiiii xxaxxxxxxxxxxxxax ............. 211433221
2121121321211 =× -

-
--- - .

Buradan görünür ki, 11 j-= ff  çoxhədlisinin yüksək həddi leksikoqrafik düzülüşdə ni
n

ii xxax L21
21

birhədlisindən aşağı olacaqdır. Lakin 11 ff =-j  simmetrik çoxhədlilərin fərqi kimi özü

simmetrik çoxhədlidir. Eyni mühakimələri bu çoxhədliyə tətbiq etsək elementar simmetrik

çoxhədlilərin hasili olan elə 2j  çoxhədlisi  tapa  bilərik  ki, 221 ff =-j  olmaqla, 2f  simmetrik

çoxhədlisinin yüksək həddi 1f  -in yüksək həddindən aşağı olan simmetrik çoxhədlidir. Sonuncu

iki bərabərlikdən alırıq ki,

221 ff ++= jj .

Prosesi bu qayda ilə davam etdirməklə, hər hansı bir s nömrəli addımdan sonra

ss ff +++= jjj L21

bərabərliyini alarıq. Bu proses sonsuz davam edə bilməz, çünki, sjjj ,...,, 21  çoxhədlilərinin

yüksək hədləri azalan ardıcıllıq təşkil edir. nkkk ³³³ L21  şərtini ödəməklə

),...,,(),...,,( 2121 nn kkkiii f

şərtini ödəyən ),...,,( 21 nkkk  kortejlərinin sayı ən çoxu n
n iiii )1()1()1)(1( 121 +£+++ L  ola bilər.

Deməli, elə s nömrəsi vardır ki, 0=sf . Beləliklə, jj  birhədlilərinin cəmini

nnn i
n

ii
n

iiii
j sssas -

-
-- -= 13221

121 ...j +...

kimi işarə edərək alırıq:

( ) ( )nn

s

i
in sssgsssxxxf ...,,)...,,(,...,, 2121

1
21 ==å

=

j

Teoremin isbatını başa çatdırmaq üçün ayrılışın yeganəliyini isbat edək. Əksini fərz edək.

Yəni tutaq ki, elə iki ],...,,[, 2121 nsssKgg Î  çoxhədliləri var ki,

( ) ( ) ( )nnn sssgsssgxxxf ...,,...,,,...,, 21221121 ==            (2)

olmaqla, 21 gg ¹ . Onda, 021 ¹-= ggh  və deməli, bu çoxhədlinin ],...,,[ 21 nxxxK -də sıfırdan

fərqli yüksək həddi vardır. Bu yüksək hədd ( )nsssh ...,, 21 çoxhədlisinin ],...,,[ 21 nsssK  halqasında

ancaq yüksək həddinin açılışında vardır və ( )nsssh ...,, 21  çoxhədlisini ],...,,[ 21 nxxxK -də

yazdıqda islah oluna bilməz. Deməli, ( ) 0...,, 21 ¹nsssh  və teorem isbat olundu.

Misal. ( ) 2
3

2
2

2
3

2
1

2
2

2
1

4
3

4
2

4
1321 ,, xxxxxxxxxxxxf ---++= simmetrik çoxhədlisini elementar

simmetrik çoxhədlilər vastəsiilə ifadə edək.
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f simmetrik çoxhədlisinin yüksək həddi 4
1x -dür. Elementar simmetrik çoxhədlilərin uyğun

kombinasiyalarını çıxmaqla, ardıcıl olaraq yüksək hədləri yox etdikdə, alınan çoxhədlilərin

yüksək dərəcəli  hədləri üçün aşağıdakı cədvəli tətib edək:

4 0 0

3 1 0

2 2 0

2 1 1 1
3

1
2

2
1

0
3

2
0

2
1

0
3

1
2

3
1

0
3

0
2

4
1

xxCx
xxBx

xxAx

xxx

31
1
3

11
2

12
1

2
2

0
3

02
2

22
1

2
2
1

0
3

01
2

13
1

4
1

0
3

00
2

04
1

sCsssCs
BsssBs

sAsssAs

ssss

=

=

=

=

--

--

--

--

Bu cədvələ əsasən yaza bilərik:

( ) .,, 31
2
22

2
1

4
1321 sCsBssAssxxxf +++=      (3)

Burada A,B,C sabit əmsallardır, həmin əmsalları təyin etmək üçün 321 ,, xxx  dəyişənləinə

ədədi qiymətlər verək və nəticələri aşağıdakı cədvələ yazaq:

321 ,, xxx 1s 2s 3s f

1    1  -1 1 -1 -1 0

 0   1   1 2 1 0 1

 1  -1   0 0      -1 0 1

Beləliklə A,B,C  əmsallarını təyin etmək üçün aşağıdakı tənliklər sistemini alırıq:

ï
þ

ï
ý

ü

=
-=

=
Þ

ï
þ

ï
ý

ü

=
-=+

-=-+-
Þ

ï
þ

ï
ý

ü

+++=
++=
-+-=

6
4

1

1
154

1

0001
4161

10

C
A
B

B
BA

CBA

B
BA

CBA

Bu qiymətləri (3) –də yazaq.

31
2
22

2
1

4
1 64 ssssssf ++-=

göstərilişini alırıq.

§3. Viyet düsturları

Fərz edək ki, unitar

][)( 1
1

1 xKaxaxaxxf nn
nn Î++++= -
- L

çoxhədlisinin K meydanında n sayda kökü vardır. Bezu teoremini təkrar tətbiq etməklə,

)())(()( 21 nxxxxxxxf ---= L

alarıq. Sağ tərəfdə mötərizələri açaq:

++++-= -1
21 )()( n

n
n xxxxxxf L

=++++++ -
- n

n
nn xxxxxxxxxx LLL 21

2
13121 )(
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n
nnnn sxsxsx )1(2

2
1

1 -+++-= -- L .

Uyğun əmsalları bərabərləşdirək:

121 axxx n -=+++ L ,

213121 axxxxxx nn =+++ -L ,

LLL

n
n

n axxx )1(21 -=L .

Bu düsturlar Viyet düsturları adlanır. n=2 olarsa, orta məktəb kursundan məlum olan Viyet düs-

turları alınır.

Fərz edək ki, K meydanı ilə birlikdə onu daxilinə alan başqa bir LK Ì meydanı

verilmişdir. Tutaq ki, ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin bu meydanda n sayda kökü vardır: nxxx ,...,, 21 .

Teorem 1. Tutaq ki, ],...,,[),...,,( 2121 nn yyyKyyyg Î  çoxhədlisi simmetrik çoxhədlidir,

naaa ,...,, 21  isə ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin K meydanının hər hansı genişlənməsində kökləridir.

Onda, Kg n Î),...,,( 21 aaa .

İsbatı. ),...,,( 21 nyyyg  çoxhədlisi simmetrik çoxhədli olduğu üçün, simmetrik çoxhədlilər

haqda əsas teoremə görə elə ],...,,[),...,,( 2121 nn yyyKyyyh Î  çoxhədlisi tapmaq olar ki,

),...,,(),...,,( 2121 nn ssshyyyg = ;

Burada nsss ,...,, 21  çoxhədliləri nyyy ,...,, 21  dəyişənlərinin elementar simmetrik çoxhədliləridir.

Viyet düsturlarına görə Kas i
i

i Î-= )1( . Deməli, Kaaahxxxg n
n

n Î--= ))1(,...,,(),...,,( 2121 .

Teorem 1 isbat olundu.

Misal. Həqiqi əmsallı simmetrik

( ) 2
3

2
2

2
3

2
1

2
2

2
1

4
3

4
2

4
1321 ,, xxxxxxxxxxxxf ---++=

çoxhədlisinin 03 =+ xx  tənliyinin köklərində aldığı qiyməti tapaq. Yuxarıda göstərdik ki,

31
2
22

2
1

4
1 64 ssssssf ++-= .

Viyet teoreminə əsasən 0,1,0 321 === sss . Buna görə də,

1),,0( =-iif .

Bilavasitə yoxlama ilə bu bərabərliyin doğru olduğunu yəqin etmək olar.

Teorem 1-in əhəmiyyəti bundan ibarətdir ki, o simmetrik çoxhədlinin qiymətini kökləri

bilmədən hesablamağa imkan verir.

§4. İki çoxhədlinin rezultantı
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Tutaq ki, f(x) və g(x) çoxhədliləri K meydanı üzərində [ ]xK  çoxhədlilər halqasından

götürülmüşdür. Bu çoxhədlilərin  müsbət dərəcəli ortaq bölənə malik olması şərtini müəyyən

edək.

Teorem 1.Tutaq ki, f(x) və g(x)çoxhədliləri K meydanı üzərində verilən çoxhədlilər olmaq-

la

m
mm

n
nn

bxbxbxg
axaxaxf

+++=

+++=
-

-

...)(

,...)(
1

10

1
10

və 00 ,ba  əmsalarından heç olmazsa  biri sıfırdan fərqlidir. f və g çoxhədlilərinin [ ]xK - də

müsbət  dərəcəli ortaq böləninin olması üçün [ ]xK -ə daxil olan və aşağıdakı şərtləri ödəyən c və

d çoxhədlilərinin olması zəruri və kafidir:

;...,...)2
;)1

1
1

01
1

0 -
-

-
- ++=++=

=

n
n

m
m dxddcxcc

gdfc

3) c və d  çoxhədlilərindən heç olmazsa biri sıfırdan fərqlidir.

Isbat : Tutaq ki, f və g çoxhədlilərinin [ ]xK  -ə daxili  olan müsbət dərəcəli U ortaq böləni

vardır.  Onda  elə c və d çoxhədliləri vardır ki, cUgdUf == , . Aydındır ki, gdfc = . Bu

çoxhədlilərdən heç olmazsa biri sıfırdan fərqli olduğu üçün asanlıqla yoxlamaq olar ki, c və d

çoxhədliləri 1) – 3) şərtlərini ödəyir.

Indi isə fərz edək ki, 1)–3) şərtlərini ödəyən c və d çoxhədliləri vardır. Tutaq ki, 00 ¹a

nf =deg . j  ilə c və d çoxhədlilərinin ƏBOB-ni işarə edək. Onda [ ]xK -də elə 1c  və 1d

çoxhədliləri vardır ki,

1),(,, 1111 === dcddcc jj (1)

Qeyd edək ki, 01 ¹d -dır. Əks halda d=0 və 1) şərtinə əsasən buradan c=0 alınardı ki, bu

mümkün deyil (c=0 olması 3) şərtinə ziddir). (1)-ə və teoremin 1) şərtinə əsasən

.11 jj gdfc =

Deməli,

.11 gdfc = (2)

1d  çoxhədlisi 1fc - in böləni olmaqla 1c -lə qarşılıqlı sadə olduğundan 1d  çoxhədlisi f-in boləni-

dir; yəni

tdf 1= .      (3)

1d - in dərəcəsi d - nin dərəcəsindən yüksək deyil. d -nin dərəcəsi isə 2) şərtinə görə f- in

dərəcəsindən kiçikdir. Deməli, t müsbət dərəcəli çoxhədlidir. (3) və (2) –dən alırıq ki,

.1111 tcggdtcd =Þ=
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Beləliklə, t çoxhədlisi f və g çoxhədlərinin müsbət dərəcəli ortaq bölənidir. Teorem 1-in

isbatı başa çatdı.

)...)(...()...)(...( 1
1

01
1

00 -
-

-
- +++=++++ n

n
m

m
m

m
n

n ddxbxbcxcaxa (4)

bərabərliklərini hər iki tərəfində mötərzələri açsaq və x –in eyni dərəcəli əmsallarını bir –birinə

bərabərlişdirsək, aşağıdakı kimi xətti tənliklər sistemi alarıq:

11

112112

201102201102

10011001

0000

,
,

,

--

------

=
+=+

++=++
+=+

=

nmmn

nmnmmnmn

dbca
dbdbcaca

dbdbdbcacaca
dbdbcaca

dbca

LLLL

Bu sistem n+m məchullu  ( 110110 ,...,,,,...,, -- nm dddccc  dəyişənlərindən asılı) n+m sayda

tənlikdən ibarət xətti tənliklər sistemidir. Sağ tərəfdəki hədləri sol tərəfə keçirsək, onun bircins

xətti tənliklər sistemi olduğunu yəqin edə bilərik. Bu sistemin sıfırdan fərqli həllinin olması üçün

zəruri və kafi şərt  sistemin determinantının sıfra bərabər olmasıdır. Elementlərin qarşısındakı

mənfi işarələrdən azad olmaq üçün məchulların 10110 ,...,,,,..., -- --- nm dddccc  olduğunu qəbul

etmək məqsədəuyğundur. Determinantın matrisini transponirə etməklə, onu aşağıdakı şəkilə

salmaq olar:

n

m

m

n

n

n

bbb

bbb
bbb

aaa

aaa
aaa

gfR

...

...
...

...

...
...

),(

10

10

10

10

10

10

LLL

LLL

=

Bu determinantda boş yerlərdə sıfırlar dayanır.

Tərif. R(f,g) determinantına n
n axaf ++= ...0  və m

m bxbg ++= ...0 çoxhədlilərinin

rezultantı deyilir.

Teorem 1-ə əsasən f və g çoxhədlilərinin (burda 00 ¹a  və ya 00 ¹b ) müsbət dərəcəli

ortaq bölənin olması üçün zəruri və kafi şərt onların rezultatının sıfra bərabər olmasıdır.

Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem 2. Tutaq ki, n
n axaf ++= ...0 və m

m bxbg ++= ...0 çoxhədlilərindən heç olmazsa

birinin yüksək həddi  sıfırdan fərqlidir. f və g çoxhədliləri müsbət dərəcəli ortaq böləninin olması

üçün zəruri və kafi şərt onların rezultatının sıfra bərabər olmasıdır .
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Buradan aşağıdakı nəticə alınılır .

Nəticə. Əgər f və g çoxhədlilərinin  rezultantı sıfra  bərabərdirsə,  onda  ya  bu  çox  hədlilər

müsbət dərəcəli ortaq  bölənə malikdir, və ya 0a  və 0b  əmsalları sıfra bərabərdir.

§5. İki dəyişənli tənliklər sistemindən dəyişənin yox edilməsi

Xətti tənliklər sisteminin Qaus üsulu ilə həlli zamanı biz gördük ki, sistemi həll edərkən

dəyişənlərin tədricən yox edilməsindən istifadə olunur. Eyni üsuldan ixtiyari (xətti olmayan)

cəbri tənliklər sisteminin həllində də istifdə etmək olar. Bu yolla tənliklər sistemini həlli bir

tənliyin həllinə gətirilir. Resultant və onun xassələri dəyişənlərin yox edilməsi üçün əsas rol

oynayır.

 Tutaq ki, aşağıdakı kimi tənliklər sistemi verilmişdir :

î
í
ì

=
=

.0),(
,0),(

yxg
yxf

(1)

Burada f və g çoxhədliləri baxılan meydan üzərində verilmiş iki dəyişənli çoxhədlilərdir.

Bu çoxhədliləri x-in  azalan qüvvətlərinə görə düzək :

).(...)()(),(

),(...)()(),(
1

10

1
10

ybxybxybyxg
yaxyaxyayxf

m
m

m

n
nn

+++=

+++=
-

-

Burada )(yai  və )(ybk əmsalları [ ]yK  halqasından götürülmüş çoxhədlilərdir. f və g

çoxhədlilərinin )( yR  rezultantını tapaq. Rezultant y dəyişənindən asılı çoxhədli olacaqdır. Tutaq

ki, (1) sisteminin K meydanında ( )ba ,  kimi həlli vardır. Onda

)(...)()(),(

)(...)()(),(
1

10

1
10

bbbb

bbbb

m
mm

n
nn

bxbxbxg
axaxaxf

+++=

+++=
-

-

çoxhədlilərinin ortaq a  köku vardır. Ona görə də bu çoxhədlilər müsbət dərəcəli ortaq bölənə

malikdir.  Onda  teorem  2  –yə görə bu  çoxhədlilərin  rezultantı olan )(bR  ədədi sıfra bərabər

olmalıdır. Tərsinə, əgər b  ədədi R(y) rezultantının köküdürsə, yəni 0)( =bR  isə, onda

yuxardakı nəticəyə görə ( )b,xf  və ( )b,xg  çoxhədlilərinin ya ortaq kökü vardır, yaxud ( )b0a

və ( )b0b  əmsallarının hər ikisi sıfra bərabərdir.

Beləliklə, (1) tənliklər sisteminin həlli ancaq y-dən asılı tənliyin (və ya tənliklərin) həllinə

gətirilir. Bu yolla biz (1) sistemindən x məchulunun kənar etmiş oluruq. Nəticədə çoxhədlilərin

rezultantının köməyi ilə qeyri-xətti tənliklər sistemini həll etmək üçün üsul alırıq.

Misal. Aşağıdakı sistemi həll edək:

( )î
í
ì

++-=
+++=

3222,
323)(, 2

yxxyyxg
yxyyxyf (1)
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Bu sistemdən x məchulu kənar edək. Bunun üçün (1) sistemini

( ) ( )
( ) ( ) ( ) þ

ý
ü

++-=
+++=
3222,
323, 2

yxyyxg
yyxyxyxf    (2)

şəklində yazaq. Çoxhədlilərin y-dən asılı rezultantını tapaq.

=+---+++=
+-

+-
+

= )32)(22(3)22)(32()32(
32220

03222
323

)( 22 yyyyyyy
yy

yy
yyy

yR

.12112 2 ++= yy

Rezultantın kökləri
2
3,4 21 -=-= bb  -dir. y -in bu qiymətlərində (2) sistemində x-in yüksək

dərəcəli hədlərinin əmsalları sıfra bərabər deyil. Deməli, rezultantın xassəsinə əsasən hökm edə

bilərik ki, aşağıdakı çoxhədlilərin ortaq kökləri vardır:

( )
( ) .5104,

,51244, 2

--=-
---=-

xxg
xxxf

Həmin ortaq kökləri bunlardan birinin (daha sadə olanın) kökləri içərisində axtarmaq lazımdır.

İkinci çoxhədlinin bir kökü var
2
1

1 -=a və o axtarılan ortaq kökdür (bunu yoxlamaqla yəqin

etmək olar. Analoji olaraq,
2
3

2 -=b  olduqda

xxg

xxxf

5
2
3,

2
9

2
3

2
3, 2

-=÷
ø
ö

ç
è
æ -

--=÷
ø
ö

ç
è
æ -

çoxhədlilərinin 02 =a  ortaq kökün tapırıq. (2) sistemində baş hədlərin əmsallarının ortaq kökü

olmadığı üçün sistemin ancaq iki həlli vardır: 4,
2
1

11 -=-= ba      və
2
3,0 22 -== ba .

§6. Diskriminant

Tutaq ki, ][)( xKxf Î  çoxhədlisi verilmişdir:

0,)( 0
1

10 ¹+++= - aaxaxaxf n
nn L .       (1)

Məlumdur ki, f(x) çoxhədlisinin təkrar c kökünün olması üçün zəruri və kafi şərt

0)()( =¢= cfcf  bərabərliyinin ödənməsidir. Deməli, aşağıdakı teorem doğrudur.

Teorem 1. ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin təkrar kökü olması üçün 0),( =¢ffR  olması

zəruri və kafi şərtdir.

Tərif. (1) bərabərliyi ilə təyin olunan f çoxhədlisi üçün
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),()1()( 1
0

2
)1(

ffRafD
nn

¢-= -
-

ifadəsinə verilən çoxhədlinin diskriminantı deyilir.

Nəticə. ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin təkrar kökü olması üçün 0)( =fD  olması zəruri və

kafi şərtdir.

Misal 1. Fərz edək ki,

0,)( 2 ¹++= acbxaxxf .

Onda, baxxf +=¢ 2)( . Deməli,

)4(24
20

02),( 2222 bacaabcaab
ba

ba
cba

ffR -=-+==¢ .

Beləliklə,

acbffRafD 4),()( 21 -=¢-= -

və biz diskriminantın məlum ifdəsini aldıq.

Misal 2. İndi isə üçdərəcəli qpxxxf ++= 3)(  çoxhədlisinin diskriminantını hesablayaq.

pxxf +=¢ 23)( .

Düstura əsasən

=
--

---=×-=

p
qp

qp
qp

qp

p
p

p
qp

qp

fD

0300
32000
03200

010
001

0300
0030
0003

010
001

)1()( 3

D-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=--=-= 108

274
108274

03
320
032

32
23 pqqp

p
qp

qp
.

Beləliklə, baxılan üçdərəcəli çoxhədlinin diskriminantı uyğun kub tənliyin həlledici tənliyinin

diskriminantından -108 vuruğu ilə fərqlənir.
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VI FƏSİL. Cəbri genişlənmələr

§1. Sonlu genişlənmələr

İki K və L meydanlrı üçün LK Ì  münasibəti ödənərsə, onda L meydanı K meydanının

genişlənməsi adlanır və KL /  kimi  işarə olunur.  Asanlıqla  yəqin  etmək  olar  ki, L meydanı K

üzərində xətti fəzadır. Bu xətti fəzanın ölçüsü ]:[ LK  kimi işarə olunur.

Tərif 1. Əgər +¥<]:[ LK  sonlu olarsa, onda L meydanı K meydanının sonlu

genişlənməsi adlanır.
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Misallar. 1. C kompleks ədədlər meydanında hər bir a  kompleks ədədini yeganə qayda

ilə bia +=a  kimi yazmaq olar. 1 və i ədədləri isə həqiqi ədədlər meydanı üzərində xətti asılı

deyil. Beləliklə, 2]:[ =RC  və buna görə də RC /  genişlənməsi sonlu genişlənmdir.

2. QR /  genişlənməsi sonlu genişlənmə deyil. Bu genişlənmənin cəbri olmadığı ilk dəfə

Ermit tərəfindən göstərilmişdir. O isbat etmişdir ki, e  ədədi cəbri ədəd deyil, yəni heç bir

rasional əmsallı tənliyin kökü deyil.

Teorem 1. F, L, K meydanları üçün kKLmLF == ]:[,]:[  olarsa, onda mkKF =]:[ .

İsbatı. Tutaq ki, LF /  genişlənməsinin bazisi mxxx ,...,, 21 , KL /  genişlənməsinin bazisi

isə kyyy ,...,, 21 , -dır. Göstərək ki, bütün mümükün kjmiyx ji ,...,1;,...,1, ==  hasilləri KF /

genişlənməsi üçün bazis təşkil edir. Bunun üçün onlrın K meydanı üzərində xətti asılı olmadığını

və F meydanının hər bir elementinin bu hasillərin xətti kombinsiysı olduğunu göstərmək lazım-

dır.

Sıfra bərabər olan xətti kombinasiya götürək:

0
1 1 1 1

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=åå å å

= = = =

m

i

k

j

m

i

k

j
jijijiij ycxyxc .

Mötərizə içərisində olan cəm L meydanının elementidir və deməli, ikiqat cəm bazis vektorların F

meydanında xətti kombinasiyasıdır. Buradan alırıq:

miyc
k

j
jij ,...1,0

1
==å

=

.

Yenə də bazis vektorların xassəsinə əsasən hər bir i üçün kjcij ,...,1,0 == .

İndi isə ixtiyari FÎa  elementi götürək. Onu F meydanında bazis elementlərin xətti

kombinasiyası kimi yazmaq olar:

å
=

Î=
m

i
iii Laxa

1
,a .   (1)

Hər bir ia  elementini L meydanında bazis elementlərin xətti kombinasiysı kimi yzmaq olar:

å
=

Î=
k

j
ijjiji Kcyca

1
, .

Bu bərabərlikləri (1)-də nəzərə alsaq, onda a  elementini kjmiyx ji ,...,1;,...,1, ==   elementləri-

nin xətti kombinasiyası şəklində göstərişini almış olarıq. Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 2 göstəriri ki, hər hansı meydanın iki ardıcıl sonlu genişlənməsi yenə də ilkin

meydanın sonlu genişlənməsinə gətirir.

§2. Cəbri genişlənmə
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Tərif 2. Əgər L meydanının hər bir elementi K meydanı zərində cəbri element olarsa,

onda belə genişlənmə cəbri genişlənmə adlanır.

Misal. RC /  genişlənməsi cəbri genişlənmədir. Doğudan da, hər bir CÎa  elementi

üçün

02)( 22222 =++-®-=-®+= baaababia aaa ,

yəni hər bir kompleks ədəd həqiqi əmsallı cəbri tənliyin köküdür. Bu tənliyin dərəcəsi 2-dən

böyük deyil. Sonuncu faktı ümumi şəkildə söyləmək olar.

Teorem 1. Hər bir sonlu KL /  genişlənməsi cəbri genişlənmədir. Əgər nLK =]:[

olarsa, onda ixtiyari LÎa  elementi üçün elə nxdeqfxKxf £Î )(],[)(  çoxhədlisi var ki,

0)( =af .

İsbatı. nLK =]:[  olduğu üçün KL /  genişlənməsi K meydanı üzərində xətti fəzadır.

Onda n+1 sayda
naa ,...,,1

elementləri xətti asılıdır. Deməli, elə Kaaa n Î,...,, 10  elementləri vardır ki,

010 =+++ n
naaa aa L .

Deməli, a  elementi cəbri elementdir. Teorem isbat olundu.

Tərif 3. a  cəbri elementinin kökü olduğu ən kiçik dərəcəli unitar çoxhədliyə bu

elementin minimal çoxhədlisi deyilir (bəzi ədədbiyyatda o, Irr a  kimi işarə olunur). Minimal

çoxhədlinin dərəcəsi n olarsa, a n dərəcəli cəbri element adlanır.

Misallar 1. 2  ədədi cəbri ədəddir. Onun minimal çoxhədlisi 2)( 2 -= xxf -dir. 2 -nin

cəbrilik dərəcəsi 2-dir.

2. 3 52-  ədədi cəbri ədəddir. Onun minimal çoxhədlisi

31265)2()( 233 -+-=+-= xxxxxf

olacaqdır.

Minimal çoxhdəlinin əsas xassələri aşağıdakı teoremlə ifadə olunur.

Teorem 2. Tutaq a elementi K meydanı üzərində cəbri elementdir, )(xf isə onun

minimal çoxhədlisidir. Aşağıdakı hökmlər doğrudur:

1) )(xf  gətirilməyən çoxhədlidir;

2) Əgər )(xg  kökü a  olan ixtiyari çoxhədli olarsa, onda )()( xfxg M ;

3) a elementinin minimal çoxhədlisi yeganədir.

İsbatı. 1) Əksini fərz edək, yəni tutaq ki, )(xf  çoxhədlisi gətirilən çoxhədlidir. Onda onu

iki müsbət dərəcəli çoxhədlinin hasili kimi göstərmək olar:
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)()()( xhxgxf = .

x-i a elementi ilə əvəz etsək yaza bilərik: 0)()()( == aaa hgf . Onda vuruqlardan heç olmazsa

biri sıfra bərabərdir: 0)(0)( =Ú= aa hg . Lakin bu ola bilməz, çünki, bu halda a elementi

dərəcəsi minimal çoxhədlinin dərəcəsindən kiçik çoxhədlinin kökü olardı. Deməli, fərziyyəmiz

doğru deyil, yəni )(xf  çoxhədlisi gətirilməyən çoxhədlidir.

2) )(xg  çoxhədlisini )(xf -ə qalıqlı bölək:

)(deg)(deg0)();()()()( xfxrxrxrxqxfxg <Ú=+= .

İkinci hal mümkün deyil, çünki, bu halda )()()()( xrxqxfxg +=  bərabərliyində x-i a elementi

ilə əvəz edərək, alarıq: )()()()()(0 aaaaa rrqfg =+== . Bu o deməkdir ki, a elementi

dərəcəsi minimal çoxhədlinin dərəcəsindən kiçik olan çoxhədlinin köküdür. Bu minimal

çoxhədlinin tərifinə ziddir. Beləliklə, ancaq 0)( =xr  olmalıdır və bu halda )()( xfxg M .

3) Fərz edək ki, )(xg a  elementinin başqa bir minimal çoxhədlisidir. Onda, 0)( =xg  və

2) bəndinə görə )()( xfxg M . Eyni zamanda, )(xg -də minimal çoxhədlidir və 0)( =xf . Onda 2)

xassəsinə əsasən )()( xgxf M . Deməli, )()( xcgxf = . Lakin, minimal çoxhədli unitar çoxhədli

olduğundan c=1 olmalıdır.

Teorem 2 isbat olundu.

Nəticə. Əgər )(xf  gətirilməyən çoxhədli olmaqla, a  cəbri elementi onun köküdür, onda

)(xf -n normallaşdırılması ilə alınan unitr çoxhədli a -nın minimal çoxhədlisi olacaqdır.

Nəticə teorem 2-nin 2) bəndindən dərhal alınır.

Misal. 4 63-=a  cəbri ədədinin minimal çoxhədlisini tapaq.

a-= 364  olduğundan 6)3( 4 =-a  və ya 0751089012 234 =+-+- aaaa . Beləliklə,

a  ədədi 751089012)( 234 +-+-= xxxxxf  çoxhədlisinin köküdür. 3=p  götürməklə yəqin

etmək olar ki, bu çoxhədli üçün Eyzenşteyn əlamətinin şərtləri ödənir, yəni ,390,312 MM-

375,3108 MM-  olmaqla, 975 M/ . Deməli, )(xf  gətirilməyəndir və nəticəyə əsasən o, a  ədədinin

minimal çoxhədlisidir.

§3. Sadə cəbri genişlənmə

KL /  genişlənməsində K meydanı üzərində LÎa  cəbri elementi götürək.

Tərif 1. L meydanının a  elementinini və K meydanını özündə saxlayan ən kiçik alt

meydanı K meydanının a  elementini birləşdirməklə alınan sadə genişlənməsi deyilir və )(aK

kimi işarə olunur.
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Qeyd edək ki, tərifdə ifadə olunan ən kiçik alt meydanı göstərilən xassələrə malik olan

bütün alt meydanların kəsişməsi kimi qəbul etmək olar.

Misal. { } RQbabaK ÌÎ+= ,|2  çoxluğu meydan təşkil edir. Bu meydan Q rasional

ədədlər meydanını və 2  elementini daxilinə alır. 1 və 2  ədədləri rasional ədədlər meydanını

üzərində xətti asılı deyil, əks halda 2  rsional ədəd olardı. Deməli, K göstərilən xassələrə malik

ən kişik alt meydandır və buna görə də ( )2QK = .

Sadə genişlənmənin quruluşunu müəyyən edək. Aydındır ki, a  elementi ilə birlikdə sadə

genişlənmə bu elementin bütün

,...,...,,,1 20 ma aaa=

qüvvətlərini də daxilinə alır. Buna görə də hər bir ][)( xKxf Î  çoxhədlisi üşün )()( aa Kf Î .

Məlumdur ki, əgər )()(: ay fxf a  qiymət homomorfizmi olarsa, onda onun obrazı olan

{ }][)(|)(][ xKxffK Î= aa

halqası )(aK  sadə genişlənməsində alt halqa olar.

][][: ay KxK ®

homomorfizmi süryektiv homomorfizmdir. Onun nüvəsi 0)( =af  şərtini ödəyən, yəni

köklərindən biri a  olan çoxhədlilərdən ibarətdir. §2, teorem 2-nin 2) bəndinə əsasən bu

çoxhədlilərin hamısı a  elementinin )(xj  minimal çoxhədlisinə bölünr. Tərsinə, bu çoxhədliyə

bölünən hər bir çoxhədlinin köklərindən biri a -dır. Deməli, homomorfizmin nüvəsi ( ))(xj  baş

idealından ibarətdir. Homomorfizmlər haqda əsas teoremə görə

( ) ][)(/][ aKxfxK @ .

Göstərək ki, ][aK  halqası əslində meydandır. Fərz edək ki, n=jdeg . İxtiyrı ][)( xKxf Î

çoxhədlisini )(xj -ə qalıqlı bölək:

)()()()( xrxqxxf +=j ,

burada )(deg)(deg0)( xfxrxr <Ú= . Deməli, )()( aa rf = . Bu o deməjdir ki, hər bir

][)( aa Kf Î  elementi ancaq 120 ,...,,,1 -= na aaa  elementlərinin xətti kombinsıyası kimi yazıla

bilər. Bu elemenlər xətti asılı ola bilməz. Əks halda, hamısı sıfır olmayn elə Kccc n Î-110 ,...,,

elementləri tapmaq olar ki,

01
110 =+++ -
-

n
nccc aa L

bərabərliyi doğru olsun. Lakin bu )(xj -in minimal çoxhədli olması şərtinə ziddir. Nəticədə aldıq

ki, ][aK  halqası K meydanı üzərində n ölçülü xətti fəza təşkil edir.
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Əgər ( ))(/][)( xxKxg jÎ  sıfır deyilsə, onda )()( xxg jM/  olar. )(xj  gətirlməyən olduğu

üçün, bu münasibət göstərir ki, 1))(),(( =xxg j  və ƏBOB-un xassəsinə əsasən yaza bilərik:

( )( )1][, =+Î$ jvguxKvu .

Bu münasibətdə x dəyişənini a  ilə əvəz etsək və 0)( =aj  olduğunu nəzərə alsaq, aşağıdakı

bərabərliyi alırıq:

( ) 1)()(1)()( -=Þ= aaaa guug .

Deməli, ][aK  halqasıanın hər bir sıfırdan fərqli elementinin tərsi vardır. Doğrudan da, 0)( ¹ag

isə, onda ( ))()( xxg jÏ və ( ))(/][)( xxKxg jÎ . Yuxarıda göstərildiyi kimi bu elementin tərsi

vardır )()(
1

xuxg =
-

. Nəticə etibarı ilə, biz göstərdik ki, ][aK  halqası meydandır. Bu meydan K

halqasını və a  elementini daxilinə alır. Onda həmin meydan )(aK  sadə genişlənməsinin alt

meydanı olar. Beləliklə,

)(][][)(][ aaaaa KKKKK =ÞÌÌ .

Biz aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem. Tutaq ki, a n dərəcəli cəbri element, )(xj  isə onun minimal çoxhədlisidir.

Onda aşağıdakı təkliflər doğrudur:

1) ( ) ][)(/][ aKxfxK @ ;

2) 120 ,...,,,1 -= na aaa  elementləri xətti asılı deyil;

3) ][aK  halqası K meydanı üzərində n ölçülü xətti fəzadır və 120 ,...,,,1 -= na aaa

elementləri onun bazisidir;

4) ][)( aa KK = .

Geyd olunduğy kimi ][aK  halqası )(af  kimi elementlərdən ibarətdir. Tamlıq oblastı

kimi onun nisbətlər meydanı
)(
)(

a
a

h
g

 şəklində kəsrlərdən ibarətdir. Lakin teoremə əsasən bu kəsri

][)( uKf Îa  kimi  yzmaq  olar.   Bu  proses  kəsrin  məxrəcinin a  cəbri irrasionallığındn azad

olunması adlanır. Yuxarıda deyilənlər kəsrin məxrəcində irrasionallıqdn azad olmaq üçün üsul

verir. Deyilənləri bir misal üzərində nümayiş etdirək.

Misal.
33

3

49732
71
+-

+
kəsrinin məxrəcini irrasionallıqdan azad edək.

Həlli. aa +=+-= 1)(,32)( 2 hxxxg  və 3 7=a  işarə etsək, yuxarıda olduğu kimi məsə-

lə )()( aa hu  hsilinin tapılmasına gətirilir. 3 7=a  elementinin minimal çoxhədlisi 7)( 3 -= xxj

-yə bərabərdir. 1))(),(( =xxg j  olduğu üçün
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1=+ vgu j         (1)

münasibətini ödəyən u  və v  çoxhədliləri vardır. Bu çoxhədlilər üçün

gvu degdeg,degdeg << j

münasibətləri ödənir. Həmin çoxhədliləri qeyri-müəyyən əmsallar üsulundn istifadə etmıəklə

tapmaq olar. 3)(deg <xu  və 2)(deg <xv  olduğundan

01
2

2)( uxuxuxu ++= , 01)( vxvxv +=

qəbul edə bilərik; burada 01012 ,,,, vvuuu  əmsalları (1) münasibəti vasitəsi ilə tapılır. (1) ünsibəti-

ni açıq şəkildə yazaq:

1))(7())(23( 21
3

01
2

2
2 =+-++++- vxvxuxuxuxx .

Mötərizələri açaraq, sağ və sol tərəfdəki çoxhədlilərin uyğun əmsallarını bərabərləşdirək.

172)732()32()3()( 20101
2

012
3

212
4

12 =-+--++-+++-++ vuxvuuxuuuxvuuxvu .

Bərabərliyin sol və sağ tərəflərindəki çoxhədlilərin uyğun əmsallrını bərabərləşdirdikdən sonra

belə bir xətti tənkilər sistemi alırıq:

.172
,0732
,032
,03
,0

20

101

012

212

12

=-
=--
=+-
=++-
=+

vu
vuu

uuu
vuu

vu

21,vv  dəyişənlərini 1-ci və 2-ci tənliklərdən tapaq və sonuncu iki tənlikdə nəzərə alaq. Onda

sistem aşağıdakı şəklə düşər:

.12721
,0327
,032

012

012

012

=+-
=-+
=+-

uuu
uuu
uuu

Sistemi Kramer üsulu ilə həll edək. Sisemin determinantını tapaq:

6424242189498
2721
327

132
-=+++-+=

-
-

-
=D .

.25
27
32

,13
37

12
,729

32
13

012 =
-

=D=
-

-=D=-=
-

-
=D

Beləliklə,

6
25

6
13

6
7)( 2 ---= xxxu .

Nəticədə alırıq:
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( )=+÷
ø
ö

ç
è
æ ---= aaaaa 1

6
25

6
13

6
7)()( 2hu

6
74

6
38

6
20

6
25

6
38

6
20

6
7 223 ---=----= aaaaa .

Yoxlama.

-
+--

=÷
ø
ö

ç
è
æ ---+-

3
7)7011138(

3
377

3
1949

3
10)49732(

3
3333

3
3

71
3

21013374
3

49)375720( +=-+-+-- .

§4. Mürəkkəb cəbri genişlənmə

Sadə genişlənmənin qurulma qaydası ilə ardıcıl olaraq aşağıdakı kimi iki və daha artıq

genişlənmə qurmaq olar:

)(),( hkrqk == K .

Burada q  və h  elementləri K meydanı üzərində cəbri elementlərdir. Beləliklə biz, K meydanına

iki cəbri elenementin birləşdirilməsi ilə qurulmuş genişlənmə aldıq. Bu genişlənmə q  və h

elementlərini və K meydanını daxilinə alan ən kiçik meydandır.

Tərif 1. K meydanını, q  və h  cəbri elementlərini daxilinə alan ən kiçik meydan K

meydanının, bu elementləri birləşdirməklə alınan mürəkkəb genişlənməsi adlanır və ( )hq ,K  kimi

işarə olunur.

Tərifdən aydındır ki, K meydanının istənilən sayda cəbri elementləri birləşdirməklə

alınan mürəkkəb genişlənməsini qurmaq olar. Əlbəttə, belə genişlənmələrdən bəziləri meydanı

dəyişməyə də bilər. Məsələn, Q rasional ədədlər meydanına 2  və 2-  ədədlərini birləşdir-

məklə alınan mürəkkəb genişlənmə tək bir 2  ədədini birləşdirməklə alınan sadə genişlənmə ilə

eynidir. Genişlənmənin necə qurulması məsələsinə gəlincə, bu proses müəyyən bir geniş meydan

və ya halqada yerinə yetirilə bilər.
Mürəkkəb genişlənmənin quruluşunu müəyyən etməzdən əvvəl bir misalı nəzərdən keçirək. Rasional

ədədələr meydanının iki sadə genişlənməsinə baxaq: ( )2Q  və ( )3Q . ( )3,2Q  genişlənməsi əvvəlki iki

genişlənmə kimi sonlu genişlənmədir. Genişlənmələrin aşağıdakı kimi

( ) ( )3,22 QQQ pp .

“qülləsinə” baxaq. ( ) QQ /2  genişlənməsinin bazisi 2,1  ədədləridir. ( )23 QÏ  olduğundan ( )3,2Q

genişlənməsinin xətti fəza kimi ( )2Q  üzərində bazisi 3,1  olacaqdır. Onda, §1, teorem 1-ə əsasən, mürəkkəb

genişlənmə Q meydanı üzərində aşağıdakı bazisə malik olacaqdır: 6,3,2,1 . İndi isə 32 +=q
ədədinin ardıcıl qüvvətlərinə baxaq:
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39211,625,32,1 320 +=+=+== qqqq .

32 +=q  ədədinin cəbrilik dərəcəsi 4 (göstərin) olduğu üçün və onun qvvətləri 6,3,2,1  bazis

elementləri ilə ifadə oluna bildiyi üçün yaza bilərik ( ) ( )323,2 +=QQ . Göründüyü kimi, mürəkkəb

genişlənmə sadə genişlənmə ilə alına bilər.

Teorem 2. Tutaq ki, K meydanının iki cəbri q  və h  elementləri ilə alınan ( )hq ,K

mürəkkəb genişlənməsi verilmişdir. Onda elə ( )hqa ,KÎ  elementi vardır ki, ( ) ( )ahq KK =, .

İsbatı. Genişlənmələrin aşağıdakı ardıcıllığına baxaq:

( ) ( )hqq ,KKK pp .

Əgər ( )qh KÎ  olarsa, onda ( ) ( )hqq ,KK =  və qa =  qəbul etsək teoremin hökmünü alarıq.

İndi fərz edək ki, ( )qh KÎ/ . Bu halda, h  elementi ( )qK  üzərində cəbri elementdir. Onun

( )qK  üzərində dərəcəsini m  ilə işrə etsək, 1,...,,1 -mhh  qüvvətləri ( ) ( )qhq KK /,

genişlənməsinin bazisi olar. §1, teorem 1-ə görə ( ) KK /,hq  genişlənməsi sonlu genişlənmədir

və onun )( Kcc Î+ hq  elementi K üzərində cəbri elementdir. c elementi sonsuz sayda müxtəlif

qiymətlər aldıqca biz, bazisi, §1, teorem 1-ə görə, jihq  (i=1,...,n-1, j=1,...,m-1) hasillərindən

düzələn  genişlənmələr alırıq. Aydındır ki, belə xətti fəzalar sonlu saydadır. Deməli, onlar

içərisində )( hq cK +  kimi genişlənmıələr də sonlu saydadır. Beləliklə, elə iki müxtəlif

Kcc Î21,  elementləri tapmaq olar ki,

)()( 21 hqhq cKcKK +=+=¢ .

Deməli, Kcc ¢Î++ hqhq 21 , , yaxud, KKcc ¢Î®¢Î- hh)( 21 . Minimallığa görə burardan

( ) )(, 1hqhq cKKK +==¢

alırıq. Teorem 2 isbat olundu.

Tərif 2. Teorem 2-nin şərtlərini ödəyən a  elementinə mürəkkəb genişlənmənin bəsit

(primitiv) elementi deyilir.

Məsələn, yuxarıda göstərildiyi kimi ( )3,2Q  mürəkkəb genişlənməsinin bəsit elementi

olaraq 32 +  cəmini götürmək olar. Ümumiyyətlə, bəsit element yeganə deyil. Çox zaman

belə elementlər sonsuz sayda olur.
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VII FƏSİL. Cəbrin əsas teoremi

Cəbrin inkişaf tarixində cəbri tənliklərin həlli ilə bağlı məsələlər əsrlər boyu cəbrin əsas

tədqiqat obyekti olmuşdur. Bu səbəbdən cəbri tənliklərin həlli haqda Qaus teoremi cəbrin əsas

teoremi adını almışdır. Belə məsələlər içərisində cəbri tənliklərin radikallarla həlli xüsusi yer

tutur. Sonuncu məsələnin tam həlli ancaq XIX əsrdə qrup nəzəriyyəsi elementlərinin meydana

gəlməsindən sonra mümkün olmuşdur.

§1. Cəbri qaralı meydanlar

][)( xKxf Î  çoxhədlisinin əsas meydanda kökləri ola da bilər, olmaya da bilər. Məsələn,

12 +x  çoxhədlisinin R həqiqi ədədlər meydanında kökü yoxdur. Lakin bu çoxhədlinin kompleks

ədədlər meydanında iki kökü vardır. Buna görə də verilən meydan üzərində çoxhədlinin kökləri
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ilə bağlı qarşıya aşağıdakı suallar çıxır: verilən çoxhədlinin əsas meydanın müəyyən

genişlənməsində həmişə kökü varmı; yaxud, çoxhədlinin kökü varsa, onda onların sayı haqda nə

demək olar? Biz bu məsələləri ancaq xarakteristikası 0 olan meydanlar üzərində öyrənəcəyik.

Hər iki sualın müsbət cavabı vardır. İkinci sual haqda, demək olar ki, həmişə çoxhədlinin

köklərinin sayı, Bezu teoreminə əsasən, təkrarlığı da nəzərə alınmaqla, çoxhədlinin dərəcəsindən

böyük ola bilməz.

Tərif 1. İxtiyari ][)( xKxf Î  çoxhədlisinin K meydanda kökü varsa, onda belə meydan

cəbri qapalı meydan adlanır.

Yuxarıdakı qeydlərə əsasən hökm etmək olar ki, R həqiqi ədədlər meydanı cəbri qapalı

meydan deyil. Eyni sözləri rasional ədədlər meydanı haqda da söyləmək olar. Cəbri qapalı

meydanların bəzi xassələri vardır.

Xassə 1. Cəbri qapalı meydanda ixtiyari n dərəcəli coxhədlinin n sayda kökü vardır.

Bu xassə Bezu teoremindən dərhal alınır.

Xassə 2. Cəbri qapalı meydanda ixtiyari n dərəcəli )(xf  coxhədlisi aşağıdakı kimi xətti

vuruqlara ayrılır:

)()()( 10 nxxxxaxf --= L ,

burada 0a  bu çoxhədlinin yüksək əmsalı, nxx ,...,1  isə onun kökləridir.

İsbatı. Şərtə əsasən, )(xf  coxhədlisinin K meydanında heç olmazsa bir kökü vardır. Bu

kökü 1x  kimi işarə edək. Bezu teoreminə əsasən, yaza bilərik:

)()()( 11 xfxxxf -= .

Aydındır ki, ][)(1 xKxf Î  olmaqla, )(1 xf  çoxhədlisinin də yüksək əmsalı 0a  olacaqdır.  Bu

prosesi sonuncu sıfır dərəcəli qismət alınanadək davam etdirmək olar. Asanlıqla yəqin etmək

olar ki, sonuncu qismət 0a  -dır. Xassə 2 bununla isbat olundu.

Xassə 3. Cəbri qapalı meydanda gətirilməyən çoxhədlilər ancaq bir dərəcəli çoxhədlilər-

dir.

§2. Həqiqi əmsallı çoxhədlilərin xassələri

Bu paraqrafın nəticələri cəbrin əsas teoreminin isbatına hazırlıq məqsədi ilə verilsə də

onlar müstəqil əhəmiyyətə malikdir. Lakin bu nəticələrdən bəzilərinin isbatı kursumuzdan kənara

çıxdığı üçün onları isbatsız qəbul edəcəyik. Həmin nəticələrin tam isbatını oxucular aşağıda

təqdim olunan ədəbiyyatdan tapa bilərlər.

Lemma 1. Həqiqi əmsallı çoxhədlilərin (həqiqi olmayan) kompleks kökləri cüt-cüt qoşma

kompleks ədədlərdir.
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İsbatı. Tutaq ki, həqiqi əmsallı
n

n xaxaaxf +++= L10)(

çoxhədlisinin a  kompleks kökü vardır. Onda,
n

naaa aa +++= L100 .

Qoşma kompleks ədədə keçsək, yaza bilərik:

=+++= n
naaa aa L100 n

naaa aa +++ L10 ,

yəni 0)( =af . Lemma 1 isbat olundu.

Lemma 2. Hər bir kompleks əmsallı çoxhədli üçün həqiqi əmsallı elə çoxhədli vardır ki,

onun hər bir kökü, yaxud bu kökün qoşması, verilən çoxhədlinin köküdür.

Qeyd edək ki, lemma 1-ə əsasən verilən çoxhədlinin bütün kökləri həmin həqiqi əmsallı

çoxhədlinin kökləri içərisindədir.

Lemma 2-nin isbatı. Fərz edək ki,

][)( 10 xCxaxaaxf n
n Î+++= L

kompleks əmsallı çoxhədlidir. Aşağıdakı kimi yeni çoxhədli quraq:

)()()( xfxfxg ×= ;

burada
n

n xaxaaxf +++= L10)( .

Onda yaza bilərik:
n

n xcxccxfxfxg 2
210)()()( +++=×= L

və

011110 aaaaaaaac mmmmm ++++= -- L .

Bu cəmdə nk >  olduqda 0=ka  qəbul olunur. Asanlıqla yəqin etmək olar ki,

mmmmmm caaaaaaaac =++++= -- 011110 L .

Deməli, mc  əmsalları həqiqi ədədlərdir. Hər hansı a  kompleks ədədi üçün

0)()()( =×= aaa ffg

olarsa, onda 0)(0)( =Ú= aa ff  olmalıdır. Birinci halda a f(x) çoxhədlisinin köküdür. İkinci

halda isə,
n

n
n

n aaaaaa aaaa +++=+++= LL 10100 ,

yəni a  ədədi f(x) çoxhədlisinin köküdür. Lemma 2 isbat olundu.

Lemma 3. n tərtibli nər bir matris öz xarakteristik çoxhədlisinin köküdür.
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Bu teorem ədəbiyyatda Keli-Hamilton teoremi adı ilə məşhurdur və onu isbatsız qəbul

edək.

Lemma 4. Hər bir həqiqi əmsallı çoxhdəli həqiqi ədədlər meydanının müəyyən

genişlənməsində xətti vuruqlara ayrılır.

Isbatı. Ümumiliyi pozmadan qəbul etmək olar ki, verilən çoxhədli unitar və gətirilməyən

çoxhədlidir, əks halda onu gətirilməyən vuruqların hasili kimi  yazmaq olar. Verilən çoxhədlini

nn
nn axaxaxxf ++++= -
-

1
1

1)( L        (1)

şəklində yazaq. Bezu teoreminə əsasən göstərmək kifayətdir ki, bu çoxhdəlinin həqiqi ədədlər

meydanının müəyyən genişlənməsində neç olmazsa bir kökü vardır.

 Qeyd edək ki, n tərtibli )(RMn  matrislər halqasında Eaaj a:  (burada RÎa , E isə n

tərtibli vahid matrisdir) xətti inikası vasitəsi ilə müəyyən olunan )()(0 RMRR nÌ=j  alt halqası

həqiqi ədədlər meydanı ilə izomorf olan alt meydan müəyyən edir (isbat edin). Aşağıdakı kimi

təyin olunan )(RMA nÎ  matrisinə baxaq:

÷÷
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÷
÷
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ç
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-
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A n

n

L

MOMM

L

L

;

bu matrisin birinci sətrini və sonuncu sütununu atsaq, n-1 tərtibli vahid matris alınır. A matrisinə

verilən çoxhədlinin müşaiyət edici matrisi deyilir. Əvvəlcə müşaiyət edici matrisin bəzi mühüm

xassələrini qeyd edək.

1. A  matrisinin xarkteristik çoxhədlisi )()1( xfn-  şəklindədir. Doğrudan da,
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1
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2 l

l

l
l

l

)()1()1()1()1()( 1
1 xfaa n

n
n

n
nnnn -=-+-++-+-= -

- lll L .

2. A matrisi )(aR  sadə genişlənməsində aqqy a:  (a -ya vurma) xətti operatorunun

təbii bazisdə matrisidir.

Bu xassəni isbat etmək üçün əvvəlcə təbii bazisi yazaq:

1, 2,aa ,..., 1-na .
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aay =×= 1)1( , 2)( aaaay =×= ,..., 122 )( --- =×= nnn aaaay ,

01
1

1
11)( aaa n

n
nn ----=×= -

-
-- aaaaay L

münasibətləri bazis elementlərin obrzlarının koordinat sütunlarının aşağıdakı kimi olduğunu

götərir:

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

0

1
0

M
,

÷÷
÷
÷
÷
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÷
÷
÷
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M
.

Xassə xətti operatorun matrisinin qurulması qydasından alınır.

3. Aaa  inikası inyektiv inikasdır.

Bu xassəni də isbatsız qəbul edək. Onun isbatı ilə ədəbiyytda təqdim olunan daha geniş

kurslarda tanış olmaq olar. Göstərilən xassələrin köməyi ilə aşğıdakı hökmü ala bilərik.

4. Aaa  inikası )()( ARR @a  izomorfizini doğurur.

)( AR  genişlənməsi tələb olunan genişlənmədir. Doğrudan da lemma 3-ə və xassə 1-ə

əsasən )(ARAÎ  elementi )(xf  çoxhədlisinin bu meydanda köküdür. Lemma 4 isbat olundu.

§3. Cəbrin əsas teoremi

Teorem. Hər bir kompleks əmsallı çoxhədlinin heç olmazsa bir kompleks kökü vardır.

Bu teorem cəbrin əsas teoremi adlanır və o göstərir ki, kompleks ədədlər meydanı cəbri

qapalı meydandır.

Cəbrin əsas teoreminin isbatı. Tutaq ki, kompleks əmsallı

nn
nn axaxaxaxf ++++= -
-

1
1

10)( L

çoxhədlisi verilmişdir. Onda lemma 2-yə əsasən, elə həqiqi əmsallı

mm
mm bxbxbxbxg ++++= -
-

1
1

10)( L

çoxhədlisi vardır ki, verilən şoxhədlinin bütün kökləri )(xg  çoxhədlisinin kökləri içərisindədir.

Beləliklə, cəbrin əsas teoremini həqiqi əmsallı çoxhədlilər üçün isbat etmək kifayətdir.

Beləliklə, həqiqi əmsallı ixtiyari nn
nn axaxaxaxf ++++= -
-

1
1

10)( L  çoxhədlisi götürək.

Göstərək ki, onun heç olmazsa bir kompleks kökü vardır. İki hal mümkündür: 1) çoxhədlinin

dərəcəsi tək ədəddir; 2) çoxhədlinin dərəcəsi cüt ədəddir. Birinci halda teoremin hökmü teorem

1-dən alınır (bu halda çoxhədlinin həqiqi kökü vardır). Buna görə də yalnız ikinci hala baxmaqla

kifayətlənmək olar.

2) Fərz edək ki, 12 nn k=  olmaqla 1n  tək ədəddir. k  ədədinə görə induksiya metodunu
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tətbiq edək. Əgər 0=k  olarsa, yuxarıda baxılan hal alınır və teorem doğrudur. Fərz edək ki,

teorenmin doğruluğu 1-k  üçün isbat olunmuşdur. Teoremin hökmünün doğruluğunu bu şərt

daxilində isbat edək.

Əvvəlki paraqrafdan мəlum olduğu kimi, verilən çoxhədlinin həqiqi ədədlər meydanının

müəyyən sonlu genişlənməsində kökü vardır.
Qeyd edək ki, məlum Frobenius teoreminə əsasən belə genişlənmə ancaq kompleks ədədlər meydanı ola

bilər. Lakin Frobenius teoreminin isbatı cəbrin əsas teoreminə əsaslandığı üçün ondan istifadə etmək olmaz.

Beləliklə görürük ki, Frobenius teoremi cəbrin əsas teoremi ilə eynigüclüdür.

Beləliklə, həqiqi ədədlər meydanının elə L genişlənməsi vardır ki, burada verilən

çoxhədlinin n sayda kökü vardır: naaa ,...,, 21 . Aşağıdаkı kimi iki ədədlər sisteminə baxaq:

jinjijiij >=+= ,,...,2,1,;aab

və

jinjijiij >== ,,...,2,1,;aag .

Hər iki sistemin eyni sayda, yəni )1(22/)1( 1
1 +=+ - nnnn k  sayda elementləri vardır. İki çoxhədli

quraq:

Õ
>

-=
ji

ijxxF )()( b

və

Õ
>

-=
ji

ijxxG )()( g .

Bu çoxhədlilərin dərəcələri eynidir və )1(2 1
1 +- nnk  hasilinə bərabərdir. )1(1 +nn  hasili  tək

ədəddir.

Bu çoxhədlilərdən birincisinə baxaq. Onun əmsalları jiij aab +=  elementlərinin

elementar simmetrik funksiyalarıdır. Buna görə də bu əmsallar naaa ,...,, 21  ədədlərinə görə

simmetrik çoxhədlilərdir (doğrudan da, onlrın ixtiyari yerdəyişməi nəticəsində yalnız

çoxhədlilərin ifadəsindəki hədlər öz yerini dəyişir.). Deməli, onlar əsas meydan daxildir, yəni

həqiqi ədədlərdir. Buna görə də )(xF  həqiqi əmsallı çoxhədlidir və onun dərəcəsində 2-nin

qvvət üstü k- dan kiçikdir. İnduktiv fərziyyəyə əsasən onun kökləri olan jiij aab +=  ədədləri

kompleks ədədlərdir. Eyni qayda ilə əmin olmaq olar ki, jiij aag =  ədədləri də kompleks

ədədlərdir. Viyet teoreminə əsasən, hər bir (i,j) indekslər cütü üçün ji aa ,  ədədləri kompleks

əmsallı

02 =+- ijij zz gb

tənliyinin kökləridir, yəni kompleks ədədlərdir. Bununla, cəbrin əsas teoreminin isbatı başa çatdı.
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