Giris

Cobr vo oadadlor nozariyyasi fonni Uzro odabiyyat siyahisinda Kifayot goador monbo
goOstorilmigdir. Bu monbolarin hor birinin 6zlino xas olan xususiyyatlori vardir ki, onlar
muolliflorin darsliyi yazarkon garsiya qoydugu mogsodlo baghidir. Olbatta, onlart birlosdiran
Umumi cohoat mocburi kursun asas mozmununu oxucuya ¢atdirmaqdan ibaratdir. Bu, muixtalif
muolliflor tarafindon muxtolif yollarla yerina yetirilir. Darsiklori forglondiran digar cohot bu va
ya digor istigamato daha artiq diggstin verilmasi, misallarin rongarangliyi, dilin sadsliyi, tatbiq
sahalarinin se¢imi va s. ilo baghdir.

Toqdim olunan dorsliyin keyfiyyatlori bazi universitet kurslarinda fonnin tadrisinin
xususiyyatlori ilo bagli olmagla yanasi, coabri strukturlarin, xotti foza vo Xotti operator
anlayislarinin genis totbigi ilo miayyan olunur. Masalon, matrislor cabri bir ¢ox monbolorda
mistaqil suratda Gyranilir. Lakin, burada matrislar cobrinin xatti fozalar vo xatti operatorlar cabri
ilo six alagali sokildo 6yronilmasina Ustlinlik verilmisdir. Matris anlayisi, belaliklo, bu kitabda
komokei, lakin oldugca muhim obyekt kimi gabul olunur. Moalumdur ki, bu anlayis codval
monasinda holo b. e. a. 1l asrlo b. e..-min 111 asri arasinda namolun Cin riyaziyyatcist (bax. [1,
soh. 45]) tarafindan daxil olunmusdur. Lakin onun genis tatbiglori vo shomiyyati mahz xotti foza
va Xatti inikaslarla six alagasi ilo miayyan olunur.

Toqdim olunan darslik G¢ hissadon ibaratdir. Birinci hissa riyazi moentiq vo ¢oxlug
nazariyyasinin ilkin anlayislarmin gisa serhinin verildiyi giris materiali ilo baslayir. ©sas diggst
ISa cabrlar va xatti tanliklor sistemi vo onlarla bagli masslalarin dyranilmasine verilir. Xotti foza
nazariyyasina giris Kimi adadi Xatti fozalar daxil olunur va asas xassalari 6yranilir. Xotti foza
anlayisinin bu sokildo verilmasi bir ¢ox monbolordo belo aparilir va tacriiba bunun dogru
oldugunu gostarir. Umumi xotti faza anlayis: verildikda sonlu 6lclli xotti fazanin odadi Xotti
fozaya izomorf olmasi hagda teoremdan sonra alds olunmus biliklor 6z yerini tutmus olur.

Ikinci hisso demok olar ki, xotti inikaslarin qurulusunun Gyranilmasine hasr olunur.
Burada biz ancaq minimal zoruri faktlar: vermoklos kifayatlonirik vo xatti inikaslrin matrislorin va
xotti fozalarin xususu novlori ilo bagh xassalorinin Oyronilmasi ilo mosgul olmurug. Bu
istigamatda alava moalumatlar almag tigiin oxuculara adabiyyat siyahisinda géstarilon basqga, daha
genis monbalara miiraciot etmalari tévsiys olunur. Ikinci hissade homginin bazi cabri strukturlar
daha darindan dyranilir ki, bu da onlarin ¢coxhadlilar cobrinda, adadlor nozariyyasinda, cabrin va
elaca do riyaziyyatin digar sahalorinds genis tatbiglorinin olmasi ilo izah olunur.

Uciincii hissade bir va goxdayisonli coxhadlilor nazoriyyasi vo onun asas masalasi olan
cabri tonliklorin halli masalasi Gyranilir. Cabrin asas teoremi vo onunla bagli masalalor sorh
olunur. Cabri geniglanmoalar 6yranilir va ananavi kurslardan forgli olarag, muslliflor onlarin xotti

faza strukturundan daha dolgun istifads etmoys ¢alismislar.
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Darslik yazilarkan muolliflor garsilarina genis material vermok deyil, oldugca yigcam,
osas etibar1 ilo mihim cabri strukturlar vo xatti inikaslarla bagli mosalorin mufassal vo daxili
olago saxlanilmagla sorhino Ustiinlik vermislor. Nozori faktlari vo mirokkob anlayislart izah
edon kifayat godor nimunalar verilmisdir. Vacib olan, lakin tamliq xatirina kanar oluna bilmayan
moasalalorin  sxematik sorhino Ustlnlik verilmisdir. Bu yolla masalon, Xxatti operatorlarin
qurulusunun mifassal 6yranilmasi tomin olunmusdur.

Miuoalliflarin oxucuya baslica tovsiyasi kitabda verilon bitiin materialin, butun faktlarin
aslinda dorin daxili alagaya malik olmasmi askar etmolorindan ibarstdir. Ancaq bu, vasaitin 6z
tayinatina ¢atdiginin vo muslliflorin isa asas moqgsadlorine nail olduglarinin gostaricisi ola bilor.

Darslik hagda 0z fikirlorini bildirmok Ggtin oxuculardan ilgar_j@rambler.ru elektron linvanina

miraciat etmolari xahis olunur.



| HISSO
I FOSIL. Riyazi mantigin elementlari

Hor bir elm sahasi 0z todgigat obyektino va todgigat tsullarina malikdir. Riyaziyyatin
todqiqat obyekti real alomls bagli olarag meydana gslon, lakin mucarrad, ancaq tesavvirds vo
tofokkirdo movcud olan obyektlordon ibaratdir. Masalon, adad, diiz xott, mistavi vao s. Bu
fikirlori daha dizgln gavramaq Ugln godim riyaziyyatcilar torafindon gobul edilon tariflora
diggot yetirmok kifayatdir. Evklido gora, ndqto elo seydir ki, onun hissasi yoxdur, yaxud, diz
xatt eni olmayan uzunlugdur, va ya, Xattin uclari ndqgtadir vo i. a. (bax [7]). Gorundiyu kimi,
osas riyazi anlayislar, maddi alom tesavvirlori, hissi gavrayis ilo six bagli olan, realligda isa
movcud olmayan obyektlordir. Buna gOro do, riyaziyyatin todqigat Gsulu da tofokkirls, ogli
distunca ilo bagli olan metodlardan, yani mantiqi tofakkirdan, agli natico Usulundan ibaratdir.
Bu tofokkirin 6z qanunauygunluglart vardir ki, bunlarin 6yronilmasi riyazi montigin
mazmununu taskil edir.

Riyazi montigin sistematik sokildo Oyranilmasi XIX asrin Il yarisina tosadif edir.
Riyaziyyatin coxluq nazariyyasi, hagiqi vo kompleks dayisonli funksiyalar nozariyyasi va digor
sahalorinda hallini talob edon montigi masalalar riyazi mantigin antik dévro moxsus sxematik
gaydalar toplumundan ciddi riyazi nozariyyayadok siratli inkisaf yolu kegcmasino sabab oldu.
Muasir dovrds riyazi mantiq nainki stratlo inkisaf edon ciddi riyazi nazariyyadir, habelo onun
riyaziyyatin bir ¢ox saholarinds genis totbiglori do vardir.

81. Mulahizalar va onlar Gizarinda moantiq amallari

Har bir elmin 6ziina moxsus ilkin anlayislar: vardir ki, onlar baxilan nozariyys hududlar:
daxilinda ciddi montiqi torifo malik deyil. Riyazi mantigin belo anlayislar: sirasina “mulahiza”,
“montiq omollori”, “predikat” kimi anlayslar daxildir. Belo anlayislarin “torifi” adi dilin
ganunauygunluglarindan istifade olunmaqla, obyektin asas xususiyyatlorini ifads etmokls verilir,
yani anlayis 0z xarakterik xtisusiyyatlori ilo tasvir olunur.

Tarif 1. Milahiza elo naqgli cimlaya deyilir ki, onun dogru yaxud yalan oldugunu hokm
etmok mumkdan olsun.

Olbatta, nagli cimlo anlayist daqiq tarif olunmadig: tglin onun dogru va ya yalan olmasi
Kriteriyasi, Umumi halda, intuitiv olarag mioyyan olunur. Verilon cimlonin dogru olmasi ona
garst “D” dogrulug giymatinin garsi goyulmasi, yalan omasi isa “Y” dogrulug giymatinin garsi
goyulmasi demakdir. Bozan bunlarin yerino 1 va 0 adadlarindan ds istifads olunur.

Misallar. 1. “Hava buludludursa, demali yagis yagacaq” cumlasi nogli cimladir va
tacribadan bizo malumdur ki, o yalandir. Buna qora do bu climlo mulahizadir.

2. “3>2” mulahizadir, ¢unki, onun dogru oldugunu hokm eda bilarik.



3. *“x =27 milahiza deyil; x-in nayi ifads etdiyi malum olmadig: ti¢tin onun dogru v ya
yalan oldugunu htkm etmoak olmaz.

Milahizalar boyuk latin harflori ilo isara olunur. Masalan, A=*“Hava buludludursa, demali
yagis yagacaq”, yaxud B=*2>3". Milahizolor Uzorinde montiq amollori yerino yetirmok olar.
Montiq omollori bunlardir: inkar, konyunksiya, dizyunksiya, implikasiya, ekvivalensiya.
Bunlardan birincisi ancaq bir milahizoys totbiq olunur. Qalanlari isa iki mulahizanin kdmayi ila
yeni mulahizo yaratmaga imkan verir. Onlarin isaralori, uygun olaraq beladir: —A,v,—, <.

1. A milahizasinin inkar: —A ( “A deyil”, yaxud “geyri A” kimi oxunur) kimi isara
olunan ela milahizaya deyilir ki, A dogru oldugda o yalan, A yalan oldugda isa o dogru olsun.

Masalon, B="2> 3" mulahizasi uglin — B="“2<3”. Yaxud, A="Hava buludludursa, demali
yagis yagacaq” yalan milahizasinin inkari iso — A="Hava buludlu deyil vo yagis yagmayacaq”
dogru mialahizasi gobul oluna bilor. A vo — A mulahizalorinin dogrulug qiymatlorini
muayyanlasdirmok iglin asagidaki codvaldon istifads etmok olar:

-A
Y
D

<o>

2. A va B milahizalorinin konyunksiyas: AA B ( ““A va B kimi oxunur) kimi isara olunan
ela yeni milahizaya deyilir ki, bu milahiza yaln:z va yaln:z har iki malahiza dogru oldugda “D”
dogrulug giymatini als:n.

Bu amolin dogrulug cadvalini asagidaki: kimi vermok olar:

A AAB
D
D
Y
Y
Bu cadvala asason hokm etmok olar ki, “x=2 adadi

<0< 0w
<< <0

X*=4Ax-1=0
sisteminin kokadar” malahizasi yalandir, cunki x -in yerino 2 yazdigda alinan ikinci mulahizs,
yani “2-1=0" mulahizasi yalandir.

3. A va B mulahiza/arinin dizyunksiyas: Av B ( “A va ya B kimi oxunur) kimi isara
olunan elo yeni mulahizaya deyilir ki, bu milahiza yalniz va yalniz har iki milahiza yalan
oldugda ““Y”” dogrulug giymatini als:n.

Masalon, “2<3” milahizasi iki mulahizonin dizyunksiyasidir: “2<3” = “2<3”\ “2=3”
(dogrudan da a<b boraborsizliyi “a<b bo ya a=Db” demokdir). Torifdon bilavasito

gorundiyu kimi dizyunksiyanin “D” dogruluq giymatini almasi tigiin dizyunksiyasi gotirdlon iki



mulahizadon he¢ olmasa birinin “D” dogrulug giymatini almas: kifaystdir. Bu omal Gg¢in

asagidaki dogruluq codvali vermak olar:

A | B |AvB
D | D D
D|Y D
Y | D D
Y| Y Y

4. A vo B mulahiza/arinin implikasiyas: A — B (““agar A isa, onda B” kimi oxunur) kimi
isara olunan elo yeni milahizaya deyilir ki, bu mulahiza yaln:z vo yalniz A dogru va B yalan
oldugda “Y”” dogrulug giymatini als:n.

Bu omol Ug¢lin asagidaki dogrulug cadvali vermok olar:

A | B |A>B
D | D D
D|Y Y
Y | D D
Y| Y D

Teorem. Ogar A va A — B milahizoalori dogru olarsa, onda B miilahizasi do dogrudur.

Isbat.. A vo A — B milahizolori dogru olarsa, implikasiyanin dogrulug cadvalina
asasan, ancag cadvealin birinci sotrine uygun olan hal mimkindir, yani B milahizosi do
dogrudur. Teorem isbat olundu.

Bu teorem isbat nozariyyasindo mihim rol oynayir. Bu teoremin kdmayi ilo biz har hansi
B mluhizasinin dogrulugunu gostormoak ¢un malum olan A teoremindan baslayirig. A — B
implikasiyasinin dogru oldugunu gostarmoklos, teoremo asason, B miulahizasini isbat etmis
olurug. A milahizasi implikasiyanin sorti, B miilahizasi isa onun naticasi adlanir.

Bir misala muracist edok. Tutaq ki, A — B implikasiyasi Pifagor teoremini ifads edir:
ogor MNK (icbucaginda ~N =90° olarsa, onda MN?+NK?=MK?. Hor hansi MNKT
dizbucaghsinda A milahizasi olarag £ZN =90° mulahizasini gotirok. Dizbucaqlinin torifino
gOra bu mulahiza dogrudur. Onda, yuxaridki teoremo oasason asagidki dogru toklifi ahriq:
dizbucghnin diagonalinin kvadrati onun oturacagi ilo yan torafinin kvadratlart comina
barabardir.

5. A va B milahizalorinin ekvivalensiyas: A <> B (“A va B eynigiclidiar, va ya
ekvivalentdir”” kimi oxunur) kimi isara olunan elo yeni milahizaya deyilir ki, bu mulahiza yalniz
va yalniz A va B eyni dogruluqg giymatlarini ald:qda ““D*” dogrulug giymatini alsn.

Bu omoal Uglin asagidaki dogrulug cadvali vermok olar.

Al B |AoB
D| D D
D|Y Y
Y| D Y
Y|Y D



Masalon, “2-3=1" <»>"0=1" ekvivalensiyas: dogrudur, ¢tinki, har iki milahizs yalandir.
82. Mantiq dusturlan va mantiq ganunlar

Montiq amoallorinin kdmoayi ilo sade milahizalardon mirokkob milahizalor diizaltmak
olar. Eyni zamanda, montiq omollori, verimis murokkab milahizonin montigi qurulusunu
muayyan edarok onu sadslosdirmoyo imkan verir (yani onun dogrulug giymatini miayyan
etmoyi sadaloagdirir). Masalan, bels bir miilahizoys baxaq:

”18:3va ya 7 >3olarsa, onda x* +1=0 tonliyinin hogiqi koklari yoxdur.”

Onu montig amoallarinin kémoayi ilo (Av B)—C soklinda yazmagq olar. implikasiyanin hor ikKi
torafi dogrudur. Demali, o dogru mulahizadir. Misaldan gorindiyd kimi murakkab mulahizanin
dogrulugunu muayyan edorkon, miilahizonin moantiqi formasi, yoani on sade milahizalora
bolinarak mantiq amallari vasitasi ilo simvolik yazilisi, onun nagli ciimls soklinda béyik hacmli
yazilisindan daha shamiyyatlidir. Mulahizalarin belo simvolik yazilist mantiq disturu anlayisina
gatirir. Masalan, yuxarida alinan (A v B) — C ifadasi (artiqg A, B va C heg bir konkret milahizani
ifado etmir) montiq dusturudur. Montiq disturlarina daxil olan dayisonlorin yerino ixtiyari
mulahizo yazdigda o, milahizaya gevrilir. Mantiq disturunun ciddi torifi asagidak: kimi verilir.

Tarif. Montiq dusturu dedikdo asagidaki gaydalarin kdmayi il vo ancaq bu yolla alinan
simvolik yaziliglar basa dusullr:

1) motarizalor — yani “(” vo *)” simvollar1 — arasinda kigik latin harfinin yazilmasi ilo
montiq dusturu alinir;

2) agar (a) vo (b) ixtiyari iki mantiq dusturu olarsa, onda (—(a)), ((@) A (b)), ((a)v (b)),
((@)— (b)), ((@) <> (b)) simvolik yazilislar: da montiq dusturlaridir.

Qeyd edok ki, moantig dusturuna daxil olan harflor indekslona va strixlona bilor. Moantiq
disturu anlayismin torifdo deyilon sokilds istifadasi haddindan artig murokkab yaziliglara gatira
bilar. Masalan, ((a) v (b)) mantiq disturunda harflarin yerina A va B milahizalarini yazsag Av B
mulahizasi G¢tn daha mirokkab ((A)v ( B)) ifadasini alarig. Mantiq disturlarinin yazilisini
sadalasdirmok Uglin miayyan ixtisarlar gabul olunur. Har seydan avval, konar métarizalora heg
bir ehtiyac yoxdur. Artiq bu ixtisardan sonra ((A) v ( B)) mulahizasi 6z normal A v B soklini alir.
Daha sonra, montiq omollori Gglin yuxaridak: ardicilhigla tasir radiusu gabul edilir. ©n Kigik tasir
radiusuna — omoli malikdir vo 0, bilavasita 6ziindon sonra golon moantiq dusturuna aid edilir.
Belo ki, masalon —a v b ifadasindo motarizalor ancaq bir Gsulla barpa oluna bilar: (= (a) v (b));
masalan, (—((a) v (b))) disturu artig tamamilo basga mazmuna malikdir.

Digor omollorin tosir radiuslari eyni ardicilligla swralanir. Buna g6ro da, montiq
disturunun torifo mivafiq olan yazilisini almaqg tgtin métarizalari gostarilon ardicilhigla barpa
etmok lazimdir. Masalon, av (—c¢)—>(—c)Ab<«<>(—a)v b ifadesindo motarizalor ancaq beloa

barpa oluna bilar:



av(—c)>(-c)abe(—a)vb =
av (= (@) (=@)rbe(=(@)vb =
av (= (@)= (=E)rb)e(=(@)vb =
(av (=) > (=) Ab)=> (= (@) vh) =
((av (=) > (= () Ab))=>((=(a))vb) =
(((av (= (c))) = ((—=(c)) Ab)) <> ((—(a)) v b)).
Adatan, ardicil iki moantiq amali isarasi moétarizasiz yazilmir. Lakin, bazon a— — b kimi yazilis
da islona bilor. Motarizalarin atilmasinda da eyni gqayda gozlonilir. Motarizalorin mimkin olan
atilma siras1 amoallarin duzilistinin oksinadir. Eyni amola bir nega dofs rast galinarss, torifo
asason, onlar yazildigi ardicilligla nozora almir. (a—b)vc disturunda motarizalori atmag
olmaz, oks halda basga dustur alinar: a—(bvc). Eyni gayda ils, (a—(b—c)) disturunda
motarizalarin hamisiin atilmasi basqga dustura gatirir: ((a—b) —c).

Mantiq dusturlarinda harflarin, yani dayisonlorin yerino ixtiyari milahizolori yazmag
mumkun oldugundan, onlar natica etibar ilo iki giymot ala bilir: D voya Y.

Mantiq disturlar: icorisindo elo dusturlar vardir ki, onlar, bu distura daxil olan
dayisanlorin butiin mimkin giymatlarinds ancaq D dogrulug giymatini alir. Belo dusturlar riyazi
montiqgde mihim ohamiyyat kosb edir vo onlar tavtalogiya, yaxud mantiq ganunlar: adlanir.
Verilmig dusturun mantig ganunu olub- olmamasini yoxlamagq tgtin genis istifads olunan tsul bu
distur Ggin dogrulug cadvalinin tortib olunmasidir. Bu yolla asagidaki teoremi isbat etmok olar.

Teorem 1. Asagidak disturlar tavtologiyadir:

1) natico ganunu: pA(p—0)—q;
2) konyunksiyanin kenarlasdiritlmas: ganunu: bAd= p} :
pPAg—Qq
3) dizyunksiyanin daxil edilmasi ganunu: PPy q} :
qa—>pvq
4) dizyunksiyanin kenarlagdiriimas: ganunu: (pv g)A—Qq— p;
5) ikigat inkar ganunu: ——p <> P;
6) kontrapozisiya ganunu: (p—>9) — (—q—>—-p);
7) oks forziyys ils isbat gqanunu: («p=>a)Ar(-p—>—-q)> p;
8) sillogizm ganunu: (p>a)alg—>r)>(p—>r);

Isbat;. Teoremin isbatin1 yuxarida deyildiyi kimi dogrulug codvallarinin kdmayi ilo
aparmaq olar. Burada biz kontrapozisiya uclin cadval tortib etmoklo kifayatlonirik. Digor
dusturlar ¢un cadvallarin tartib olunmasi oxucuya taklif olunur. Z=(p — q) = (—q — —p) isara

edok.

p q —p —Q pP—>q | = —>—-p z
D D Y Y D D D
D Y Y D Y Y D
Y D D Y D D D
Y Y D D D D D




Cadvalin sonuncu sttunundan gériandayd kimi Z disturu hagigsatan tavtologiyadir. Eyni gayda
ilo digor disturlar da isbat oluna bilor. Moantiq dusturlarmin dogrulugunu daha yigcam sokilda
isbat etmok Uglin bazon asagidaki tavtologiyalardan istifads etmok olverisli olur:
P=>ge—-pvq; p>geo—~(pA—0); pva<>—=p—>0; PAG« —~(=pVv—0);
pPAge —(p—>—a); (pea)e(p>a)a(d—p).

83. Predikatlar va kvantorlar

Yuxarida biz milahizalor vo onlar zarindo amollorlo tanis oldug. Bir ¢ox mantiqi
moasalalorin halli t¢uin bunlar kifayst etmir. Riyaziyyatin bltin sahslarinds biz elo hokmlals
rastlasiriq ki, bunlara dayisanlar daxil olur vo bu dayisanlorin bazi giymatlorinds biz milahizalor
alirig. Riyazi moantigin metodlarmi belo mosalalars tothiq etmok Gglin dayisani olan hokmlar-
predikatlar daxil edilir. Asagidaki misala baxaq: “x>y”. Bu hokm noqgli climladir, lakin
mulahiza deyil. Burada x va y dayisanlardir vo aydindir ki, onlar hagiqi adadi giymatlor alir. Oks
halda climlo manasiz olar. Dayisonlarin har bir adadi giymatlorinds bu hdkm mulahizays gevrilir:
2>3 vo ya -1>0 vo s. Dayisonlarin ala bilocayi giymatlor ¢oxlugu mumkin giymatlor oblasti
adlanir. Olbatto, yuxaridaki misalda x vo y doyisonlori muxtalif vahidlorlo 6Olctilon odadi
giymoatlor ala bilmoz. Belo climlolords doyisanlorin ala bilocayi mimkun giymatlor ¢oxlugu ya
avvalcadan verilir va ya ciimlanin (predikatin) mozmununa mivafiq olarag misyyan olunur.

Tarif. Dayigonlari olan nagli ciimlada dayisanlarin yerina onlar:n mimkin giymotlaorini
yazd:qda milahiza alinarsa, onda bela nagli ciimla predikat adlanr.

Mosalon, “x* + y* =1” ciimlasinds x va y doyisenlorinin ixtiyati haqiqi giymatlorinds iKi
haqiqi adadin barabar olmasini ifads edon nogli climls, yani mulahizo alinir. Demoali, baxilan
cumlo predikatdur.

Predikatlar, onlara daxil olan dayisonlori gostormoklo, boyuk latin harflori ilo isars
olunur. Masalon, yuxaridaki predikat gusa olaraq belo isars olunur: A(x,y)="x*+y® =1". Yaxud,
B(x)="x<3” va I. a. Riyaziyyatda isbat olunan bir ¢ox hokmlor predikatlar vasitasi ilo simvolik
sokilda yazila bilor. Asagidaki teorems baxaq (Pifagor teoremi):

Ixtiyari duzbucagl: Ucbcagda hipotenuzun kvadrat: Katetlorin  kvadratlar: camina
barabardir.

Ogoar IT ilo mistovi Uzarinda bitin mumkin ucbucaglar ¢oxlugunu isars etsok, onda
yuxaridaki hokmi simvolik olaraq bels yaza bilorik:

ixtiyari AABC eI iclin £A =90’ olarsa, onda BC? = AB? + AC”.
Mantiq amollarinin kdmoayi ilo onu daha gisa yazmaq olar:

ixtiyari AABC eI lglin (£ZA=90" — BC? = AB® + AC?).
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“ixtiyari AABC eIl igiin” ifadasini simvolik sokildo (YAABC eIl) kimi yazmaq gobul

olunmusdur. Onda Pifagor teoremi (VAABC IT)(£A=90" — BC? = AB’ + AC?) kimi yazila
bilor. Burada V simvolu tmumilik kvantoru adlanir. Belalikls, kvantor predikatdan milahizs
alinmasi amoaliyyatinin simvoludur (isarasidir).

7(n) ilo n natural adadinin natural bolonlarinin sayini isara edok. Onda, natural adadin
sado odod olmasi hékmiini simvolik olaraq belo yazmaq olar: (vne N)neP < z(n)=2);
burada P sads adadlor coxlugunu gostarir.

Genis yayilmis riyazi hokmloar icorisindo varliq teoremlori adlanan hékmlara do tez-tez
rast galmok olar. Verilmis diiz xatto mistoavinin verilmis ndgtasindon ¢okilmis perpendikulyarin
varlig1 haqda teorem bels ifado olunur: ixtiyari a diiz xatti vo C ndqtasi verilarsa, bu ndgtadan
kecan va a duz xottino perpendikulyar olan diiz xstt vardir va yeganadir. Bu hokmui simvolik
yazag. IT ilo mustavi Uzoarida yerloson ndqtalor coxlugunu isars edok. Tutaq ki, a € IT duz xatti
va C eI noqgtasi verilmigdir. Perpendilulyarin varligi hokmi bels ifads olunur:

elo b eIl diz xatti var ki, Ceb va b L a.
“elo bell diiz xotti var ki,” ifadasini simvolik olaraq (3beIT) kimi isaro etmok gobul

olunmusdur. Bels simvolika ilo yuxaridaki hokmn birinci (varliq) hissasini
(3bell)(Cebabla)

soklindo yazmaq olar. 3 simvolu varl:q kvantoru adlanir. Lakin bu simvolik yazilis deyilon

hokmn bir hissasini ifads edir. Dogrudan da verilmis hokmds b diiz xattinin yegans oldugu da

hokm edilir. Bu tipli tokliflori daqiqi ifado etmok t¢tun 3! simvolu ils isara olunan “varliq va

yeganalik™ kvantoru daxil edilir. Belalikla, verilmis teoremin doagiq ifadasi belo olmalidir:
(EI!beH)(C ebAbla).

(3'b e IT) ifadosi belo oxunur: “elo yegano b e IT vardir ki,

Ogor predikatin garsisinda Sorbast doayisonlorin  hamist istirak edon kvantorlar
goyulmussa, onda alinan yazilis mulahizo olacaqdir. Masalon, A(x,y) iki dayisonli
predikatdirsa, onda

(") @Y)(A(x, Y))
mulahizadir. Bu miulahizs yalniz va yalniz o zaman D dogrulug qiymatini alir ki, x —in har bir
mimkin giymatina gars1 y-in elo giymatini gostarmok mimkdin olsun ki, bu giymatlorda A(X, y)
mulahizasi dogru olsun. Predikatlar dayisonlorin mimkin qiymotlorinde milahizays cevrildiyi

uclin onlar Gzarindo monig amollori tayin olunmusdur. Masalon, A(x) vao B(y) predikatlart
verilorsa, onda montiq amollori ilo mioyyan olan —A(x), A(X) v B(y), A(x) A B(y),

A(X) = B(y) va A(X) <> B(y) predikatlarina baxmaq olar.
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I1 FOSIL. Coxluglar va miinasibatlor

Coxlug anlayist muasir riyazi nazariyyslordo mihim rol oynayan anlayislardan biridir.
Coxlug anlayist riyaziyyatin ilkin anlayislarindan oldugu tglin onun ciddi riyazi torifi yoxdur.
Lakin coxlugu xarakterizo edon asas Cohatlori gostoarmoklo onu tosvir etmok olar. Bu tasvir
onunla bagli bir ¢ox maslalari hall etmoya imkan verir.

Riyazi anlayislarin oksariyyatini ¢coxlug anlayisi vasitasi ilo muoyyan etmok olur. Bels
anlayislar sirasina miinasibolor vo inikaslar da aiddir. Inikas vo ya funksiya anlayis:
munasibatlorin xtsusi va oldugca mihim novu kimi daxil edilir. Bu anlayislar maasir cabrin
osasini togkil edir.

81. Coxluglar va onlar Gzarinda amallar

Coxluqg dedikda miayyan asyalar toplusu basa dislir. Coxlugun elementlori adlanan bu
unsurlar gox vaxt miayyan Umumi keyfiyyotlora malik olur. Masolon, kitabda olan varaqglor
¢oxlugu, har hansi tanliyin koklori goxlugu va i. a. Coxlug o zaman verilmis hesab olunur ki, hor
hans1 elementin ona daxil olub-olmadigimi miayyan etmak mimkin olsun. ©gar ¢coxlugu amalos
gatiran elementlor sonlu sayda olarsa, bels ¢oxlug sonlu, aks halda isa sonsuz ¢oxluq adlanr. iki
coxlug yalmz vo yalmz o zaman borabar hesab olunur ki, onlar eyni elementlordon ibarat
olsunlar.

Coxluq adston boyik latin harflori ilo isars edilir: A, B, C va i. a. Coxlugun elementlori
iso kicgik latin horflori ilo 1sara olunur. Coxluglar 6z elementlori ilo birgiymatli tayin olunur.
Sonlu ¢oxluglar bilavasito elementlorin sadalanmasi yolu ilo verilo bilor. Bu elementlar fiqurlu

motarizo igarisindo yazilir. Masolon, A= {1,2,3} yazilis1 U¢ elementdan toskil olunmus ¢oxlugu
gOstorir. Boazon sonsuz coxluglar1 da elementlorin bir hissasini sadalamagla vermok mumkiin
olur. Bu o zaman edilir, elementlorin duzilis sirasina asason va ya digar tsulla coxlugun biitiin
elementlori miiayysn oluna bilsin. Masalon, natural adadlor goxlugunu {,2,3,...} soklinda, tam
adodlor goxlugunu iso {..,~2,-1,0,1,2,...} vo ya {0,+1,+2,...} soklindo gdstormok olar.

Coxluglarin verilma Gsullarindan biri vo genis sokilda islonani onlarin sort vasitasi ilo

verilmasidir. Masalan,
C={xy)Ix*+y* =1}
coxlugu miistovi Uizorindo koordinatlar1 x> +y* =1 sortini 6doyon ndgtelor coxlugunu, yoni
moarkozi koordinat baslangicinda olan vahid cevrani géstarir. Umumi halda sartlo verilo goxlug
asagidaki yazilisa malik olur:
B={xeM|P(x)};
fiqurlu motarizo igarisinds saquli xottdon sagda P(x) predikat: yazilmisdir va B ¢oxlugu bitlin

elo xe M elementlarindan toskil olunmusdur ki, P(x) predikati dogru olsun. Masalan,
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{xeR|¥* —4x+4=0]
coxlugu ancaq bir elementdon ibaratdir (x=2) ¢linki, kvadrat tonliyin ancaq bir koki vardir.

x elementinin A ¢oxlugunun elementi olmas: belo yazilir: xe A. x¢ A yazilis1 isa X
elementinin A goxluguna daxil olmadigim isaro edir. Yuxarida deyilonlora osasan, iki A vo B
coxluglarmin barabarlik sartini belo yaza bilorik:

A=B <« (Vx)(xe A<>xeB).

Torif 1. ©gor A goxlugunun har bir elementi B ¢oxlugunun da elementi olarsa, onda A
coxlugu B goxlugunun alt coxlugu adlanir va belo yazilir: Ac B.

Mosalon, {1,2,3}< N ; burada N biitiin natural odadlor goxlugunu gstorir.

Torifo asasan,

Ac B> (¥x)xe A— xeB). )
Aydindir ki,
A=B AcBABCA.

Torif 2. Heg bir elementi olmayan goxluqg bos ¢oxluqg adlanir va & ils isars olunur.

Masalon,  x*+1=0 tonliyinin  hogiqi  koklor  coxlugu  bos  coxlugdur:
{x eR|X*+1= 0}= @ . Tarifa osason, bos coxlugu belo gdstora bilorik: & = {x | x ¢ {x}}.

Teorem 1. Bos ¢oxluq istonilon ¢coxlugun alt coxlugudur va bos ¢oxluqg yeganadir.

Isbatz. Ixtiyari A coxlugu gotirok vo xe{x}—> xe A implikasiyasina baxag. Bu
implikasiyanin sorti yalandir. Demoli, o dogrudur. Beloliklo, (¥x)(x € @ — x € A) millahizasi
dogrudur. Onda (1) -0 asasen & A.

Ogor & vo &' iki bos ¢oxluq olarsa, yuxarida isbat olunduguna géro G c O'A ' .
Demali, & =¢". Teorem ishat olundu.

Coxluglar Gzarinds tayin olunan asas omollor asagidakilardir: ¢coxluglarin birlosmasi (u)
kasismosi (M) ve iki goxlugun fargi (\).

Tarif 3. A vo B coxluglarinin birlosmasi yalniz vo yalnmz bu ¢oxluglardan he¢ olmasa
birino daxil olan elementlorin amolo gatirdiyi goxluga deyilir:

AUB={x|xe AvxeB},
Misal. Tutaq ki, A={-2, 3, 0} vo B = {x| X’ —2x+1=0}. Onda, AU B ={-2,013}.
Tarif 4. A vo B ¢oxluglarinin kasismasi yalniz va yalniz bu ¢oxluglarin hor ikisino daxil

olan elementlorin amoals gatirdiyi coxluga deyilir:
AnB={x|xe ArxeB},

Misal. Tutaq ki, A={-2, 1, 0} vo B ={x|x? —2x+1=0{. Onda, A~ B ={1}.
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Tarif 5. A vo B coxluglarmin forgi yalniz vo yalmz bu ¢oxluglardan birincisina daxil
olan vs ikincisina isa daxil olmayan elementlordan toskil olunmus ¢oxluga deyilir:

A\B={x|xe ArxgB}.
Misal. Tutaq ki, A={-2, 1, 0} vo B = {x| x> —2x +1=0}. Onda, A\B ={-2,0}. Aydindir
ki, A\B=B\A.Dogrudan da, B\ A= {l}.

Coxluglar tzarindo amallarin xassalori asagidaki teoremls ifads olunur.

Teorem 2. ixtiyari A,B,C coxluglar: ticlin asagidaki minasibatlor dogrudur:

1) birlogsmo vo kasismonin idempotentliyi:.  AUA=ANA=A;

2) birlosma va kasismonin kommutativliyii. AUB=BUAAANB=BAA;

(AuB)uC=AuU(BUC)

(AnB)NnC=ANn(BNC)

4) birlosmanin kasismaya va kasismanin birlosmoaya nozaran distributivliyi:
Au(BnC)=(AuB)n(AUC)
ANn(BuC)=(AnB)U(ANC)

3) birlagsma va kasigsmonin assosiativliyi:

5)Au®:A\®:A; AN =0.
Isbat:. Xassalorin isbat1 eyni sxem (zro aparilir va buna géra da bu xassalardan birinin

ishati ilo Kifayatlonmok olar. Birlosmanin kasismoaya nazaran distributivliyini isbat edak.

xeAu(BNnC)e xeAvxeBnC o
(—)XeAv(Xe B/\XGC)(—)(XGAVXG B)/\(XGAVXGC)(—)
o> xeAuBAxeAuC o xe(AUB)N(AUC).
Demali, AU(BNC)=(AuB)n(AUC).
Birlosma vo kosismo omollorinin assosiativliyi istonilon sayda coxlugun birlomasi va
kasismasini miayyan etmoys imkan verir. (AuB)UC =Au(BuC) oldugundan ¢ ¢coxlugun

birlogsmasini sadoco AU B wC kimi yazmag olar. Eyni gayda ilo AnB NC tayin olunur.
Coxluglar Uzarinds amallar va onlarla bagli bir cox masalalari ayani sokilda tasvir etmoak
uctin Eyler-Venn diagramlar: adlanan sxemlordon istifads olunur. Asagidak sokillarda ¢oxluglar

Uzorida amallarin Eyler-Venn diagramlar: vasitasi ilo tasviri verilmisdir.

Sokil 1.

Au B
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Sokil 2.

A\B

Sak. 3.

Riyazi nozariyyalordoa ¢ox vaxt universal ¢coxlug adlanan miayyan U ¢oxlugu goéturalur
va onun alt goxluglarina baxilir. Masalan, Evklid handasasinds universal ¢coxluq olarag mdstavi
qabul olunur vo onun alt coxluglar: — handasi fiqurlar 6yranilir. Tutaq ki, U har hansi universal
coxlugdur va Ac U onun ixtiyari alt coxlugudur. U\A forgi A ¢oxlugunun tamamlay:czs: adlanir
va A" kimi isara olunur. Coxlugun tamamlayicisi anlayisinin asagidaki xassalori vardir:

1) (VACU)AUA =U AANA =Q);

2) (VAcCU)(A"=A);

3) (VAABcU)(AcB—> B cA);

4) de Morgan ganunlart:

(VA,BcU)(AUB) =A'nB) A (VA BcU)(ANB) =AUB).
Sonuncu dusturlardan birincini isbat edok.
xe(AuB) o xeU\(AUB)© xeUAaxg AUB
o> xeUAa=(xe AUB)eo xeU A=(xe AvxeB)o
o> xeUn(—xe Ar—xeB)o xeUA(xgArxgB)
o (xeUaxg AA(xeUaxegB)ooxeAaAxeB &
> xe(AnB).
Bununla birinci barabarlik isbat olunur. Digar xassalar do eyni gayda ilo, mantiq ganunlarindan

istifado etmokls isbhat oluna bilar.

82. Binar munasibatlar
1.Coxluglar:n diz hasili. Tutaq ki, bos olmayan iki A va B ¢oxluglari verilmigdir. ae A
vo beB elementlori goturok. Dgor iki elementli {a,b} coxlugunu diizoltsok, aydindir Ki,
{a,b}={b,a} olacaqdir. Yoni bu coxluglardan gétiiriilmis elementlorin hansi ardicilhgla
yazilmasindan asili olmadan {a,b} coxlugu doyismir. indi elementlor ciitinii el diizaldok ki,
birinci element homisa birinci coxlugdan, yani A ¢oxlugundan, ikinci element iso B ¢coxlugundan
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gotarilmus olsun. Belo clt nizamli cut adlanir va <a,b> kimi isara olunur. Deyilonlordon
aydindir ki, (a,b)=(b,a). iki (a,b) vo (a'b’) (a,a’e Aab,b’eB) citlori o zaman baraber
hesab olunur ki, a=a’'Ab=b" olsun: (a,b)=(a’,b’)«<>a=a"Ab=b". a elementine nizamh

cuttin birinci elementi, b-ys isa onun ikinci elementi deyilir.
Torif 1. Birinci elementi A coxlugundan, ikinci elementi iso B ¢oxlugundan gotirilmis
butin mimkin nizaml cutlor goxluguna A va B ¢oxluglarinin duz hasili deyilir vo bels isaro

olunur: Ax B.

Torifa asason yaza bilorik: AxB={(a,b)|ac ArbeB.

Misal. A={1,2,3} vo B ={a,b} coxluglarmin diiz hasilini yazaq.

AxB ={{1,a),(1,b)(2,a)(2,b)(3,a)(3,b)}.
Eyni gayda ilo,
Bx A= {al).(a,2),(a3),(b1),(b2),(b.3)).

Gorunduyld kimi AxB = Bx A. Demali, coxluglarin diiz hasili kommutativlik xassesine malik
deyil. Asanligla yaqin etmok olar ki, diiz hasil i¢tin assosiativlik xassasi do 6danilmir:
Ax(BxC)# (AxB)xC.

Dogrudan da, col torof <a,<b,c>> kimi, birinci elementi A goxluguna daxil olan ciitlordan, sag
torof iso <<a,b>,c> kimi, birinci elementi Ax B hasilina daxil olan ctitlordan ibaratdir. Demali,

bu hasillor hagigoton miixtalifdirlor. Lakin bu goxluglar arasinda (a,(b,c)) <> ((a,b),c) kimi

garsiligh birgiymatli uygunlug vardir.
Teorem 1. ixtiyri A, B, C ¢oxluglar {iciin asagidaki minasibatlor ddanilir:
a) (AUB)xC=AxCuUBxC,;
b) (AnB)xC=AxCNnBxC;
c) (A\B)xC=AxC\BxC;
d) Ax@=0OxA=0.
Teoremin isbat1 oxucuya toklif olunur.

Nizaml cit anlayisinin imumilosmasi n (n>1) elementli kortej anlayisidir. Tutaq Ki,

ALA,,... A coxluglar: verilmigdir. i -ci hoddi A ¢oxlugundan olan (a,,a,,...,a,) soklinds sonlu
ardic1lhg n elementli kortej adlanir. a, elementlorino kortejin elementlori deyilir. iki kortejin

baraboarlik sorti asagidaki minasibatlo mioyyan edilir:

(a,8,,....,a,)=(a],a},..,a,)«>a, =a,Ad, =a,A..AQ, =a,.
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Torif 2. i -ci haddi A ¢oxlugundan olan bitun mimkin (&a,a,,...,a,) soklinda n-
elementli kortejlor coxluguna A, A,,....,A, c¢oxluglarmin duz hasili deyilir vo belo isars
olunur: A x A, x---x A . Ogar A=A, =..=A =A olarsa, AxAx---xA=A" yazilis1 da
isladilir (coxlugun Dekart quvvati).

1. Mustavi Uzarinds diizbucagli Dekart koordinat sisteminda har bir ndqts iki elementli
<x, y> = (x,y) korteji vasitasi ilo gostarilir. Belaliklo,mistavinin ndqgtalor ¢oxlugu ilo Rx R hasili
arasinda garsiligh birgiymatli uygunluq vardir.

2. Fozada duzbucagh Dekart koordinat sistemindo hor bir ndqte i¢ elementli
(x,y,z)=(xy,2) korteji vasitasi ilo gostarilir. Belalikls, fozanin nogtsleri goxlugu ile RxRx R
hasili arasida garsiliqli birgiymatli uygunluq vardir.

2. Binar munasibatlor. Binar munasibat anlayisi cabrdo mihim rol oynayir. Bir sira cobri
strukturlar vo onlarla bagli olan anlayislar binar minasibat anlayisi ilo verilir. Forz edak Ki, iKi

bos olmayan A va B ¢oxluglari verilmisdir.

Tarif 3. AxB duz hasilinin har bir ¢ < AxB alt ¢oxluguna A va B ¢oxluglarinda
verilmis binar munasibot deyilir; (x,y)e AxB olarsa deyilir ki, x vo y elementlori ¢
munasibatindadir vo belo yazirlar: xqy .

Xususi halda ogor A =B olarsa, onda deyilir ki, ¢ munasibati A goxlugunda verilmisdir.

Misal 1. R hoqgiqi adadlor ¢coxlugunda < miinasibati binar munasibstdir. Bu munasibot

RxR diiz hasilinds bitiin x <y sortini ddoyan (x,y) citlorindon ibaratdir.

Misal 2. M:N pélinmo miinasibati natural odolor coxlugunda verilmis binar
munasibotdir. Bu minasibat N x N dulz hasilindo butin m:n sortini 6dayan cutlordon ibaratdir.
Mosolon, 18: 3 oldugu Uclin (18,6) ciitii bu miinasibate daxildir: (18,6) . Lakin, (6,18) ciitii bu
minasibato daxil deyil, ¢linki, 6/18.

Tutaq ki,bos olmayan A va B ¢oxluglarinda ¢ binar munasibati verilmisdir.

Tarif 4. A coxlugunun

Domg = {x e A|(3y e B)(xey)}
soklinda tayin olunan alt coxluguna ¢ minasibatinin zayin oblast: deyilir; B coxlugunun isa
Img =y e B| (3x = Al xgy)}
soklinda tayin olunan alt coxluguna ¢ minasibatinin giymatlor oblast: deyilir.

Torif 5. Bx A diz hasilinda
0" ={(y,x) e Bx A|(x,y) e AxB|
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kimi tayin olunan binar munasibat ¢ minasibatinin inversiyas: (torsi) adlanir.

Mosalon, A= {1,2,3} vo B = {a,b,c} coxluglarinda verilmis

0={La).(Lc)(2b).(2.0).(3.2)]
minasibati Ugiin ¢ = {(a,1),(c,1),(b,2),(c,2),(a,3)} miinasibati inversiya olacagdir.
Tarif 6. A vo B goxluglarinda verilmis ¢ minasibati ilo B vo C ¢oxluglarida verilmis y
munasibatlorinin kompozisiyasi A va C ¢oxluglarinda
7op={x2)|@y < B)xey A y7)|
kimi tayin olunan yeni miinasibata deyilir.
Ixtiyari ctitlor coxluguna binar minasibat kimi baxmagq olar. Bu zaman minasiboto daxil

olan ciitlorin birinci elementlarindon taskil oulunmus ¢oxlug minasibatin tayin oblasti, ikinci

elementlorindan togkil olunmus ¢oxlug isa qiymatlor oblasti olacaqdir. Masalan,

o= {13).-12).(22)2-3,(00),(02)
cutlor ¢coxlugu binar munasibatdir vo
Dome = {1,-1,2,0}, Img = {3,2,-3,0}, ¢ c Domg x Img .
A={1,2,3} vo B ={a,b,c} coxluglarinda verilmis

o={La)(Lc)(2b)(2c).(3)]
miinasibati ils, B vo {0,~2} coxluglarinda verilmis
/= {a-2)(20).(5.0)(6-2)(c0)(c-2)

munasibatinin kompozisiyas: asagidaki minasibat olacaqdir:
7 o0 = {1-2).(10),(10).(1-2).(2.0).(2-2).(2.0).(2-2).(30),(3-2)} =

- {1-2).0.0).(20),(2-2),(30),(3-2)}

Yuxarida, tokrar olunan cutlordon biri saxlanaraq galanlari atilmigdir. Asanlhigla gérmak olar ki,

@ oy kompozisiyas: tayin olunmamisdir (bos ¢oxlugdur). Demoli, kompozisiya kommutativlik
xassasine malik deyil: yop#@oy.

Teorem 2. Binar munasibatlorin kompozisiyasi assosiativdir, yani ixtiyari G¢ ¢,y,n
binar munasibatlori tgin

ne(yop)=Mmey)oo.

Isbatz. Torifo asason gostormok lazimdir ki, agor x[17 o (y o @)]y miinasiboti dogrudursa,

yani (x,y) eno(y < ¢) olarsa, onda (x,y) e (7o 7)o p va tarsina. Birinci implikasiyant, yani
(xy)enolyop)>(xy)elmeoy)ogp

oldugunu gdstarmok kifayatdir.
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(xy)enolyop)—>@2)x(y o)z azny)—
— (Fz)(3tNxet Atyz) A zy) — (3z)3t )Xt A (tyz A Z0Y)) —>
— (3t)xet A (Fz)tyz A zny)) = @t)xpt At(noy)y)—
= xX[([°7)o0ly > (xy)eloy)op.
Teorem isbat olundu. Asagidaki teoremin isbati oxucuya toklif olunur.

Teorem 3. Ixtiyari iki ¢ va y binar minasibatlori tigtin

(poy) =r7c9".

Binar minasibat anlayisiin Umumilogmosi n —ar minasibat anlayisidir. n —ar miinasibat
dedikds ixtiyar1 n elementli kortejlor coxlugu basa dustlir. ©gor bu kortejlorin hamisinin
elementlori eyni bir A coxlugundan gotirilarss, onda deyilir Ki, n —ar munasibat A ¢oxlugunda
verilmisdir. Munasibatlorin verilma Usullarindan biri n yerli, yani n dayisonli predikatlardan

istifadoyo osaslanir. Tutaq ki, R(X;,X,,...,x,) predikatinin dayisonlorinin mimkin giymatlor

coxlugu, uygun olaraq, A, A,,...,A, coxluglaridir.

go:{<xl,x2,...,xn>| R(xl,xz,...,xn)}
ilo A xA, x---x A diz hasilindo R(x,X,,...,X,) predikatinin dogrulug kortejlori coxlugunu isars
edok. Aydindir ki, bu A, A,,...,A, coxluglarinda n-ar munasibot misyyan edir. Bu munasibat
R(X, X,,..., X, ) predikatzzn grafiki adlanr.

§3. Inikaslar

Inikas va ya funksiya anlayis1 miinasibat anlayisinin xiisusi halidur.

Tarif 1. ¢ binar munasiboti 0 zaman funksional munasibat adlanir ki, asagidaki sort
Odonilsin:

(7x)3y Xxay);

Funksional munasibat eyni zamanda funksiya va ya inikas da adlanir.

Torifa asasan, ¢ minasibati yalniz v yalniz o zaman inikas (funksiya) adlanir ki,

XQY AXQL —> Y@z

miinasiboti 6denilsin. xgy sortini ddayon y elementi y = ¢(x) kimi yazilir. Mosalon,

0=1{12),(13),(2.2)}

munasibati funksional munasibat deyil, ¢linki, birinci iki cltdo 1 elementi ilo cut toskil edon iki

element vardir. Lakin

{<n,n2>|neN}
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munasibati iso funksional minasibatdir. Funksional munasibatin toyin oblasti vo giymatlor
oblasti eyni zamanda uygun inikasin tayin oblasti va giymatlor oblasti adlanir.
Bozi kurslarda (moasalon, orta moktab kursunda) funksiyanin torifi asagidaki kimi verilir.
Tarif 2. Ogor X ¢oxlugundan goturilmus har bir x elementina Y ¢oxlugundan yegans y
elementi gars: qoyularsa, onda belo uygunluga X ¢coxlugunda tayin olunmus funksiya deyilir.

Gostarak ki, bu torif yuxarida verilon torif ilo eyniguclidir. Tutaq ki, ¢ inikas: torif 1
vasitasi ilo tayin olunmusdur. X =Dome, Y =Img isaro edok. Torifo asason, ixtiyari x e X
elementi gotirsok <x, y> € @ sortini 0doyon yeY elementi vardir vo yeganadir. Belalikls, ¢
inikas1 torif 2-ni 6dayir. Tarsina, ikinci torif 6donilorso, onda X = Domg olan ¢ funksional
munasibati tayin olunmusdur. Belslikla, tariflorin eynigtcli oldugu isbat olundu.

Tutaqg ki, ¢ funksional minasibatdir, X =Dom¢ vo ImecY . Bu qisa olaraq
p:X—>Y vo ya X—25Y kimi yazilir. X c¢oxlugunun ¢ inikast zamani obraz
o(X)={p(x)|xe X}cYalt coxluguna deyilir M cY coxlugunun proobraz iso
o (M)={xe X |p(x)e M} coxluguna deyilir. Toyin oblasti iki coxlugun diiz hasilino daxil
olan inikas ikidayisanli funksiya adlanir. Eyni gayda ilo goxdayisanli funksiya anlyist verilir.

Inikaslar:n kompozisiyas:. Tutaq ki, iki f vo g inikaslar1 verilmisdir. Bu inikaslarin

kompozisiyasi dedikdo onlarin binar munasibatlor kimi kompozisiyas: basa dusilir vo f-g

kimi isara olunur. Asanligla gostarmok olar ki, (isbat edin) inikaslarin kompozisiyas inikasdir;

eyni zamanda (f-g)(x)= f(g(x)) minasibati &donilir. Minasibat kimi, inikaslarin
kompozisiyasinin grafiki asagidaki kimi miayyan olunan cutlor coxlugudur:

f-g={x f(g(x)))]g(x) € Domf |.
Masalan, f(x):\& Vo g(x) =sin x funksiyalarinin kompozisiyasi olany:\/siﬂ funksiyast
elo <x,y> cutlor ¢oxlugundan ibaratdir ki, sinx >0 olsun. Sonuncu barabarsizliyin hallor

coxlugu butiin [27k, (2k +1) 7],k € Z soklinda intervallarin birlosmasindan ibaratdir.

Miinasibatlords oldugu kimi inikaslarin da kompozisiyas: kommutativlik xassasinoe malik

deyil, lakin assosiativlik isa dogrudur, yoni f,g,h inikaslar olarsa, onda
f-(g-h)=(f-g)-h.

Tutaq ki, f:A— A inikast verilmigdir. Ogar ixtiyari xe A elementi tgiin f(x)=x
olarsa, bu inikas eynilik vo ya vahid inikas adlanir vo i, kimi isare olunur. ©9gor g: A — B ini-
kasi verilorss, onda g~ inversiyas: homisa vardir.

Tarif 3. g: A— B inikas1 0 zaman suryektiv inikas (yaxud A-nin B (zorina inikasi)
adlanir ki, ixtiyari y € B elementi tigiin elo X € A elementi tapmag mimkin olsun ki, f(x)=vy
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olsun.

Masalan, y =sinx funksiyasi R haqiqi adadlor ¢oxlugunun [-11] parcasina slryektiv
inikasidir. Lakin o, R c¢oxlugunun Oziina siryektiv inikasi deyil. iki siiryektiv inikasin
kompozisiyasi stryektiv inikasdir.

Torif 4. g:A— B inikast o zaman inyektiv inikas adlanr Ki, ixtiyari x;,x, €A
elementlori tgun f(x) = f(x,) = x, = X, minasibati ddonilsin.

Torifdon alinir ki, inyektiv inikas zamani iki muxtalif ndégtonin obrazi iki mixtalif noqte
olur. Mosolon, y=x’ inikas1 inyektivdir, y=x> iso inyektiv deyil. iki inyektiv inikasin
kompozisiyasi da inyektiv inikasdir.

Tarif 5. g: A— B inikasi 0 zaman biyektiv inikas adlanir ki, o0 hom inyektiv vo ham da
suryektiv olsun.

Iki biyektiv inikasin kompozisiyas: da biyektiv inikasdir.

Masalon, f(x)=tgx funksiyasi f:(-z/2,7/2)—> R (intervalin uzunlugu ddvra
barabardir) inikas: kimi biyektivdir, lakin f (x) =cosx funksiyasi iso f: (—7r;7r]—>[—];1] inikasi
kimi biyektiv deyil.

Teorem. Ixtiyari siiryektiv g : A — B inikasi Giglin g o g~ =i, munasibati dogrudur.

Isbatz. Ixtiyari y e B elemeni gotiirak. Siiryektivliys osason elo x € A elementi tapmag
olar ki, y=g(x). Demali, {xe A|y=g(x)} coxlugu bos deyil. Tutaq ki, X' € A vo (X,y)eg.
Onda, (y,X)eg"” voya g(g”(y))=y. Kompozisiyanin torifino géro go g =i,.

Torif 5. g: A— B inikas1i 0 zaman zarsi olan inikas adlanir ki, elo h:B — A inikasi

tapmag mumkdn olsun ki, h-g=i, vo g-h=i; barabarliklori dogru olsun; bu halda h zars

inikas adlanir vo h =g~ kimi isaro olunur.
Masalan, g: x> tgx inikast g:(-z/2,7/2) — R kimi torsi olan inikasdir va onun torsi

h(x) = arctgx funksiyasidir.

Teorem 4-don aydin olur ki, ogar g~ miinasibati do stiryektiv inikas olarsa, onda tarif 5-o

)

asasan g Vo g~ inikaslart bir-birinin torsi olacaqdir. Ogor iki f vo g funksiyalarmin torsi

varsa, onda f o g kompozisiyasmin da torsi vardir vo (f og)™ =g o f* (isbat edin).
84. Ekvivalentlik munasibati
Binar minasibatlorin bazi novlorinin riyaziyyatin bir ¢ox sahslorinde mihim tatbiglori
vardir.

Torif 1. Tutaq ki, bos olmayan A ¢oxlugunda ¢ binar munasibati verilmisdir. Bu miina-
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sibat 0 zaman:

a) refleksiv miinasibat adlanir ki, (vx)x¢x);

b) antirefleksiv miinasibat adlanir ki, (vx)(—xex);

c) simmetrik miinasibat adlanir ki, (Vx,y)xgy — yex);

¢) antisimmetrik miinasibat adlanir ki, (Vx, y ) x@y A yox — x = y);

d) tranzitiv miinasibat adlanir ki, (v, y,z)xey A yoz — x¢z);

e) rabitali minasibat adlamir ki, (Vx, y)x # y — Xgy v yox) sortlori ddonilsin.

Misallar. a) i, = {(x x> | x e A} minasibati refleksiv munasibatdir. Asanhqgla yagin etmok
olar ki, i, minasibatini daxilina alan hor bir minasibat refleksiv minasibotdir. Xtsusi halda,
A =[0,1] olarsa, x <y miunasibati refleksiv minasibatdir.

b) Ixtiyari ¢ munasbisti verilorso, ¢\i, munasibsti antirefleksiv minasibatdir. Xsusi
halda A=[0,1] olarsa, x <y munasibati refleksiv munasibatdir.

¢) R hogigi ododlor coxlugunda ¢ = {(x y) X2 +y? :1} miinasiboti  simmetrik
munasibatdir. Dogrudan da, X vo y odadlori gostarilon barabarliyi 6dayarss, onda onlarin yerini
dayisdikda barabarlik pozulmur.

¢) N natural ododlor coxlugunda go:{<x, y>|x§y} béliinmo miinasibsti antisimmetrik
minasibotdir. Dogrudan da, agor x:y olarsa, elo k natural adadi tapmaq olar ki, x=yk. Eyni
gayda ilo elo m natural adadi var ki, y=xm. Birinci barabarlikds ikincini nozors alsaq, yaza
bilorik: x=xmk >mk=1->m=k=1->x=y.

d) R haqiqi adadlor ¢oxlugunda x <y tranzitiv minasibotdir. Yoni X<y Ay <z olarsa,
onda X<z.

e) R haqigi adadlor goxlugunda x <y rabitali minasibatdir, yoni x =y olarsa, onda ya
X<y Voya y<X.

Torif 2. Bos olmayan A c¢oxlugunda verilmis ¢ munasibsti o zaman ekvivalentlik

munasibati adlanir ki, o, ferleksiv, simmetrik va tranzitiv olsun.

Ekvivalentlik miinasibati tigtin ¢ox islonan isaralor bunlardir: =,~,~.
Misallar. 1. Z natural ododlor goxlugunda verilmis ¢ = {(x Y)IX,yeZax— yi5}

munasibati ekvivalentlik minasibatidir. Dogrudan da ¢ minasibatinin a), c), e) sortlorini
Ododiyi asagidaki sxemlordon gorindr.

a) (Vxe Z)xpx <> x—x=0:5);
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Xgy  —>  YoX
c) \’ T
X—y:5 — y-xi5

Xy A Yoz — XQz
e J T
X=y:5 A y-2:5 > (x-y)+(y-2):5—> x-1z:5
Yuxaridaki sxemdoa, masalon, x-y: 5 yazilis1 x-y farqinin 5-o béllindlyuni isars edir.
2. Tutag ki, A mistovi Uzarindo yerloson diz xotlor ¢oxlugudur goéstarir. ¢ binar
munasibatini agagidaki kimi tayin edok:
p={xy)IxyeAr(x=yvx]y}
Goranduyl kimi, ¢ munasibati diiz xatlorin paralel olmasi vo ya Ust-Usts dilsmasi munasibatidir.
Asanhqla yoxlamaq olar ki, bu minasibat a), c), e) sortlorini 6dayir. Demoali, o0, ekvivalentlik
munasibatidir.
3. Istigamatlonmis parcalar (vektorlar) coxlugunda boraborlik ekvivalentlik miinasibati-
dir.
Tarif 3. Tutaq ki, ¢ bos olmayan A ¢oxlugunda verilmis ekvivalentlik minasibatidir.

X e A ixtiyari element olarsa, A ¢oxlugunun [x], = {y e Al xpy} soklindo milayyon olunan alt

coxluguna x elementinin ekvivalentlik sinfi deyilir.

Ekvivalentlik sinfi bazon qonsu sinif, ¢cixiglar sinfi kimi do adlandirilir. x elementinin
ekvivalentlik sinfi X, x/¢ ilo da isars olunur.

Yuxarida 1-ci misalda

[1]={..-9,-4:1,611,...}
alt coxlugu 5-o boldikds 1qgalig1 veran tam odadlordon ibaratdir, yani 1-in ekvivalentlik sinfini
gOstorir. 2-ci misalda hor hansi a duz xottinin ekvivalentlik sinfi bu diiz xatdon vo ona paralel
olan bitun diiz xatlordan toskil olunmusdur. 3-ci misalda isa verilon istigamatlonmis parcanin
ekvivalentlik sinfi onun miayyan etdiyi (sarbast) vektordur.

Tarif 4. A coxlugunda verilmis ¢ ekvivalentlik minasibatinin dogurdugu ekvivalentlik
siniflori goxluguna onun ¢ munasibatino nazoron faktor-coxlugu deyilir vo Al ilo isaro
olunur.

Yuxaridak: 1-ci misalda comi bes ekvivalentlik sinfi vardir: Z /¢ = {[0],[1],[2],[3],[4]}.
Asanhqla gormak olar ki, Z =[0]u[l]u[2]u[3]w[4] olmagla, ekvivalentlik siniflori ct-clt
kasismir. Bu xasso ekvivalentlik minasibatinin mihim xassasidir vo 0, Umumi halda da

dogrudur.
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Tarif 5. Ogor A coxlugunu cit-cit kesismayan va bos olmayan alt coxluglar ailasinin
birlogsmasi soklinda gdstarmok olarsa, onda bu ailo A ¢coxlugunun bolgisu adlanir.

Teorem 1. A coxlugunda ¢ ekvivalentlik munasibati verilorss, onda A/¢ faktor-cox-
lugu onun bolgusuddr.

Isabat:. ixtiyari xe A elementi gotirok. xex miilahizosi refleksivliys asason dogru
oldugu Ugun, x e[x], . Beloliklo, hor bir element bos olmayan ekvivalentlik sinfi dogurur vo bu
sinfo daxil olur. Demoli, butin gonsu siniflorin birlosmasi A ¢oxlugunu verir. Gostorak Ki,
muxtalif ekvivalentlik siniflori ctit-ctt kosismir. [x], N[y], # & olarsa, onda onlarin tmumi z
elementi vardir. Gostorok ki, bu halda [x],=[y],. Ixtiyari ae[x], elementi goturok.
Ekvivalentlik sinfinin tarifino asasan xga. Eyni zamanda, X¢z. Simmetriklik sortino gors yaza
bilorik: xpa — a@Xx. Tranzitivliys goro apXxAXxpz —>aepz— zpa. Lakin forziyysys gors
ze[yl],;onda ypz vo zpa. Tranzitivlik xassosini sonuncu iki minasibato totbiq edorok, alirig
ypz —zely],. Demali, [x], =[y],. Eyni qayda ilo g6stors bilorik ki, [x], ©[y], . Belalikls,
[x], =[Y], - Yuxaridaki milahizalor gostorir Ki, ekvivalentlik siniflori ya clit-cit kasismir vo ya

ust-Usto disur. Teoremin isbati basa catd.

Bu teoremin tarsi do dogrudur. Yani bos olmayan A ¢oxlugunun hor bir bélgusti miayyan
bir ekvivalentlik minasibati tayin edir.

Teorem 2. Tutaq ki, bos olmayan A coxlugunda hor hansi S alt coxluglar ailasi ilo bolgu
verilmisdir: yani he¢ biri bos olmayan vo cut-cit kasismayan elo A (seS) alt ¢oxluglart

verilmisdir ki,

A=[JA

seS

Onda, A coxlugunda elo ¢ ekvivalentlik munasibati miiayyan etmok olar ki, S ailasino aid olan

har bir alt goxluq ekvivalentlik sinfi olsun.

Isbatz. Teoremi ishat etmok Giclin ¢ miinasibati asagidaki kimi tayin edilir:

p={xy)IBseskxe A nyeA)
Ovvalco gostorok ki, ¢ minasibati ekvivalentlik miinasibatidir. ixtiyari xe A elementi

verilorss, onda elo seS tapmaq olar ki, Xxe A.. Onda ¢ miuinasibatinin torifindin goérinar ki,
(x,x)ep Vo (X,y)ep—>(y,X)ep. Demali, ¢ miinasibati refleksiv vo simmetrikdir. Ogor
(x,y)ep Vo (y,z)e¢p olarsa, ondaelo seS tapmag olar ki, X,y € A . Eyni qayda ilo, onda el

te S tapmaq olar ki, y,z e A . Lakin, S ailasi bolgu oldugundan ye A vo ye A minasibatlori
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ancaq t=s oldugda mumkiindiir. Demali, X,y,z€ A vo buna géra do (x,z)e¢, yani ¢

munasibati ham da tranzitivdir. Hor bir A, alt goxlugunun ekvivalentlik sinfi olmasi bilavasits ¢
munasibatinin tarifindon almnir. Teorem 2 ishat olundu.
Eyni zamanda gostarmok olar ki, belo ¢ miinasibati yeganadir.
Tutaq ki, f:A— B inikast verilmisdir. A g¢oxlugunda asagidaki kimi ekvivalentlik
munasibati toyin edok:
p={xy)IxyeAnf() =)
(@ -nin ekvivalentlik minasibati oldugunu gostarmok oxucuya toklif olunur). Bu munasibat A

coxlugunda bdlgii miloyyen edir. Yeni f: A/ — B inikas: miloyyon edok. Hor bir [x], sinfino
f(x) e B elementini gars1 goyag. Ogor x'e[x], olarsa, onda f(x)= f(x’) oldugu Ggln, f

inikasinin giymoti sinfin elementindon deyil, sinfin 6ziindon asilidir. Aydindir ki, f inyektiv

inikasdir (gOstarin).

§85. Nizam muinasibati

Torif 1. Bos olmayan A coxlugunda verilmis ¢ binar minasiboti antisimmetrik vo
tranzitiv olarsa, onda belo miinasibat nizam miinasibati adlanir. Bu halda deyilir ki, <A,go> cutu
nizamlanmzg, yaxud nizaml: ¢coxlugdur.

Torif 2. A coxlugunda verilmis ¢ nizam munasibati refleksiv miinasibat olarsa, onda o,
geyri-ciddi nizam minasibati adlanir; antirefleksiv nizam minasibatina iso ciddi nizam
munasibati deyilir.

Qeyd edok Ki, agor ¢ binar mlnasibati tranzitiv vo antirefleksiv olarsa, onda bu
munasibat antisimmetrikdir. Dogrudan da, tutag ki, ¢ binar minasibati tranzitiv vea
antirefleksivdir. Onda, tranzitivliyo goro Xx@y A ypX — XeX. Lakin, antirefleksivliys asason
X X mulahizasi yalandir. Buna goro do x¢y A yex olmasindan sorti yalan olan xpx — x=y
implikasiyasinin dogrulugu alinir. Belsliklo,

XPY AYPX —> X =Y
vo demali, ¢ antisimmetrikdir. Deyilonlora vo torif 2-yo osason asagidaki teoremi isbat etmis
olurug.

Teorem 1. Antirefleksiv va tranzitiv munasibat ciddi nizam miinasibatidir.

Misallar. 1. Natural ododlor ¢oxlugunda tam bolinmo (:) munasibati nizam
minasibatidir. Bu nizam munasibati refleksiv oldugu ticiin (a:a) o, geyri-ciddi nizamdur.

2. Hoqiqi adadlor goxlugunda x <y ciddi nizam munasibatidir.
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3. Tam odadlor goxlugunda bolinmo miinasibati antisimmetrik olmadig: Gglin 0, nizam
miinasibati deyil. Masalon, 3:(-3) A (-3):3, lakin 3= -3.

Torif 3. Tutag ki, (A,¢) nizamh coxlugdur. Dgor ¢ rabitali miinasibot olarsa, ona xatti

nizam minasibati deyilir, (A, @) iso xatti nizaml: coxlug adlanir.

Qeyd etmak lazimdir ki, nizam minasibatina mixtalif yanagmalar movcuddur. Biz [10]
va [17]-ds olan yanasmaya ustinluk veririk. Tutaq ki, ¢ Xatti nizamdir. Onda agar X@y A Yo X
dogru olarsa, tranzitivliys asasan X¢x dogru olar. Demoli, agar ¢ ciddi nizam olarsa, onda
Xpy A Yypx milahizasi yalandir. Belsliklo, ciddi xotti nizam miunasibati miayyan edilmis
coxlugda trixotomiya ganunu deyilon toklif alinir: x =y, xgy, yox munasibatlorindon ancaq biri
Odanir.

Tarif 4. Ogor <A,go> xatti nizamh ¢oxluq deyilsa, onda o, gisman nizaml: coxlug adlanir.

Misallar. 1. xpy <> x <y kimi toyin olunan minasibst R haqigi adadlor goxlugunda
ciddi xotti nizam miinasibotidir. Ixtiyari iki x va y haqgigi ododlori Ugiin asagidaki (g
munasibatdon ancagq biri 6danilir: x=y, x>y, X<y

2. Hor hanst M goxlugunun alt goxluglar coxlugunda < minasibati geyri-ciddi vo Xatti

olmayan nizam minasibatidir.

Tarif 5. Tutaq ki, <A,go> nizaml ¢oxlugdur. a< A elementi o zaman an Kigik element

adlanir ki, (vxe A)a=x— apx).

Har bir xatti nizamli coxlugda an kicik element birdon ¢ox ola bilmoz. N natural ododlor

¢oxlugunun hor bir alt ¢oxlugunda an kigik element vardir. Lakin (0,1) arahginda “<” ciddi
nizamina gors an Kigik element yoxdur.

Torif 6. Ogor Xotti nizaml (A, ) coxlugunun hor bir bos olmayan alt coxlugunda on
kicik element varsa, onda belo goxlug tamam nizaml: ¢oxlug adlanir.

Yuxarida deyilonlors asason, N natural adadlor ¢coxlugu tamam nizaml: ¢oxlugdur, lakin

haqiqi adadlar ¢coxlugu tamam nizamli deyil.
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111 FOSIL. Cabrlar va cabri sistemlar
Cobrin asas todgigat obyektlori igarisinda cobrlor va cobri sistemlor mihim yer tutur.

Mouasir riyaziyyat elminin bir ¢gox sahalarinda cabri sistemlorin boyik shamiyyati vardir. Cabr va
cabri sistemlorda daxil olunaraq 0yroanilon amallar vo miinasibatlorin bir ¢ox xassalori mixtalif
tatbiqlordo muxtali sokilde 6zUnu biruzs verir. Bu mixtalifliyin zahiri tozahirlorindon azad
olarag, masalonin mozmununa muivafiq sorh vermakls tadqiq olunan proseslorda cabri strukturlar
vermak olur. Masalan, riyazi analizds kasilmoz funksiyalar halgasmin daxil edilmasi, yaxud
coxobrazlilar: 6yranarkan toxunan faza anlayigmnin daxil edilmasi va s. masalalarin 6yranilmasini
sadoalogdirir, onlara Umumi mazmun vao mona verir. Cabrlorin vo cabri sistemlorin tatbiqi
naticasindoa riyaziyyatin mixtalif, ilk baxigda uyusmayan bir ¢ox saholarini birlagdiron mustarok
todqgiqat istigamotlori meydana galmisdir.

81. Cabri amallar va onlarin novlari

Tutaqg ki, G ixtiyari bos olmayan ¢oxlug, n natural odaddir.

Torif 1. n ranql: cabri amoal dedikdo, hor bir n elementli (a,,a,,...,a,) €G" kortejino
birgiymatli tayin olunmus a € G elementini garsi qoyan

f:G">G,
inikas1 basa dusulur.

Ogor n=1 olarsa, cobri amal unar omal, n=2 olduqda iss binar omal adlanir. Bazan 0-
ar omol do daxil edilir. n=0 olduqda, sorti olaraq G° ={e},e G hesab edilir vo Umimiliyi
pozmadan, f(e)=e qobul olunur; beloliklo, 0-ar omal hor hansi bir elementin geyd
olunmasindan ibaratdir.

Cabri amoallar igarisinds binar amollor xususi rol oynayir. ©gar f :G xG — G binar omol
olarsa, onda funksional yazilisdan istifads edarok ixtiyar: <a, b> elementlor cutld G¢tn amalin
naticasini f(a,b)=c,ceG kimi yaza bilorik. Lakin binar omollor i¢lin anonavi simvolika
vardir. Bu omollor Ggiin yuxarida deyilon f(a,b) simvolu ovezino afb yaziligindan istifado
olunur. Bazi genis yayilmis omel isarolori bunlardir: +, — 5, %, - % L va s. Mosalon,
a+b,axb,alb vas.

Misallar. 1. N natural adadlor ¢oxlugunda toplama amali tayin olunmusdur. Har <n,m>

natural adadlor citline onlarin n+m comini gars1 goyan bu amal binar amaldir.

2. Q rasional adadlor ¢oxlugunda iki binar oamal toyin olunmusdur: toplama vo vurma

omollari. Olbatts, bu 0 demok deyildir ki, Q c¢oxlugunda basga binar amal toyin oluna bilmaz.

Belo amollor sonsuz sayda miiayyan oluna bilor. Masalon, (a,b) > ab—2 kimi toyin olunan ini-
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kas binar omal mioyyan edir.

3. R hoqiqgi adadlor goxlugunda toplama va vurma binar amollari tayin olunmusdur.

4. R hogiqi adodlor coxlugunda unar omol olarag oks hogiqi ododi musyyan edon
ar> (—a) omoli daxil etmok olar.

5. Hoar hanst M ¢oxlugunun alt coxluglar coxlugunu G ils isars edak. (A, B) alt coxluglar
cutline AU B birlogmusini gars1 goyan amal binar amaldir. A M \ A kimi tayin olunan inikas
iSo unar amal muoyyan edir.

Olbatta, muxtalif rangl amollor tayin olunmus bir-birindan kaskin farglonan ¢oxlu sayda
misallar gostarmok olar. Galacokds biz belo misallara daha ¢ox rast gelocayik va onlarin cabrda
muhdm rolunun oldugunu yagin edacayik.

Binar amoallarin névlari. Tutaq ki, G ¢oxlugunda * binar amali tayin olunmusdur.

Tarif 2. Ogor ixtiyari iki a,b € G elementlori Gictin

axb=Db=a
barabarliyi 6danilorsa, onda deylilir ki, * amoli kommutativ omaldir, yoni * amali kommutativlik
xassasine malikdir.

Torif 3. Ogor ixtiyari U¢ a,b,c € G elementlori ticlin

(a*b)xc=a=*(b=*c)
barabarliyi 6danilarss, onda deylilir ki, * omoli assosiativ omoldir, yani * omoali assosiativlik
xassasine malikdir.

Assosiativlifys asason hor iki natics eynidir vo onu sadaco a*b *c kimi yazmaq olar.

Indi iso forz edok ki, G coxlugunda iki binar omal tayin olunmusdur: e vo +.

Torif 4. Ogor ixtiyari a,b,c e G elementlori tiglin

ae(b+c)=aeb+aeca(a+b)ec=aec+bec
barabarliklari 6donilarss, onda deylilir ki, ¢ amali + amalina nazaran distributiv oamaldir, yani e
omoli + amoalina nazaran distributivlik xassasina malikdir.

Misallar.1. Q rasional adadlor ¢oxlugunda toayin olunmus toplama va vurma amoallori
kommutativ va assosiativ omallordir.

2. Tam ododlor c¢oxlugunda “—* c¢ixma omoli toyin olunmusdur, lakin bu omol
kommutativlik vo assosiativlik xassalorina malik deyil:

3-222-3A(1-1D)-1%1-(1-1).

3. Q rasional adadlor ¢coxlugunda tayin olunmus vurma amoli toplama amalina nozaran

distributivlik xassasina malikdir: a(b +c)=ab + ac.

4. R hoqiqi adadlor ¢oxlugunda tayin olunmus vurma amali gixma amalina nazaran
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distributivlik xassasine malikdir: a(b —c)=ab-ac.
5. R hoqiqgi adadlor ¢oxlugunda tayin olunmus ¢ixma amoali vurma omolina nozaran
distributivlik xassasina malik deyil. Dogrudan da,
a—(bc)=(a-b)(a-c)
barabarliyi dogru deyil.
Neytral va simmetrik elementlor. Tutaq ki, G ¢oxlugunda e binar omoli tayin edilmisdir
vo e e G elementi geyd olunmusdur.
Tarif 5. Ogor ixtiyari ae G elementi Ggin
aee=a
barabarliyi 6doanilorsa, onda deylilir ki, e G elementi e omoalino nozoran sag neytral
elementdir.
Tarif 6. Ogor ixtiyari ae G elemeni gln
eea=a
barabarliyi 6danilarsa, onda deylilir ki, e e G elementi e amolina nozaran sol neytral elementdir.
Ogor e ham sag, hom do sol neytral element olarsa, ona sadoaca neytral element adlanir.
Teorem 1. Neytral element yeganadir.
Isbat:. Tutaq ki, iki neytral element vardir: e vo €. Onda yaza bilorik:
e=eee'=¢"—>e=¢, yani neytral element yeganadir.
Misallar. 1. Q rasional adadlor ¢coxlugunda tayin olunmus toplama amali Gglin 0 adadi
neytral elementdir.
2. 1 odadi Q rasional adadlor coxlugunda tayin olunmus vurma amali Ggiin neytral ele-
mentdir.
3. A c¢oxlugunda toyin olunmus f:A— A inikaslar c¢oxlugunda inikaslarin o
kompozisiyasi binar omoldir. i, eynilik inikas: bu amals nozaran neytral elementdir.
4. Tutaq ki, U hoar hansi universal ¢oxlug, E iss onun alt goxluglar1 goxlugudur. E ¢oxlu-
gunda w birlosma amali binar amoaldir. & (bos ¢coxlug) bu amoals nazaran neytral elementdir.
Tutaq ki, G coxlugunda e binar omoali tayin olunmusdur vo e G elementi neytral
elementdir.
Torif 7. Tutaq ki, a€ G elementi lglin elo @' € G elementi var Ki,
aea' =e
barabarliyi 6danilir. Onda deylilir ki, @' elementi e amolino nazaran a elementino sag simmetrik
elementdir.
Torif 8. Tutaq ki, ae G elementi Ugun elo a”" € G elementi var ki,

a"ea=¢e
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baraboarliyi 6donilir. Onda deylilir ki, a” elementi e omolins nozoron a elementins sol simmetrik
elementdir. ©gor e elementi ham sag va ham doa sol simmetrik element olarsa, ona verilmis amala
gora a elementino simmetrik element deyilir.

Misallar. 1. Q rasional adadlor ¢coxlugunda tayin olunmus toplama amolina nazaron hor
bir a rasional adadinin simmetrik elementi vardir vo —a-ya baraboardir.

2. Q rasional adadlor ¢oxlugunda tayin olunmus vurma amalina nozaran sifirdan forgli

hor bir a rasional adadinin simmetrik elementi vardir vo a™ =1/a-ya borabardir.

§2. Cabrlar.

Tutaq ki, bos olmayan hor hans1 G goxlugunda misyyon Q amollor goxlugu verilmisdir.
6=(G,Q) ciitii cobr adlanir. G coxIugu cobrin osas coxlugu, Q coxlugunun elementlorino bas
omallar, yaxud asas amallor deyilir.

Misallar. 1. N natural adadlor goxlugunda toplama amoli tayin olunmusdur. Buna gora

do (N, Q) citii cobrdir, burada Q = {+}. Bu cobr sadaco olarag (N,+) kimi isars olunur.
2. Q rasional adadlor ¢oxlugunda iki binar amal toyin olunmusdur: toplama vo vurma
omollori. Buna géro do (Q,Q) ciitii cobrdir, burada Q = {+,-}. Bu cobr sadacs olarag Q=(Q,+,)

kimi isara olunur.

3. R hoqgigi adadlor ¢oxlugunda iki binar amal toyin olunmusdur: toplama vo vurma
omollori. Buna géra do R=(R,+,) nizaml: tiglyii cobrdir.

Qeyd edak ki, misal 3-do omoal kimi unar “—* amoli goturulo bilor vo bu amal verilmis
adadi oks isarali adoados inikas edan unar amoaldir. ©sas ¢oxlugu eyni olan, lakin bas amallari eyni
olmayan coabrlor mixtalif cobrlor hesab olunur. Cabrin kortej soklinds sdylanisinds amoallorin
yerlosdiyi ardicilhgla onlarin ranglarindan dizalmis ardicilhga cobrin tipi deyilir. Masalan,

yuxarida gostorilon misallardaki cobrlor, uygun olaraq, (2), (2,2) vo (2,2) tipli cobrlordir.

(R,+,,—) cabrinin tipi (2,2,1)-dir (burada “—* oks elemento kegmoni gdstoron unar amoldir).

(R+,,—,01) iso (2,2,1,0,0) tipli cobrdir (0 vo 1 elementlorinin secilmosi 0 rangl: amollordir).
(G,Q) cobrindo hor hanst Ac G alt coxlugu gotiirok vo bu coxlugda ixtiyari o € Q

cabri amoalinin tasirini dyronak. Sadslik tcin bu amoli binar amal gobul edok. Ola bilar ki,

ixtiyari iki a,b e A elementlori Gglin awb € A miinasibati do dogru olsun. Bu halda deyilir ki,
Ac G alt coxlugu @ amoalina gora gapahdir (yaxud dayaniglidir).

Torif 1. Ogor AcG alt coxlugu ixtiyari @ € Q omolino géro gapahdirsa, onda (A,Q)
cabri (G, Q) cobrinin alt cobri adlanur.
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Aydindir ki, alt cabrda har bir oamal avvalki cobrdaki butiin xassolora malik olacaqdir.
Yuxarida tayin olunan cabrlorin bazi alt coblorini gostarak.

1. N natural adodlor ¢coxlugunda bitln ciit adadlor coxlugunu 2N kimi isaro edok.

(2N,+) cabri (N,+) cabrinin alt cabri olacagdr.

2. Q rasional adadlor goxlugunda toyin olunmus (Q,+,) cabrinin alt cabri olarag (Z +,)
cobri gotiruls bilor.
3. Oz novbasinds (Q,+,) cabri (R,+,) cabrinin alt cobridir.

Alt cabrlars aid daha shamiyyatli misallar mixtalif konkret cabrlor 8yranilorkon verilocok

va onlarin mixtalif xassalari va tatbiglori 0yronilocakdir.

Forz edok ki, ixtiyari iki eyni tipli (G,Q) vo (G',CY) cabrlori verilmisdir. Iki inikasa
baxag. Bunlardan birincisi osas ¢oxluglarin inikasidir: ¢ :G — G', ikincisi iso bas omollor
goxlugunda verilmis biyektiv o :Q — Q' inikasidir. istonilon @ € Q omoli ligiin o (@) amolinin

@ omoli ilo eyni r rangina malik oldugunu gobul edok. Onda ixtiyari (a,...,a,)eG" korteji

lcin (a,,...,a )eG. Aydindir ki, ¢:G -G’ inikast @:G" —G" inikasmi dogurur. Bu
sadoco olaraq (a,,...,a, ) = (¢(a,),..., ¢(a,)) uygunlugu ilo yaranr.

Torif 2. Ogor ixtiyari (a,...,a,) € G" korteji tigtin

plo(a,,...a)=o(@)@(@,.-2))
olarsa, onda deyilir ki, ¢ : G — G’ inikas1 w € Q omolini saxlayir.

Aydindir ki, har bir @ omalinin 6z r ranqi vardir vo demali, @ inikasi@w omalindon
asilidir vo onu ¢, kimi isaro etmok daha dogrudur. Belaliklo, yuxaridak: borabarliyi daha gisa
sokildo pow=0c(w)op, kimi yazmaq olar. Bozon bu boraborlik asagidaki diagram ilo ifado
olunur

G-—25G'
o T T o(w)
G -—25G"
va deyilir ki, bu diagram kommutativdir.

Torif 3. Ixtiyari weQ omoli Uglin @ow=oc(w)op, minasibati ddonilorss, yoni
@:G — G’ inikast hor bir bas omoli saxlayarsa, onda belo inikas (G,Q) cobrinin (G',CY)
cabrina homomorfizmi adlanir.

¢ homorfizmi siiryektiv olarsa ona epimorfizm, inyektiv olarsa monomorfizm, ¢ biyektiv

oldugda isa izomorfizm deyilir. ¢ :G — G’ izomorfizm olduqgda
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(G,Q) = (G,Q)
yazirlar vo deyirlor ki, (G,Q) vo (G',QY) cabrleri izomofdurlar. Masalon, n> 2n inikas
(N,+) cobrinin (2N,+) cabrino izomorfizmidir:(N,+) = (2N +). Eynilik inikas: iso (Z,+,)
cabrinin (Q,+,) cobrine monomorfizmidir. a+- Ina inikast <R*,-> cobrinin (R,+) cobrino

homomorfizmidir. Asanligla gérmok olar ki, bu homomorfizm do izomorfizmdir, yani
<R*,-> = (Ry+).

Bozon monomorfizm izomorf daxilolma adlanir. <G,Q> cabrinin  6ziino izomorfizmina
avtomorfizm, 6zina epimorfizmino iso endomorfizm deyilir. Asagidaki xassolori ishatsiz gabul
edok.

1. Tutag ki, (G,Q), (G.,Q), (G".Q") ¢ eynitipli cobrlordir, a:G—>G' vo
S :G" — G" iso homomorfizmlordir. Onda, oo :G — G" kompozisiyas: da homomorfizmdir.

2. a:G—>G' vo B:G" — G"izomorfizmlor olarsa, onda, Soa :G — G" kompozisiyasi
izomorfizmdir.

3. a:G > G’ izomorfizm olarsa, onda a ™ :G' — G izomorfizmdir.

Cabri sistemlor. Cobr anlayismin tmumilogmasi cabri sistem anlayisidir. Cabri sistem
dedikdo elo nizamh (A Q,%) Ucliyl basa distlir ki, burada A hor hansi goxlug, Q A
coxlugunda tayin olunmus amoallar ¢coxlugu, X isa hamin ¢oxlugda tayin olunmus minasibatlor

coxlugudur. Q vo X c¢oxluglar1 sonlu olarsa, onlara daxil olan omal vo minasibatlor

sadalanmagqla da verils bilor.
Misallar.1. (N,+,>) nizaml: Ggliyt natural adadlorin ciddi xstti nizamlanmus additiv
yarimgrupunu gostarir.

2. (Q,+,-0,1,>) rasional adadlorin ciddi xatti nizamli meydanmi gostorir. Ciddi Xatti
nizamh ixtiyari (K,+,-0,1,>) meydaninda homiso (ueK)(u?>0) miinasibeti 6donir. Bu
sobabdon kompleks adadlor meydanini ciddi xatti nizaml: meydana ¢evirmok olmaz.

3. <N ,+,E> cabri sistemi natural adadlorin additiv yarim grupunda bélinma miinasibatinin

verildiyini gostoarir. Bu nizamla additiv yarimgrup gisman nizamlanmis olur. Toplama amali ila
nizam manasibati arasinda asagidaki munasibat 0danir:
(m,n,aeN)(m:aan:a—>m+n:a).
Tutag ki, K vo K'goxluglarinda binar ¢ c KxK va ¢'c K'xK’ minasibatlori

verilmisdir, f : K — K’ isa har hansi inikasdir. ©gar
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(Va,beK)(aph — f(a)pf(b)
miinasibati 6donarss, onda deyilir ki, f inikas: (K,¢) cobri sisteminin (K',¢") cobri sistemins
homomorfizmidir. Biyektiv homomorfizm izomorfizm adlanr. f : K — K’ izomorfizm olarsa,

(K, @) cabri sistemi ilo (K',¢’) cabri sistemi izomorf sistemlor adlanir vo bu fakt simvolik olara

bels yazilir <K,go> = <K’,go’>.

83. Qrupun tarifi va misallar

Cabrlar igarisinda on sadasi vo eyni zamanda an genis totbigloro malik olant grupdur.
Qrupda ancaq bir binar omal toyin olunmusdur. Tabistdo bas veran proseslorin oksariyyatinda
daxili simmetriya misahido olunur. Belo proseslorin 6yronilmasina grup nozariyyasi tatbiq
olunur.

Tutaq ki, hor hansi bos olmayan G coxlugu verilmisdir vo *“-” binar omoli tayin
olunmusdur. Bu amel hor bir (x,y) € G* ciitiino gars1 yegans x-y e G elementi gars: qoyur.

Tarif 1. (G, cobri o zaman qrup adlanir ki, asagidaki sartlor 6danilsin:

1) “-” omoli assosiativdir, yoni (Vx,y € G)(x(yz) = (xy)z);

2) vahid element vardir, yoni elo e elementi var ki, (Vx e G)(xe = x);

3) ixtiyari x € G elementi G¢lin elo x" elementi tapmaq olar ki,

xx'=e.

Goranduyd kimi grup (2,1,0) tipli cabrdir. Torifdoki e elementi qrupun vahid, yaxud
neytral elementi adlanir. x' elementino isa x-o géro simmetrik element deyilir. ©gar grupun
omoli multiplkativ yoni “-” Kkimi yazilarsa, neytral element vahid, additiv yoni «+» kimi
yazilarsa, onda neytral element - sifir adlanir.

Torif 2. (G,-) grupunda tayin olunmus amal kommutativ olarsa, yani
(vx,y € G)xy = yx)
sorti 0danilarss, ona kommutativ qrup yaxud Abel grupu deyilir.
G sonlu coxlug olarsa, onda bu grup sonlu grup adlanir, G ¢oxlugunun elementlorinin
sayina iss qrupun tortibi deyilir. G sonsuz ¢oxlug olduqgda isa belo grup sonsuz tortibli qrup
adlanir. Masalon, G ={-11} c¢oxlugu vurma amali ilo grup toskil edir. Bu qrupun tortibi 2- ya

bararadir. Asagidaki 1-4 misallarinda sonsuz tartibli gruplara aid nimunalar verilmisdir.

Misallar. 1. Q rasional adadlor goxluguda binar omol olarag adi toplama amoalini gotirak.

Onda (Q,+) cltl (2) tipli cabr olacaqdir. Toplama amali assosiativ va kommutativdir, O neytral
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elementdir, isaraco oks elements kegid iso simmetrik elementi veracokdir. Bu cobr kommutativ

grupdur va rasional adadlorin additiv qrupu adlanir.

2. Sifir elementi tocrid olunmus Q" =Q\{0} rasional adodlor goxlugunda binar omol

olaraq adi vurma omolini gétirok. Onda (Q",) citi rang: (2) olan cobr olacaqdir. ©mol
kommutativlik vo assosiativlik xassalorina malikdir, 1 neytral elementdir, simmetrik element tors
elemento kegmoklo almir. Buna géra do (Q”,-) cobri kommutativ grupdur.

3. (R,+) clth (2) tipli cabrdir. Toplama amoali assosiativ vo kommutativdir. 0 neytral

elementdir, i.aroco oks elementokecid iso simmetrik elementi veracokdir. Bu cobr kommutativ

grupdur va hagiqi adalarin additiv qrupu adlanir.

4. Sifir elementi tocrid olunmus R™ = R \{0} hoqigi adadlor coxlugunda binar omal olarag

adi vurma omolini gétiirok. Onda (R",) ciitil yeno do rang: (2) olan cobrdir. ®mal kommutativ
vo assosiativdir, 1 neytral elementdir, simmetrik element tors elements kegmoklo alinir. Demali,
bu cobr kommutativ qrupdur.

5. Tutaq ki, A ixtiyari bos olmayan coxlugdur. G ilo A ¢oxlugunun bitin mimkin
biyektiv inikaslar coxlugunu isars edok. G ¢oxlugunda inikaslarin “o*“ kompozisiya amsli tayin
olunmusdur. Buna gdrs do (G,o) citl cobr olacaqdir. Kompozisiya amoli assosiativ amoaldir vo
eynilik inikas: onun neytral elementidir. Eyni zamanda har bir biyektiv inikas tarsi olan inikasdir
va tors inikas simmetrik element rolunu oynayir. Demoali, (G,e) cabri kommutativ olmayan
grupdur. Cabrda kompozisiya amoali ¢ox zaman multiplikativ sokildo yazilir, yani f va
g inikaslarinin kompozisiyas: fg kimi isars olunur.

6. Forz edok ki, V (O) mistavi tizarinds, baslangic nogtalori geyd olunmus O noqgtasinds
olan istigamotlonmis parcalar (vektorlar) coxlugudur. Parallelogram gaydasina asasan iki bela
vektorun comi yena do baslangici O noqgtasinds olan vektordur. Asanligla yagin etmok olar ki,
bitun baxilan vektorlar coxlugu vektorlarin toplanmas: amoalina nozoran kommutativ grup amoalo
gatirir. Bu qrupu (2,1) tipli (V (O),+,—) cobri kimi isara etmok olar.

7. Cabro misal olaraq (G,o) ciitlini gétiirok; burada G mistovinin koordinat baslangici
otrafinda donmalar goxlugunu gostarir. DOnmo, yaxud firlanma mistavinin 6zins inikasidir. Bu
inikas inyektivdir va baxilan cobr kommutativ qrupdur (cabri amol burada doénmalarin
kompozisiyasindan ibarstdir). Bu qrup mistavinin donmalar qrupu adlanir. Qrupun neytral
elementi sifir bucaq godor dénmo, yani eynilik inikasidir. @ bucagi gador donmoanin aksi isa

—a bucagi godor donmadir (simmetrik element). Qeyd etmok lazimdir ki, o — g =27k, k e Z

olarsa, a va B bucagi godar iki donma barabar hesab olunur.
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84. Qrupun sada xassalari

Bundan sonra oksi xususi olaragq geyd olunmadig: butiin hallarda biz grupun amali Gglin
multiplikativ yazihsdan istifade edocoyik. indi biz gruplarin bilavasita torifdon, yoni qrupun
aksiomlarindan alinan an sads xassalar ilo tanis olag. Qrup kommutativ olmadig tiglin sag vahid
elementin va ya sag simmetrik elementin, sol vahid vo ya simmetrik elementa barabar olmasini
g0zlomoak olmaz. Lakin indi goracayimiz kimi grupun aksiomlar: bunu tamin edir.

Lemma 1. Tutaq ki, ixtiyari xeG elementi sol simmetrik element x' -dir, yoni xx'=e.
Onda x'x =e boraborliyi do dogrudur.

Isabtz. Torifs osason, yaza bilorik:

XX = (Xx)e = (X)) (X'(X)) = (X3)X)(X)" = (X (xx))(X) =
=(Xe)(X) =x'(x) =e.

Lemma 1 isbati olundu.

Lemma 1 gostorir ki, sol simmetrik element eyni zamanda sag simmetrik elementdir va
tarsina.

Lemma 2. ixtiyari X G Uglin simmetrik elementi yeganadir.

Isabt:. Tutaq ki, XxeG elementi t¢ln iki simmetrik element vardir: x' vo x”. Onda torifa
asasan

X'=xe=x(xx") = (xXX)x" =ex" = (X"x)x" = xX"(xx") = x"e = xX".

Lemma 2 isbat olundu.

Lemma 3. Elo yegano € elementi var ki, 0 ham sag va ham da sol vahid elementdir.

Isabt:. Qrupun torifinds ikinci aksiom ddonilorse, onda

(vx eG)(xe=x).
Bu halda ixtiyari XeG elementi tgiin
ex = (xx')x = x(x'x) = xe =X,
yoni e elementi eyni zamanda sol vahid elementdir. indi forz edok ki, basga bir neytral €’
elementi do vardir. Onda:
e'=€e=e.

Belalikla, lemma 3 isbat olundu. Bu lemma gostarir ki, sag va sol vahidlor do yegans bir vahid
elementlo Ust-Usto disar.

Lemma 4. Ixtiyari iki a,beG elementlori ticin ax=b vo ya=b tonliklorinin holli
vardir va yeganodir.

Jsabti. Aydindir ki, x=a'b elementi birinci tonliyin kékidir, y=ba™ elementi iso
ikinci tonliyin kokudir. Dogrudan da,

a(a’'b)=(aa)b=eb=Db; (bat)a=b(a'a)=be=b.

35



Gostarak ki, bu hallor yeganadir. Bunu ancaq birinci tanlik Gglin gostorak. ikinci tonlik tigtin do
ishat eyni gayda ilo aparila bilor. Tutaq ki X" tonliyin basga hallidir. Onda,

x'=ex'=(a"a)x' =a(ax) =a'b.
Beloliklo, x = x’. Lemma 4 ishat olundu.

Lemma 5. (Ixtisar ganunu). ixtiyari tic a,b,c e G elementlori liclin ac=bc va ca=ch
boraboarliklarinin hor birindon a=>b ahnir.

Isabtz. d =ac=hc isaro etsok a vo b elementlori eyni bir d =xc tonliyinin koklori
olacagdir. Lemma 4-5 asasan, bu tonliyin halli yeganadir, yani a=b. Eyni gayda ilo ikinci
borabarlikdon do a=b alindigin1 géstarmok olar. Lemma 5 isbat olundu.

Lemma 6. Ixtiyari a elementi ticin (a™)™" =a.

Isabtz. Dogrudan da,

a'(ah)'=e=a"a.
Oldugundan ixtisar ganununa oasass buradan tolob olunan minasibot alinir. Lemma 6 isbat
olundu.

Lemma 7. ixtiyari a vo b elementlori iigiin (ab)™" =b™a™.

Isabtz. Dogrudan da,

(ab)b'a™*)=abb'a'=aea ' =e.
oldugundan buradan talob olunan minasiboat alinir. Lemma 7 isbat olundu.
Qrupun (2,1) tipli cobr soklinds yazilis1 da genis yayilmisdir. Belo yazilisda simmetrik

elementin gotirilmasi ayrica unar omol kimi verilir. Buna gors do artiq unar amalin naticasi kimi

cimmetrik elementin yeganaliyi tamin olumnusdur va demoali, lemma 2-ys ehtiyac galmir. Bazan
grupun <G,-,e,*1> kimi yazilisindan istifado olunur ki, burada i¢ bas omol geyd olunur:
bunlardan birincisi binar, ikincisi vahid elenemtin segilmasindon ibarst olan 0 -ar omal vo
uclincust isa tors elemento ke¢gmokdan ibarat olan unar amoaldir. Cox zaman grupun torifini daha
da sadolosdirmok Gcun onu (2,1) tipli elo cobr kimi muoyyan edirlor ki, asagidaki sortlor
Odonilsin:

1) “-” omoli assosiativdir, yani (VX, ye G)(x(yz) = (xy)z) .

2) elo € elementi var ki, (VXeG)(Xe:ex:x);

3) hor bir xeG elementi ticlin elo X" elementi tapmaq olar ki,

xX'=xx=e

munasibati 6danilsin.
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Belo torif verildikds 1-3 lemmalarina ehtiyac galmir, ¢linki onlarin h6kmui oavvalcadon

qabul edilir. Asagida biz ancaq grupun (G,-) cabri soklinds yaziligindan istifads edoacoyik.

85.Qruplarin homomorfizmi
Tutaq ki, iki (G,) va (G',0) qruplar1 vo G coxlugunun G'-o f:G — G’ inikasi
verilmisdir.
Torif 1. Ogor f inikast
(vx,y e G)(f(xy) = f(x)o £(y)),
sortini 6dayarsa onda bels inikas homomorfizm adlanir.
Torif 2. f homomorfizmi biyektiv inikas olarsa, onda o, izomorfizm adlanir. ©gor
f :G — G’ inikas1 izomorfizm olarsa, onda (G,) vo (G',o) gruplariizomorf qruplar adlanir vo
bu bels isara olunur (G,-) = (G',°) (cox vaxt sadaco G =G’ kimi do yazilr).
Teorem 1. ©gor f:G — G" homomorfizmi verilorss, onda asagidaki minasibatlor
dogrudur:
(VxeG)(F(x ) =(F(x)7), fe)=¢".
Isbatz. Hor seydan avval geyd edok Ki,
f(e)oe'="f(e)=f(ee)=f(e)o f(e).
Onda, buradan ixtisar ganununa asason yaza bilorik f (e) =¢’. Daha sonra
f(xx™)=f(x)o f(x")="f(e)=¢".
Demoli, f(x™)=(f(x))™". Teoremin ishat: basa catd.
Torif 3. G coxlugunun
Kerf ={xe G| f(x)=¢"}
barabarliyi ilo tayin olunan alt coxluguna homomorfizmin nivasi deyilir;
Imf ={y eG'|(IxeC)(y = f (X))}
barabarliyi ils tayin olunan alt ¢oxlug iso homomorfizmin obraz: adlanir.

Misallar. 1. (R,,) ilo R, misbat hogigi odadlorin multiplikativ grupunu isars edok.

X —=Inx inikasi R, goxlugunu R -2 inikas edir.

Inxy=Inx+Iny
barabarliyi gosterir ki, bu inikas (R,) grupunun heqigi adodlorin (R,+) additiv grupuna
homomorfizmidir. O eyni zamanda ham do izomorfizmdir.
2. f(x)=|x inikass (R\{0}) qrupunun (R, )qgrupuna homomorfizmidir. Bu
homomorfizm izomorfizm deyil. Homomorfizmin niivasi iki tortibli <{J_rl}> qrupudur.

37



3. x—>¢e* inikas1 (R,+) grupunun (R,,) grupuna izomorfizmidir.

86. Qonsu siniflar. Laranj teoremi
Forz ki, HcG hor hansi alt coxlugdur. Aydindir ki, H coxlugunun elementlori
Uzarindo G -do tayin olunan amoallori yerina yetirmoak olar.

Tarif 1. ©gor (H,-) cobrigrup olarsa, onda o, verilon (G,-) grupunun alt qrupu adlanur.

Aydindir ki, (H,) cabri o zaman alt qrup olar ki, o, ilk ndvbado bas amollora nozaran
gapal: olsun. Burada bas omollor dedikdo <G,-,e,*1> cobrinin bas omollori nozords tutulur. Bu

halda asanligla yoxlamaq olar ki, qrupun torifindoki butiin sortlor 6danilir. Basqa sozlo, (H,-)

cobri 0 zaman alt qrup olar ki, H g¢oxlugunun ixtiyari iki elementinin hasili, ixtiyari elementinin

torsi (simmetrik elementi) vo (G,) grupunun neytral elementi H -a daxil olsun. Belalikls, alt

grup eyni zamanda alt cobr kimi do miayyan oluna bilar.

Misallar. 1. Tam oadadlorin (Z,+) qrupunda butin H =2z cit adadlor ¢oxlugu alt grup
toskil edir.

2. iki elementli {+1} goxlugu bitiin sifirdan fargli rasional adadlarin <Q> multiplikativ
grupunun alt grupudur.

3. (R,,) multiplikativ grupu <R> grupunun alt grupudur.

Teorem 1. Tutaq ki, H =G bos olmayan har hans: alt coxludur. Onda,

(Vx,ye H)(xy " e H)

sorti (H,-) cobrinin G-ds alt gqrup olmasi tigiin zaruri va kafi sortdir.

Isbati. ®vvalco  (Vx,y e H)(xy ' e H) sortinin dogrulugunu gobul edek. x =y olduda
bu sertdon xx*=eeHolmas: almr. Onda, (VyeH)ey ' =y eH) vo demoli, xyeH .
Noatico etibar ilo, (H,) cabrdir vo grupun torifinin butun soartlori ddonilir. Belalikls, sortin

kafiliyi isbat olundu. Zarurilik do oxsar yolla isbat oluna bilar.
Teorem 2. Hor hans alt gruplar ailasinin kasismasi do alt grupdur.

Isbat:. Teoremi sonlu sayda G,,G,,...,G, < G alt gruplar: Gigin ishat edok.

isaro edok. Teorem 1-o osason gdstorok ki, (Vx,yeH)(xy™"eH). Hor bir 1<k<n sortini
ddayan k tglin G, alt grupdur vo buna géra do x,y € G, — xy " € G, . Onda

x,ye H = (VK)(x,yeG,) = (VK)(xy ' €G,) > xy " e H .
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Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 3. Homomorfizmin niivesi vo obrazi uygun olarag G vo G'gruplarinin alt
gruplaridir.

Isbatz. Teoremin isbatin1 niiva (igiin verok. Teorem 1-o osason gostormok kifayatdir Ki,

(Vx,y e Kerf)(xy™ e Kerf). Aydindir ki,

Fy ) =f0)f(y)=T()f(y) " =ee’ =e.
Demoli, xy ™" e Kerf . Oxsar Gisulla obrazin da alt grup oldugunu gostormok olar. Teorem 3 ishat
olundu.
Tutaq Ki, G har hansi sonlu va ya sonsuz grupdur. H iss onun alt qrupudur. G grupundan
har hansi a elementi gotlrok. Asagidaki kimi iki alt coxluga baxag.
aH ={ab|be H}, Ha={ba|be H}.
Analoji olaraq ixtiyari
A<G,B<G
altgruplar verilarsa, onda
AB={ab|ae AbeB}
alt coxlugunu muoyyan etmok olar. Aydindir ki,
y e xH
munasibati yalniz vo yalniz 0 zaman 6danilar ki,
Xy &> x'yeH ()

dogru olsun.

Teorem 4. (1) soklinds tayin olunan ¢ munasibati ekvivalentlik munasibatidir.

Isbatz. a) Ixtiyari xeG elementi tiglin

XX <> XX "=eeH

oldugundan ¢ refleksiv miinasibatdir.

b) x,y €G elementlori verilorss, onda,

Xy <> (x’ly)e H o (x’ly)f1 =y'xeH.

Demoli, ¢ simmetrik minasiboatdir.

c) Ogor x,y,2eG olarsa, onda

XQY AYPZ <> (x’ly)e H /\(y’lz)e H<«<

TR (x’ly)(y’lz): X'zeH & Xxp1,
yani ¢ tranzitiv minasibatdir. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 1-5 asasan, ¢ minasibati G ¢oxlugunda bélgl muoyyan edir.
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Tarif 2. ©gor aeG grupun har hansi elementi vo H hor hansi alt qrupudursa, onda aH alt

¢oxluguna G qrupunun H alt grupuna nozaran sol gonsu sinfi deyilir.

Analoji olarag, Ha - sag qonsu sinif anlayisi daxil edilir. H -1n 6zu da gonsu sinifdir (ham
sag, ham sol). Dogrudan da, H = H e=e H yaza bilorik.

Qonsu siniflor asagidaki xassalora malikdir.

1.Qonsu sinfin har bir elementi onu muoyyan edir.

2. Tki miixtalif sol qonsu sinif (sag qonsu sinif) ortag elements malik deyil.

3. H qgonsu siniflar igarisinds yegans alt grupdur.

4. G grupunun H alt grupuna nazaran 2 sol qonsu sinfi ya Ust-Usto dustr, ya da he¢ bir
ortaq elemento malik deyil.

Teorem 5. Xxgy <> x 'y e H miinasibati ilo toyin olunan hor bir ekvivalentlik sinfi H alt
oy y

grupuna nazaran sol gonsu sinifdir.
Isbatz. Tutaq ki, A hor hans: ekvivalentlik sinfidir vo aeA onun ixtiyari elementidir.
Onda hor hansi b €G elementinin A-ya daxil olmasi Ggtin
agh—~>a'beH
munasibatinin ddonmasi zaruri va kafidir. Demali,
be A<>beaH.
Bu ekvivalensiya gostorir ki, A=aH. Teorem isbat olundu.

Asanhgla yaqin etmok olar ki, A sinfi a elementindon asili deyil. Teorem 5-in torsi do
dogrudur, yani har bir sol qonsu sinif ekvivalentlik sinfidir. Analoji olarag, sag gonsu siniflor do
G grupunun bélgisund muayyan edir.

Tutaq ki, G tam adadlorin additiv grupu, H alt qrupu isa 4-5 bdlinan adadlar grupudur. a
va b adadlari yalniz vo yalniz o zaman eyni bir sol qonsu sinfa daxil olacaqdwr ki, bunlarin 4-5
bolinmasindan alinan gahqlar barabar olsun. Onda, G- nin H alt grupuna nazaran sol gonsu
sinifloro ayrilisi asagidaki 4 gonsu sinifdon ibaratdir:

1. 4-5 boldikds galigi 0-a barabar olan adadlor goxlugu , yani H-1n 6z(;

2. 4-5 boldukda galigi 1-o barabor olan adadlor ¢coxlugu;

3. 4-5 boldukds galigi 2-ya barabar olan adadlor coxlugu;

4. 4-5 boldukds galigi 3-o barabar olan adadlar ¢coxlugu.

Teorem 6. Ixtiyari iki qonsu sinif arasinda biyektiv uygunlug vardr.

Isbatz. Tutaq ki, aH va bH gonsu siniflori verilmisdir. Bu qonsu siniflor Gst —(ista diisorso,
onda teoremin hokmu dogrudur. ©ks halda aH N bH kasismasi bos ¢coxluqgdur.

f:aH —DbH

inikasin1 asagidaki kimi tayin edok. ixtiyari
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heH
ucln
f (ah) =bh
isaro edak. Bu inikas stryektivdir. Onun inyektiv olmasi isa ixtisar ganunundan alinir:
bh=bh"—>h="n"
Belalikla, bu inikas hom siryektiv, hom do inyektiv inikasdir. Onda f biyektiv uygunlugdur.
Teorem isbat olundu.

Tarif 3. G grupunun H alt grupuna nazaran hoar bir ayrlisinda qonsu siniflorin sayina (bu
say sonlu olarsa) H alt qrupunun indeksi deyilir vo (G:H) kimi isars olunur.

Sonlu gruplar Ggin alt grupun tortibi vo indekslori ilo qrupun tortibi arasinda six olage
vardir va bu alags asagidaki teoremls ifads olunur.

Teorem 7 (Lagranj teoremi). Har bir sonlu qrupun alt gqrupunun tartibi (eloca do indeksi)
bu grupun tartibinin bolonidir.

Isbat: . Dogrudan da tutaq ki, G grupunun tortibi n-dir. H iso bu grupun k tortibli alt
grupudur. G grupunun H alt grupuna nazaran sol gonsu siniflora ayrhisina baxag. Tutaq ki,
gonsu siniflorin say1 t-dir (yani H -1n indeksi t-ya borabardir). Onda G qrupunun H alt grupuna
nazaran har bir sol gonsu sinfi, teorem 6-ya asasan, k sayda muxtalif Unsirlara malik olacaqdir.
(¢linki H ,G —nin k tartibli alt qrupudur). Bitin bels gonsu siniflorin birlogsmasi isa G ¢oxlugunu
verir. Buradan aliriq ki, n=kt. Demali, k va t adadlorinin har biri n-in bdlonidir. Teorem 7 isbat
olundu.

Natica. Sonlu grupun har bir elementinin tortibi qrupun tartibinin bolonidir.

Tarif 4. Ogor G qrupunun H alt grupuna nozaran ixtiyari x elementi ilo diizalon sol v sag
gonsu siniflori eyni olarsa, yani xH=Hx olarsa, onda H alt grupuna G-nin normal bélani, yaxud
normal alt grupu deyilir.

H alt grupu normal bolon olarsa, istonilon a elementi t¢iin aH=Ha olar. Basga sozlo G
grupunun istanilon a elementi va H alt qrupunun hor hans: h Gnsirlori Gglin H-da elo g elementi
var ki, ah=ga yaxud aha'=g.

Misallar.1. Har bir qrupun vahid alt qrupu onun normal bélonidir. Ctnki grupun istanilon a
elementi Uguin ae=ea sarti hamisa dogrudur.

2. G grupu 6zi 6zuntn normal bolonidir. Cunki grupun istanilon elementi Ggtin aG=Ga.

3. Abel grupunun bitin alt gruplart normal bélondir. Cinki Abel grupunda vurma amoali

kommutativlik xassasino malikdir.

87.faktor-grup va ona aid misallar
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Tutuaq ki, G grupu verilmisdir vo H onun normal bélanidir. G grupunun gonsu siniflari
coxlugunu G/H ila isara edak. Ixtiyari a va b elementlori gétiirak vo aH vo bH gonsu siniflori
cuttine (ab)H qonsu sinfini gars1 qoyaq. Gostarak ki, bu uygunlug a vo b elementlorindan asil

deyil. Basqga sozlo, bu siniflordon birini (yaxud, har ikisini), masalon, aH sinfini miiayyan edan
basqga c elementi gotirilorss, onda (ab)H=(cb)H. Bunun tgiin geyd edak ki,
ceaH — (3he H)(c=ah).

Onda, yaza bilarik:

cbH =cHb =ahHb =aHb =abH,
cunki

(vhe H)(hH =H).
Belaliklo,
(aH,bH )~ abH

kimi tayin olunan inikas vardir va bu binar amal ilo G/H faktor ¢coxlugu qrup amols gatirir. Bu
grupa G grupunun H normal bdlanina nazaranfaktor-grupu deyilir.

Qrupun sonlu va ya sonsuz olmasindan asili olmayarag, onunfaktor-qrupu sonlu da ola
bilor, sonsuz da ola bilar. Sonlu G qrupunun G/Hfaktor-qrupunun tartibi H normal béloninin
indeksina barabardir.faktor-grupa aid asagidaki misallara baxag.

Misal.1. Tam oadadlorin (Z,+) qrupunda bitin 7-yoa bollinom adadlorin 7Z alt ¢oxlugu
normal bolondir. Z/7Z faktor goxlugu 7 sinifdan ibaratdir:

T2, 1+7Z,2+7Z, 3+7Z, 4+7Z, 5+7Z, 6+7Z.

Bu siniflor a+b =a+b cobri amoli ilsfaktor-qrup smelo gatirir.

2.Hogigi adadlorin (R",-) multiplikativ grupunda biitiin miisbat odedlorin (R,,-y grupu
normal bélondir. sign:R* — {J_rl} funksiyas1 hor bir sifirdan fargli hoqiqi adods onun isarasini
garst goyur. Bu inikas multiplikativ gruplarin homomorfizmidir ve onun niivesi R, ¢oxlugudur.

Iki gqonsu sinif vardir: mishat hagigi adadlor goxlugu (R, ) vo menfi hogigi adadlor goxlugu

(-R,).
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Sak. 1.
3.Mustovi (zorinds duzbucaqgli Dekart koordinat sisteminds koordinat baslangicindan
cixan vektorlar (istigamotlonmis parcalar) coxlugunu V ils isaro edok. Bu ¢oxlugda vektorlarin
toplanmasi adi Gicbucaq gaydast ilo miiayyan olunur. Ox oxu Uzarinds yerloson butiin vektorlarin
H coxlugu alt qrupdur. a vektorunun gonsu sinfi @ + H soklindadir, yani Ox oxunun a vektoru
ilo paralel koéglrilmasindon alinir. Bitiun koordinat mustavisi, bir-birins paralel bels diiz xatlora
bolundr va har bir diiz xatt bir gonsu sinif muayyan edir. Hor bir diiz xstt Oy oxunu ancaq bir
nogtada kasir (bax sokil 1). Homin négte Oy oxu {izerindo yegans b istigamatlonmis parcasini
miioyyan edir vo bu gonsu sinif b +H kimi yazila bilor. {0 +H |b e(Oy)} coxlugu biitin
qonsu siniflorin coxlugu olacaqdur. b;,b, e (Oy) oldudqa, iki gonsu sinfin comi
(b, + H)+(52+H):(51+52)+H
kimi birgiymatli tayin olunur. Belaliklo, gonsu siniflorin toplanmas: Oy oxu Uzarinds yerlogon
istiqamatlonmis parcalarin toplanmasina gtirilir.
Normal bélon homomorfizmin nlivasi olmasi ilo xarakterizo olunur.
Teorem 8. H alt grupunun normal bdlon olmasi Gi¢iin onun G qrupunun har hansi basga
bir grupa
f:Go>G
homomorfizminin niivasi olmasi zaruri vo kafi sortdir.
Isbat: . ©vvolca farz edok ki, H=Kerf har hansi homomorfizmin niivasidir. Gostorak ki, G
grupunun ixtiyari x elementi ti¢iin xH=Hx vo ya
H =xHx™.

Homin natica iss asagidaki munasibatlordon alinar:
fOxHx ™) = F()F(H)(F()) = F)(F(x)) =¢".
Demoli, xHx™" < H . Eyni gayda ilo géstora bilorik ki, x'"HxcH va ya H < xHx™". Demali,
H = xHx™
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Indi iso gOstorok Ki, hor bir normal bdlon milayyan bir homomorfizmin niivesidir. H
normal bdlon olarsa, G/Hfaktor-qrupu vardir. G grupunun bufaktor-qrupa har bir xH gonsu
sinfino gars1 f(x) elementini uygun qoyan inikasina baxag. GOstorok ki, 0, biyektiv
homomorfizmdir. inikasin siiryektivliyi aydindir. ©gor

xyeH
olarsa, yani x va y elementlori eyni gonsu sinfa daxil olarsa, onda
f(x)=fxy ) () =1(y).
Demoli, tayin olunan inikas ancaq sinifdon asilidir. Bu inikas homomorfizmdir. Dogrudan da, iki
sinfin hasili onlart mioyyan edan elementlorin hasilinin sinfina borabardir: xH - yH = xyH .
Nohayat, gostorak ki, bu inikas inyektivdir, yani
f(x)=f(y)

olmasindan xH = yH ahnir. Dogrudan da,

F)=F()—>F)f(y)=fxy")=¢"
Bu halda xy™* e H vodemoli xH = yH . Teorem 8 ishat olundu.
Asagidaki teorem homomorfizmlor haginda osas teorem adlanir.
Teorem 9. Tutaq ki,
f:G-oU
G grupunun basga U grupuna stryektiv homomorfizmi, H isa onun nlvasidir. Onda,
G/H=z=U.
Isbatz. G/Hfaktor-gqrupunun U-ya hor bir xH gonsu sinfina gars: f(x) elementini uygun
goyan
f:X f(X)
inikasina baxaq. Yuxarida deyildiyi kimi o, x elementindon asili deyil va inyektivdir. Teoremin
sortindon bu inikasin suryektivliyi alinir. Demoli o, biyektiv inikasdir. Gostorok ki, tayin
etdiyimiz inikas homomorfizmdir. Bu asagidaki miinasibatdon ahnir:
(VX, ¥ eGIH)(f(xy) = f(xy) = f () f(y) = FR)F(V)).

Teorem 9 isbat olundu.

§8. Halga ve meydan.
Qrup cabrlor igarisinds on sadasidir, belo ki, burada ancaq bir cobri omal toyin olunur.
Lakin bir cox hallarda eyni bir coxlugda bir ne¢o cabri omal toyin etmok vo belo cabrlorin

xassalarini 8yronmak zarurati meydana golir.
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Tutaq ki, har hans1 K ¢oxlugu vo bu ¢oxlugda toyin olunmus iki binar amal verilmisdir.
Bu omollardan birini toplama, digarini iso vurma omoali adlandiragq. Olbatta, ixtiyari tobistli
coxluglarda tayin olunmus bu amallar adi toplama va vurma amallarindan farglanir.

Torif 1. ki cobri binar omol toyin olunmus (K,+,-) cebri o zaman halga adlanir ki,

asagidaki sortlor 6doanilsin:

1. (K,+) cabri + amoaline nazaran kommutativ grup olsun;

2. <K> cabri gruppoid olsun, yani K ¢oxlugu vurma amolina nazoran gapali olsun:

(Va,be K)(a-beK).
3. K-da tayin olunmus toplama va vurma amollari distributivlik ganununa tabe olsun:
(va,beK)a(b+c)=ab+ac; (a+b)c=ac+hc).
Ogor olava olaraq, K-da tayin olunmus vurma amoali kommmutativ olarsa, yani
(Va,b e K)(ab =ba)
munasibati ddoilarss, onda K halgas: kommutativ halga adlanir. Ogar
(Va,b,c e K)((ab)c =a(bc))
munasibati 6donilorsa, onda K halqgasi assosiativ halga adlanir. Har iki xassa 0dondikds isa ona
assosiativ-kommutativ halga deyilir.

Qeyd edok ki, halgan: (2,2,1) tipli (K,+,—) cabri soklind do yazmag olar.

Misallar. 1. a) buttn cit adodlor ¢oxlugu, b) bitun tam adadlor ¢oxlugu, c) rasional
odadlor coxlugu, ¢) hogigi odoadlor ¢oxlugu adi toplama vo vurma omollorina nazoran
kommutativ halga togkil edir.

2) omsallar1 hagiqi adadlor olan bitin ¢oxhadlilor goxlugu ¢oxhadlilorin toplanmasi vo
vurulmasi amallarina nazaran kommutativ halga omolo gatirir.

3) asanhqla yoxlamagq olar ki, riyazi analiz kursundan malum olan parcgada tayin olunmus
kasilmoz funksiyalar coxlugu funksiyalarin toplanmasi vo wvurulmasi omollorina  nozaran
halganin tarifina daxil olan sortlori 6dayir. Bu ¢oxluqg da assosiativ-kommutativ halgadir.

Halgan:n sada xassalari. Hor seydon 0ncea geyd edok ki, halga additiv grup oldugundan
additiv grupun molum xassalari halga tglin do 6z gucunds galir. Buna gora do vurma amali ilo
bagli xassalora baxag.

Xassa 1. nsayda a,,a,,...,a, € K vo ce K elementlori t¢lin

cla,+a,+..+a,)=ca, +ca, +...+ca,
(8, +a,+..+a )c=ac+a,c+..+a.c

barabarliklari dogrudur.
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Xassa 2. ixtiyari a,b,ceK elementlori iigin c(a—b)=ca—ch vo (a—bjc=ac—bc
barabarliklari dogrudur.

Xassa 3. Ixtiyari halqada (—a)b=—ab; (—a)—b)=a-b borabarliklori dogrudur.

Xasse 4. (VaeK)(@-0=0-a=0)

Elo halgalar vardir ki, a0 vo b0 elementlori iciin a-b=0 minasibati dogrudur. Ogar
halgada bels elementlar varsa, onda bu elementlor sifr:n bélanlari adlanir.

Misal 1. Kasilmoz funksiyalar halgasinda f(x) vo g(x) funksiyalarini asagidaki kimi toyin
edak.
2 .
¢ (x): X, X>0;
0, x<0,

V3

9(X)={0’ x=0

X, x<0.

Aydindir Ki, bu funksiyalarmin har biri eyniliklo sifira borabar olmadig: halda f(x)g(x)=0 -
dir. Demoli, baxilan halgada bu elementlor sifrin bdlanloridir. Butiin odadi halgalar (yani
kompleks adadlor halgasinin alt halgalar1) sifirin bélanlorine malik olmayan halgalardir.

Tarif 2. Ogor assosiativ, kommutativ va vahidi olan halgada sifrin bélonlori yoxdursa, onda
bels halga taml:q oblast: vo ya taml:q halgas: adhanir.

Mosalon, (Z,+,,01) tam adadlor halgas: tamhq oblastidir. Eyni gayda ilo (Q,+,,0,1)

rasional adadlor vo <R,+,-,0,1> haqiqi adadlor halgasi tamhq oblastidir.

(2162 +) faktor-grupu @-b =ab omoli ilo halgaya gevrilir vo bu halgada sifrin bolonlori

vardir. Masolon, 2=2+6Z vo 3=3+6Z elementlori sifirdan farglidir, lakin 2-3=6=0.
Demoali, (Z/6Z,+,) halgast tamliq oblast: deyil.

Alt halga. Forz edak ki, K halga, M isa bu halganin miiayyan alt coxlugudur.

Tarif 3. M coxlugu K-da toyin olunmus amallora nazaran halga omoala gotirirss, onda
(M ,+,) cabrino (K,+,) halgasmin alt halgas: deyilir.

Asanhgla yoxlamaqg olar ki, har bir halganin sifir elementdan ibarat bir elementli alt
coxlugu halga toskil edir. Bu halgaya sifir alt halga deyilir.

Verilmis M < K coxlugunun K halgasmin alt halgas: olub olmamasini asagidak: alamatin
kdmayi ilo yoxlamaq olar.

Teorem 1. K halgasindan gotirilmis M ¢oxlugu onda va yalniz onda althalga amals gatitir
Ki,

46



(Va,beM) (a-beM ra-beM) (%)

munasibati ddanilsin.

Isbat;. ©gor M althalga olarsa onda o, toplamaya noazoran alt qrup olacaqdir. Buna gors do
M coxlugu toplama, ¢ixma va vurma amallorine nozaran gapalidir. Zarurilik isbat olundu.

Torsino, tutaq ki, (*) minasiboti 6donir. Isbat edok ki, M althalga toskil edir. ishat etmok
uclin avvalca M-in additiv grup olmasimi géstarmok lazimdr.

a—a=0eM;0-a=-aeM;a—-(-b)=a+beM

munasibatlorindan gorunur ki, M ¢oxlugu toplama, aks elementa kegma omollorina gora gapahdir
va 0 elementini daxilina alir. Demoali o, altqrupdur.

(*) sortina asasan M coxlugu vurma amalina nozaran gapalidir vo onun elementlori Ugiin
distributivlik xassasi dogrudur. Yoni M alt halgadir. Teorem 1 isbat olundu.

Goranduyl kimi, alt ¢coxlugun alt halga amalo gotirmasi Ugln zaruri va Kkafi sort onun
¢1xma va vurma amoallorine nozaran gapal olmasidir.

Halganin additiv grupunun xassalarinidan aliriq:

a) (va,beK)(a+b=a—>Db=0).

b) (Va,beK)(a+b=0—>a=-b):
c) —(-a)=a.
Tutaq ki, assosiativ, kommutativ vo vahidi olan <K,+,-,—,0,1> halgas: verilmisdir. Aydindir

ki, ixtiyari a,b,c e K elementlori Gglin asagidaki minasibatlor 6danilir:

a) a(bc) = (ab)c;

b) l.a=a-1=g;

c) ab =ba.

Tarif 4. Ogor <K,+,-,—,0,1> tamlig oblast1 olmagla, onun har bir a=0 elementinin torsi
varsa, onda bels halga meydan adlanur.

Misallar. 1. Rasional adadlor ¢coxlugu burada tayin olunmus toplama vo vurma amoallorino
nazaran meydan togkil edir.

2. Hoaqiqi adadlar ¢coxlugu bu ¢oxlugda tayin olunmus toplama va vurma amallarinag nazo-

ron meydan togkil edir.
3. Bitlin a+b+/2 soklinda rasional amsalli adadlor coxluguna baxag:
K :{a+b\/§|a,beQ}.
Gostarak ki, bu ¢coxlug toplama va vurma amallaring nazaran gapalidir.

(a+bv2)+ (@ +bv2)=(a+a)+ (b+b)V2;
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(a+bv2 )2+ b'v2)=(aa’ + 2bb’) + (@b + ab')}/2 .
K-nin elementlori haqiqi odod oldugu ticiin (K ,+,,—,0,1) cobri assosiatv, kommutativ, vahidi

olan (a=1; b=0 oldugda 1 elementi alinir) va sifrin bolonlori olmayan halgadir. Gostarak ki, 0,
meydandir.

Hoar seydan avval geyd edok ki, bu halgada a+bvy2=0<a=0Ab=0. Dogrudan da,
oksini forz edorok, a=0vb =0 oldugunu gobul edok. Ogar, mosalon, a=0 olarsa, yaza
bilorik:

1
7

Lakin bu ola bilmaz. Cunki, bu barabarliyin sol torafi rasional, sag torofi iso irrasional adaddir.

a+b\/§=0—>g=

Beloliklo, a+bv2 =04>a=0Ab=0 vodemoli a+bv/2£0—>a#0vb#0.
Indi iso tors elementin varhgini géstorak. Aydindir ki,
a’-2b*=0«<a=0Ab=0.
(ishat edin). Demoali, a + b~/2 #0 —> a? — 2b? # 0 vo buna géro do
a by/2 : a—by/2 c

- K .
a?-2b* a?-2b* a%-2bh?

Yoxlayaq ki, bu adad a + b\/2 odadinin torsidir;

a-byv2 a?-2p?
(a+b\/§)- al_2b? a’-2p? =1

Torif 5. Ogar (K,+,,—,0) halgasinda miiayysn natural n adadi tigiin

1+1+---+1=nx*1=0
%/—J

n

olarsa, onda n adadinoa bu halganin xarakteristikas: deyilir. Ogor belo natural aded yoxdursa,

onda halganin xarakeristikasi sifra borabor hesab olunur. (Z/12Z+.,0,1) halgasmin

xarakteristikasi 12-ya barabordir, ¢unki,

1+14+14+1+1+1+1+1+1+1+1+1=0.

(Q,+,,0,1) meydaninin xarakteristikas: 0-a barabardir.

§9. Halgalarin homomorfizmi. ideal

Halga iki binar omal toyin olunmus cabr oldugu Gglin halgalarin homomorfizmi har iki

omali saxlamalidir. Tutaq ki, (K,+) vo (K'+,) halqalar: verilmisdir, f :K — K’ isa har hans

inikasdr.
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Tarif 1. f inikas1 0 zaman K halgasinin K’ halgasina homomorfizmi adlanir ki, asagidaki
sartlor 6danilsin:

1) (vabeK)f(a+b)= f(a)+ f(b));

2)(va,b e K)f(ab) = f(a) f (b)).

Misallar. 1. (2Z,+,) cit tam ododlor halgasmin (Z,+,) halgasina at>a kimi toyin

olunan inikasi halgalarin homomorfizmidir.

2. (Z,+,) tam adadlor halgasmin (Q,+,-) meydanina a>a kimi toyin olunan inikas
halgalarin homomorfizmidir.

3. Bitln hagiqi funksiyalar coxlugu halga teskil edir. Bu halgan1 F ilo isaro edok. F
coxlugunun bitin hagigi adadlor coxluguna

p: (X)) f(c)
kimi tayin olunan inikasi homomorfizmdir. Dogrudan da, (f + g)(c) = f(c)+g(c) ve
(fg)(c) = f(c)g(c).

Homomorfizmin bilavasits torifdon alinan asagidaki xassalori vardir:

Xassa 1. Ogor f :K — K’ halgalarin homomorfizmi olarsa, onda f(K)c K’ alt
halgadir.

Isbat:. Halgalarin yuxarida verilmis olamotino gors isbat etmok lazimdir ki, ixtiyari iki
a',\b’e K’ elementlori tgiin a’'—b"e K'Aa'b’e K" minasibatlori 6danilir. Dogrudan da,
(Ha,beK)(f(a)=a"A f(b)=b"). K halga oldugu tc¢in

a-beK—> f(a-b)=f(a)-f(b)=a'-b' eK".
Eyni gayda ilo,
abe K— f(ab)=f(a)f(b)=ab' e K'.
Xasso isbat olundu.

Xassa 2. ©Ogor f:K — K’ halgalarin suryektiv homomorfizmi olarsa vo bu halgalarin
vahidi varsa, onda f(1)=1".

Isbat:. Tutaq ki, f(1)=e'. Inikas stryektiv oldugu tcin ixtiyari a’e K’ elementi tigin
elo ae K tapmaq olar ki, f(a)=a" vo a'-e'=f(a)f(l)=f(a-1)=f(a)=a’". Demali, €' sag
vahiddir. Eyni gayda ilo gostarmak olar ki, o, sol vahiddir. Lakin agor €" basga vahid olarsa,
onda

e'=e'e"=¢"
baraboarliyindon gorinduyl kimi ikitorofli vahid element yeganadir. Demoli, €' =1 olmalidir.

Xassa isbat olundu.
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Torif 2. f:K — K’ halgalarin homomrfizmi olarsa, K halgasinin f(x)=0 sortini

Odoyan bitin xe K elementlor ¢goxluguna homomorfizmin nivasi deyilir vo Kerf Kkimi isaro
olunur.

Halgalarla bagli muhim anlayislardan biri ideal anlayisidir. Bu anlayisi daxil etmok Gglin
avvalca geyd edok ki, agor (K,+,-) har hanst halga va (K'+,) iso onun alt halgasi olarsa, onda
K’ wvurma omolino gbro qapahldir, lakin Umumiyyatlo, ola bilor ki, bu c¢oxlug onun
elementlorinin K -nin elementlorina vurulmasina gérs gapali olmasin.

Torif 3. Forz edik Ki, (K,+,) hor hansi halgadir (A+) iss onun additiv grupunun alt
grupudur. ©Ogor

(Va € A)(Vb € K)(ab € A)
sorti ddoanilorsa, onda bos olmayan A alt coxlugu sag ideal adlanir. Analoji olarag, sol ideal
anlayis1 verilo bilor. ©Ogoar sol A ideali hom do sag ideal olarsa, onda ona ikitorofli ideal vo ya
sadaco ideal deyilir.

Ideala aid misallar. 1. Hor bir halgada ancaq bir 0 elementdon ibarat alt coxlug idealdar.

Bu an kigik idealdr.
2.Hor bir halganin 6zu idealdir. Bu ideal an boyulk idealdir.

3. (Z,+,) tam ododlor halgasinda biitiin 7-ys boliinen adadlorinin 7Z  alt goxlugu
idealdur.

4. 716Z halgasinda {5,271} alt coxlugu idealdr.

5. Hor bir meydanda ancaq iki ideal vardir: 0 ideal vo meydanin 6zu.

6.<K,+,-> kommutativ halgasindan ixtiyari a € K elementi gotirok. (a) ilo halganin bittin
mimkin ak, k e K saklinds elementlor ¢coxlugunu isara edok. (a) idealdir vo bu ideal bay ideal
adlanur.

7. (K,+,) kommutativ halgasindan ixtiyari a,,...,a, € K elementlori gotuirok.
(a,....a,) ={ak +--+ak, |k,..k eK}

kimi muoyyan olunan alt coxluq idealdur.
Torif 3-don gorinduyl kimi ideal imumi monada alt halgadir. Lakin vahidi olan halga
gOturilarsa, yani vahid elementin segilmasi bas amollor igarisine daxil edilorso onda ideal alt

halga olmaya bilor. Bu asagidaki teoremdon gorindir.

Teorem 1. ©Ogor vahidi olan <K,+,-,1> halgas: verilarss, onda onun 6zlndan forgli alt

halga taskil edan ideal: yoxdur.
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Isbatz. Tutaq ki, A< K sifir olmayan va alt halga toskil edon idealdir (qeyd edok ki, sifir

ideal 0 zaman alt halga olar ki, 1=0 olsun vo bu halda K ={0}). Onda 1 A vs ixtiyari ae K
elementi Gglin a-1=a e A. Demoli, A=K . Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. (K,+,) halgasmin basqa bir (K'.+) halgasina f :K — K’ homomorfizmi
verilorsa, onda bu homomorfizmin niivasi idealdir.

Isbatz. Niivenin torifindan aydin olur ki, o, additiv gruplarin homomorfizminin niivesidir.

Buna gora do 0, alt grupdur. Demoli, teoremi ishat etmok Gguin gostarmok lazimdir ki, Kerf
coxlugu K halgasinin elementlorina vurmaya nazaron gapalidir, yani K -Kerf < Kerf . Dogrudan
da, ixtiyari ae€ K vo x e Kerf Ugun 88, xasss 4-o asason

f(ax)=f(a)f(x)=f(a)-0=0.
Demoli, ax e Kerf vo nlva sol idealdir. Asanhigla gormok olar ki, o, hom do sag idealdur.

Bununla teoremin isbati basa catd:.

Moalumdur ki, gruplarda normal bélanlor homomorfizmin nuvasi kimi xarakteriza olunur.
Halgalarda da iso eyni xassoy» ideallar malikdir.

Teorem 3. Ac K alt ¢oxlugunun ideal olmasi Ggiin onun har hanst homomorfizmin
nlvasi olmasi zaruri vo kafidir.

Isbatz. Sortin kafiliyi teorem 2-don almir. Buna gora da zoruriliyi isbat edok. Tutaq ki, A

idealdir. (K,+) additiv grupunda A normal bélondir. Buna gors do 0, mioyysn f:K — K’
homomorfizminin niivesidir; burada K’ hor hansi grupdur. Onda, L= f(K)<K'. Ixtiyari iKi
a'=f(a),b’ = f(b) elementlori ti¢lin L-do vurma amoalini
a'’b’' = f(ab)

kimi mioyyan edok. Bununla, (L,+,) cebrini alarig. (L,+) -kommutativ grupdur. Bundan
olavo,

a'\b',c'e L—(3a,b,ceK)(a’=f(a),b'=f(b),c'=f(c)).
Buna gora do,

a'(b’+c)=f(@)(f(b)+f(c))="f(a)f(b+c)=f(a(b+c))=

=f(ab+ac)=f(ab)+ f(ac)= f(a)f(b)+ f(a)f(c)=a'b’+a’c’.

Demoli, (L,+,-> cobri halgadir. Qurmaya asasan, f : K — L halgalarin homomorfizmidir va A

ideal1 onun nlvasidir. Teorem 3 ishat olundu.

Faktor-halga. Indi isa halgalar nozariyyssi ticiin vacib olan faktor-halga anlayisini verak.

Tutaq ki, (K,+,) hor hansi halga, L iss onun idealidir. K coxlugunda Xxgy <> x—yeL kimi

tayin olunan binar muiinasibato baxag. Aydindir ki, L kommutativ alt qrupdur. Demali, K halgas:
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bu alt grupa gora clt-clt kasismayan qonsu siniflora bolundr. Bu gonsu siniflor x+ L,x e K

soklindadir. (K /L,+)faktor-grupunda vurma binar omeli daxil edok. Bunun igiin ixtiyari
(x +L,y+ L> gonsu siniflor citline xy + L gonsu sinfini gars1 qoyaq. Hor seydon avval gosterok
ki, (x+L,y+L) xy+L inikast x va y elementlorindon asili olmayib, ancaq gonsu sinifdan

asilidir. Bu o demokdir ki, ogor X'e K vo x elementi ilo eyni sinifdo olarsa, onda

xy+L=xy+L. Lakin ~ sonuncu minasibat xy—Xxyel ilo eynigiclidar.
xy — Xy = (x—X)y € Ly = L oldugundan biz tolob olunan hékmii aliriq. Belalikls, biz (K /L,+,)
cabrini aldig.

Teorem 4. (K/L,+,) cabri halgadur.

Isbat;. Yuxaridakilar: nozero alsag, teoremi ishat etmok Uclin ancaq vurma omolinin
distributivliyini gostormok qalr. Ixtiyari ¢ x,y,ze K elementlori gotirarok, X(y+2) vo
Xy+Xz siniflorini miigayiso edok. Birinci hasil, torifs asason x(y +z) qonsu sinfini verir.
Lakin x(y + z) = xy + xz oldugu tg¢iin 0, Xy + X Z sinfi ilo eynidir. Demoali, X(Y+Z)=Xy+XZ.
Teorem 4 isbat olundu.

Tarif 4. Teorem 4 vasitasi ilo qurulan halga K halgasinin L idealina goro faktor-halgasi

adlanir vo K/L kimi isara olunur.

(K,+,") halgasmin (K/L,+,) faktor-halasinax > x+L kimi toyin olunan inikas: abii

homomorfizm adlanir. Bu inikas har bir elements onun faktor-halgada 6z sinfini garsi goyur.

Misal. 1. (Z,+,) halgasinda 5-2 boliinon adadler grupu bas idealdir. Bu bas ideala gore

Z/5Z faktor-halgas: 5 elementdoan ibaratdir: 0,1,2,3,4.

Halgalarin homomorfizmi do qgruplarin homomorfizmi ilo oxsar xassaloro malikdir.
Homomorfizmin nuvasi vo obrazi hagqinda yuxarida isbat olunan teoremlor asagidaki osas
teoremi ishat etmoys imkan verir.

Teorem 5. Tutaq ki, f:K — K" siryektiv homomorfizmdir, L iso onun nivasidir.
Onda K/L=K".

Isbatz. Yuxaridak: izomorfizm gruplarin homomorfizmlari hagda osas teoremo asasan
additiv qruplar G¢tin dogrudur. Siniflor (izarinds yuxarida toyin olunan vurma amalinin torifino

goro iss  x+Li> f(x) inikast multiplikativ (K/L,) ve (K') gruppoidlaorinin

homomorfizmidir, yani vurma amolini saxlayir. Teorem 5 isbat olundu.
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Tutaq ki, (K,+,) vo (K'.+) halqalar: verilmisdir. Bunlarin kdmayi ils K x K’ hasilinds
yeni halga mioyyon etmok olar. Ixtiyari (a,b) vo (a’,b’) ctli Gitin iki binar amoli belo toyin
edok:

(a,b)+(a,b)=(a+a’b+b");
(a,b)(@',b’) =(aa’,bb’).
Asanhgla yoxlamaq olar ki, (0,0) elementi neytral element, (—a,—~b) elementi simmetrik

element vo ogor halgalarin vahidlori (1 vo 1') varsa, onda <1,1’> neytral element olacaqdir.

Qurulmus bu halga K vo K’ halgalarinin diiz cami adlanir vo K @ K’ kimi isars olunur.

IV FOSIL. Ciglar siniflori halgasi
81. Tam adadlar halgasi va onun ideallan
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Tam adodlor halgasi an sads halgalardan biridir. O, tamliq oblastidir. Qruplarla baglh bozi
masalalarin halli agsagidaki galigh bd1mo teoremins oasaslanir.

Teorem 1. Ogor b natural ododi verilorss, har bir tam a adodi yeganoa gayda ilo

a=nbhgtr, 0<r<h.

sokilinda g0starila bilor.

Isbatz. b adedinin biitiin tam misillorina baxaq:

. »2b,-b,0,b,2b,... .
Aydindir Ki, a adadi hor hansi iki kb va (k+1)b misillori arasinda yerlosmis olacaqdir:
kb< a<(k+1)b.
k=q vo a—qb=r isaro edorak aliriq:
0<a-bg=r<hb.

Buradan talob olunan gostarilis alinir. ©gor a = bag: + r1, 0 <r1 <b basga gostorilis olarsa onda,

bu barabarliklori toraf-torafs ¢ixsaq alariq: b(g—qg:)=r1 — r. Buradan:
|b(q—q1)|=|r—r1|. 1)
Lakin r va ry manfi olmayan tam adadlardir va buna gora do onlarin farginin mitloq qiymati bu

adadlerden on boyiiylni asa bilmoz. Demali, |r—r|<max(r,r;) vo natico etibari ilo alriq:
Ir—r/<b. (1) borabarliyinin sol tersfi b-ys boliinir. Bu ssbabdon r—r, forgi do b-ys

boltinmalidir. Yuxarida gosterilon borabarsizlikden aydin olur ki, bu ancaq r—-r, =0, yani
r =roldugda mumkinddr. Noticads, (1) beraborliyinin sag terofinin 0-a borabor oldugunu
alirig: b(g-q1)=0. Belalikls, g = g1 . Teoremin isbat: basa catd:.

Teorem 1-in ifadasindaki yegans g vo r adadlori uygun olarag natamam gismat vo gal:q
adlanir. Bazan bu teorem asagidaki sokildo do ifads olunur.

Teorem 2. Ogor a vo b tam odadlor olmagla, b= 0 olarsa, onda els yegans (g, r) tam
adadlor citl tapmagq olar ki,

a=bg+r, 0<r<|h

olsun.

Tarif 1. ©gor grupun hor bir elementi har hansi bir a € G elementinin va ya onun tarsinin

natural qlvvati soklinda gostarilo bilorsa, onda bels grupa doguran: a olan dévri grup deyilir.

Ixtiyari (G,-) qrupunda an sads yolla alt grup almaq tiglin onun ixtiyari a € G elementini

gotirok. Istonilon ne Z tam odadi liclin a" € G . Ixtiyari m,n e Z tam ododlori tigiin a" " €G.
Torif 1-0 osasan, {a” Ine Z} dovrii grupdur. Doguran: a olan dovri grup (a) seklinds yazilir.

Tam adadlar halgasinin additiv grupu doguran: 1 olan dévri qrupdur.

54



Tarif 2. ae G elementi doguran: bu elements barabar sonlu dovri qrup amola gatirarss,

onda bu grupun tartibina a € G elementinin zartibi deyilir.

aeG elementinin tortibi a" =e sortini 6doyan on kicik natural adaddir. Dévri qruplar
hagda osas teorem asagidaki kimidir.

Teorem 3. D6vru grupun har bir alt grupu dovri grupdur.

Isbatz. Tutaq ki, G dogurani g olan doévru grupdur vo H <G onun har hans: alt grupudur.

Onda bu alt grupun har bir h elementi h=g",neZ soklindadir. Gostarak ki, H dovri grupdur.
Bunun Gglin onun har hansi bir a=g",meZ elementini gotirok. H alt grupunun bdtin
a=0",meN natural Gstli quvvatlori coxluguna baxaq. q ilo elo an kicik natural ododi isars

edok ki, g* € H olsun. Teorem 2-ys asasan, elo b tam adadi tapmaq olar ki,
m=bg+r , 0<r<q
olsun. Bu halda,
g"=9"g".
H alt grup oldugu Ggtin
(') =g eH g =g" ™ cH.
g adadinin se¢imina asasan, 0<r < q sortini 6dayan r Ggln bu, ancaq r=0 oldugda mimkinddr.

Demoli, m = bq vo buna géro do, H alt grupunun har bir elementi g” = g® soklindadir. Buradan
gorundr ki, H alt grupu doguran1 g° olan dovri grupdur. Teorem 3 isbat olundu.
Torif 3. ©gor (K,+,-) halgasinda hor bir ideal bas ideal olarsa, onda bels halga bas

ideallar halqgas: adlanur.
Teorem 4. Tam adadlor halgasinda har bir ideal bas idealdir.
Isbat:. Tutaq ki, Ac Z hor hans idealdir. Onda o, tam adodlor halgasinda alt grupdur.

Lakin tam ododlor qrupu dévri grup oldugu Ggiin, teorem 3-o gOro onun hoar bir alt grupu

doguran: miiayyan bir a tam adadi olan dovrii grupdur, ysni A=(a). Demali, A coxlugunun hor

bir elementi ak,k € Z soklindadir. Belaliklo, A bas idealdir. Teoremin isbati basa catdi.
Tutag ki, m=0 tam ododdir. Teorem 4-5 asason tam odadlor halgasmnin ideallart mz
soklindadir. Z / mZ faktor-halgas1 a =a+mZ soklinds gonsu siniflordon ibaratdir.
Teorem 5. Z / mZ faktor-halgasi sonlu halgadir. Onun xarakteristikas: m-o barabardir.
Isbatz. Iki a+mZ va b+mzZ siniflori yalniz vo yalniz o zaman eyni olar ki, a—bemz
olsun. Bu halda a vo b oadadlori m bdlanina gora eyni galigh adodlordir. Tarsing, ogor a vo b
adadlori m bélonina gdro eyni galigh adodlor olarsa, onda a+mZ =b+mZ . Lakin teorem 1-o

asason ancaq m sayda miixtalif galiglar vardir va onlarin har biri bir gonsu sinif dogurur. Demoali,
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Z/mZ={0,1,..,m-1}. O=m=1+---+1 oldugu {gciin onun xarakteristikas1 m-o borabardir.
\—W_—J

Teorem 5 isbat olundu.
Ogor m mushat tam adadi mirokkab odod olarsa, onda Z/mZ halgas: tamlig oblasti

deyil. Dogrudan da, m=ab olarsa vo 1<[a|<m sorti ddanilorss, yaza bilorik:

ab =m=0.

82. Cixaqglar siniflarinin tam va gatirilmis sistemlari. Vahidlar qrupu
Tutaq ki, Ac Z/mZ alt goxlugu verilmisdir. Aydindir ki, A qgonsu siniflorin har hansi
coxlugudur. Bels gonsu siniflor coxlugu ¢ixiglar siniflori sistemi adlanir.

Torif 1. A=Z/mZ oldugda A sistemi ¢ixiglar siniflorinin tam sistemi adlanir.

Masaslon, Z/5Z halgasinda ¢ixiglar siniflorinin tam sistemi olaraq 1,7,8,10,4 sistemini
gotirmoak olar.

Torif 2. A cixiglar sistemi 0 zaman ¢ixiglarin gatirilmig sistemi adlanir ki,

(VvaeZ/mzZ)(©BOB(a,m)=1—>acA)
munasibati dogru olsun.

Qeyd edok ki, OBOB (a,m) =1 sorti sinfin hor hans1 a elementi ictin 6danilirsa, onda bu
sort hamin sinfin buttin elementlori tiglin do 6danilir. Beloliklo,

OBOB (a,m) =1« (Vb e a)(6BOB (b,m) =1)
vo yuxaridaki torifdo verilon sort sinfi birgiymatli toyin edir. Deyilonlora asason bela noticoyo
golmok olar ki, ¢ixiglar siniflori sistemi har sinifdon bir element gotirmoklo alinan ¢uxiglar
sistemi ilo birgiymatli olarag muoyyan olunur. Belslikls, ¢ixiglarin tam va gatirilmis sistemlori
¢uxaglar siniflarinin uygun sistemlorini tamamils avoz edir.

Masalon, Z/6Z halgasinda ¢ixiglar siniflorinin gatirilmis sistemi ovozino 1, 5 ¢ixiglar
sistemini goturmoak olar (¢tnki, butin siniflordon ancaq 6 ilo ortaq vurugu olmayan siniflor bu
sistemo daxildir).

Teorem 1. m>1 natural adod oldugda, &€ Z/mZ sinfinin torsinin olmaslh ugiin
1e(a,m)={ax+my|x,y e Z} sortinin 6donilmesi zoruri vo kafidir.

Isbatz. m=1 oldugda teorem dogrudur. Buna gors do forz etmok olar ki, m>1. Sartin

zoruriliyini gostormok Uiclin tutaq ki, a sinfinin torsi vardir, yoni elo b € Z/mZ sinfi var ki,

ab =1. Bu boraborlik géstorir ki, ab hasili vo 1 odadi eyni gonsu sinifdo yerlosmislor, yoni

ab—lemZ,yaxud abel+mZ — ab=1+mk. Belsliklo, 1=ab—-mk € (a,m).

Indi iso sortin kafi oldugunu gosterak. Tutaq ki, 1€ (a,m) —1=ax+my. Onda,
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ax+my >axel+mZ >ax=1.

Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. Z/mZ halgasmin butlin torsi olan elementlor ¢coxlugu qrup toskil edir.

Isbati. Z' ilo Z_=Z/mZ halgasmin btin torsi olan a ¢ixiglar siniflori goxlugunu
isara edok. GOstorak ki, bu ¢oxluqg ¢ixilar siniflorinin vurulmasi amolina géra grup amals gotirir.
a,b ez kimi iki sinif g6tirok. Teorem 1-5 osason 1le(a,m)Ale (b,m). Demali, elo X,y e Z
tapmaq olar ki, ax—my =1 vo elo z,t €Z tapmaq olar ki, bz—mt =1. Birinci baraborliyin hor
iki torafini b-ya vuraq: b=abx—mby. Alinmis giymati ikinci borabarlikds nozars alsaqg, yaza
bilorik: ab(xz)—m(byz+t) =1. Bu borabarlikdon goérindr ki, yena do teorem 1-o asasan
le(ab,m). Demali, Z; coxlugu vurma amolino goro gapalidir. Asanhgla gérmek olar ki,
grupun buttn digar sartlori do 6donilir. Teorem 2 isbat olundu.

Torif 3. Z qrupu Z_ halgasmin donen elementlar qrupu, yaxud vahidlar qrupu adlanr.

Qeyd edok Ki, agar har hansi a tam adoadi m ilo vahiddon boyiik d ortaq bélonina malik
olarsa, onda ax—my =1 borabarliyi miimkin ola bilmoz. Dogrudan da, barabarliyin sol torafi bu

halda d >1 odadino bolundr, sag torof isa bollinmir. Demali, a ¢ Z; . Belsliklo, biz asagidaki
naticoni aliriq.

Tutaq ki, sifirdan fargli ixtiyari a vo b tam odadlori verilmisdir.

Teorem 3. A=(a,b)={ax+by|x,yeZ} bas idealmin dévrii grup kimi doguran: bu
adadlorin ©BOB-na barabardir.

Isbatz. 81, teorem 4-5 asason, monfi olmayan elo d tam adadi var ki, A=(d). Aydindir
ki, d =0, clnki, a vo b tam adadlorinin har ikisi sifirdan forglidir. Asanhqla gérmok olar ki,
a=a-1+b-0eAAb=a-0+b-1e A. Demali, elo iki a vo b tam odadlori tapmaq olar ki,
a=a-dAb=0Db-d. Digor torafdon d € A oldugu Ggin elo x,y € Z tam odadlari tapmagq olar
ki, d =ax+Dby. Bu borabarliklor gostarir ki, a vo b adadlarinin har bir ortaq béloni d- nin
bélonidir, yani d = ©BOB(a,b). Teorem 3 ishat olundu.

Yuxarida isbat olunan teoremlordon asagidaki naticalor alinir.

Natica 1. a e Z, olmasi Uiglin ©BOB (a,m) =1 olmas: zaruri vo kafidir.

Natica 2. m sado odod olarsa, Z halgas:t meydandir.

Dogrudan da, tutaq ki, m sado adoddir. Onda, bitun sifirdan forgli a=12,...,p-1
gahglart dctn (a,m)=1 sortlori 6doanilir. Demoali, Z_  halgasmin buitin sifirdan fargli

m

elementlorinin torsi var, yoni Z_ halgasi meydandir.
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Natica 3. Z,, halgasmin tamliq oblast: olmasi tiglin m adadinin sads odod olmast zaruri vo

kafidir.
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V FOSIL. Kompleks adadlor meydan:

81. Kompleks adadin aksiomatik tarifi
Riyaziyyatin inkisaf tarixindo dofslorlo odad anlayisinin genislondirilmasi zarurati
yaranmigdir. Tam oamsalli an sadoa xotti tonliklorin halli zamani rasional adadlordan istifads
etmoali olurug. Hagigi adadlor meydaninada ixtiyar: hagiqi omsalli ax =b (a #0) xatti tonliyinin
halli vardir. Lakin, diskriminant: monfi olan kvadrat tonliyin, xiisusi halda, on sado x*+1=0
tonliyinin haqiqi adadlor meydaninda halli yoxdur. Coabri tonliklor nazariyyasinin  bir sira
moasalalorinin  holli haqiqi odadlor meydanin elo genislondirilmosini tolob edirdi ki, bu

genislonmada homin kvadrat tonliklarin halli miimkin olsun.
Torif 1. (C,+,-,0,1> meydan: o zaman kompleks adadlor meydan: adlanir ki, asagidaki
sartlor gdansin:

a)(R,+,-0,1) meydan: (C,+,-,0,1) meydanmn alt meydanidir;

b) elo i e C elementi var ki, i* =—1;

c) ixtiyari z € C elementini yegans qayda ilo z=a+bi kimi yazmaq olar.
Teorem. Kompleks adadlor meydani vardir.

Isbatz. ®vvalco U = Rx R hasilinde asagidaki kimi iki binar amol tayin edok:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d);
(a,b)-(c,d)=(ac—bd,ad +bc).
Asanhqla gormok olar ki, (U,+) cobri kommutativ grupdur. Gostorok ki, (U*,-) cabri do

kommutativ qrupdur. Vurma oamolinin tarifindon onun kommutativ omol oldugu aydindir.

Assosiativliyi yoxlayag.
(a,b)-({c.d)-(k,1))=(a,b)-(ck —dI,cl +dk) =
— (a(ck —dI) —b(cl + dk),a(cl +dk) + b(ck — dI))
= (ack — adl — bel — bdk, acl + adk + bck — bdl)) .

Digar torafdan,
((a,b)-(c,d))-(k,1) = (ac —bd,ad +bc)-(k,1) =

= ((ac —bd )k — (ad +bc)l,(ac —bd)l + (ad + be)k) =
= (ack — adl — bel — bdk, acl + adk + bck — bdl)) .
Alinan barabarliklor assosiativliyinin dogtulugunu géstarir. (1, 0> cutl vahid elementdir:
(a,b)-(1,0)=(a-1-b-0,a-0+b-1)=(a,b).
(0,0) cuitti toplama smali Gitin neytral elementdir.

59



Molumdur ki, U*=U\{(0,0)}. (a,b)=(0,0) miinasibati yalniz vo yalmz a vo b

adadlorindan heg olmazsa biri sifirdan fargli oldugda dogrudur. Bu halda asanligla yagin etmoak
olar ki,

(a,b) " =(a/(a®+b*),~b/(a*+b?)).
Dogrudan da,
(a,b)-(a/(a’+b%),-b/(a* +b*)) =
(a®/(a*+b%)+b”/ (a® +b°),—ab/ (a’ +b°) +ba/ (a* +b*)) = (1,0).
Belaliklo, (U,+,-> cabrinin meydan olmasi Gglin ancaq distributivlik xassasinin 6danildiyini
yoxlamag galr. Bunun iciin ayri-ayrihgda (a,b)((c,d)+(k,I)) vo (a,b)-(c,d)+(a,b)-(k,1I)
comlarini hesablayarag, naticalori migayiss etmoklo barabarliyin dogrulugunu yoxlayag.
(a,b)-{c,d)+(a,b)-(k,I)=(ac—bd,ad +bc)+(ak —bl,al +bl) =
=(ac—hd +ak —bl,ad +bc +al +hl).
Digar torafdan, iso
(a,b)((c.d)+(k,1}))=(a,b){c+k,d+1)=
=(a(c+k)—b(d +1),a(d +1)+b(c+k)) =(ac—bd + ak —bl,ad +bc +al +hl).

Gorindiyd kimi ahnmig ifadalor eynidir.

(U,+,-) meydaninda (R, +,-) hagigi adadlar meydan: il izomorf olan alt meydan vardr.
H={(a,0)|aeR}
coxlugu (U,+,-) meydaninda talob olunan alt meydan amolo gotirir. Dogrudan da, asanhqla
yoxlaya bilarik ki, (a,0)+(c,0)=(a+c,0) va (a,0)-(c,0)=(ac,0).
Indi iss i=(0,1) isaro edok. (0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+0-1) =(-1,0)boraborliyi
gostoriri ki, i* € H . Digor tarafdan,
(a,b)=(a,0)+(0,b)=(a,0)+(b,0)-(0,1) (1)
va bu gostorilis yeganadir. Dogrudan da,
(a,0)+(b,0)-(0,1) =(a’,0) +(b’,0)-(0,1)
olarsa, onda yaza bilerik: (a,b)=(a’,b") <>a=a'Ab=b'".
Teoremin isbatin: basa catdirmag Ucin (U,+,") meydan: ilo izomorf olan elo (C,+,-)

meydan: quraq ki, R < C olsun. Bu halda, C meydan: i¢iin torif 1-in b) va c) sortlori ilo birlikda

a) sorti do 6donmis olar, yani talab olunan meydan qurulmus olar. (1) borabarliyi gostorir ki, hor
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bir (a,0) soklinds elementi a ilo ovez etsok, biz yeni C={a+bila,beR} simvolik camlor
coxlugunu alarig. C ¢oxlugunda toplama va vurma amollorini asagidaki kimi toyin edok:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i;
(a+bi)(c+di)=ac—bd + (ad +bc)i.
Onda, U va C coxluglar: arasindaki (a,b>|—> a+Dbi inikas1 biyektivdir. Bu biyektiv inikas ila

yeni (C,+,-) meydanmn aliriq vs 0, (U,+,-) meydan: ilo izomorfdur. Asanligla gérmak olar ki,

(C,+,") meydaninda 0= 0i=0+0i. Qurmaya gérs R = C . Teorem ishat olundu.

82. Kompleks adadlarin cabri, handasi va trigonometrik sakli

(C,+,-> meydanmin elementlori kompleks odadlor adlanir. Tutaq ki, z e C hor hansi

kompleks ododdir. Ovvalki paragrafdaki teoremos asasan bu adadi yegans gayda ilo z = a -+ bi

soklindo yazmaq olar. Kompleks odadin belo yazilist onun cabri gokli adlanir. a odadine z
kompleks adadinin hoqiqi hissasi deyilir vo Rez kimi isaro olunur. b adadins isa z kompleks
adadinin xayali hissasinin amsali deyilir vo Imz kimi isars olunur. Kompleks adadlorin muxtolif

gOstarilislarindon istifads olunur. Bu va ya digar gostorilis baxilan konkret masaladon asilidir.

A s
| B .
. a=a+ib
Q >
(0] X
Sakil 2.

Boazon kompleks adadlori mistavinin nogtalari vo ya vektorlar: soklinds tasvir etmok
faydali olur. Mustavi Uzarinds diizbucali Dekart koordinat sistemi gotirok. Har bir ndgts onun
koordinatlart adlanan bir yegana nizaml cits garst qoyulur va tarsina. Belaliklo, mistavinin
noqtalor ¢oxlugu ilo cltlor ¢oxlugu arasinda garsiligqli biriymatli uygunlug mioyyan olunur.
Digar torofdon miistavinin noqtalori ilo onlarin radius vektorlar: arasinda biyektiv uygunluq
movcuddur. Har bir kompleks adad isa bir nizamli citls tayin olundugundan kompleks adadlor
coxlugu ilo mistovi noqtolori vo belaliklo, radius vektorlari ¢oxlugu arasinda qarsiligh

birgiymatli uygunluq vardir. Buna géro do hor bir z=a+bi kompleks adadini koordinatlar
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(a,b) olan négto vo ya bu ndgtenin radius vektoru ilo (sokil 2) gostormok olar. Belo gdstorilis
kompleks adadin Aandasi sakli adlanir.

Tutaq Ki, cobri sokildo iki kompleks odad verilmisdir: o =a+bi, S =c+di. Yuxarida
deyilonlara asason bu iki kompleks adad 0 zaman baraboar olar ki, a=c vo b=d barabarliklori
dogru olsun. a =a—Dbi adadine o odadinin kompleks qosmas: deyilir. Masalon, a =3-5i
adadinin komleks qosmast & =3+5i odadidir; 8 =-3i Ugiin iso B =3i olar. o hoqigi odad
oldugda =« .

a > a inikast (C,+,) meydanmnin 6ziina biyektiv inikasidir.

Teorem 1. o - & inikasi (C,+,-) meydanmnin 6ztins izomorfizmidir.

Isbat:. Yuxarida deyildiyi kimi, bu inikas biyektiv inikasdir. Gostorak ki, o0,

homomorfizmdir. @ =a+bi, f =c+di olarsa, onda,
a+pB=(-bi)+(c—d)=a+c—(b+d)i=a+.
Eyni gayda ilo,
aff =ac—bd +i(ad +bc) a@: ac—bhd —(ad +bc)i;
ap =(a-bi)(c—di)=ac—bd +(-ad -bc)i=ap .
Gorundiyl kimi « — & inikast bas amollori saxlayir vo demali, izomorfizmdir. Teorem 1 isbat
olundu.

Qeyd edok Ki, o+ a inikast (C,+,-) meydanmin 6ziine hoqigi ododler meydanimi

yerinds saxlayan yegans avtomorfizmidir.

Qosma kompleks adadlorin asas xassalari i¢arisinds asagidaki iki minasibati qeyd edak:

1) ixtiyari a e C kompleks ododi li¢iin a+a =2ReaeR; a—a =2ilma;

2) ixtiyari o € C kompleks adadi Ugiin o - =|a| .

Toplama omolinin torifino goro iki kompleks odadi, hondasi olaraq, vektorlarin
toplanmasi gaydas: — paralelogram gaydas: — ilo toplamaq olar (sok. 2). Vurma amoli isa bels
sado hondasi interpretasiyaya malik deyil. Lakin vurma amalini do ayani olaraq tosvir etmoak
mumkdndir. Bunun ¢tin kompleks adadin triqgonometrik sokli daha slveriglidir.

Tutaq ki o =a+bi kompleks adadinin mustavi zarinds handasi tesviri verilmisdir (sok.
2). Radius vektorun absis oxunun mushat istigamatli ilo amals gotirdiyi bucag: ¢ ilo isaro edok.

Muistavi Uzarinda polyar koordinat sistemini elo daxil edok Ki, polyar ox absis oxunun misbat
yarim hissasi ilo Ust-Usto disstn. Analitik hondasadon molum oldugu kimi mistavinin koordinat

baslangicindan forgli har bir ndqtesi bir cit adodlo (polyar koordinatlarla) birgiymatli toyin

olunur: (r,(p). Burada r >0 homin nogtonin radius vektorunun uzunlugunu, ¢ iso bu radius
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vektorla absis oxu arasindaki bucagi gostorir. Qeyd edok ki, ¢ polyar bucagi [0, 27r) araliginda

dayisir. Malumdur ki, radius vektorun uzunlugu rzx/m dusturu ilo hesablanir. a vo b
koordinatlar: ug¢un yaza bilarik:
a=rcosep,b=rsing. (2)
Onda alariq:
a=a+bi=r(cose+ising). 3)

Cox vaxt alinmig ifadedo ¢ bucag: Uzearindo yuxarida goyulan mohdudiyyast atilaraq,
-0 < ¢ < oo (obul olunur.

Tarif 1. (3) barabarliyinds sonuncu ifadeya kompleks adadin trigonometrik sakli deyilir;
r adoadi kompleks adadin modulu, ¢ isa onun arqumenti adlanur.

a kompleks adadinin modulu |a| kimi isare olunur. 0 adadinin modulu 0-a berabardir,

arumenti iso toyin olunmamisdir. Trionometrik sokildo yazilis yegano deyil. Verilon kompleks
adadin arqumenti (2) sistemindon 27 oadadinin tam misillori dagigliyi ilo toyin olunur. Bu o

demokdir ki, agor hor hanst ¢ ododi (2) sistemini Odayirss, yani arqumentdirsa, onda
@+2xn,neZ odadlorinin har biri do arqumentdir. Demali, kompleks adadin arqumenti bir
qiymatli tayin olunmamisdir. Onu biriymatli olarag, yuxarida oldugu kimi, ancaq 27z uzunlugda

yarim intervalda toyin etmok olar. Belo yarim interval olarag, masaslan, [0,27r) gotdrals bilor.

Kompleks dayisanli funksiyalar nozariyyasindo adoton bels interval olaraq (-, 7] arahg: gobul
olunur. Argumentin bu sorti 6doayan qiymotlori onun bag qgiymati adlanir vo arga kimi isara

olunur. (2) borabarliklorindon asanhigla | vo 1V koordinar bucaglarinda yerlosmis kompleks

adadlor giin (ordinat oxu Gzarinda yerloson noqtalar istisna olmaqla):
b b
tgp =— —> @ =arga = arctg—
a a
ahnir. 11 va 111 koordinat bucaglar: daxilinds yerlosmis kompleks adadlar tgln isa uygun olarag,
b b
alfga = +arcrc—,arfga = —w +arcrc—
a a

baraboarliklari dogrudur.

Koordinat oxlar1 Uzarinds (koordinat baslangici istisna olmagla) yerlosmis adadlor Gglin
iso arqument belo tayin olunur: misboat haqiqi adadin arqumenti 0-a, monfi adain arqumenti = -
ya barabar gobul olunur; xayali ox Uzarinds yerloson kompleks adadin arqumenti xayali hissanin
omsali misbat oldugda 7 /2 -ya, monfi olduqda iso — 7z /2 -ys baraboardir.

27 adadinin tam misllari coxlugu haqigi adadlorin additiv grupunda alt grup toskil edir.

63



(-, 7] araligindan olan har bir hagiqi odad bu alt qrupa gors bir gqonsu sinif miayyan edir va bu
siniflor cut-cit kosismir. arga e (—z, 7] ododinin dogurdugu qonsu sinif Arge kimi isaro
olunur.

Misallar. 2, -1, -, -1+i kompleks adadlorini triqgonometrik soklo gatirok. Bunun Gglin

onlarin modulunu va arqumentini tapag. Asanligla yagin etmak olar ki,
2= 2, -1 =1, |i| = VO? + 12 =1 |-1+i|=V1+1=2.
Yuxaridaki deyilanlara asasan:
arg2 =0; arg(-1) = x; arg(—i) = —n/2; arg(-1+i) =r +arctg(-1) =r -z /4 =37 /4.
Belaliklo, bu adadlorin triqgonometrik sokli asagidaki kimi olacaqdir:
2=2(cos0+isin0); —1=cosz +isin r;

—i=cos(—z /2)+isin(-z/2); ~1+i =ﬁ(cos%ﬂ+isin%ﬂ).

Modulun asas xassalari asagidaki teoremls ifads olunur.

Ixtiyari o vo B kompleks odadlori tigiin asagidaki minasibatlor dogrudur:

% :%, 3)‘am‘:|a|m;me N .

Arqumentin xassalarini ifads edon asagidaki baraborliklor iso 27 dagiqgliyi ilo 6danilir:

Dlep|=lal-|8].  2)

1) arg(ep)=arga +argp, 2)arg%=arga—arg,3, 3)arga” =nargo .

83. Muavr dusturu. Kompleks adadin koki
Kompleks adadlarin vurulmasini triqgonometrik sokilda verilmis adadlor tizarinds yerina
yetirmok daha sadadir.
Toerem 1. Tutaq ki, triqgonometrik sokilds iki kompleks adad verilmisdir:
a=r(cosp+ising), f=p(cosg+ising).
Onda,
aff =rp(cos(p+@)+isin(p+¢)).
Isbatz. Verilon adadlorin hasilini tapag.

aff =rp(cos+ising)(cos¢ +ising)=rp(cospcos¢—sinpsing +

i(cos psin ¢ +sin ¢ cosg)) = rp(cos(p + @) +isin(p +¢)).
Teorem 1 isbat olundu.
Natica. Ixtiyari n natural odadi Gglin
(r(cose +ising))" =r"(cosng +isinng).
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Alinan diistur Muavr dusturu adlanir.

Teorem 1-o osason Arg:ai>arga+2zZ inikasi (C',) multiplikativ grupunun

R /27 Z faktor-grupuna siryektiv homomorfizmidir. Onun niivaesi arga =0,a €C* sortlorini

ddoyon kompleks odadlordon ibaratdir, yoni KerArg =R". Homomorfizmlor hagginda asas
teoremo gora asgidaki izomorfizmi aliriq:
C'/R"zR/2xZ.

Kompleks adadin koki. Tutaq ki, n natural adaddir.

Tarif. u kompleks adodi 0 zaman har hansi z kompleks adadinin n-ci daracadan koki
adlanir ki, u” = z barabarliyi dogru olsun.

Masalon, i*=1 oldugu giin i ododi 1-in 4-cii doracodon kékudir. Eyni gayda ilo
yoxlamag olar ki, & =-1+ iv/3 adadi 8-in 3-cii daracadan kokiidir.

Muavr disturunu tatbiq etmoklo kompleks adadin n-ci daracadan kdklorini tapag.

Teorem 2. Vahidin n-ci doracadon n sayda koku vardir vo bu koklor asagidaki disturla
hesablanir:

& =0052k—”+isin2k—”; k=0,1..n-1.
n n

Isbatz. Aydindir ki, vahidin n-ci daracodan ixtiyari koki sifirdan forglidir. Buna goro do
onu trigonometik sokildo yazmaq olar. Birgiymaotli yazilisdan istifado edorak onu

g=r(cosp+ising),0<¢p <2z
kimi gOstorak. Sarto asason &" =1. Muavr dlsturuna gors yaza bilorik:

r" (cosnp+isinng)=1.

Trigonometrik sokildo gostarilisin yeganaliyino asason r"=1. r mishat odad oldugu dciin
buradan r =1 ahrig. Yena do, yeganaliys gora

{cosngo =1, {nqo = 27K,
=

_ =27k =mm=m=2K.
sinnp =0 N =7zm

Beloliklo,

n¢:2ﬂk3¢:%.

0<¢@ <27 oldugundan 0<k <n—>k=0,1,...,n-1. Demali,

& =0052k—”+isin2k—”; k=0,1..n-1.
n n

Yoxlama gostarir ki, tapilan adadlor vahidin n-ci deracadon kokloridir. Teorem 2 isbat olundu.
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Torif. Vahidin n-ci doracadon ibtidai kéku onun elo kdkina deyilir ki, yerds galan
koklarin hor biri hamin kokun mioayyan natural qlivvatine barabardir.

Vahidin n-ci doracadan koklarinin asagidaki xassalori vardir.

1°. Vahidin n-ci doracodon koklori 1 radiuslu, markozi koordinat baslangicinda olan
diizgln n- bucaglinin tapa noqtalorinds yerlosmisdir.

2°. Vahidin n-ci daracadon koklori tglin asagidak: dusturlar dogrudur:

2r . . 2«
g =€ € =c0s——+isin=—; k=0,..,n-1.
n n

3°. Vahidin n-ci daracadan koklori doguran: € olan n tortibli dévri grupdur. Bu grup Ca
kimi isara olunur.

4°, Vahidin n-ci doracadan hoar bir ibtidai koki Cn grupunun doguranidir.

50 (k,n)=1 olarsa, &, = cos 2% +isin 2 vahidin n-ci deracoden ibtidai kokidir.
n n

Bu xassolor Muavr disturu ve teorem 2-nin bilavasits naticasidir.
Teorem 3. Sifirdan foargli z kompleks adadinin n-ci daracadan ixtiyari koki onun har
hans1 bir geyd olunmus kdki ils vahidin n-ci deracadon muayyan bir kékuntn hasilna baraboardir.
Isbatz. Tutaq ki, w z adadinin hir hansi geyd olunmus kékidir. Onda, w" =z . ©gar w'

n-ci doracadon bagga bir kok olarsa, onda w™ = z . ikinci boraborliyi birinciys toraf-torafs bélsaok

!

alariq (ﬂJ =1. Beloliklo, w'/w=¢ vahidin n-ci deracadon miayyan bir kokidir. Buradan
w

alirig: W' =¢gw. Teorem 3 isbat olundu.
Natica. Trigonometrik sokildo verilmis sifirdan forgli z=r(cos¢e +ising) kompleks

adadinin n-ci daracadan n sayda kompleks koki vardir va bu kdklor

W, =W(cosm+isin qﬁZﬂk), k=01..,n-1
n n

disturlart ilo hesablanir.

Isbat:. Muavr diisturuna asason
n
W(cos%ﬂsin%} =r(cosp +ising)=1z.

Demali, W:Q/F(Cos(qo/n)+isin(q0/n)) adadi z-in n-ci daracadon kodkudlr. ©Ogar W' basga kok

olarsa, onda vahidin n-ci dorocadon mayyan koki tdgun w'=ew olmalidir. Tarsino, bilavasito
yoxlama ilo gérmok olar ki, belo miiayyan olunan hor bir w' adadi z-in n-ci daracodon kékidur.

Demoli, w' licuin n sayda giymat mimkiindir va bunlar ¢ =¢,,k =0,1,...,n—1 gétirmoklo almnur:
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w, = we, =r (cos(p/n)+i sin(qo/n))(cos 2‘;” +isin ZE”) =

=Qﬁ(cos§0+2ﬂk +isin o+ 27k
n n '
Natico isbat olundu.
Misal. 1. Vahidin 3-cli doracadan biitun koklorini tapag. Teorem 2-ys asason yaza bilorik:

& = cos%+ isin%,k =012.

k parametrina gostarilon giymatlori veroarak i¢ mixtalif kok tapiriq:
&, =C€0s0+isin0=1,

2 1i\/§

2T . .
£ =C0S—— +isin——=-=+
3 2 2

7!
g, =cos4—”+isin4—”=—1—i£.
3 3 2 2

Cobr olaraq elo(G,-) ciitiinii gétirok ki, burada, G ={l,¢,6°}, ¢ =cosz?”+ isinz?” ;

bas omol olaraq kompleks adodlorin vurulmas: omolini gétiirok. ¢* =1, e ' =¢?,6? =¢ oldugu
uclin (G,) cobri kommutativ grup olacaqdir. Bu grup vahidin 3-cu doracadan koklori grupu
adlanir. Analoji olaraq

G={lLes&%..,&" "},
2r . . 2¢w - . N .
oldugda (burada & = cosT+ isin—), vahidin Nn-ci doracadan koklori grupu alinir.
n

2.2 =1—i+/3 adadinin 4-cii deracadan biitiin kompleks koklorini tapag.
r=|z|=‘1—i\/§‘=\/1+3 =2.
Verilon adad 1V koordinat bucaginda yerlosir. Buna gora do onun arqumenti

@ =arctg(—/3)=-r/3

olacaqdir. Demali,

W, = W(coshk ;ﬂ/S +isin 27k ;ﬂ/SJ,k =0123.
k-ya uygun giymatlori vermokls biitiin koklori tapa bilorik:
w, = 4/2(cos(— /112) +isin(-z /12)),
w, = 4/2(cos(5x /12) +isin(57 /12)),

w, =4/2(cos(117 /12) +isin(11r /12)) = 4/2(- cos(x /12) + isin(z /12)),
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w, = 4/2(cos(177/12) +isin(177/12)) = 4/2(~ cos(57 /12) —isin(57 /12)).

84. Kompleks adadin kvadrat koku.

Yuxarida trigonometrik sokildo verilmis kompleks odaddon kdkalma gaydas: ilo tanig
oldug. Burada cabri sokilda verilmis kompleks odaddon kvadrat kékalma gaydasini 0yranacayik.

Tutag ki, o =a +bi kompleks adodindon 2-ci doracodon kdk almag tolob olunur. Homin
koklardan ixtiyari birini z=x+ yi kimi isars edok. Onda:

2 =a = (x+yi)’ =a+bi=x*+2xyi—y* =a+bi.
Buradan:
x*—y*=aAxy=b/2.

Belalikla, x va y hoqigi adadlori bu sistemdan tayin oluna bilor. ©gar ikinci barbarliyin har iki

torafini kvadrata yiksoldarak, oks isars ilo gotlrsok asagidaki sistemi alariq:
X2 yz —a,
- x*y* =b?/4.
Demoli, Viyet teoremine asasan x* vo —y* asagidki kvadrat tenliyin kokloridir:

2
u’—au+—=0.
4

Bu tonliyin iki koku vardir:

1= 5, T >
a -+ bi # 0 oldugda birinci kok misbat, ikinci kdk iss monfidir. Demali,

X2=a+\/a2+b2 2=a—x/a2+b2

! =a+x/a2+b2 ! a—+a’+b?

vo -V

Buradan yaza bilorik:

Ogor butin mimkin hallara baxcaq z=x+yi koki Ucun dérd mixtslif giymat alariq ki,
bunlardan ancaq ikisi goturils bilor (bax 83). Hor seydon avval geyd edok Ki, agor z=x+Yyi
kok olarsa, ikinci kok —z =—-x—yi olacqdir. Demoli, yalniz bir kdki tapmaq lazimdir. Ogor
b>0 olarsa, a adodi yuxar: yarimmistovido yerlosmisdir vo buna goro do 0 <arga < 7. Onda
O<argz<m/2,yani x>0AYy>0 olmahdir. Ogor b<0 olarsa, o adadi asag1 yarimmustavido
yerlosmisdir vo buna goro do —m<arga<0. Onda —z/2<argz<0, yoni x>0Ay<0

olmalidir. Beloliklo, alirig: 1) b >0 olarsa, iki kompleks kdk belo tapilir:
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. \/a+«/a2+b2 .\/x/a2+b2—a_
X+yi=+ +i

+ ; 1
> 5 1)
2) b <0 oldugda iso koklor
2 2 2 2
x+yi=i\/a+\/a2 +b $i\/\/a +2b -a @)

dusturlar1 ilo tapilir (har iki dusturda koklor Gi¢iin eyni zamanda Ust isaralor vo ya eyni zamanda
alt isralor goturulur).
Misal. —5-12i kompleks adadinin kvadrat kdklorini tapaq. b =-12<0 oldugu Ugln (2)

dusturlarini totbig etmok lazimdir.

X+yi:i\/—5+\/§5+144 . /«/25+;44 +5 _ ooa

Beloliklo, —5—-12i kompleks adadinin iki kvadrat koki vardir:
2,=2-3i, ,=-2+3i.

Yoxlama ila yaqin etmok olar ki, bu adadlor hogigoton axtarilan kvadrat koklaridir.
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VI FOSIL. 9vazlomalar qrupu
§1. induksiya aksiomu. Riyazi induksiya metodu

Natural adod riyaziyyatin ilkin anlayislarindan biridr. Cox godim dovrlords yaranmis bu
anlayis insanlarin saymaq tolobati ilo olagodar meydana goalmisdir. Natural ododlor
nazariyyasinin qurulmasinda induksiya aksiomu mistasna ohamiyyata malikdir. Bu aksiom
asagidaki sokilda soylonilir:

Tutaq ki, natural adadlor coxlugunun har hans: M < N alt coxlugu iki sarti 6dayir:

1)1e M;

2)(VneN)(neM - n+leM).

Onda M =N.

Belaliklo 1-don baslayaraq, har bir oadadi bir vahid artirmagla biz bitin natural oadadlor
sirasini ala bilorik. Bu aksiom natural adadlorlo bagli bir ¢ox hokmlarin isbati zaman: genis

istifado olunur. Forz edok ki, butin natural odadlor coxlugunda har hanst T(n) predikati
verilmisdir.

Teorem. Ogor T(n) predikati Ggun:

DTA;

2) (VneN)(T(n) > T(n+1))
mulahizalori dogrudursa, onda T (n) eyniliklo dogru predikatdir.

Isbatz. M ilo T(n) predikatinin dogrulug giymotlori coxlugunu isars edok. Teoremin 1-ci
sortino osason 1e M . ixtiyari ke M natural odadi gétiirok vo forz edok ki, T(k) toklifi
dogrudur. 2-ci sorto osason, T(k) > T(k+1) implikasiyasi dogrudur. Onda implikasiyanin
dogrulug cadvalina asasan T(k +1) toklifinin dogrulugu almir. Demoali, k +1e M . induksiya
aksiomuna asason, bu halda M =N olacaqdir. Bu isa T (n) predikatinin eyniliklo dogru predikat

oldugunu gostarir. Teorem isbat olundu.

Misal. Riyazi induksiya metodu ilo isbat edak ki, ixtiyari natural n adadi i¢tin

13+23+---+n3:(n(n2+1)J (2

baraborliyi dogrudur.
Holli. (2) baraboarliyini T (n) predikati kimi gabul edak.

2
1) T toklifinin dogrulugunu yoxlayaq: 1° = (@J - toklif dogrudur.

2) T(k)—>T(k+1) implikasiyasim1 ancaqg T(k) dogru oldugda yoxlamaq lazimdir
(clinki, T(k) yalan oldugda implikasiya dogrudur). Belsliklo, ikinci addimda forz edirik ki,

70



T(k) dogrudur (induktiv forziyys). isbat etmoliyik ki, bu forziyyadon T(k+1) toklifinin

dogrulugu alinir. T (k) toklifinin dogru olmasi

13+23+...+k3 :(MJZ
2

barabarliyinin dogru olmasi demokdir. Bu sort daxilinds T (k +1) toklifina baxag.

2
P+2%++k+(k+1)° :(@J +(k+1)° =

= =(k+1){(g) +k+1} = (k+1)? k2+‘21k+4 _ (k +1)% (k + 2)° |

2
T(k)
Belolikla, T(k+1) toklifi do dogudur. Teoremo osason (2) borabarliyi eyniliklo dogru

predikatdir.
§2. Yerdayisma. Inversiya. Transpozisiya hagda teorem
1-don n-o godor natural odadlorin hor hansi ardicihigla dizullsu yerdayisma adlanir.
Masalan, 1, 3, 6, 4, 2, 5 ardicillig1 yerdoayismadir. Hor bir yerdoayismoda natural adadlor tokrarsiz
dizuldr. ©n sads dizilis natural oadadlorin tobii ardicilhgla dizilusudir. Bels duzilus onunla
xarakteriza olunur ki, burada kicik adad boyikdan solda yerlogsmisdir.

Deyilonlardan aydin olur ki, har bir yerdayisma nizamli 1,2,...,n ¢oxlugunun har hansi
¢:{1,2,..,n} > {1,2,...,n} inikasi ilo mioyyon olunur. Dogrudan da, ogor bu inikasin giymotlor
coxlugunda nizami ¢(1), @(2),...,(n) kimi miayyan etsok yerdoyismo alarig. ©gor daha yigcam
isarolomo Uglin ¢(i) =@, gobul etsok yerdayismoni belo yaza bilorik: @, ¢,,...,¢,. Aydindir Ki,

bitin mimkin yerdayismomoalarin say1 n!=1-2-...-n hasilina barabardir.

Yerdayisma U¢ln vacib olan inversiya anlayisini verok. Tutagq ki, 1<k < j<n sortini
odoyon (k, j) ciiti verilmisdir. Dgor @, > ¢, sorti ddonilorso, onda deyilir ki, (p,.¢;) ciiti
inversiya toskil edir. Masalon, 6 elementdon dizalmis yuxaridak: yerdayismods bes inversiya
vardir vo bunlar (3,2),(6,2),(4,2),(6,4),(6,5) citlori ilo meydana golmisdir. Gériindiyti kimi,
ogor (p,,p;) ciltil inversiya toskil edirso, onda k—j vo ¢, —p; forglori mixtolif isarlidir.

Belalikla, yerdayismadoki inversiyalarin say: Ggiin asagidaki disturu aliriq:

s= Y. 1-[1—sign k=] J 1)

1=k<j<n P — P
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burada comloma n(n—1)/2 sayda bitin mimkin (k, j) citlori iizro aparihr. Ogar <€0M0j> ciit

inversiya toskil etmirsa, onda moétarizadoki com sifra borabardir, oks halda iso motarizadoaki ifads

2-yo borabardir vo hasilin giymati iso 1-o borabordir. Masalon, yuxaridaki misalda
0 =1¢,=3,0,=6,0,=4,0, =2,9, =5. Buna gora do, bu yerdayismadoki inversiyalarin say1

yuxaridaki diistura asasan bels tapilir:
s=(0+0+0+0+0)+(0+0+1+0)+(1+1+1)+(1+0)+0=5;

birinci  méterizodoki com (1, j),j=2,3,4,5,6 cltlorins, ikinci moétorizadoki  com
(2,j),1=3,4,5,6 ciitlorine vo s. uygundur. Yerdayismada inversiyalarin say: ciit aded olarsa,

bels inversiya clt, tok olduqgda iso 72k yerdayismo adlanir.
(1) ddsturundan inversiyalarin sayini1 hesablamaqg Ucin asagidaki olverigli Gsul alnir.

Yerdayismadon ovvalco 1-i atarag, bitln ondan oavval golon adodlorin sayr yazilir. Bu (1)

cominda (1, j), j=2,...,n ctlorine uygundur. Daha sonra, 2-nin tizerindon xatt gokilorak, ondan

owval yerdoyismodo galan odadlorin say1 hesablanarag, birinci adods olava olunur va s., bu
proses n-1 atilanadok davam etdirilir. invrsiyalarin say1 noticado alinan coma borabordir.
Masalan, 2,3,1,4 yerdoayismasindaki inversiyalarin saymni tapaq. 9vvalcs 1-i ataq: 2,3,1,4; 1-don
owal iki odod vardir. Daha sonra 2-ni atiriq: 2,3,1,4; ondan avval he¢ bir odod yoxdur.
Beloliklo, 2+0 comi almir. Ugiincii addimda 3-ii atirig: 2,3,1,4. Beloliklo, inversiyalarin say:
ucun s=2+0+0=2 alirig.

Yerdaigsmodo iki adadin yerinin doayisdirilmasi transpozisiya adlanir. Transpozisiyadan
sonra yeni yerdayismoa almir. Masalan yuxaridaki misalda 1va 5 adadlarinin yerini dayissok 5, 3,
6, 4, 2, 1 yerdayismasi alinar. Asanligla gérmok olar ki, bu yerdoyismodaki inversiyalarin sayi
s=5+4+1+2+0=12 olar. Gorlnduyl kimi inversiyalarin say transpozisiyadan avval tok, sonra isa
cut oldu. Bunun hamiso belo oldugu asagidaki teoremdan aydin olur.

Teorem 1. n! sayda bitun n elementli yerdayismalori, belo yerdayismalorin hor hansi
birindon baslayaraq, elo ardicilligla diizmak olar ki, ikincidon baslayarag har bir yerdoayismo
0zundan avvalki yerdayismadon bir transpozisiya ilo alinsin.

Isbatz. Teoremi riyazi induksiya metodu ilo isbat edok. n=2 oldugda teorem dogruur.
Belo ki, ogor biz 1,2 yerdoyismasindon baslasag, ikinci yerdoyismo 2,1 olar. 2,1
yerdayismasindan basladigda iso, ikinci yerdayisma 1,2 olacaqdir.

Indi forz edok ki, teorem n-1 elementli yerdoyismolor tciin dogrudur. Gostorok Ki,
buradan teoremin n elementli yerdoyismolor (iciin dogrulugu almir. ixtiyari n elmentli

yerdayismo gotlrak: ¢, ¢,,...,¢,. ¢ elementini nozardon atsaq, galan elementlor n-1 elementli
yerdoyismo omolo gatirir. Induktiv forziyyosyo osason ¢,,...,¢, yerdoyismasindon baslayaraq
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bltun n-1 elementli yerdayismolori elo dizmak olar ki, ikincidon baslayaraq hor bir yerdoyisma
0zlindan ovvalkindan bir transpozisiya ilo almir. Butin bu yerdoyismolordo 1-ci yerds ¢,
elementini yazmaqla biz n elementli yerdoyismolorin elo dizilisunu ahriq ki, ikincidan
baslayaraq har bir yerdoyismo 0zlindon ovvalki yerdoyismoadon bir transpozisiya ilo alinir.
Sonuncu yerdeyismada bir transpozisiya apararaq ¢, ilo ¢,-nin yerini dayisok. Alinan
yerdoayismoa avvalkilorin hor birindon farglidir. Yuxarida aparilan muihakimalari alinan
yerdayisma Ugln yerino yetirok. Sonuncuda bir transpozisiya ilo @, vo ¢, elementlorinin yerini
dayisok va bu gayda ilo prosesi davam etdirok. Belaliklo biz butiin n! sayda yerdayismolori
teoremin talobina uygun diizmis olurug. Teorem isbat olundu.

Teorem 2. Hor bir transpozisiya yerdoayismonin cutliyini dayisir.

Isbati. ©vvalco forz edok ki, transpozisiya iki gonsu ¢ vo ¢, elementlorinin yerini
dayisir. Bu halda bu elementlorin har birinin digor elementlorlo omala gotirdiyi inversiyalarin

say1 dayismir. Buna gora doa (2) disturunda ancagq

1-sign

G —Pin
ifadasi dayisir vo bu ifada

1+sign

D= Pia
ilo ovoz olunur. Demali, agar (¢, ¢,.,) ciitii inversiya toskil edirss, birinci ifads 2-ys, ikinci ise
0-a borabardir. Demali, inversiyalarin say1 1 vahid azalmis olur. ©gor <g0i,§0i+1> ctu inversiya

togkil etmirsoa, birinci ifads 0-a, ikinci isa 2-ya barabordir. Demoli, inversiyalarin say: 1 vahid
artmis olur. Har iki halda yerdoayismo 6z cutliyunu dayisir.

Indi forz edok ki, transpozisiya ¢, vo ¢., elementlorinin yerini doyisir. Noticods alinan
yerdayismoni ardicil elementlorin yerini doyismoklo do almaqg olar. Bunun Ggln ¢ elementi ilo
@..,-In yerini dayisirik; sonra alinan yerdayismado ¢ elementi ilo ¢, -nin yerini dayisirik vo s.
Beliliklo, k sayda yrdeyismoadon sonra ¢ elementi ilo ¢, -nin yerina golmis olur:
Orroors Py Prrgr oo P @, - Indi @, elementini oks istigamotda yardayismo vasitasi ila @, -

don avvala gatirmok lazimdir. Bunun dglin k-1 sayda yerdoayisma tolob olunur. Naticados, 2k-1

sayda yerdarisma ilo biz ¢ vo ¢, elementlorinin yerini doyisdik. Yuxarida baxilan hala asasan,

bu zaman avvalki yerdayismonin cutliiyl 2k-1 dofs dayismis olur. Lakin 2k-1 tok adad oldugu

Uclin naticada verilon yerdayismonin cutliyd dayismis olur. Teorem 2 ishat olundu.
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83. Ovazloma va onun isarasi. Ovazlamalar qrupu.
Hor bir yerdoyismo mioyyon bir biyektiv ¢:{1,2,..,n} >{12,..,n} inikas1 ilo

birgiymatli tayin olunur. Bu inikas1 ¢ox vaxt asagidaki codval soklinds yazirlar:

(1 2 g .. nJ
o o0 @ 0)

Bu sakilds yazilis avazloma adlanir. ©vazlomanin Umumi torifi beladir.
Tarif 1. n elementli coxlugun 6zuins biyektiv inikasina n daracali avazlomo deyilir.

Aydindir ki, n elementli ¢oxluqg ilo {1,2,...,n} coxlugu arasinda biyektiv inikas vardur.
Buna gora do hor bir n elementli ¢oxlugu {a,,a,,...,a,} kimi yazmaq olar. Belolikls, har bir
biyektiv inikas elementin 6ziinin va obazinin némrasi ilo tamam miayyan olunur. Masalan, har

hanst inikas vasitosi ilo a; elementi a; elementina gevrilirss, onda bunu i+ j kimi yazmagla

gostormok olar. ©gor birinci elementlori tobii ardicilhgla (artan gaydada) diizsak, onda inikas
onlarin obrazlar: ils, yani obrazlardan dizslon yerdayismo ilo birgiymatli toyin olunur. Demali,

har bir inikas1 (1) avoazlomasi soklinds yazmagq olar:
(1 2 o i - on-1 nJ
¢ = '
G P G Qg Py
vo burada ¢(i) = ¢, isaro olunmusdur. Goriindiyu kimi avazlomoni gdstoran cadvalin 1-ci Sotri

dayismir vo ovazlomoa tamamils ikinci satirdoki yerdoayisma ilo miayyan olunur. Qeyd etmok

lazimdir ki, avozlomada ixtiyari adadin yerini 6z obrazi ilo bir siitunda doyismok olar. Masalan,

1 2 3 4 . 2 1 4 3
avazlomasini bels da yazmagq olar: :
32 41 2 31 4

n elementoan ibarat yerdayismoalarin sayr n! oldugu ti¢iin n daracali avazlomalarin da say1
n! olacaqdir. Bitun n daracali avozlomalar goxlugu S, kimi isaro olunur. S, ¢oxlugunda vurma

binar amoalini inikaslarin kompozisiyas: kimi tayin olunur:

or(i)=o(z(i)).

. 1 2 3 4 1 2 3 4 . I .
Misal olaraq ) avazlomoalarinin hasilini tapag. Bunun tgin 1, 2,
3 2 41 4 1 3 2

3, 4 adadlarindan har birino ardicil olaraq ikinci va birinci avazlomalari “tatbiq” etmok lazimdur.
1234)(1234) (1234
32414132134 2)

Ovazlomalarin hasili kommutativ deyil.

Teorem 1. (S,,-) cabri grupdur.
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Isbat:. Inikaslarin kompoziiys: assosiativlik xassasine malikdir. Buna géro do S

n
coxlugunda vahid elementin va har bir element ilo simmetrik elementin varligini gostarmok galir.

Vahid element olaraq eynilik inikasmni gotiirmak olar. Bu avazlomanin yazilisi1 belodir:
1 2 -~ n-1n
2 2 - n=1n)
Aydindir ki, o ovozlomasi Uglin tors ovazlomo elo 7 ovozlomoasi olmalidir ki, istonilon i

elementi Gclin o(i)=0; elementini yenidon i-yo cevirsin. Bunun U¢lin & ovozlomasinin

satirlorinin yerini doyismok Kifayotdir:
1 Gl 02 “oe G| “oe Gn
T=0 = . .
1 2 <« 1 -+ n
Demoli, (S, ) cabri grupdur. Teorem 1 isbat olundu.

1 2 3 4
Misal. ( j avazlomasinin tarsini tapag. Bunun Ugiin satirlorin yerini doayigok

4 1 3 2
4 1 3 2 1 2 3 4
(1 2 3 4}{2 4 3 2)

Yuxarida geyd etdiyimiz Kimi, avozlomo 6zinin ikinci sotri ilo tamamilo miayyan
olunur. ©gar avazlomonin 2-ci satrindaki yerdoayismo ciit olarsa, avozlomo 0zl do cit avozloma
adlanir. ©ks halda iss 0, tok avazlomo adlanir.

Tarif 2. Tutaq ki, s adoadi o avazlomasinin ikinci satrindaki inversiyalarin sayidir.

signo = (-1)°
adadina bu avozlomonin isarasi deyilir.

1 2 3 4

Moasalon, o =
1 4 3 2

j avazlomasinin ikinci satrindoki  yerdayismo 1,2,3,4

yerdayismasindan bir transpozisiya ilo alindigi Ggln signo =-1 olacaqdir. Belo ovozloma

transpozisiya adlanir. Transpozisiyanin umumi sakli beladir:

k—i
D — @i

Yuxarida biz gorduk ki,

signe =

adadi (g, ¢,) citii inversiya toskil etdikds -1-o, oks halda iss +1-o borabar giymet alr. Buna

gora do,
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. N
signe = sign .
1<i1<_j[<n @ —@;

Ovazlomoanin isarasinin asas xassasi asagidaki teoremls ifads olunur.
Teorem 2. Ovazlomalarin hasilinin isarasi onlarin isaralorinin hasilina barabordir.

Isbatz. Isaranin yuxarida yazilan ifadasine asason yaza bilorik:

: : i—j
signet = | | sign =
I<i<j<n ((Df)i _(¢T)j

) i— ] ) () —7(]) ) )
= sign———— sign - — =signr - signe
11_,[ r(l)—f(J)KiI:,-[n o(z (1)) —o(z()))
Teorem 2 isbat olundu.

] 1 2 3 456 7 89
Misal.
2 957 418 6 3

j avazlomasinin isarasini tayin edak.

2,9,5,7,4,1,8,6,3 yerdayismasindoki inversiyalarin saymni tapag. 1-in Gzoarindan Xott
¢okorok, ondan avvalki natural adodlori sayaq. Onlarin say:1 5-dir. Indi iso 2-nin Gzarindon xott
¢okoarak, ondan avvalki natural adadlori sayaq: 0. Daha sonra, 3-0n (izarindan Xatt ¢okarak, ondan
awvalki xatlonmamis natural odadlori sayaq. Bu say 6-dir. Bu gayda ilo davam edirak, alinan
saylari toplayaq:
5+0+6+3+1+3+1+1=20.

Belalikla, avazloma ciit avazlomadir va onun isarasi 1-o barabordir.
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VI FOSIL. Odadi xatti faza. Xatti tanliklar sistemi
81. Odadi xatti fazalar. Xatti asiihiq

R" diz hasilinds n elementli kortejlor izorindo asagidaki kimi toplama amali miayyan
etmok olar. Tutaq ki, X =(X,%X,....X,) Vo ¥=(¥;,¥,,....¥,) R" diiz hasilindon gotiriilmis
ixtiyari iki kortejdir. Bu kortejlarin comi

X+Y=(X+ Y0 %+ Yo X+ Y,)
kimi tayin olunan kortejo deyilir. Asanhigla gdrmok olar ki, kortejlorin comi asagidaki xassalora
malikdir:

1) X+y =y+X -kommutativlik;

2) (X+Y)+Z=X+(y+7Z) -assosiativlik;

3) 0=(0,0,...,0) isaro etsak, onda X+0=0+X=X;

4) ixtiyari X € R" korteji Uigiin X+ (—X)=(-X)+X =0, burada —X = (—X,,~X,,....—X,).
Bu xassolor gostorir ki, (R",+) cobri kommutativ grupdur.

Ixtiyari 1 €R hogigi odadi gotiirok vo o, : R" — R" inikasin1 asagidaki kimi toyin edok:

(VX e R")(@, (%) = (A%, A%y, AX, ).
o, inikast R" grupunda yeni unar omal miayyan edir. Bu omol A ododina (skalyara) vurma
ompoli adlanir. R" qrupunun elementlori iso vektorlar adlanir. Moasalon, 2 =3,n=4 olsun.
X =(2,-1,0,—2) e R* olarsa, onda
w;(X)=(6,-3,0,-6).
o, (Y) ¢ox vaxt sadaco AX Kimi isaro olunur. Skalyara vurma amolinin asanhqla yoxlanilan
asagidaki xassalori vardir:

1) ixtiyari A, u skalyarlar: tigiin (VX e R")(A(uX) = (Au)X);

2) ixtiyari A, u skalyarlar Ggiin (4 + )X = AX + uX ;

3) (VAeR)(VX,YeR")(A(X+Y)=AX+AY);

4) ixtiyari X e R" vektoru Gi¢lin 1-X =X .

Misal. n=2 olarsa, onda R® ¢oxlugu almr. Malumdur ki, bu ¢oxlug mistovi tizorinds
yerlogan vektorlar ¢oxlugu ilo biyektiv uygunlugdadir. Bu uygunlug <R2,+> grupu ilo topasi

koordinat baslangicinda olan istigamotlonmis pargalar coxlugunun vektorlarin toplanmasi
(paralelogram gaydas: ila) amolina nazaran toskil etdiyi additiv qrup arasinda izomorfizm

mUiayyan edir. Skalyara vurma amali da bu izomorfizm zamani saxlanilir.
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Yuxaridaki konstruksiyan istonilon meydan tzorinds do yerina yetirmok olar. Tutaq ki,

hor hansi (K,+,-0,1) meydan: verilmisdir. n natural odod oldugda K" Dekart qivvotinds (yoni
K" =K x---xK hasilindo) yuxarida oldugu kimi vektor anlayisi, onlar tzorindo omollor —
toplama va skalyara vurma amollari tayin oluna bilar. Belalikls, biz <K”,+,{a)l |4 e K}> cabrini
alirig. Yuxarida oldugu kimi, w, (X)=AX isaro olunur. Toyin olunan bu emollorin yuxarida

gostorilon xassalori vardir. Homin xassalori daxil etdiyimiz isarolomo ilo asagiaki kimi yazmaq
olar:

4) (VX e K")(X+(-X) = (-X) +X =0);

5)(VA, 1 e K)(VX € K")((A+p)X = AX + pX);

6) (VA,ue K)(VY e K" )((lu)? = A(uX));

7) (VX,y e K")(VA € K)A(X + ¥) = AX + AY)

8) (VX e K")(1-X =X).

1)-8) xassolorini (aksiomlar) 6doyon (K",+{a, |1 K}) cobri n 8lgilii adadi (hesabi)
xatti faza adlanr.

Tutaq ki, n 6lguli odadi <K”,+,{a)l [Ae K}> xatti fazasinda ixtiyari X,...,X, vektorlar
sistemi verilmisdir, 4,...,4, isa ixtiyari skalyarlardir.

Torif 1. AX +---+A X comina X,..., X, vektorlar sisteminin omsallar1 A,...,4, olan
xatti kombinasiyas: deyilir.

Aydindir Ki, agar butin 4,,...,4, skalyarlarmin hamisi 0-a borabar olarsa, onda bu xatti
kombinasiya sifra barabordir. Lakin ola bilar ki, amsallar i¢arisinds sifirdan forqli olanlar vardir,
lakin xotti kombinasiya yeno do sifra borabordir. Masolon, @ =(~1,3) vo b =(-2,6) vektorlar:
licin 22+ (-1)b =0.

Torif 2. Hamusi sifir olmayan miisyyan A,,..., 4, skalyarlar sistemi tiglin

AX et A% =0 (%)

munasibati 6donilorss, X,,..., X, vektorlar sistemi xatti as:/z sistem adlanir. ©gor (*) miinasibs-
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tinin dogrulugundan A4, =4, =---=A4, =0 boaraborliyi alinarsa, onda sistems xatti as:/i olmayan
sistem deyilir.

Torifdon aydindir ki, verilon sistemin xatti asili olmadigin1 isbat etmok Gigtin

AX A+ +AX =054 =0A--A4 =0

implikasiyasinin dogrulugunu géstarmak lazimdir.

Misal. & =(10),e,=(0,1) vektorlar sistemi xotti asili deyil. Dogrudan da, mioyyan
A, A, odadlor sistemi Uciin A& + A&, =0 olarsa, onda (4,,4,)=(0,0). Buradan 4, =04, =0
alirig. Demali, bu sistem xatti deyil.

Xatti asili olan va olmayan sistemlorin bazi sads xassalori vardir.

Xasso 1. Ogor X,..., X, vektorlar sistemino 0 vektor daxildirss, onda bu sistem xatti
asilidir.

Isbati. Tutag ki, X =0. Onda, 1-X +0-X,+---+X =0 olmagla omsallar igarisinds
sifirdan forgli olani vardir. Demuli sistem Xatti asilidir.

Xassa 2. ©gor X,,..., X, vektorlar sistemi xotti asili deyilss, onda onun ixtiyari alt sistemi

do xatti asili deyil.

Isbati. Tutaq ki, verilon sistemin har hansi X, %, 1< 1 <k alt sistemi Xotti asilidur.
Yoni hamst sifir olmayan elo 4, ,..., 4, skailyarlar: var ki,

A Kl +---+)uir7ir =0.

i N

Bu halda j#i,..,i, oldugda A;=0 gobul edorok, yens do AX +---+AX =0 alrg vo

r

omsallarin hamis: sifir deyil. Lakin bu, sistemin xotti asili olmamasi sarti ilo ziddiyyst amoala
gotitirir. Alinmis ziddiyyat gostarir ki, alt sistem xotti asili deyil.
Kontrapozisiya ganunundan istifads etmokls asanligla asagidaki xassoni ishat etmok olar.
Xassa 3. Xotti asil1 sistemin istonilon genislonmasi xatti asilidir.
Xassa 4. Verilon sistemin xatti asili olmasi dgun bu sistemin har hans: vektorunun digar

vektorlarin xatti kombinasiyas: kimi gostarilo bilmasi zoruri vo kafidir.
Isbati. Tutaq ki, X,...,X, vektorlar sisteminin hor hans: bir vektoru mesalan, X, vektoru
galan vektorlarin xatti kombinasiyas: kimi gostarila bilor:
X =AX ++A4 X .
Onda, AX +---+ 4, ,X _, =X =0. Demali, sistem Xatti asilidir.

Tarsing, ogar elo A,,..., 4, skalyarlari tapmaqg mimkun olsa ki,

)‘171+'..+ﬂ“k—l¥k—l+ﬂ‘k¥k =0
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olmagla, amsallardan he¢ olmasa biri, masalon, 4, sifirdan farglidir, onda alar1q:

w=—A12 isaro etsok sonuncu boraborlikdon alang: X, =X +--+ 4 X ,, Yoni
vektorlardan biri galan vektorlarin xatti kombinasiyas: soklinda gostarilir. Xasss 4 isbat olundu.

Torif 3. X,..., X, vektorlar sisteminin bitin mimkin

L(X, % ) = { A%+ + AKX | Ay A € K}
xatti kombinasiyalar coxluguna verilon sistemin xatti OrtlyQ deyilir.

Aydindir ki, ogor XelL(X,..,X,) olarsa, onda X vektorunu X,..,X, vektorlar

sisteminin xatti kombinasiyas: soklindo gostarmak olar. Demali, bu halda X,X,...,X, vektorlar

sistemi xotti asilidir.

Torif. ki X,...,.X, Vo V,,...,Y, vektorlar sistemi o zaman ekvivalent vektorlar sistemi

adlanir ki, bu sistemlardan birinin sifirdan fargli har bir vektorunu digor sistemin vektorlarmin
xatti kombinasiyasi soklinda gostarmok mimkin olsun.

Teorem 1. Ekvivalent sistemlorin Xotti Ortklori tst-Usts dusur.
Isbat. Tutag ki, Xel(X,..,% ). Onda mioyysn A,..,4 skalyarlari tapmaq
mumkandar ki,
X=AX +---+AX,.
Sarto osason
X, = Yy oo e
Demoli,
X =A% 4+ AR = A (g Y+ + g Vo )+ + A (i Yo+ + g Vs ) =
= (Mg + -+ Ay Vo + o+ (Mg +-+ A g )V € LV V) -
Belalikls, L(X,,...,X,) < L(V,,...,¥;) . Eyni qayda ilo oks minasibat gdstorils bilor. Teorem 1 isbat

olundu.

82. Matrislor va onlar tizarinda amallor

Cobrin muhim anlayislarindan biri matris anlayisidir. Biz odadi xotti fozada vektor
anlayisina diiz hasilin elementlori kimi torif verdik. K" ododi xotti fozasinda m sayda

a,,a,,...,a, vektorlar sistemi gotirarak, onlar1 stitun soklinde diizok:
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a (a, a, - a,)
a2 _ (a21 Ay o aZn)
Em (aml A amn)

Satirlordoki motarizalori ataraq asagidaki cadvali aliriq:

&y, &, &,
Ay Ay Gy, (l)
a a a

ml m2 mn

Torif 1. (K,+,,0,1) meydanmin elementlorindon diizalmis (1) soklinds cadvals mxn

Olctlu matris deyilir.
Matrislor boyiik latin harflori ils isara olunur. Matrisin elementlori dedikds (1) cadvalina
daxil olan skalyarlar nozordo tutulur. Bu skalyarlar ikigat indekslarlo isaralonmisdir.

Indekslordon birincisi elementin yerlosdiyi sotrin, ikincisi iso siitunun némrosini gostorir.

Masalan,
-2 0
A=|4 -3
1 2

3x2 6lciilii matrisdir. Bu martisin satirlori R? fozasinin vektorlaridir.

Matrislor tglin (1) ifadasi ¢cox hacmli oldugu G¢un bu yazilisi sadalagdirmok lazim galir.
Buna goro do matris tgun bozan Az(aij) kimi isarolomodan istifado olunur. Ogor matrisin

i<

Olglstini do geyd etmok tolob olunarsa, onda A=(aij)l_ Vo ya A:(aii)i,-:m Kimi

<i<nI<j<m
yaziliglardan istifads olunur.

A matrisinin sotirlorini A", A*,..., A" kimi isaro edocoyik. Bunlar K" fazasmin
vektorlaridir. Bu matrisin stitunlarm: iss A, A,,..., A, kimi isaro edacayik. Onlara K™ fozasinin
vektorlar1 kimi baxmaq olar. Elementlori K meydaninin elementlori olan butin mxn 6lgli

matrislor coxlugu K™" kimi isara olunur. K™" coxlugunda toplama va adads vurma amollori

tayin edak.

Hor hanst iki A, B e K™" matrislori gotiirok vo onlar: gisaca olarag A=(a;) vo B =(b;)
kimi isaro edok. Bu matrislorin comi olarag eyni 6lciilii elo C = A+B =(c; ) matrisi gotiirok ki,
C; = a; +b; munasibati ddonilsin. Gorlinduyu kimi matrislorin camini taparkan, onlarin eyni

sotir va sutunlarda yerlagan elementlori toplanir. Demali, har bir satir va stitun tgiin do
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C,=A+B; v C' = A' + B' boraboarliklori 6donilir.

Misallar.
3 -2 0 -2 3
+ =
1 -1 2 1 3
3 -2 1 -3 4 -2
_+_ =
-1 0 2 2 1 -5

—4
o |
0 2
11

-1
-3

b5

Asanhqla yaqgin etmok olar ki, matrislorin toplama omoali kommutativlik, assosiativlik

xassolorina malikdir va bitin elementlori sifra barabar olan matris neytral element rolunu

oynayir. Hoar bir matrisin aksi vardir va verilon matrisin elementlorinin aksini gotirmakls alinir.

Belaliklo, (K™, +) cobri kommutativ qrupdur (additiv vo ya Abel grupudur).

Gorindiyt kimi matrislorin toplanmasi amali uygun komponentlori comlomokls alinir.

Komponentlorin skalyara vurulmas: vasitasi ilo matrisin
muayyan oluna bilar. Tutaq ki, 1€ K elementi vo Ae

A= (a; ) matrisino hasili 2A = (2a, ) matrisins deyilir.

Misallar.
2 0 6 0
3- = ;
S S
, 3 -2 1) (-6 4 -2
1 0 2) {2 0 —4)

Matrislorin toplanmas: vo adodo vurulmasi amol
matrislori, A,y iso skalyarlari géstorir) yazmagq olar:

1)A+B=B+A;

2)(A+B)+C=A+(B+C);

3)A+0=0+A=A;

4)A+(-A)=0;

5) A(uA) = (Au)A;

6) (L + u)A= 1A+ uA;

TYA(A+B)=1A+AB;

8)1-A=A.

Bu xassolor gostorir Ki, (K™",+) cobri matrisin skalya

togkil edir. Qeyd etmok lazimdir ki, skalyara vurma omol
kimi,

a)l : KmXﬂ - KmXﬂ

skalayara hasili omoali do (unar amal)

K™" matrisi verilmigdir. A ododinin

lorinin asagidaki xassalorini (A, B, C

ra vurma amali ilo birlikdo Xotti foza

I dedikdo, adodi xotti fozalarda oldugu
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inikaslar ailosi basa dustlur. Beloliklo, yuxarida gostarilon xotti foza (onun Gmumi torifi daha

sonra verilocokdir) cobr soklinds bels yazilir: (K™" + {w, | 2 € K}).
A

Matrislor Gzoarindo vurma omolinin daxil edilmasi bir godor forglidir. Bu onunla
olagodardir ki, matrislorin vurulmas: komponentlor Gizro deyil, tamam basga ssaslarla vo tamam
basga parametrloro gOro miayyan olunur. Bu masalolor Xotti fozalar va Xxotti operatorlar
movzularinda daha mifassal sorh olunacaqdir. Burada yalniz geyd edok ki, hor bir matris
birgiymatli olaraq xotti fozamin inikasi1 mioyyon edir. Inikaslarin hasili (kompozisiyasi) ila
muayyan olunan matris iss tobii olaraq matrislorin hasili kimi gobul olunur.

Tutaq ki, eyni bir K meydani Uzorinds (yani elementlori K meydanindan olmagla)

AeK™" vo Be K™ matrislori verilmisdir. Bu matrislorin hasili yalniz n=r oldugda, yani

birinci matrisin sttunlarinin say1 ikinci matrisin satirlorinin sayina borabar oldugda tayin olunur.

3 -2 3 -21
A= B=
(1 —J (—1 0 zj

matrislori verilorsa, onda AB hasili tayin olunmusdur, lakin BA hasili tayin olunmamisdr.

Bela ki, masalan,

Beloliklo, tutag ki, Ae K™" vo B e K™ matrislori verilmisdir. Bu matrislorin hasili
toyin olunmusdur vo mx s 6l¢tll matris misyyan edir. Buna goérs do matrislarin hasili
Kmxn X KnXS _) Kmxs
inikasin1 tayin edir vo demoali, cobri omal deyil (hor Ug¢ ¢oxlug mixtalifdir). Lakin m=n=r=s
oldugda isa 0, cobri amoaldir. Buna baxmayarag, vurma amali cabri amal kimi gabul olunur.

Matrisin satirlorinin say1 sttunlarinin sayina barabar olarsa belo matris kvadrat matris adlanir

satirlorin va situnlarin ortaq say: iso matrisin tortibi adlanir. Masalan, A:(1 J iki tortibli

kvadrat matrisdir.

Indi iso vurma amolinin dogiq torifini verak.

- <j<n <ji< - - - -y I<j<k .- ap-
Torif. A=(a, }*/" vo B = (o, | matrislorinin hasili elo C =(c;) " matrisino deyilir

<i<m 1<i<n
ki, onun elmentlori tguin
Cj =auby; +a,b,; +--+a;,by
barabarliyi dogru olsun.
Tarifdon gorinduyl kimi hasil matrisin c; elementini tapmag Ggtin birinci matrisin i-ci
sotir elementlorini ikinci matrisin j-cu sltununun uygun elementlorina vuraraq toplamag

lazimdir. Masalan,
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1 -1)(2 0 -1} ( 1-2+1.3 1.0-1.2 -1.1-1.0 ) _
2 3)=3 2 0) (=2.2-33 —2.0+3-2 2.1+3.0/

5 -2 -1
:(—13 6 2)
Matrislorin hasilinin asas xassalarini gostarak.
Xassa 1. Matrislarin hasili kommutativlik xassoasino malik deyil.
Dogrudan da matrislorin hasilinds vuruglarin yerini dayissak ola biar ki, onlarin hasilinin
varliq sorti pozulsun. Masalon, yuxaridaki misalda vuruglarin yerini doyissok alinan matrislordan
birincinin sttunlarmin say: 3, ikinci matrisin satirlorinin say1 iss 2 olar. Demoli, onlarin hasili

tayin olunmamisdir.

Asagidaki misal gostarir ki, yerdoyismodan sonra hasilin varhq sarti 6donss do 0, avvalki

o 25 3G

Vuruglarin yerini doyigsok alarig:

S 2L )

Gorindiyt kimi hasillar forglidir.

hasildan forglons bilor:

Xassa 2. Matriaslorin vurulmasi assosiativlik xassasina malikdir, yani
(AB)C = A(BC)..
Isbat:. Tutaq ki, A=(a;),B=(b;),C=(c;) Vo sadalik iigtin forz edok ki, bu matrislor
eyni sayda satir v stitunlara malikdirlar. Sol tarofin d;; elementi Gi¢lin yaza bilarik:

dij = Z(Ai Bk)ckj = Z(Z airbrk Jckj = Z &, (Zbrkckj ) = Zair(Ber) :
r=1 k=1 r=1

k=L k= \r1
Conuncu com sag torafin d elementini verir. Demali, d; = djj vo buna géros do Xassa dogrudur.
Xassa 3. Vurma omoli toplamaya nazaran paylama ganununa tabedir, yani:
A(B+C)=AB+AC;(A+B)C=AC+BC.

Xassonin isbat1 sag va sol taraflorin uygun elementlorinin hesablanmasi yolu ils yerina
yetirilo bilor. Qisaca, yuxarida oldugu kimi kvadrat matrislor tgiin bu isbati belo vermok olar:
ixtiyari 1<i,j<n

A'(B;+C;)=A'B, +AC;,.

Xassa 4. Ixtiyari A vo B matrislori vo A skalyar: tigiin

A(AB) = (1A)B = A(41B).
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Indi iso matrislor coxlugu ilo bagh bozi cobrlori nozordon kegirok. Yuxarida deyildiyi
kimi <Km“1+> cobri  kommutativ grupdur. Skalyara wvurma oemoli ils birlikds
<KmX”,+,{a)Z|l € K}> cobri, K —da toayin olunmus toplama va sonsuz sayda skalyara vurma

omollarina nozaran xatti foza togkil edir.

Matrislor Gzorinda omoal kimi matrislorin transponiro olunmas: amoali do daxil edilir.
oslinds iso 0, K™" — K™™ inikas1 kimi mioayyan olunur. Ae K™" matrisinin transponiro

olunmus matrisi dedikdo elo A" e K™™ matrisi basa dustlir Ki, onun i, 1<i<m némrali siitunu

A matrisinin i nomrali sotrini situn vektor kimi yazmagla alinir. Masalan,
5 -2 -1
A=
-13 6 2
matrisi U¢lin transponira olunmus matris

A=l -2 6
-1 2

matrisi olacaqdir.

Transponira etma amalinin osas xassalori asagidakilardir:
1) (cA) =cA;

2)(A+B) =A'+B';

3)(AB) =BA".

Demoli, hasili transponira etmok Ugiin vuruglart transponira edorak onlarin yerini

dayismak lazimdir.

m=n oldugda <KmX”,+> cobri kvadrat matrislorin additiv qrupuna cevrililr. Bu grup
M, (K) kimi isaro olunur. Bu grup osasinda alinan (Mn(K),+,{a),l |Ae K}) cobrinds vurma

amali toyin olunmusdur. Xasss 2-ys asason, (M, (K),+,{, | 1 € K}) cobri halgadir. Xassa 2-ys

asason hamin halga assosiativ halgadir. Gostorak ki, bu halga vahidi olan halgadir. ©vvalca

o3

matrisi vahid element olacaqdir. Dogrudanda,

¢ allo 2 o)

n =2 xususi halina baxag. Bu halda
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Deyilanlar n- in digor giymatlori G¢lin do dogrudur. Bu halda vahid element olaraq

10 -0
01 - 0
En: . . .
00 -~ 1

vahid matrisi gotrulo bilor.
Xasso 4 dogru oldugundan <M (K)o, | A e K}) cabri K meydani Uzarinda xatti foza

olmaqla, assosiativ va vahidi olan binar omal ilo xatti cabra gevrilir. O, n tortibli matrislor cabri

adlanir. Matrislorlo bagli digar cabri strukturlarla daha sonra tanis olacagiq.

8§3. Xatti tanliklar sistemi
Xotti tonliklor sistemi movzusunun elementlori halo orta moktobds todris olunmaga

baslayir. ©n sads xatti tonliklor sistemi

ax+by=c
a,x+b,y=c,

soklinda olan sistemdir. Burada a;,b;,c,,a,,b,,c, verilmis amsallar, x vo y iso dayisonlordir.
Aydindir ki, hansi tonliyi birinci vo hansini ikinci yazmagin shamiyyati yoxdur. Ona gora do
a, #0 gobul eds bilorik. Orta moktobdo belo sistemin holli Ggun toklif olunan usullardan biri
cobri toplama Gsulu adlanan tsuldur. Bu dsulun mahiyyati asagidaki kimidir. Birinci tonliyin har
iki tarofini —a,a;" adedine vuraq:

—a,x—ba,a'y =—c,a,a,"

alinan tonliyi ikinci tenliklo toplayib, hor torsfi yenidon a, -0 vuraq. ©gor b,a, —b,a, # 0 olarsa,

alarq:
(b,a, —-ba,)y=c,a, —ca,
vaya
_ C,a —Ga,
bZal - blaZ .

Almnan giymati birinci tanlikds yerino yazmaqla x-i do tapmag olar. Bu tsul yuxaridaki sistemi
tamamilo arasdirmaga imkan verir.

Bir sira praktik masalalarls alagadar daha mirakkab xatti tonliklor sistemi meydana gixir.
Belo sistemlarda dayisanlarin va tanliklorin say1 muxtalif vo boyiik odadlar ola bilor.

Umumi sokildo n doyisoni olan m sayda tonlikdon ibarst olan xotti tonliklor sistemi

asagidaki sokilds yazilir:
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A} 3% +-+aX, =N,
By X+ X o8y X, =1,

X, H8X X, =,
burada X;, X,,...,X, dayisonlordir. a; odadlari ikigat indekslonmis hagiqgi adadlordir (yaxud hor

hans1 basgqa meydana daxildir). Birinci indeks tonliyin ndmrasini ikinci indeks isa dayisonin

ndémrasini gostorir. Birinci indeks i=12,...m qiymatlorini, ikinci indeks iso j=12,..,n
giymatlorini ala bilor. Masalan, a,;simvolu ikinci tenlikde 3-cli doyisenin, yoani X, —in amsalni

gostorir. Boraborliklorin sag torsflorindoki by, b,,...,b,, adadlori hagigi odadlor olub, sorbost

hadlor adlanir. 9gar hor hansi doayisonin butlin tonliklords amsali sifir olarsa, onda belo dayisanin
xatti tonliklor sistemino daxil olmadigin1 da gobul etmok olar. Buna goro do (1) sistemina
baxarkon biz hesab eds bilorik ki, hor bir dayisonin he¢ olmasa bir amsali sifirdan farglidir.
Masalon, dord machulu olan 3 xatti tanlikdan ibarst asagidaki sistemi
=% +0-X, =X, + 2%, =1,
2%, +0x, +3%;,— X, =0,
3% +0-X, —3%x;+4x, =3
biz, x> dayisonini atib, dayisonlori yenidon némralomokls asagidaki sokilds yaza bilorik:
-y, -y, +2y, =1
2y, +3y, -y, =0 (2)
3y, =3y, +4y, =3
(1) Umumi xatti tanliklar sistemina gayidag.

Torif 1. (X0, x5,...,x0) € R" vektoru (1) sisteminin hor bir tonliyini dogru barabarliys
cevirirsa, onda belo vektora (1) sisteminin halli deyilir (bu kortej bir hall kimi goabul olunur).

Masalan, yoxlamagq olar ki, (-2,1,0) tcliyl asagidak sistemin hollidir.

X, +3X, +2X; =1,

—X+X, +2X; =3

2X, — X, =3X; =-5
Sistemin batun hallori onun hallar goxlugunu amals gatirir.

Tarif 2. Ogor (1) xatti tonliklor sisteminda bitiin sorbast hadlor sifra barabar olarsa, onda
belo sistem bircins xatti tonliklor sistemi adlanir. Bircins olmayan sistemo geyri-bircins sistem
deyilir. Qeyri-bircins (1) sisteminda sarbast hadlorin sifirla avaz olunmas: naticasinds alinan
sistemoa (1)-o uygun bircins xatti tonliklor sistemi deyilir.

Tarif 3. Hollor coxlugu bos olmayan sistem uyugsan sistem (vo ya birga sistem), holli

olmayan sistem isa uyusmayan sistem adlanir.
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Xatti tonliklor sistemini 0yronarkan iki asas masalo garsiya ¢ixir. No zaman hokm etmok
olar ki, (1) sistemi uyusandir va agar (1) uyusan sistem olarsa onun hallari necs tapila bilor?
(1) sistemi ilo birlikdo basga xatti tonliklor sistemi gotirok ve tutaq ki, onun da m sayda

tonliyi vo n sayda moachulu vardir:

a; X, +a X, +..+a;, X, =b,
Ay Xy +ApX, +...+ay, X, =bj,

2nn

©)

!

an X, +a X, +...+a, X, =b

Tarif 4. Ogor (1) va (3) sistemlarinin hallor coxlugu eyni olarsa, onlara eynigicli
sistemlaor deyilir va belo yazilir (1)~(3). ©gar (1) sisteminin hoar bir halli (3) sisteminin do holli
olarsa, onda (3) sistemi (1) sisteminin naticasi adlanir.

Qeyd edak ki, bitln xatti tonliklor sistemlori coxlugunda (yani m machullu va n doayisanli
sistemlar ¢oxlugnda) eynigucliluk minasibati ekvivalentlik minasibatidir: ixtiyari (a), (b), (c)
sistemlori Gglin (a)~(a); oagar (a)~(b) olarsa, onda (b)~(a); agar (a)~(b) va (b)~c) iso, onda (a)~(c).

Ogor (3) tonliyinds i-ci yerda (1) tonliyinin k-c1 (k=), (3) tonliyinda k-c1 yerds iso (1)
tonliyinin i-ci tonliyi dayanmagla, galan tanliklor iso doyismoz qgalarsa, onda deyacayik ki, (3)
tonliyi (1)-don | nov elementar cevirma ils, yoni i vo k ndmrali tonliklorin yerdayismasi ilo
alinmisdir.

Forz edok ki, (3) sisteminin butun tanliklori, i —cidan basqa, (1) sisteminds oldugu kimidir
va i —ci tanlik isa

(a, +ca, )X +(a, +ca,)X, +..+(a, +ca,)x, =b +cb,  (4)
soklindo olarsa, onda deyacoayik ki, (3) sistemi (1) sistemindoan Il név elementar gevirma ilo
alinmigdir. Aydindir ki, 1l nfv elementar cevirmo zamani (1) sisteminin k —c1 tonliyini
dayismirik, lakin onun har hansi ¢ adadina vurulmasindan alinan tonliyi sistemin i-ci tanliyina
hadbahad slavs edirik.

Teorem 1. Ogor (3) sistemi (1) sistemindan sonlu sayda | va Il ndv ¢evirmoalarin ardicil
yerina yetirilmasi ilo alinmissa, onda bu sistemlar ekvivalentdir.

Isbat:. Eynigucliluk minasibatinin tranzitivliyindon almir ki, (3) sisteminin (1)-don
ancaq bir I vo ya bir Il n6év elementar ¢gevirms ilo alindigda (1) ~(3) oldugunu gostarsak, teorem
isbat olunmus olar.

Tutaq ki, (3) sistemi (1)-don ancaq iki tanliyin yerdayismasi ilo alinmigdir. Onda bu

sistemlordoaki tonliklor 6zlori doyismamisdir. Ona gora do onlarin hollor ¢coxlugu eynidir, yani

D~(3).
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Indi forz edok ki, (3) sistemi (1)-don 1l ndv elementar gevirma ilo alinmisdir. Onda (3)
sisteminin i-ci tonlikdan basga galan tanliklori (1)-ds oldugu kimi, i-ci tanliyi isa (4) soklindadir.
Bu halda (x,x2,...,x") halli (3) sisteminin biittn tonliklorini (i —cidon basga) dogru barabarliys
gevirir. Eyni zamanda

In“'n [

{aile + LX) .. A X =D,
0 0 0 !
A Xy F X, +...+ 3, X, =b,

Ikinci boraborliyin hor iki torofini ¢ ododino vursag boraborlik pozulmaz. Alinan
barabarliyi hadbshad birinciys alavs etsok (4) borabarliyini alarig.

Tutag ki, (X, X3,...,X°) (3) sisteminin hor hansi hallidir. Onda bu kortej (1) sisteminin
i-cidon basga butun tonliklorini dogru barabarliys ceviracokdir. O ctimladan, (3) sisteminin
asagidaki iki tonliyi 6danilir:

a X +a,xs +..+a,x =h,

(a, +ca )X +(a, +ca,)xs +..+(a, +ca,)x’ =h +ch
Birinci borabarliyin har iki torafini (-c)-ys vurag va ikinci tonliys olave edok. Onda (1)-in i-ci
tonliyinin do 6danildiyini gorarik. Demoali, (1)~(3). Teoremin isbati basa catd.

Qeyd edak ki, ixtiyari iki uyusmayan sistem eynigtclidr.

Tarif 5. Ogor (1) sisteminin yegana holli varsa, ona miayyan sistem deyilir. ©ks halda

uyusan sistem geyri-muayyan sistem adlanir.

X, —Xx,=3
X, +x,=5

sistemi muayyan sistemdir, ¢tinki onun yegans halli vardir: x, = 4,x, =1. Lakin yuxarida baxd:-

Masalan,

gimiz (2) sistemi qeyri-miayyan sistemdir, c¢unki onun daha bir holli do var:
x,=-1x,=0,%,=1.

(1) xotti tonliklor sisteminin arasdirilmas: Ggln muxtalif Gsullar mdvcuddur. Bels
usullardan an sadasi dayisonlarin ardicil yox edilmasi Gsulu va ya Qauss tsulu adlanir. Bu usulun
tarixi riyaziyyatin inkisafinin ¢ox gadim dovrlarina gedib ¢ixir. Belo ki, miallifi malum olmayan
«Riyazi incasonat haqda doqquz kitab» adli asordo godim Cin riyaziyyatcilar: xatti tonliklor
sistemini mohz bu Usulla hall ediblor. Osarin b.e.a. 206- b.e. 220-ci illorinds yazildig1 giiman
edilir vo bu gostarir ki, bu Gsulun tarixi daha gadimdir.

(1) sistemino qayidaq vo forz edok ki, x,-in amsali sifir deyil. ©ks halda biz | név
cevirmo vasitasi ilo els sistem ala bilorik ki, x,-in amsali sifir olmasin. Bu mumkundir, ¢lnki

yuxarida geyd olundugu kimi, x,- in amsallarindan he¢ olmasa biri sifir deyil.
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Asagidaki kimi m-1 sayda Il nOv elementar ¢evirmo yerina yetirok. Birincici tanliyin har

iki torofini —a,,/a;, -0 vuraraq, ikinci tonliys olave edok. Sonra isa birincici tonliyin har iki
torofini —a,, /a,,-o vurarag, ugiinci tanliys slave edok vo i.a. m-1-ci addimda birincici tonliyin

hor iki torofini —a,, /&, -0 vurarag, m-ci tonliys olavs edok. Noticads agagidaki sistemi alariqg:

! ! ! !
a X +a,X, +..+a,X, =b,

n
!

AnX, +... Ay X, =Dy,

n

(4)

! ! !
a,X, +...+a;, X, =b.

mn-'n

Burada birinci tonlikdo b/=b,a; =a,;i=1..,n. Ola bilor ki, a/, smsallarindan hamis1 s>1

olduqgda sifra barabar olsun. Onda birinci tanliys toxunmadan galanlarinda butin belo amsallar:
dayisonlorla birlikds atmaq olar. Naticads asagidaki sokilds sistem almair:
a X +-+a X +..+a, X, =h,
A X, +...+ a5, X, =Dy,
X, =D,

' X . +..+a

ms”'s mn

a

Birinci tonliys toxunmadan yuxarida yerina yetirilmis amoliyyatlr1 sistemin galan tanliklorina
totbiq etsok onda bir negco addimdan sonra sonuncu sistemds r sayda tonlikdon basga
galanlarmin omsallar1 sifra ¢evrilocokdir. ©gor sonuncu situnda elementar ¢evirmolori davam
etdirsok, onda sistemin r +1-cidon sonra (ogar bels tonliklar varsa) butln tonliklori 0=0 soklina
diisocokdir. Bu halda (5) sisteminin sag toroafindo yegano sifirdan forgli hodd b,,, ola bilor.

Beloliklo, biz asagidaki sistemi alacagiq:

a X e a X et ay X+ +a, X, =h

]_l
A, X+ X o3y, X, =D,

O = t_)l’+l’ (5)
0=0,
0=0.

Asanligla gérmok olar ki, 1<r<m,r<n vo 1<s<k<n. Teorem 1-o osason (5) sistemi (1)

sistemi ilo eyniguclidir. (5) sistemina nozor salsaq, gororik ki, tonliklorin némrasi artdigca

dayisonlorin say1 azalir. Har bir tonliyin ilk amsali sifirdan forglidir va sonraki tonliklarda uygun
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dayisonin amsallar1 sifra baraboardir. (5) sistemi pillali sokilli sistem adlanir. ©gor r=n olarsa, (5)
ucbucag sokilli, r < n olduqgda iss trapessakilli sistem adlanir.

Qeyd edok Ki, tonliklor Gizarinds yerina yetirilon elementar gevirmolor zamani dayisonlor
he¢ bir rol oynamir va amoliyyatlar ancaq amsallar izarinds aparilir. Buna gora do gevirmolori
sadalosdirmok tguin sistem Uzorindo aparilan ¢evirmolori omsallardan va sarbast hadlordan
diizalon diizbucaqli cadvallor — matrislor izarinds yerino yetirmoak olar. Adstan, (1) sistemi ilo

bagli asagidak iki matris daxil edilir:

a, 4, - 4, Q, 4, - &, bl
A= Ay Ay v Ay, B— Ay Ay Ay, bz
a. a a a. a a_|b

ml m2 ml m2 mn m

Bu matrislor, uygun olarag, (1) sisteminin (amsallar) matrisi va genis/lonmis matrisi adlanir.
Qeyd edak ki, ikinci matrisds saquli xatt ancaq sorti olarag sonuncu sutunu amsallardan diizslan
sttunlardan ayirmaq ugun isladilon kdmoakgi vasitadir; bels ki, birinci matris mxn, ikinci matris
iIso mx(n+1) Ol¢ili matrislordir.

Pillali sokilli sistemin matrisi pillali matris adlanir. Qeyd edak ki, sotrin ilk sifirdan forgli
elementi onun aparic: elementi adlanir. Pillali matris asagidaki iki sortlo muoyyan olunur:

1. Matrisin tamamilo sifir olan satirlori digor satirlordon asagida yerlosmisdir.

2. 1kincidon baslayaraq, hor bir sotrin aparic1 elementi 6ziindon avvalki sotrin aparici

elementindon sagda yerlogsmisdir. Masalon, asagidak: matris pillali matrisdir:

0210 2
0 0 0 3 -1].
0 00O0 O

Teorem 2. Hor bir xatti tonliklor sistemi miayyan pillali sokilli xatti tanliklor sistemi ila
eynigucludr.

Bu teoremin isbat1 yuxarida aparilan gevirmalordon alinir. (5) sistemi yegana deyil va
onun formasi elementar gevirmoalordon asilidir, lakin sistemin rang: adlanan r adadi isa dayismir.
(5) sistemindo aparici amsallara uygun olan X, X,,..., X, dayisonlorino bas doayisonlor, galanlarina
IS sarbast dayisanlar deyilir. Bas doyisanlarin say:1 r -o barabardir.

Teorem 3. (1) Xatti tonliklor sistemini (5) pillali sokilli sistemo gotirdikdon sonra:

1) m=r olarsa (1) sistemi uyusandir;

2) m> r oldugda b,,, =0 olmas1 sistemin uyusan olmas: Gigiin zoruri vo kafidir;

3) Sistem uyusandirsa, onda r=n olmasi sistemin muayyan sistem olmas: (hallin

yeganaliyi) G¢lin zaruri va kafidir.
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Isbatz.1) Tutaq ki, m = r. Bu halda verilon sistem ilo eynigicli olan (5) sisteminin bitiin

tonliklorinds sarbast dayisanlor daxil olan bitin hadlori sag torafo kegirsak (5) sistemi asagidaki

soklo disar:
5mxl +§13Xs +"'+§1ka :bl_alcxc _'“_aldxd’
a2sXs +"'+52ka sz _azcxc _"'_azdxd’
(6)
arkxk = br _arcxc _'“_ardxd'

Sag torofda Ssorbast doayisonlora ixtiyari qiymotlor verok. Onda sonuncu sistemi belo yazmaq
olar:

A X+ X+ +ay X, =Gy,
A, X oo+ Ay X =0y,

a, X, =c,.
a, =0 Oldugundan sonuncu tenlikdon x, doyiseni birgiymotli olaraq tapilir. Bu giymati

sonuncudan avvalki tonlikda nozars alag. Onda, yens do amsal: sifirdan forgli xatti tonlik alariq
vo onun da yegano holli vardir. Bu gayda ilo asagidan yuxari horokot etmoklo bitln bas
dayisonlori birgiymatli olaraq taparig. Demali, (1) sistemi mioyyandir.Teoremin birinci hokmi
ishat olundu.

2) m=r oldugda (5) sisteminds b

r+1

# 0 oldugda sistemin uygun tonliyinds ziddiyyat

almig1 Gciin onun halli yoxdur. b,

r

., =0 oldugda isa r+1-cidon baslayaraq butiun tonliklor

0 =0soklino dustr vo bu tanliklari nazordon atsag m =r halina uygun sistem alarig. 1) bands
asasan sistem uyusandir. Belalilkls, teoremin ikinci h6km das isbat olundu.

3) Tutaq ki, sistem uyusandir. Teoremin 1) va 2) bandlarine asason hesab etmok olar ki,
sistem (6) soklina gotirilmisdir. Bu halda r =n olarsa, sag torafdo sarbast hodlor yoxdur. Onda
alinan sistemdos dayisonlor asagidan yuxariya harokat etmoaklo birgiymatli olaraq tapilir. Yani bu
halda sistem muoayyandir.

r=n oldugda ancaq r<n halh mumkindir. Bu halda yuxarida deyildiyi kimi sarbast
dayisanlarin ixtiyar: giymatlorinds sistemin halli vardir, yani o, geyri-miayyandir. Teorem isbat
olundu.

Yuxarida alinmis naticalari bircins Xatti tonliklor sistemina totbiq edoak.

Teorem 4. r < n olarsa bircins xatti tanliklor sistemi geyri-muoyyandir.

Isbatz. (1) sistemini elementar cevirmolorlo (5) sistemino gotirok. Sorts goro r<n.

Dayisonlordan birina, masalon X -o ixtiyari haqigqi qiymot vera bilorik. Xususi halda x, =1

olsun. Belaliklo, alinan hall (0,0,...,0)-dan forglidir. Lakin bircins sistem homiso birgadir
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(uyusandir) va (0,0,...,0) onun hallidir. Demali, sistemin an az1 iki halli vardir. Teorem 4 isbat
olundu.
Qeyd edok ki, tonliklor Gorindo yerino yetirilon elementar cevirmalori genislonmis

matrisin satirlori tzarinds yerina yetirsak, (5) sistemino uygun olan asagidaki pillali matrisi

alarg:
a, - &, - @ - ay| b
525 a2k a2n b2
ark aI’n br
0 br+1
0] 0
0|0
84. Elementar matrislor
Sistemin matrisi Uzarindo elementar gevirmolori elementar matrislora vurma ilo avoz
etmok olar.

| ndv elementar matris i némroli sotirlo j némroli satirlorin yerini doyison ¢:(i) <> ()

cevirmosinoa uygun olan asagidaki matrisa deyilir:

E

O 0 I

Bu matris vahid matrisdo i vo j nomrali satirlorin yerini doyismoklo alnir. Masalan,

¢:(2) <> (4) cevirmosino uygun 5 tortibli matris belodir.

10000
00010
Epow=0 0 1 0 0
01000
00001

Il ndv elementar matris i nOmrali satri ¢ —ya vurarag, j némrali sotro olavo etmokdan

ibarat olan ¢ :(j)+c(i) cevirmasine uygun olan asagidaki matriso deyilir:
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E

()+e() —

Bu matris vahid matrisdos i-ci sotri c-ya vurarag j ndmrali satira alava etmoaklo alinir. Masalan, 4-

cil satri 3-0 vuraraq 2-ci sotro olavo etmokdon ibarot olan ¢:(2)+3(4) gevirmosino uygun 5

tartibli matris beladir.

10000
01030
Eopsw=|0 0 1 0 0.
00010
00001

Nohayat, Il név elementar matris i nOmrali satri sifirdan forgli ¢ adoadina vurmagdan

ibarat olan ¢:c(i) gevirmasino uygun olan asagidak: matriso deyilir:

(i) =

Bu matris vahid matrisds i-ci satri c-ys vurmagqla alinir. Masalan, 4-cl satri 3-o0 vurmagdan ibarot

olan ¢ :3(4) gevirmasina uygun 5 tartibli matris beladir.

1 000

3(4)

R O O O O

o O o o
o o O -
o O —» O
o w O o

Qeyd edoak ki, hor hanct mxn 6lgilu matrisin satirlori Uzarinds elementar ¢evirmolar aparmag
ucln onu soldan uygun m tortibli elementar matriss vurmaqg lazimdir.

Misal. Asagida verilon 5x3 06lgult matrisin 4-ci satrini 3- vurmagla 2-ci sotro olava
edok:
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2 0 -1 2 0 -1

-3 -1 3 -12 -1 -3
1 3 0j—»| 1 3 O
-3 0 -2 -3 0 -2
0 -1 1 0o -1 1

Eyni matrisi soldan E, ,, elementar matrisina vurmagla da almaq olar:

100002 0 -1 2 0 -1
0103 0|3 -1 3 -12 -1 -3
001002 3 O0j|=f1 3 0
000103 0 -2 -3 0 -2
0 00O0T1){0 -1 1 0 -1 1

(1) sistemini asagidaki kimi matrisli formada yazmagq olar:

AX=b,
burada
X b,
x=| 7| b= b.z
X b

uygun olaraq dayisonlardan va sarbast hoadlordan ibarat stitun vektorlardir vo ya uygun olaraq,
nx1 vo mx1 o6lculli matrislordir. Xatti tonliklorin matrisli yazilisindan onun asagidaki vektor

formada yazilisin1 da almaq olar:
A1X1+A2X2+.+Anxn :51
burada A, A,,..., A, A matrisinin sutunlaridur.
Misal. Asagidaki xatti tonliklor sistemini holl edok:
2%, —3X, +4%X; =X, =1,
—3X, + X, =3X; — X, =—7,
X, —3X, +4X, —3X, = —4.
Sitemin genislonmis matrisini yazag:
2 -3 4 -1 |1
-3 1 -3 -1 |-7].
1 -3 4 -3 |4
Genislonmis matrisi elementar ¢evirmolor vasitasi ilo pillali sokla gotirok. Bunu tglin avvalca
birinci va Uglincu satirlorin yerini doayisok vo sonra iss ikinci ndv elementar cevirmolar yerino

yetirak:
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2 3 4 -1 |1 1 -3 4 -3 |[-4\x3Ix(-2)4
-3 1 3 -1 |-7|>»|-3 1 -3 -1 |7 ;
1 -3 4 -3 |4 2 -3 4 -1 |1
Yuxarida gostarilon birinci ox isarasi birinci satrin 3-o vurularag, ikinci satro, ikinci ox isa birinci
sotrin (-2)-ya vurularaq, 3-cl sotro olava olundugunu gosterir. Homin omoliyyatlardan sonra
asagidaki matris almar:
1 -3 4 -3 |4 1 -3 4 -3 |4
0 8 9 -10 |-19] —|0 1 -3 5 |8 |[x(-3) 4>
0 3 4 5 |9 )x3T(0 3 4 5 |9
1 -3 4 -3 |4
0 1 -3 5 14 |.
0 0 5 -10 |-15
Alinmis matriss asagidaki sistem uygundur:
X, —3X, +4X, —3X, =4,
X, — 3%, +5x, =14,
5x, —10x, =-15.
Sonuncu tanlikdan tapiriq: X, =—3+2X,. Alinan ifadsni ikinci tonlikde nozors alarag, tapiriq:
X, =14+ 3(-3+2x,) —5X, =5+ X,. Nohayat birinci tonlikden yaza bilorik:
X =—4+3(5+x,)-4(-3+2x,)+3x, =23-2X,.
Burada X, serbost doyison olub, ixtiari hagiqi giymatlori ala bilor. Belolikls, biz verilon sistemin

batun hallorini tapmis oldug. Yuxarida totbig olunan Gsul, yani sistemi pillali soklo gatirarak,

dayisonlori ardicil olaraq tapmag tsulu Qauss tsulu adlanir.
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VIl FOSIL. Determinantlar
§1. Determinantin tarifi vo xassalari.

n tortibli har hansi

a, &, -,
A= Ay 3y 3y,
8y 8y 8y

matrisi verilorss, bu matrisin har satir vo stitunundan ancaq bir element gotiirmoklo muxtalif n

elementli hasillor duzaltmok olar. a; a, ---a, kimi hasilin vuruglarimin matrisin mixtslif sotir

vo sutunundan olmas: G¢un ikinci indekclordon dizolon yerdayismolords tokrar elementlor

olmamamlidir. Bu halda hor bir hasil asagidaki kimi avazloma mioyyan edir:

1 2 --- n
T S in'

Tarsina, har bir avozlomoays garst yuxarida oldugu kimi muayyan bir hasil garst goymaq olar.
Butln belo hasillorin say1 n daracali avazlomalorin sayina, yani n!-a barabardir. Har bir hasili

uygun avazlomanin isarasi ilo gotiirsok asagidaki comi alariq:

d(A) = ZSignU A, 1)@20(2) " Ano(n) )

ces,

Tarif. (1) comina A matrisinin determinant: deyilir vo det A, d(A), W simvollarindan biri

ilo isara olunur.

Determinant t¢lin daha askar yazilis belodir:

8, a, - G,
8y 8y v By,
8y Ay 8y

_ TG I . . 1 2
n=2 olduqda A= .S, grupu bu halda iki avezlomadon ibaratdir: Vo
a, @, 1 2

1 2
(2 J. Bunlardan birinci clt, ikinci iso tok ovezlomodir. Birinci avozlomoys a,,a,, hasili,

ikinciyo iso —ay,a,, hasili uygundur. Demoli,

4 &,

=ay,8,, — 8,8y -
ay Ay

n =3 olduqda
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&, 4, a5
A= Ay 8y Ay |-

83 83 8

S, grupunda 6 avozloma vardir:

12 3)(1 2 3)(1 2 3)(1 2 3) (12 3) (1 2 3
12 3)\132){213)'(231)321)\312)
Birinci, dordlincu vs altinci avoazlomoloar clt, ikinci, tguncl va besinci avozlomolar iss tokdir.

Buna gora do,

8 a, ay
detA= 8y 8p 8| = 8385853 + 8158538, + 813883 —
Ay 8y g

8,858, — 8,85 855 —8,38,8;, .
Musboat hasillora uygun elementlorin determinantin agilisinda diiziilis yeri gara dairaciklorla

gOstorilmisdir.

Manfi hasillora uygun elementlorin determinantin acilisinda duzulis yeri gara dairaciklorlo

asagida gostorilmisdir.

o o ([ ] [ ] o o o [ ] o
—|0 [ ] o —_ o o [ ] — [ ] o o
([ ] o o o [ ] o o o [ ]

Misal. Gostarilon sxemlo asagidaki determinanti hesablayaqg:

2 1 -2
3 0 1]
-1 8 2

Birinci sxemo uygun hasillor beladir: 2-0-2,(-1)-1-1, (-2)-3-(-3). Bunlar musbat isara ilo
gotaralir. ikinci sxema uygun olan (-1)-0-(-2),2-(-3)-1,3-1-2 hasillori iso monfi isars ilo

gotardlir. Naticads aliriq:

2 1 -2
3 0 1|=0-1+18-(0-6+6)=17.
1 -3 2

Determinantlarin yuxarida oldugu kimi bilavasito torifdon istifado etmoklo hesablanmasi

determinantin tortibi artdigca oldugca ¢atinlagir. Masalon, n=4,5,6 olduqda, uygun olaraq, 24,
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120, 720 sayda hasillori vo onlarin hamin sayda ovozlomolorlo toyin olunan isaraloarini
hesablamaq lazim galir ki, bu ¢ox boyiik hesablamalar tolob edir. Determinantlarin hesablanmasi
va digar muhum tatbiglori t¢tin onlarin xassalari boylk rol oynayir.

Xassa 1. Matrisi transponirs etdikds onun determinanti doayismir.

Isbat:. Torifo asason

d(A) = ZSignU A, 1)@20(2) " Rno(n)

ces,

Matrisi transponirs etdikda har bir a,_ ,a,,, --a hasiline transponira olunmus matrisin

no(n)

elementlorindan dizalon &, @, ), @ hasili uygun golir va torsina. Demoli, matrisin va

o (n)n
onun transponira olunmus matrisinin  determinanti eyni hasillorin  cobri  comidir.
kimi do yazmaq olar. Dgor signo =signo*

a‘o—(l)]_ao-(z)z"' o_(n)n haSI||n| a a

’1(1)a20"1(2)” not(n)

oldugunu nazars alsaq, onda yaza bilarik:

! - i . coe 1 .
d(A)_ ZSIgnG aU(l)la‘a(Z)Z a(n)n ZSIgnG 1 @) 251(2) ano-’l(n)'

ces, ces,

t=0" isaro edok. v ovazlomasi do o ilo birlikdo S, grupundan biitiin giymotlori alr (glinki

o+ o inikast S grupunun 6ziine izomorfizmidir). Buna goro do,

d(A) = ZSignT'a'h(l)azT(Z) . (n = det(A) .

€S,

Xassa 1 isbat olundu.

Misal. Yuxaridaki misalda verilon determinantin transponira olunmus determinantini

hesablayaqg:
2 3 -1
1 0 -3=-1+18+6-6=17.
-2 1 2

Bu xasso g0storir ki, matrisin determinantmin satirlor Gglin sOylonon har bir xassasi
sttunlar Ggtin, sutunlar tgun ise sdylonan xassasi isa satirlor tigtin do dogrudur.

Xassa 2. Matrisin har hanst iki satrinin (sutunuun) yerini doyisdikda onun determinanti 6z
isarasini dayisir.

Isbatz. Yuxaridaki qeydo osason teoremi ancagq satirlor Giglin isbat etmok kifayatdir. Tutag
ki, A matrisinin determinantinda iki A' vo A’ sotirlorinin yeri doyisilmisdir vo beloliklo, A

matrisi alinmigdir. Torifo asason yaza bilarik:

det A= ZSignG "8 )20 (2) " Bno(n) °

ceS,
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Eyni ifadoni A matrisi G¢lin do yaza bilarik. Lakin bu zaman a,,;, elementinin yerina a,,;, Vo

io( i

a,,;, elementinin yerino iso a, , elementi yazilacaqdr, ¢linki, A" vo A’ satirlorinin yeri

jo(

transpozisiyasii isars etsok, onda a,;, =a,.; Vo &, =8, olacagdr. Beldlikls,

dayisilmigdir. Ogar 7 ilo

transpozisiyanin isarasi -1-a barabar oldugu ugtin aliriq:

det A, = ZSignU'a'lar(l)azUT(Z)"'anm(n) =- ZSign(UT)'a'lm(l)azz;r(Z)"'anm(n) . (D)

ceS, oes,

or =¢ i¢aro edok. o+ or inikast S, grupunun izomorfizmidir. Buna goro do or hasili o
ovazlomasi ilo birlikde S, grupundan bitin giymatlori alir. Demoli, (1) cominds or =¢
avazlomasi aparsaq toplananlarin ancaq yeri dayisar, com isa doayismoz. Bu Sababdan

det A = - ZSign(GT) “Qor()@20r(2) " Bnor(n) = T ZSigng “B1,)@0(2) " Bng(ny = ~dEL A

ces, €€S,
Xassa 2 isbat olundu.

Misal. Dogrudan da

3 4
=3+8=11,

Satirlorin yerini dayisok:
-2 1
‘ 3 4‘:_8_3:_11.

Xassa 3. Determinantin har hansi sotrinin elementlori sifra barabor olarsa, determinant
0z sifra boraboardir.

Isbatz. ©gor determinantin bir sotri sifirlardan ibaratdirse, onda determinantin agilisinda
har bir hasilds bu satirdon element oldugu tcln bitin hasillor sifra barabar olacagdir. Demali,
determinant 6zl do sifra barabardir.

Xassa 4. Hor hanst iki satri eyni olan determinant sifra boarabardir.

Isbatz. Tutaq ki, d determinantmin iki sotri eynidir. Homin satirlorin yerini doyisok. Onda
determinant, bir torafdon doyismoz, ¢linki yerdayismadon 0 dayismomisdir; digor torafdan isa

Xasso 2-ya a95ason onun isarasi doyismolidir. Demoli, d =—d vo buradan d =0 ahrig.

3 -
Misal. =-12-(-12)=0.
3 -4

Xassa 5. Determinantin har hansi satrini miayyan ¢ elementina vurduqgda determiniant

hamin elements vurular.
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Isbatz. Tutaq ki, A determinantmin i-ci satri ¢ -yo vurulmusdur. Onda yeni determinantin
acilisinda butun hasillor eyni bir ¢ vuruguna malik olacaqdir ki, bu vurugu motarizo xaricina

cixarsaq, onda cdet A ifadosini alarig.

2 _
Misal. | =12+12=24;2-3-t 2‘=2-3-(2—(—2))=6-4=24.

Xassa 6. iki sotri miitonasib olan determinant sifra borabordir.

Isbatz. Dgor determinantin bir sotri digorindon ortaq vurugla forglonarss, onda bu vurugu
determinant isarasi xaricino ¢ixarmaqgla iki sotri eyni olan determinant alariq ki, bu da sifra
barabardir.

Xassa 7. Determinantin bas diagonal elementlorindon asagida (yaxud yuxarida) yerlogon
bitun elementlori sifra boraboardirsa, onda bu determinant diagonal elementlorinin hasilino
barabardir.

Isbat:. Determinantin torifina goro

d(A) = ZSignU ", 1@202) " Ano(n) *

o8,
Hoar bir avazlomonin ikinci satrindoki yerdayismods 1, 2, ..., n yerdoyismasindon basga
galanlarindan har birinds elo k var ki, k <o(k). Dogrudan da, agar bels bir k yoxdursa, onda
hor bir k Ggiin k>o (k). Belo ki, 1>0(1)—>o()=1, .., n>c(n)> o(n)=n, ¢inki o
biyektiv inikasdir vo onun giymatlori igarisindo tokrar olunan adodlor yoxdur. Biz yuxarida

deyilon yerdayismoni aldig. Lakin k <o(k) olarsa, onda a,,, elementi bas diagonaldan

asagida yerlosir vo buna goro do a =0. Demoli, determinantin agilisinda ancaq a,,a,,--a
ko (k) ¢ a3,

nn

hasilindon basga qgalanlar sifra barabordir. Eyni gayda ilo bas diagonaldan yuxarida yerlogon

elementlor sifir olan hala baxila bilar. Xassa 7 isbat olundu.

2 2 3
Misal. 0 -4 5|=16+0+0-0-0-0=16.
0 0 -2

Xasso 8. Ogor determinantin hor hansi sotri iki sotrin comi kimi gostorilorss, onda
determinant iki determinantin comi kimi gostorilo bilor: bu determinantlardan hor ikisinin galan
satirlori verilon determinantda oldugu kimi galmaqgla, birinci determinantda hamin satir birinci
toplananlardan, ikinci determinantda iso hamin satir ikinci toplananlardan ibarat olur.

Xassonin dogrulugu determinantin torifindon va vurmanin distributivlik xassasindan
almar.

 p+1 -3+0 242 2 -3 2| 0 2
Misal. | o 1 _2|2jo 1 —24/0 1 —2/=—2+18-6+8-1-6+4=15
3 2 -1l 3 2 -1 B2 -1
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Xassa 9. Determinantin har hansi satrini misyyan ¢ skalyarina vuraraq, basga satra slava
etsok determinantin giymati doyismoaz.

Isbat. Tutaq ki, A determinantinin i némrali satri ¢ skalyarina vurularag, j ndmrali satro
olava olunmusdur. Onda yeni alhinmis A’ determinantmin  j- cu sotri A +cA' soklindoa

olacaqdir. Xassa 8-2 asason bu halda determinant iki determinantin comina baraboar olacaqdir:
det A'=det| A’ +cA' |=det| Al |+det| cA" |=det| A’ |+cdet| A |;
burada nogtalorlo gostarilon satirlor verilon determinantda oldugu kimidir. Noticado alinan

determinantlardan birincisi verilon determinanta borabordir, ikinci determinantda isa i vo j

nomrali satirlor eynidir, buna gora dos 0, Xasse 4-o goro, sifra borabardir. Xasso 9 ishat olundu.

2 1 0
Misal. detA=|-3 1 4| determinantina baxaq. Bu determinantin birinci sotrini 2-ya
0 -2 -3

vurub tginci satra olave etmoklo asagidaki determinanti diizaldok.

2 1 0
detA'=-3 1 4
4 0 -

Yoxlamaq olar ki, detA=detA’=1. Demoak, har iki determinant xassanin hokm etdiyi kimi eyni

qiymota malikdir.

82. Minor va cabri tamamlayici. Tars matris
n tortibli |A| determinantinda a; elementinin yerlosdiyi sotir va stitunu determinantdan
konar etsok, n—1 tortibli determinant alarig.
Tarif 1. n tortibli determinantda i ndmrali satri va j ndmrali sutunu atmaqgla alinan n-1

tortibli determinanta a; elementinin minoru deyilir va M, kimi isars olunur.

Masalan,
2 1 0
A=|-3 1 4
4 0 -3

determinantinda M,, minorunu tapmaq Ugln determinantin 2-ci satrini va 3-ci sitununu atarag,

alinan 2 tortibli determinanti hesablayaq:
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Torif 2. A, = (-1)""'M;; ifadosine a; elementinin cabri tamamlay:cis: deyilir.
Mosalon, yuxaridaki misalda A,, = (-1)°"* - (~4) = 4. Minor va cabri tamatlayicinin osas xassasi

asagidaki teorem ilo ifads olunur.
Teorem 1. Determinant onun ixtiyari sotir elementlorinin 6z cabri tamamlayicilarina

hasillorinin comina barabardir:
n
detA=> a;A;.
j=1
Isbatz. Teoremi ovvalco i=1 hali (igiin isbat edok. 1-ci satri n sayda sotirlorin comi kimi
yazaq:

Al=(a, 0 -- 0).,.(0 a, - 0).,.....,.(0 0 -- ain)_

Onda xassa 8-2 goro, determinant n sayda determinantin comins ayrilir:

a a a a a o a a a a
det A= .21 .22 .2n .21 .22 . 2n et 21 .22 2n
Ay a,p A, Ay a, Ay, ay ayp a,

Ovvalca birinci determinant: hesablayag. Tarifa asasan,

a a a .
2 r :Zn = 23|gn0"aig(l)azc;(z)"'ano(n)- 1)

oe§,
8y Ay 8y,
Bu comdo o(1)#1 oldugda uygun hasil sifra borabardir, clnki, birinci sotrin birinci
elementindon basqa, galanlari sifra borabordir. Belolikls, sag torofdoki comds ancaq o(1) =1

sortini 0doayon toplananlar galir. &, vurugu bu halda ortaq vurug olacagdir. (1) ceamini belo

yazaq:
an'[ zSignU'azo(Z)'”ana(n)j- (2)
ceS,,0(1)=1
Hor bir 1i,,...,i. soklindo yerdoyismo 2,..,n simvollarinin n-1 elementli yerdoyismasini

mioyyon edir, ¢lnki, i,,...,1i, adadlori igorisinds 1 adodi yoxdur. Tarsins, i,,...,1, adadlorinin har
bir yerdayismasi, birgiymatli olaraq, o (1) =1 sortini 6doyan avazloms tayin edir. Buna gora do
(2) comini bels yaza bilorik:

ay 9y,
ail'zaZT(Z)“'anr(n):ail'; oot =agAL. (B)

TES,
" a,, Ay,
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Indi iso detA ugln olan ifadado ikinci determinanta baxag. Ikinci va birinci situnlarin yerini
dayisok. Onda determinant isarasini dayisor. Alinan determinanta yens do yuxarida aparilan

muhakimalari totbig etmoklo, yaza biarik:

Ay 3, Ay Ay Gy,
. . . . - o =—apMy, =a, A,
8y 8y, - 4a

Eyni gayda ilo detA-nin ifadssino daxil olan k-c1 determinant uctin a, A, ifadasini aliriq.
Belolikls, teorem i=1 halinda isbat olundu.

Umumi halda determinantin 1-ci sotri ilo i-ci sotrinin yerini doyisok vo ahnan D
determinantina yuxaridaki muhakimalari totbiq edok. Bu halda asagidaki ifadani alariq:

detA=-q,D, +8,D, +---+(-1)"a,D,;
burada D, @, elementinin D determinantinda minorudur. Homin minorun, a, elemetinin
verilon determinantdak: minorundan fargi bundan ibarstdir ki, birinci satir D, minorunda i—1-ci
yerdo dayanmisdir. Buna goro do, bu sotri 6zindon ovvalki sotrlorlo i—2 sayda ardicil
yerdayimo ilo birinci yero gotirmok olar. Bu zaman onun isarosi i—2 dofs doyisocok Vo
belslikls, biz a, elementinin M, minorunu ahrig. Demali, D, = (-1)"*M,, . Buna gors do,
detA=a,-(-1)""M, +a, (-)"*M,, +--+a, - (-1)""M,, =
=a A +a,A, e AL

Teorem 1 isbat olundu.

Misal. Teorem 1-in kémayi ilo determinant: hesablayaq:

-3 2 3
d={2 -1 0.
1 -2 2

Determinant: 2-ci satir elementlori tizrs ayiraq:

2 3 —
d:2. _12+l' _1'_12+2. O=
R I TGS Vs I
—2.10—(-9) = -11.

Determinantin asagidaki xassasini isbatsiz gobul edak.
Teorem 2. Determinantin ixtiyari satir elementlorinin basga satrin uygun elementlorinin

cabri tamamlayicilarina hasillarinin cami sifra borabardir:

D a;A; =0k i.
i1
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Torif 3.0gor n tortibli A vo B matrislori Gglin AB=BA=E borabarliyi 6danilorso onda
deyilir ki, belo matrislora garsiligl zars matrislar deyilir, burada E n tortibli vahid matrisdir.

A matrisinin torsi A kimi isara olunur va torifo osason B=A".

O 0y ...0,
_ § Ay O 5. _ - :
Tutag ki, Ae K™, A=| 272772 A iso a; elementinin cobri tamamlayicisidir.
O App- Oy
Ay Ay Ay
AY = A Ay Ay
Anhon A,

matrisina A matrisinin birlagdirilmis matrisi deyilir. Teoreml vo teorem 2-ya gora A matrisisnin i

nomrsli satri ilo A" matrisinin k mdmrali stitununun hasili asagidaki kimidir:

Aa
Ai'(Av)k:(ailv---vain)' . :ailAk1+---+ainAkn:{
A

|Ali =k,oldugda;
0,i # k oldugda.

Ona gora do

AN — 0[A...0 _IAE

Analoji hesablamalardan sonra asagidaki borabarliklor alnir:

A'A=|A-E.

Buradan grinir ki, agor |A|#0 olarsa, onda A =|A|"A”. Beblikls, biz asagidak: teoremi
ishat etdik.

Teorem 3. Ogor A kvadrat matrisinin determinanti sifirdan forglidirss, onda onun torsi
vardir vo

A=A A
Natica. Elementar matrisin torsi vardir.
Asanhqla asagidaki borabarliklori yoxlamagq olar.

-1 _ -1 _ -1 _
Eciy = Ec’l(i)’ Enot) = Ehon Egren = By -
Belaliklo, elementar matrisin tarsi do elementar matrisdir.

Misal. Asagidaki matrisin torsini tapaq:
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0 -2 -3/
Holli. ©vvalco matrisin determinantini hesablayaq:

detA=18-8+6=16=0

oldugu ugln tors matris vardir.

l+13 2__ - __2+12 0__ __3+12 0__
O e PN I B OEC
1 2 2 0 2 0
— _1 +2 :3’ — _12+2 =6, —(_ 3+2 :4’
I O P CL P
l+31 3 _ ) _(_ 2+3_2 2 } _(_ 3+3_2 2__ 9
N e P e I e
Belalikla,
5 6 4
L1
A== 3 & 4
16
2 4 -8
Yoxlama:
5 6 4Y-2 2 0 16 0 0
Al-A:%’S 6 4|1 3 2|=2lo 16 o|=E

16
-2 -4 -8\ 0 -2 -3 0 0 16

Determinantin torifino osasan har bir Ae M (K) matrisinin determinant1 vardir. Buna
goro do determinanta inikas kimi baxmaq olar: det: M (K) — K. Bu inikas: bir godor otrafl:
todgiq edok. Yuxarida isbat etdik ki, determinanti sifir olmayan matrisin torsi vardir. GLM  (K)
ilo M, (K) halgasmin sifirdan forgli determinanti olan matrislori ¢oxlugunu isaro edok.

Deyilonlors asasan, Ae GLM_ (K) — A" eGLM, (K).
Tarif. Determinant: sifirdan forgli olan matris geyri- maxsusi matris adlanir.

Teorem 4. Ae M, (K) matrisinin torsi olmas: Ui¢tin onun determinantiin sifirdan forgli

olmasi zoruri va kafidir.

Isbat:. Yuxarida gostordik ki, ogor A< GLM _(K) olarsa, onda A matrisinin torsi vardr.

Zoruriliyi isbat etmok gtin forz edok ki A matrisinin torsi vardir. GOstorak ki, onun

determinant: sifir deyil. Sorto asason elo B matrisi vardir ki, AB =E =BA. Aydindir ki, A

106



matrisinin he¢ bir siitunu vo ya satri tamamila sifir ola bilmaz. Masaslon, onun birinci satri sifir
olardisa, onda AB = E hasilinin birinci sotri do sifir olards, ¢linki, bu satir A matrisinin birinci

sotrini B matrisinin stitunlarina vurmagla alinir. Forz etmak olar ki, a,, = 0; aks halda miayyon

iki sotrin yerini dayismoklo buna nail olmag olar vo ham do bu zaman determinantin ancaq
isarasi doayisor. Determinant Uzorinds ikinci ndév elementar cevirmolor apararag onun birinci

sitununda a,, # 0 elementindon basga galanlarini sifra gevirok. Determinantin 9-cu xassasine

asasan, bu cevirmolordon sonra determinant doyismoaz. Prosesi davam etdirarok, onu pillali A’
soklina gatirok. Belolikls, ancaq birinci va ikinci nov elementar gevirmoalorlo determinanti
ucbucag sokilil hala gatirmak olar va bu zaman determinantin ancaq isarasi doyisa bilor. Xasss 7-
ya gOro alinan determinant diagonal elementlarin hasilina barabardir. Ogar diagonal elementlor
hamisi sifirdan forgli olarsa, onda determinant 6zi do sifirdan forglidir vo bu halda teorem isbat
olunmus olar. ikinci halda sonuncu satir tamamilo sifra borabor olacagdir (bu pillali matrisin
torifindin alinir). Onda yuxaridaki geyds asason, eyni elementar ¢evirmalorlo E vahid matrisi
determinant: +1-o borabor olan E' matrisi soklina dusor. Beliliklo, elementar gevirmalordan
sonra A'B =E’ alrig. Yuxarida deyilonlora asasan, sol torafdaki hasilin sonuncu sotri sifirdir.
Demoli, sag torafdoki matrisin do sonuncu satri sifir olmalidir ki, bu da mimkin deyil, ¢iinki,
deyildiyi kimi, onun determinant: sifirdan forglidir. Alinan ziddiyyst ikinci halin mimkin

olmadigini gostarir. Demoali, det A= 0. Teorem isbat olundu.

Notica 1. Qeyri-moxsusi matrisi satirlor tzarinds | vo Il nOv elementar gevirmolor

aparmagqla yuxari tgchucag matrisa gotirmoak olar.

8§3. Kramer gaydas

Tars matrisin kdmoayi ilo asas matrisi geyri- moxsusi olan xatti tonliklar sistemini Kramer
gaydas: adlanan usulla hall etmok olar. Bu gayda Kramer tarafindon 1750-ci ildo verilmis vo
ancaq tonliklarin say1 dayisonlorin sayina borabor oldugda totbiq oluna bilor. Asagidaki Xotti
tonliklor sistemina baxaq:

B Ha o HayX, =,
By +8p% +-- 8y, =D,

AgX +apX% ++a, %, =D,

1)

va sistemin matrisini A ilo isara edorok onu matrisli sokilds yazagq:

AX=Db, (2
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burada x doyisonlordon, b iso sistemin sag toroflorindoki sorbast hodlordon diizolon siitun
vektorlardrr.

Teorem 5. (1) sisteminin muoyyan olmasi Gglin onun determinantimin sifirdan forgli
olmasi zoruri vo kafi sortdir.

Isbat:. Tutaq ki, detA=0. Onda A matrisinin torsi vardir vo (2) borabarliyinin hor iki
torofini A™ matrisine vuraraq ahriq:

X=A"0 = (detA)*AD . (3
Aydindir ki, bu disturla miiayyan olunan vektor yeganadir. O sistemin hollidir, ¢linki,
Al(det A)*A'b )= (det A) *(det A)Eb =b .

Demali, sistem uyusandir. Gostarok ki, onun basga halli yoxdur. Dogrudan da agor X, Vo X,
sistemin ixtiyari iki halli olarsa, onda yaza bilorik:

AX,-%,)=0>%-X,=0>%X =X,.

iy

Belalikla, hallor Ust-lsta disdr, yani sistem muoayyandir.

Indi forz edok ki, sistem miiayyandir. Xatti tanliklor sisteminin hallori hagginda V11 fasil
83, teorem 3-o asason Xatti tonliklor sistemini pillali soklo gatirdikdon sonra r = n olacaqdir.
Demoli, sistemin matrisini pillali soklo gotirdikdo diagongal matris alinir vo buna géros do 0,
geyri-moxsusidir. Teorem 5 isbat olundu.

Natica. Ogar (1) sisteminin matrisi geyri-moxsusi olarsa onun yegana holli asagidaki
dusturlarin kdmayi ilo tapila bilor:

A,
X; ZX; j=12,...,n

burada A; A determinantindan j-cu situnu b vektoru ilo avaz etmoklo alnr.

Isbatz. (3) baraboarliyine asason
blAj1 + bZAj2 +eee bnAjn .
A

-1 v Ji-
X, = (det A)*(A")'b =
Kasrin suratine A matrisinin j-cu siitununu b vektoru ilo ovoz etmoklo alinan determinantin
acilis1 kKimi baxmaq olar. Demoli, natica dogrudur.
84. Matrislarin hasillinin determinanti
Teorem 1. Qeyri-moaxsusi matrisi elementar matrislorin hasili soklinds yazmagq olar.

Isbatz. Verilon matrisi satirlor tizorinda | va Il ndv elementar gevirmolorlo yuxar: tighucaq

soklo gatirmaok olar. Yanielo E_ ..., E, elementar matrislori var ki,
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burada A" matrisi asagidaki sokildadir:

(:1 * %
AI — 0 C2 *
0 0 c

Buttin diagonal elementlor sifirdan forglidir. Ancag ikinci ndv elementar cevirmolor yerina
yetirmaklo sonuncu sltunda axirinci elelmentdoan basga galanlarini sifra ¢evirmok olar. Anloji
olaraq, digar sltunlarda da diagonal elementlordon yuxarida dayanmis elementlori sifirlamaq

olar. Belolikla, biz aliriq:

E,, o Ey A=A
burada
c, O 0
N
0 0 C

Nohayat n sayda Il név E kimi elementar gevirmalor yerino yetirmoklo matrisi vahid

cit (i)

matrisa gevirmok olar. Son naticads els k natural adadi tapiriq Ki,

E, -..-E,A=E.

Px P1

Bu barabarliyin hor iki torafini ardicil olarag soldan E;:,...,qull matrislorina vursag, alariq:

A= qull ----- qukl. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 1-don istifado edorok matrisin tarsinin hesablanmas: Ucgilin 2-ci paragrafda

gostarilon tsuldan fargli Gsul vermak olar. Yuxarida gostardik ki,

-1 -1
A= E% ..... Ewk
Bu boraboarlik gdstorir ki,
-1
A'=E, --E,E;
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basga sozlo, verilon matrisi vahid matriss ¢evirmok tgtin istifado olunan elementar gevirmolor

eyni ardicilligla vahid matris Uzarinds yerina yetirildikds, bu matrisin tarsini verir.

Bunu nazars alaraq verilon geyri-maxsusi matrisin tarsini tapmag G¢tin ona sagdan vahid
matris qosurlar. Verilon matrisi vahid matriso cevirmok ucun istifado olunan elementar
cevirmolar eyni ardicilligla gosulan vahid matris Uzorindo yerino yetirilir. Naticada gosulmus

vahid matris axtarilan tors matrisa gevrilir.

Misal. Yuxarida baxdigimiz

-2 2 0
A=l 1 3 2
0o -2 -3
matrisinin tarsini deyilon tsulla hesablayaqg.
-2 2 0 1 0O
A= 1 3 2 (010
0 -2 -3 001

Matrisin satirlori Uzarindo elementar ¢evirmolar yerina yetirmoklo birinci matrisi (bloku) vahid
matrisa gotirok. ©vvalca 1-ci va ikinci satirlorin yerini doyisok va sonra yeni birinci satri 2-ya

vuraraq ikinciys alave edok.

-2 2 1 0 1 3 2 |0
1 3 O|l—>|-2 2 0 -
0O -2 -3 1001 0 -2 -3 100
1 3 2 010 1 3 2 1010
0 8 4 11 2 -0 -2 -3 0 0 1|—>
0 -2 -3 |0 01 0 8 4 1 2 0
1 3 2 010 1 3 2 010
0O -2 -3 00 1|0 -2 -3 0 0 1.
0O 8 4 1 2 0 0O 0 -8 1 2 4

Alinmis matrisin ikinci satrini -0,5-9, Gguincl satrini iss -0,125-5 vuraq va elementar gevirmalori

davanm edoarak birinci blok-matrisi vahid matriss gatirok:
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1 3 2 (010 1 3 2 0 1 0
0 -2 -3 100 1|—»(0 1 15 0 0 -05|—>
0O 0 -8 1 2 4 0 0 1 |-0125 -025 -05

3 2 0 1 0 1 3 0 |025 15 1
1 15 0 0 -05|—>|0 1 0 |01875 0375 0,25 |—>
0 0 1 |-0125 -0,25 -05 0 01 |-0125 -0,25 -05

1 0 0 |-03125 0,375 0,25
0 1 0 01875 0375 0,25].
0 01 -0125 -025 -05

Belaliklo,

-0,3125 0,375 0,25 5 6 4
A*=| 01875 0375 0,25 :li 3 6 4
-0125 -0,25 -05 -2 -4 -8

Alinan natico yuxaridaki ils Ust-Usto dusur.

Teorem 2. A, BeM_ (K) matrislorinin hasilinin determinanti onlarin determinantlarinin

hasilina barabardir: det(AB) =det A-detB.

Isbatz. ®vvalco forz edok ki, hor iki matris geyri-maxsusidir. Yuxarida deyilonlora asasen,

elo elementar matrislor var ki,

E, . E, A=A

Pm
olmagla, detA=cdetA,; e=%1vo
E, ..E,B'=A

olmaqgla, detB=detB'=5det A; § =+1. Burada A, vo A diagonal matrislordir. Buna gors do

onlar1 transponirs etdikds doyismoz galacaqdirlar. Belaliklo,

detA-detB =¢godet A, - det A =eddet(AA).

Digar torafdan,
A=A =BE] . -E| .
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Elementar matrisi transponira etdikdo yena do elementar matris alinir. Elementar matrisi har
hans1 matriso sagdan vurdugda hamin matrisin sttunlar1 Uzorindo elementar cevirmolar yerino

yetirilmis olur. Belaliklo,

AA=E, -..-E, ABE} -...-Ej

boraborliyi gostorir ki, AJA hasili AB matrisinin (bu matrislorin hasilinin distributivlik

xassasindoan alinir) satir va sttunlart Gzarinda elementar cevirmolor yerina yetirmoaklo almair.
Asanhqla yaqin etmok olar ki, determinantin isarasinin doyismasina Sobob olan satir vo ya
sutunlarin yerinin doyisdirilmasi yuxarida A vo B matrislori Gzarinds yerina yetirilon elementar

cevirmoalalrds olan isaradsyismoalorin Umumi sayina barabordir. Belsliklo, detA)A = &6 det(AB).

Demoli, teorem geyri- moxsusi matrislor tglin isbat olundu.

Indi iso forz edak ki, verilon matrislordon biri, masaslon, A matrisi geyri-moxsusi deyil.

Asanligla yaqin etmok olar ki,

AA=E, -..-E, ABE} -...-Ej

barabarliyi yena do dogrudur, lakin bu halda A, vo A matrislorinin diagonal elementlori

icarisinda sonuncusu sifir olcaqdir. Belaliklo, sol tarafdoki matrisin determinanti sifra barabordir.
Sag torofdo elementar cevirmolordon sonra alinan matrisin  determinantt AB hasilinin

determinantindan ancaq isaroa ilo forgqlono bilor. Demoli, det(AB)=det AdetB=0. Teorem 2

isbat olundu.

Teorem 3. Matrisin maxsusi olmasi tgln onun satir va ya sutunlarmin xatti asili olmasi

zaruri va kafi sortdir.

Isbatz. Kafi sorti sotirlor tigiin gostarmok kifayatdir, ¢linki siitunlar tgiin eyni naticani
transponira olunmus matriso baxmaqgla almaq olar. Belolikls, tutaq ki, verilmis A matrisinin
satirlori xatti asilidir. Onda xatti asili olan vektorlarin melum xassasina gors (VII fasil, 81, xassa

4) har hansi satir, masalon n-ci satir galan satirlorin xatti kombinasiyas: kimi yazila bilor:
A" =c A +---+c, A",

A matrisi Uzorinds ikinci nov asagidaki elementar ¢cevirmolori aparaqg. 1-ci sotri ¢,-9, 2-Ci Sotri
c,-Yo Va i. &, n-1-ci satri ¢, ;-0 vuraraq n-ci satrdsn ¢ixag. Onda sifir sotir alarig. Determinantin
Xassasaino osason 0 doyismoz. Lakin, alinan determinantin sonuncu sotri sifra barabar

oldugundan o, va eyni zamanda detA, sifra barabar olacaqdir, yani matris moxsusidir.
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indi iso forz edok ki, detA=0. Gostorork ki, onun sotirlori vo siitunlari xotti asilidir.

Ovvalki paraqgrafda verilmis Teorem 5-o asason
AX=0

bircins xatti tonliklor sisteminin qeyri-trivial holli vardir. Demoli, hamisi sifir olmayan

elo x,,...,X, skalyarlar: var ki,

XA +..+ XA =0

yani matrisin sttunlar: xatti asilidir. Teorem 4 isbat olundu.
Yuxarida deyilanlori bels bir teoremdo Umumilasdirmok olar.

Teorem 4. Tutaq ki, Ae M (K) hor hansi n tortibli matrisdir. Onda asagidaki tokliflor

eynigucludur:
1) A matrisinin satirlori xatti asili deyil;
2)detA=0 ;

3) A matrisini elementar matrislorin hasili kKimi géstarmok olar.

85. Bazis minor. Matrisin rangi

Minor anlayisini ixtiyari matris tictin imumilosdirmok olar. Tutaq ki, Ae K™" ixtiyari

mx n Olctli matrisdir. Bu matrisdo hor hansi k sayda satir geyd edok. Onlarin némralarini

I,L,,...,1 ilo isaro edok. Eyni sayda sutun geyd edok vo ndmralorini j, J,,..., J, ilo isaro edok.

<r<k

Torif 1. k tortibli M :(airjs)1 matrisinin determinantina verilon matrisin k tortibli

1<s<k

|1 cee Ik

minoru deyilir vo M(
h ok

J Kimi isara olunur.

Yoni verilmis matrisin K tortibli minoru dedikds yuxarida geyd olunan satrlarls stitunlarin

kasismasinda yerlogon elementlarin amoals gatirdiyi determinant basa dustlir. Masalan,
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-1 3 1 -3 2
-2 2 1 0 -2
o -11 1 -1

matrisinds 1-ci va 3-cl satirlorle, 2-ci va 4-cl sttunlarin kosismasindaki elementlori geyd etsok

asagidaki iki tortibli minor almar:

3 -3
-1 1

‘:o.
Tarif 2. Matrisin sifirdan forgli minorlari igarisinda on yiiksak tartibli minorlarin hor biri
bazis minor adlanir.

Aydindir ki, Ae K™" matrisinin bazis minorunun tortibi r olarsa, r <min(m,n) soti

Odanilmalidir. Yuxaridaki matrisin bazis minoru olaraq, asagidaki 3 tartibli minor gotirilos bilor:

-1 3
-2 2 =5.
0 -1

Bazis minorun osas xassasi agsagidaki teoremls ifads olunur.

Teorem 1. Matrisin har bir satri (sttunu) bazis minor yerloson satirlorin (sttunlarin) xatti
kombinasiyasi kimi g0Ostarila bilar. Bazis minor yerlogon satirlor isa xatti asili deyil.
Isbat:. Tutaq Ki, hor hanst mxn o6lguli A=(a;) matrisi verilmisdir. Miayyanlik Ggtin

forz edo bilorik ki, onun bazis minoru sol yuxari kiincds yerlosmisdir. ©ks halda satir vo
sttunlarin yerdoyismosi ilo bazis minoru sol yuxari kiinco gotirmok olar (bu yerdyismoda
minorun ancaq isarasi dayiso bilor ki, bu da teoremin h6kmtina tasir etmir). Aydindir ki, teoremi

ancagq satirlor gtin ishat etmok kifaystdir.

Ogor baxilan sotir bazis minor yerlogon sotirlordon olarsa, teoremin hokmi dogrudur.

Tutaq ki, bazis minorun tertibi r-dir v i>r nomroli A' =(a,,a,,...&,,8 .- &,) Sotri geyd

olunmusdur. Gostorok ki, elo o, ..., , skalyarlar: var ki,
A=A+ +a, A

Bazis minoru M il isara edok. Bazis minoru hasiyslomokls, yoni ona asagidan i ndmrali satrin,

sagdan isa ixtiyari j ndmrali sutunun elementlorini olavo etmoklo r+1tartibli minora gevirok:
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a, a, - & alj
y 8y vt Ay a2j

ar1 ar 2 r arj

& a4, - & aij

Bu minorun tartibi bazis minorun tartibindon boyik oldugu glin o, sifra barabardir. Bu minoru

sonuncu (r +1-ci) sutun elementlori Uzrs ayiraq:
A= a; Al,r+1 +a,; Az,r+1 o+ a Ar,r+1 + Ar+l,r+1 =0. (1)
Asanligla gormok olar ki,
Ara=M=0.

Digar minorlar bu minordan sonuncu sutunu vo uygun bir satri atmagla alinir. Basga sozls, A
determinantinin ifadoasina daxil olan cabri tamamlayicilar j-dan asili deyil vo ancaq satrin i

nomrasindan asilidir. (1) barabarliyindoan aliriq:
a; =—M - (a'lei,H—l ta, Ay g+t arjAr,r+l) =8t Q,a,; -t ay,
burada a, =-M ™A, ,,, isaro olunmusdur. Beloliklo, i-ci satrin har bir komponenti bazis minor
yerlasan satirlorin uygun komponentlorinin amsallar: o, ..., «, olan funksiyasidir. Demali,
A=, A"+ +a, A" barabarliyi dogrudur.

Indi g6storok Ki, bazis minor yerloson satirlor xotti asili deyil. Umumiliyi pozmadan forz
etmok olar ki, bazis minor ilk r sotirdo yerlosmisdir. Gostorok ki, A',..., A" vektorlar sistemi

xotti asili deyildir. ©ksini forz edok: tutaq ki, hamisi sifir olmayan els «,...,a, skalyarlar1 var ki,
A+, AT =0.
Onda bu borabarliyi koordinatlar tiglin do yazmaq olar:
ady; +-+aa; =0, j=1.n,

Demoli, bazis minorun satirlori xatti ashdir. Bu isa onun sifirdan fargli olmas: sortino ziddir.
Almnan ziddiyyat gdstorir ki, bazis minor yerlogon satirlor sistemi xatti asili deyil. Teorem 1 isbat

olundu.
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Tarif 3. Matrisin basis minorunun tartibina matrisin minorlar izra rang: deyilir. Matrisin
xatti asili olmayan satirlorinin (sutunlarinin) maksimal sayina matrisin satirlar (sttunlar) tzra

ranq: deyilir.
Teorem 2. Matrisin satirlor, stitunlar va minorlar tizra ranglar: barabirdir.

Isbatz. Teoremi ishat etmok (giin gostormok kifayotdir ki, matrisin satirlor tizra s ranq:
bazis minorun tartibina borabordir. Bazis minorun sol yuxari kiincds yerlosdiyini forz edok.
Teorem 1-5 asason bazis minor yerlagon satirlor Xotti asili deyil. Buna gors do, Xotti asili olmayan

sotir vektorlarmin maksimal s say1 bazis minorun r tartibindan kicik deyil: s > r. G0storak ki,
s <r. Oksini forz edask, yani tutaq ki, xstti asili olmayan s sayda B,,..., B, satirlor sistemi vardir

vo S>r. Teorem 1-o asason bu sotirlorin hor birini bazis minor yerloson sotirlorin Xotti

kombinasiyasi kimi yazmagq olar:
B =a,A"+a,A’+---+a A, i=1..,r.
Onda, 4B, ++---+ A,B, =0 borabarliyinds yuxaridaki munasibatlori nozars alsaqg, yaza bilorik:
A(a A +a, AP+ +a, A+ + A (a At +a,A% + - +a AT) =

:(allﬂl—i_'”—i—aslﬂ“s)Ai+'”+(a1r)‘1+'”+asr)“s)A =0.

Bazis minor yerloson satirlor xatti asili olmadigindan buradan asagidaki sistemi aliriq:

A +--+agd =0,

A +-+a A =0.
Bu sistemda dayisanlorin say1 tonliklotin sayindan ¢coxdur. Demoli, onun geyri-trivial halli vardir,
yoni 4B, ++---+ A.B, =0 boraboarliyindo amsallardan bozilori sifra barabar deyil. Alinan
ziddiyyat gostorir ki, s>r ola bilmaz. Belalikls, s<r va s>r.Onda, s=r vo bununla teorem
2 isbat olundu.

Bu teorem g0storir ki, matrisin bir yolla, masalan satirlor izra toyin olunan ranq: digoarlori
ilo eynidir. Bu imumi giymat matrisin ranqg: adlnir vo rangA kimi isara olunur. Eyni zamanda
buradan verilon matrisin rangini hesablamaq tc¢tin alverisli tsul alinir. Bu Usul asagidaki kimidir.
Verilmis matrisi satirlor Gzorinda 1 vo Il név elementar gevirmolor vasitosi ilo pillali soklo

gotirmak lazimdir. Pillali matrisin rangi sifirdan forgli sotirlorin sayin barbardir. Elementar
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cevirmolor zamani bazis minor mitlag giymatca doyismoaz galdig: Gglin, alinan pillsli matrisin

rang: verilon matrisin rangina barabar olacaqdir.

Noatica. Xotti tonliklor sistemini npilloli soklo gotirdikdo alinan pillali matrisin sifir
olmayan sotrlorinin say:1 elementar cevirmalordon asili olmayib, sistemin matrisinin rangina

barabardir.

Misal . Asagida verilon matrisin rangini tapaqg:

1 -3 4 -11
A=/3 1 -1 0 2].
1 7 -9 2 0

Bu matrisi elementar ¢evirmolar vasitasi ilo pillali sokla gatirok. Bunun gin avvalca birinci satri

— 3-0 vuraraq ikinci satra va -1 -5 vurarag, tglncu satro slave edok:

1 -3 4 -1 1
A—>|0 10 -13 3 -1];
0 10 -13 3 -1

ikinci satri -1 -0 vurarag, Uglnci satro olavs etsok, asagidaki pillali matrisi alariq:

1 -3 4 -1 1
0 10 -13 3 -1].
0 O 0 0 O

Bu matrisin iki sifirdan forgli sotri olduguna gora rangA =2 olacaqdir.

Matrisin rangi anlayisinin boyiuk shamiyyati vardir. Kroneker —Kapelli teoremi adlanan

asgidaki teorem tonliklar sisteminin uyusan olmasi t¢in slamot verir.

Teorem 3. Osas matrisi A, genislonmis matrisi iso B olan
AX=b
xatti tonliklor siteminin uyusan olmasi tiglin rangA = rangB olmasi zaruri vo kafidir.

Isbatz. ©vvalcs forz edok ki, sistem uyusandir, ysni onun x; = (x7, x?,..., x°) halli vardir.

Onda, genislonmis matrisin sonuncu sitununu A matrisinin sutunlarmin xatti kombinasiyas: kimi

yazmaq olar:
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b=x"A +xJA, +---+ XA, .
Onda bu matrislorin sttunlar tzrs ranglar: eynidir. Demali, rangA = rangB.

Tarsina, agar r =rangA =rangB olarsa, onda A matrisinin r sayda xotti asili olmayan
sttun vektorlar sistemi vardwr. Tutaq ki, bu sistem A, A, ..., A -dir. Sorts asason onlar B
matrisinin sttunlari igarisindo do maksimal sayda xotti asili olmayn sistem olacqdir. Ogar bu
sistema genislonmis matrisin sonuncu b vektorunu alava etsok xotti asili sistem alarig. Onda
hamaisi sifir olmayan elo 4,,..4,,4 adadlori var ki , LA +...+ A4 A + b =0olur. Burada 1 =0,

oks halda A,..., A vektorlarmin xotti asili oldugu almir ki, bu da ziddiyyst omolo gotirir.

Beloliklo, b vektorunu avvalki vektorlarin xotti kombinasiyas: kimi yazmaq olar:

b=x A + XA +--+xPA = X)A +XJA, +--+X°A +0-A, +--+0-A .
Bu barabarlik gostarir ki, sistem uyusandir. Teorem 3 isbat olundu.

86. Laplas teoremi va onun tatbiglari
82-do determinantin satir vo ya stitun elementlori Gzro ayrilis dusturu verilmisdir. Bu

distur Laplas teoreminin xususi hahdir. Bu teoremin ifadosini vermok Uglin cabri tamamlayici

anlayisinin imumilogsmasine ehtiyac vardir. Tutaq ki, n tortibli |A| determinant: verilmisdir. Bu

determinantda hor hansi k (1< k <n) sayda satir vo homin sayda da sutun geyd edok. Satirlarin

nomrolori i,1,,...,1,, situnlarin némralori iss jj, j,,..., J, olsun.

Tarif. k tortibli M( N X J minorunun yerlosdiyi satir vo sttunlar1 atdigdan sonra
h ok

Ty e+ e+ i

galan n-k tortibli minorun (-1) ododi ilo hasilina bu minorun cabri tamamlayicisi

deyilir.

Torifdon gorundr ki, k=1 oldugda bir tartibli minorlar matrisin elementlori ilo, onlarin
cabri tamamlayicilar1 isa adi cabri tyamamlayicilarla Gst- Usts disur.

Teorem 1. Matrisin determinanti onun ixtiyari k sayda secilmis satirlorinds yerlogon
batun mimkin k tertibli minorlar1 ilo onlarin cobri tamamlayicilarinin hasillori comina
barabardir.

Isbatz. ©vvalca forz edok ki, minor 1-ci, 2-ci,..., k-c1 satirlor izarinda yerlosmisdir. Belo

minorlarin sayr C* -ya borabordir. Determinantin ifadssindoki comi biittin belo minorlar tzrs

comlors parcalayaq:
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detA= Zagna Qe @02) " o = Z ZSIQHG ") @0 (2) oy =

oeS, 1<iy -+ <n oeS,
o (D)=iy,....o(k)=iy

= Z ZSignG(%laziz"'akik)'(ak+1cr(k+1)ak+2cr(k+2)"'ancr(n))- (1)

1<iy, -+, i, <n €S,
o) =iy,...o(k)=iy

Gorinduyl kimi determinantin agilisina daxil olan har bir hasil iki vurugdan ibaratdir. Bunlardan
biri geyd olunmus satirlorda yerloson minorlarda, galanlari iss “tamamlayici” minorlarda
yerlosan elementlordan tagkil olunmusdur. ©vvalca geyd olunmus satirlords yerasan minorlardan

sol yuxari kiincds olant goétirok. Onun uUgin 1<o(l),...,0(k)<k. Bu sort daxilinds o

avazlomasinin isarasi iki avazlomanin isaralorinin hasilina barabordir:

B 1 --- k _1...kk+1 -~ n
?Zlo@ - oK _(il ceig k+D e nj'

[ k#loeen ) (1w ko k+l oo
T_(a(k+1) a(n)j_(l ok okt - a(n)j’

¢lnki, c=¢tr. @ Vo r ovozlomalori, aslinds, bir —birindin asili olmadan S, va S _,

V3

gruplarindan istonilon giymatlori ala bilarlor. Demali, (1) cominin sol yuxar: kiincdoa yerlogon

minora uygun olan hissasi

Z signg - ai(p(l)a'Z(p(Z) "'akq)(k) Z signz 'ak+1f(k+1)ak+2r(k+2) "’anf(n) (2)

peS, reS,
7(1)=iy ..., 7 (K) =iy

ifadasina borabardir.

Tutaq ki, k tortibli minor basga situnlarda yerlosmisdir. Har bir minora daxil olan
sttunlarin némralarinin, yani ¢ oavazlomasinin ikinci sotrinda yerloson elementlorin, bir-birina
nazaran nizammni pozmadan o oavazlomasinin ikinci satrinds ardicil transpozisiyalar yerina

yetirarak, sttunlarin yerini elo dayisok ki, j, ndmrali stitun r-ci yeri tutsun. j, némrali situnu 1-
ci yera gatirmak Ucun j, —1 sayda ardicil yerdoyismo yerino yetirmak lazimdir. Analoji olarag,
J, nomrali sttunu r-ci yera gotirmok uctin j, —r sayda ardicil yerdoyismo yerino yetirmak

lazimdir.  Gostorilon  transpozisiyalara uygun olan  ovozlomleri  o,,0,,..,01;T =

J,++ 1, —1—---—k Kimi isaro edok. Masolon, birinci vo ikinci elementlorin yerini doyison

1 2 3 --n
2 13 - n)

c=00, 0 (p7).

avozlomo bels olacaqdir:

Onda, alariq:

119



Yuxarida oldugu kimi, bu halda, baxilan k toribli minora uygun olan (2) comi asagidaki kimi

olar:

D SI9N0 1,085 00) B X
QeSy

Jit o+t -1-2—-—k .
x(_l)l ’ ‘ ZS|gnG’ak+1a(k+1)ak+2c;(k+2)"‘ana(n)’ (3)
o€S,
o()=jprmo (k)= ]k

cunki transpozisiyalarin isarasi —1-o borabardir. Belaliklo,

det A = Z Z signg - A1) Q20 2) " Aip k) X

1<ji oo dksn peSy

o)+ (2)+ -+ (k)+1+2+---+k .
X(_l) ZS|gnU'ak+1a(k+1)ak+2cr(k+2) g (ny |

oS,
Ovazlomoalor Uzrs birinci com j, j,,..., J, ndmrali sttunlarda yerogon minora, uygun isaro ilo

gotirulmis ikinci com isa bu minorun cobri tamamlayicisin borabordir. Belolikls, agor i, 1i,,...,1,

nomrali sotirlords vo |, J,,..., J, nomrali sttunlrda yerlosmis minoru M ( * |, onun
ok
i,

cabri tamamlayicisini iso A(
Lok

J Kimi isars etsok alariq:

detA= 3 M(?l iFJ-A[il i_kJ. @)

1< g o Ji <N o) j1 SRR
Belalikla, teorem ilk k satirlords yerlosan minorlar tglin isbat olundu.
Umumu halda stitunlarla oldugu kimi, satirlorin ardici1l yerdiyismasi ilo onlari ilk k sotrin

i+t —1—-—k

yerina gotira bilorik. Bu zaman determinant (-1) adadina vurular va biz noticads

yeno do (3) borabarliyini aliriq vo artiq comin daxilindoki isaro (—1)"* ="l yyrugu ilo
muoayyan olunacaqdir.

Demoli (4) borabarliyi bu halda da dogrudur. Teorem 1 isbat olundu.
Misal. Asagidaki dord tortibli determinanti Laplas teoreminin kdmayi ilo hesablayag.

2 1 0 -2
-1 0 0 1
d= .
0o 2 3 -1
-2 -1 -2 2

Laplas teoremini totbiq etmok Ugiin 1-ci va 2-ci satitlori geyd edok. Bu satirds alt1 2 tortibli minor
yerlosir:

2 1
o

‘2 o‘ ‘2 -2
:1’ :,

10 -2 o -2
=0, =0, =1,

00 0 1|

Uygun cabri tamamlayicilar1 hesablayaq:
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3 - 2 - 2 3
_1 1+2+3+4 — 4’ _1 1+2+2+4 — _3 ’ _1 1+2+2+3 — _1’
(D 2“ (e 2“ (e
0 - 0 3 0 2
_1 1+2+1+4 — _2 ’ _1 1+2+1+3 — _6 ’ _1 1+2+1+2 — 4
(D 2“ (- _2_2‘ (e

Beloliklo, d =1-4+0-(-3)+0-(-1)+0-(-2)+1-(-6)+0-4=4-6=-2.
Laplas teoreminin komyi ilo hasilin determinanti hagda teoremi daha bir yolla isbat
etmok olar.
Teorem 2. n tortibli matrislorin hasilinin determinanti onlarin determinantlarmnin hasilina
barabardir.
Isbat:. Asagidaki 2n tartibli determinanta baxaq:
A
d ‘ ) g‘.
Gorundlyd kimi, determinantin matrisi har biri n tartibli matris olan dérd blokdan ibaratdir. Bu

matrisin aciq sokli beladir:

a11 a12 ces ain 0 0 ves 0
a21 a_22 ces aZn 0 0 ves 0
a, a, -~ a, 0 0 0
-1 0 0 b11 b12 bln
o -1 -0 b21 bzz 2n
0 0 e =1 bnl an bnn

Determinant: iki muxtolif Gsulla hesablayaq. ©vvalco onu Laplas teoreminin komayi ilo
hesablayaq. 1-ci, 2-ci,..., n-ci satirlori geyd edok. Bu satirlords yerlogon n tortibli minorlarin har
birina, yuxari sol kiincda yeragon minor istisna olmaqla, he¢ olmasa bir sifir suitun daxildir. Buna

gOro do bitun belo minorlar sifra boarabordir. Sol yuxar: kiincdo yerlogon minor iso det A-ya,
onun cobri tamalayicls: iso (—=1)""*"**"*" detB = det B -y» borabordir. Laplas teoremins asason,
yaza bilarik:

d=(-1)"det A-detB.
Eyni determinant: basga tsulla hesablamaq Gc¢tin onun Gzarindo elementar c¢evirmolar yerina
yetirok. ©vvalco determinantin n+1-ci satrini &, -0 vuraraq birinci sotrs, a,-yo vuraraq 2-Ci
sotro va i. a., a,,-vurarag n-ci satro olava etsok, A matrsinin yerlasdiyi blokda birinci sttun sifra

cevrilor. Analoji olarag, n+2-ci satrin komoayi ilo ikinci, Uglincu, va i. a., sonuncu sutunu sifra

gevirmak olar. Bu gevirmalar naticasinds sag yuxari kiincdaki blokda C = (cij) matrisi alinar. c;
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elementi n+1,...,.2n ndmrali satirlori, uygun olaraq, a,,,...,a;, elementlorino vuraraq, i-ci sotro
alava etmokls almnir, yani
Cy = &,y +a,b,; +---+a,b,; =A'B;.

Belalikla biz agsagidaki determinanti aliriq:

0 AB
d= .
-E B

Yeno do Laplas teoremini totbiq edok vo yeno do n sotir olarag 1,...,n némrali satirlori gotirak.

Indi iso sag yuxar1 kiincda yerlason minordan basga galan minorlar sifra borabardir. Demoli,
d =det(AB) - (=)t "D+ det(—E) = (=1)"™ det(AB) = det(AB).

Alinmis barabarliklori tutusdursaq teoremin hokmuni alarig: det(AB) = det AdetB .
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IX FOSIL. XOTTi FOZA
81. Xatti fazanin asas anlayislarn

Tutaq ki, har hanst X c¢oxlugu va bu ¢oxlugda “+” kimi isaro olunan binar amol

verilmisdir. K meydan: gétiirok vo K x X diiz hasilinde @:(2,X)> Axe X kimi tayin olunan

inikasa baxag.
Tarif. Asagidaki sortlor 6donilorsa <X : K> cutd xatti foza adlanir:
1) (X,+) cabri kommutativ grupdur;
2) o inikasi asagidaki sortlori 6doyir:
a)(VA, 1 e KY¥xe X N(A+ p)x = AX + ux);
b) (Vx,y € X)VA e K)A(X+y)=Ax+y);
¢) (V2,1 € KYwx e X N(2u)x = A(ux));
d) (vxe X )1-x=x).
Qeyd etmok lazimdir ki, baxilan @:Kx X — X inikas: ixtiyari AeK skalyar1 ugln

o, 1(2,X) > Ax e X inikasini toyin edir. Bu inikas X coxlugunda unar amal miayyon edir.

Buna gora do xatti fozani 1) va 2) sortlorini 6dayan <X Ao, |4 e K}> cabri kimi do tayin etmok

olar.

Misallar.1. Hor bir meydan 6z0 tzarinda Xotti fozadir.

2.Mustavi Uzarinda hor hanst O noqtesi geyd edok. Baslangict bu ndqtods olan bitiin
mumkin istigamotlonmis pargalar coxlugu (bagh vektorlar ¢oxlugu), avvalki mdvzulardan
moalum oldugu kimi, kommutativ qrup amolo gatirir. Bu vektorlar coxlugu xatti faza toskil edir.

3.R" adadi xotti foza R hoqiqi adadlor meydani (izarindo xatti foza toskil edir. Bu Xatti
foza n-6lglll odadi xatti foza adlanir.

4.Elementlari hor hanst K meydansndan olan bitin mxn 06lgili matrislor goxlugu hamin
meydan Uzorinds xatti foza toskil edir.

5.C[0]] ilo [0]] parcasinda toyin olunmus kasilmoz funksiyalar coxlugunu isaro edoak.
Bu ¢oxluqg funksiyalarin toplanmas: amalina géra kommutativ grup amols gatirir. Aydindir ki,
kasilmoz funksiyanin sabito hasili do kosilmoazdir. Yoxlamaqg olar ki, xotti fozanin bdtiin
aksiomlar1 6donilir. Belaliklo, [0,1] parcasinda tayin olunmus kasilmoz funksiyalar ¢coxlugu Xotti
foza toskil edir.

Xotti fozanmin bilavasito torifdon alinan sads, lakin mihim xassolori vardir. Tutaq ki,

(X,K) xotti fozasi verilmisdir.

Xassa 1. Ixtiyari xe X elementi tiglin 0-x =0.
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Isbati. Torifdo 2), a) sortino asason 0-x+0-x=(0+0)x=0-x=0-x+0. X qgrupunda
ixtisar ganununa gors buradan 0-x =0 munasibati alinir.

Xassa 2. ixtiyari xe X elementi tigiin —x = (-1)-x.

Isbatz. x+(=1)x =1x+ (-1)x = (1-1)x = 0x =0 oldugundan oks elementin tarifina asasan
-x=(-1)-X.

Xassa 3. Ixtiyari a € K elementi tigiin «-0=0.

Isbat:. Torifdo 2), b) sortino osason a-0+a-x=a(0+X)=a-Xx=0+a-Xx. X grupunda
ixtisar ganununa gors buradan o -0 =0 mdunasibati alinir.

Xassa 4. Ixtiyari a € K elementi vo ixtiyari x e X vektoru tiglin

aXx=0->a=0vx=0.

Isbatz. Tutaq ki, o =0. Onda o™ tors elementi vardir va verilon barabarliyin hor iki

tarafini bu elements vursaq alariq:
a(ax)=a0—>1x=x=0.
Xassa 5. Ixtiyari a € K elementi vo ixtiyari x e X vektoru tigiin
(—a)x=a(-x) =-ax.
Isbatz. Dogrudan da,
aX+(—a)x=(a—-a)x=0x=0
N
aX+a(—x)=a(x—x)=a0=0.

Bu miinasibatlordan isa talob olunan borabarliklor almar.

Analoji olaraq asagidaki iki xassa da isbat olunur.

Xassa 6. Ixtiyari «, 8 € K elementlori va ixtiyari x e X vektoru Ggln

(a—-pB)x=ax-pXx.
Xassa 7. ixtiyari a € K elementi va ixtiyari x,y € X vektorlar1 tigiin
a(X—-y)=ax—-ay.

Xotta foza anlayis1 ilo bagh olan an mihim anlayislardan biri xatti kombinasiya anlayisidir.

Tutaq Ki, X,X,,..,X,€X vektorlar vo oy,a,,...a, €K skalyarlar sistemi verilmisdir.
aX +o,X, +---+a X, comino verilon vektorlar sisteminin omsallar1 «;,a,,...,a, olan xatti

kombinasiyas: deyilir. Aydindir ki, butiin amsallar sifra borabardirsa, onda xatti kombinasiya 6z
do sifra barabordir. Belo xatti kombinasiyan: trivial xatti kombinasiya adlandirag.

Torif 1. X,X%,,..,X, € X vektorlar sisteminin sifra borabor olan qeyri trivial Xotti

kombinasiyasi varsa, onda bels vektorlar sistemi xatti as:/z sistem adlanir.
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Torif 2. (oy,....a, € KX+ +aX =0>a, =---=a, =0) milahizosi dogrudursa,
onda X, X,,..., X, € X vektorlar sistemina xatti as:/z olmayan sistem deyilir.
Odoadi xatti fozada oldugu Kimi xatti asili olan vo olmayan sistemlarin asagidaki mihim
xassalori vardir.
Xassa 1. ©gor X, X,,..., X, € X vektorlar sistemina 0 vektor daxildirss, onda bu sistem
xatti asilidir.
Xassa 2. ©gar X, X,,..., X, € X vektorlar sistemi xotti asili deyilss, onda onun ixtiyari alt
sistemi do Xotti asili deyil.
Xassa 1 va 2 -nin isbatlari tamamils odadi xatti fozalarda oldugu kimidir. Kontrapozisiya
ganunundan istifado etmokls asanligla asagidaki xassoni ishat etmok olar.
Xassa 3. Xotti asili sistemin istonilon genislonmasi xatti asilidir.
Xassa 4. Verilon sistemin xatti asili olmasi dgun bu sistemin har hans: vektorunun digar
vektorlarin xatti kombinasiyas: kimi gostarilo bilmasi zoruri vo kafidir.
Isbati. Tutaq ki, X,,X,,...,X, € X vektorlar sisteminin hor hans1 bir vektoru mosalon, X,
vektoru galan vektorlarin xatti kombinasiyasi kimi gostarilo bilir:
X, =X+ + X .
Onda,
X+ ta X =% =0
va sistem Xxotti asilidir.
Tarsing, agor hamist sifir olmayan elo «,...,«, skalyarlari tapmag mimkin olsa ki,
X+ o X o X =0
olmaqgla omsallardan he¢ olmasa biri, masalon, ¢, sifirdan farglidir. Onda alariq:
X =—(a /oy )x == (a1 [ )X 4
vektorlardan biri galan vektorlarin xatti kombinasiyas: soklinda gostarilir. Xasss 4 isbat olundu.
Torif 2. X, X,,..., X, € X vektorlar sisteminin bittin mimkun
L(X;,e X ) = {alxl+--- +ox | (.. )e Kk}
xatti kombinasiyalar coxluguna verilon sistemin xatti Orttya deyilir.
Aydindir ki, ogor X e L(X,,...,X,) olarsa, onda x vektorunu X,...,X, vektorlar sisteminin
xatti kombinasiyasi soklindo géstarmok olar. Demoli, bu halda X,,...,X,, X vektorlar sistemi xatti

asilidir.

Torif 3. IKi X,...,% Vo Y,,..., Y, vektorlar sistemi o zaman ekvivalent vektorlar sistemi
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adlanir ki, bu sistemlordon hor birinin sifirdan forgli har bir  vektorunu digear sistemin
vektorlarinin xatti kombinasiyasi soklinda gostarmak mimkiin olsun.

Teorem 1. Ekvivalent sistemlorin xotti 6rtiklori barabordir.
Isbat:. Tutaq ki, X € L(X,...,X, ). Onda miloyyan «,...,c, skalyarlar: tapmaq mimkuanduir
ki,
X=o0uX + -+ o X, .
Sorto osason (aydindir ki, x, #0,i=1,...,k, oks halda sifor vektoru xotti ortlyli doyismodon
sistemdan konar etmok olar)
% =BVt + BaVs-

Demali,

X=X+ +a X =(f+ -+ )y, + -+ (afy + -+ L)Y € L(Yn Ys) -

Buradan alirig, L(X,...,%. )< L(Yy,,...,¥,). Eyni gayda ilo oks miinasibat gdstorilo bilor. Teorem
lisbat olundu.

Teorem 2. X, X,,..., X, € X vektorlar sisteminin Xotti ortuyl Xxatti fozadr.

Isbatz. ixtiyari iki X,y € L(X,,...,%) vektorlarmin comi xatti rtiiys daxildir. Dogrudan da,
X=aX +-+oX Vo y=pX+--+ B X olarsa, onda

X+y=(a+ L)%+ -+ (o + B)% € L(X,.... X).
Demali, (L(X,....X)+) cobri miayysn olunmusdur vo asanhgla yagin etmok olar ki, o,
kommutativ grupdur.
axX = oy X, + -+ oo X,

barabarliyi ilo xotti Ortikdo skalyara vurma omoli toyin olunmus olur. Belaliklo, biz
(L(Xye X ) H 4w, A€ K])  cobrini alrig. Xotti fozanin torifine daxil olan aksiomlar
(L(X,- X ) H @, | A € KJ) cobrinds do Gdanilir. Demali, 0 xatti fozadur. Teorem 2 isbat olundu.

Torif. Tutaq ki, (X,K) xotti foza, Y = X bos olmayan alt coxlugdur. Ogar (X ,K) ciitii

X —da tayin olunan amullir1 géro Xotti foza amolo gatirarss, bu xatti foza <X,K> fozasmin alt
fazas: adlanir.
Natica. Ixtiyari X;,X,,...,X, € X vektorlar sistemi tgin (L(X,,....x ).+ {@, |1 € K}) cobri

xatti alt foza toskil edir.
Misallar. 1. Mustavi Uzarinds diizbucagli Dekart koordinat sisteminds koordinatlar: ila

verilmis vektorlar goxlugu, yeni (x,y) citler coxlugu xetti foza omels gatirir. aeR oldugda
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{(x,ax) |x e R} kimi cutlor coxlugu koordinat baslangicindan kegon diiz xatt miloyyan edir. Bu
diz xott alt foza omolo gatirir.

2.Yuxarida gordik ki, (0,1) araliginda toyin olunmus kasilmoz funksiyalar ¢coxlugu xatti
foza toskil edir. Bu araliqgda hor bir diferensiallanan funksiya kasilmozdir. Buitliin bels
diferensiallanan funksiyalarin C'(0,1) coxlugu alt foza omolo gtirir.

Teorem 3. X;,...,X, € X sistemi xotti asili deyilso vo | >k olmagla y,,...,Yy, € L(X,...,X,)

olarsa, onda Yy,...,Yy, vektorlar sistemi xotti asilidir.

Isbatz. Sorto asason ixtiyari 1<i <I indeksi ictin

Vi =0 X) + 00Xy +o o QX
Yi,---, Y, vektorlar sisteminin sifra barabor olan har hans: xotti kombinasiyasini gétlrok:

21y1+)'"ZY2‘F""F)ﬂﬁ =0. (1)

Yuxaridaki borabarliklari nazars alsaq, yaza bilorik:
|

LY+ LY+ A4Y, ZZ(aliX1+aziX2 +"'+akixk)ﬂ"| =

i=1

Aa X; =0.

(el |

M~

]

X;ye- X € X sSistemi Xotti asili olmadig: Ggln buradan A, 4,,...,4, skalyarlart Gglin asagidaki

|
i=1

Il
JiN

xatti barabarliklor sistemininn alariq:

Ay + 00, + -+ oy Ay =0,

o+ o0, ++ay A =0.
Bu sistemds doyisonlorin say1 tonliklorin sayindan az deyil. Demoli, elementar cevirmolor
vasitasi ilo bu sistemi pillali soklo gotirdikdo r <k < olacagdir. Bu isa 0 demokdir ki, sistem
geyri-miayyadir, yani onun trivial sifir hallindon basqga halli do vardir. Bu iso 0 demokdir ki, (1)
xatti kombinasiyasinda bitiun omsallar sifir deyil. Onda Y;,...,Yy, vektorlar sistemi xatti asilidir.
Teorem 3 isbat olundu.
§2. Xatti fazanin 6lcusu vo bazisi.

Teorem 1. ©gar X,...,X, € X vektorlar sistemi xotti asili deyilss vo har hanst x e X
vektoru ugun isa X,..., X, X sistemi xatti asilidirsa, onda x vektoru yegano gayda ilo Xx,...,X,
vektorlarinin xatti kombinasiyasi kimi gdstarilo bilar.

Isbatz. Sorto asason hamisi sifir olmayan elo 4,,...,4,, 4 skalyrlar: tapmaq olar ki,

AX A+ AX A+AX=0
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barabarliyi 6donilir. Qeyd edok ki, 4 =0 barabarliyi miimkiin deyil, oks halda
I+ A% =0
boraborliyi 6donmoklo omsallardan he¢ olmasa biri sifirdan forgli olardi Bu iso X,...,X,

vektorlarinin xatti asili olmayan sistem toskil etmasi sortino ziddir. Belaliklo, A#0 vo (1)

barabarliyindan aliriq:

X==(Ay A% == (A ] )%,
Demoli, x vektoru Gglin talob olunan gostarilis vardir. Bu gostarilisin yeganaliyini isbat etmok
ucln iki belo gostarilis oldugunu forz edok:

X=X+ X = X e

Bu barabarlikdon

(1 = )% + -+ (= )% =0
yaza bilorik. Xatti asili olmayan sistemin terifindon sonuncu borabslikdon g =11/,
U, = .., 4, = 1, aliriq ki, bu da ayriliglarin eyni oldugunu gdstorir. Teorem 1 isbat olundu.

Tarif 1. Ogor (X, K) Xatti fazasinda xotti asili olmayan sistem toskil edon n sayda vektor

varsa, va ixtiyari n+1 vektordan ibarat sistem xotti asilidirsa, onda deyilir ki, (X, K) n olculi
xatti fozadir.

Xotti fozanin 6lcusinin n olmas: simvolik olarag n=dim X kimi yazilir.

Teorem 2. n 6lgulll xatti fozada n sayda vektordan ibarat xotti asili olmayan sistem vardir
va fazanin har bir vektorunu yegans gayda ilo bu sitemin xatti kombinasiyasi saklindo gostarmok

olar.
Isbati. Fozada n sayda vektordan ibarst xotti asili olmayan X,...,X, sisteminin olmasi
fozamin 6lgisiiniin torifindon alinir. Ixtiyari xe X vektoru gotiirarak, onu Xotti asili olmayan

sistemo olava edak. ©gor bu vektor xatti asili olmayan sistema daxil olan vektorlardan biri ilo Ust

-Usto disarso, onda teoremin hokmi dogrudur. Oks halda biz n+1 vektordan ibarat sistem alarig.
Sarts osason bu sistem xotti asilidir. Teorem 1-o goro x vektorunu yegano gayda ilo X,...,X,
vektorlarinin xatti kombinasiyas: kimi yazmag olar. Teorem 2 isbat olundu.

Torif 2. Ogor xotti fozada xotti asili olmayan X,,...,X, vektorlar sistemi varsa vo fozanin

har bir vektorunu bu sistemin xotti kombinasiyas: soklinda gostarmok olarsa, onda belo vektorlar
sistemina Xatti fozanin bazisi deyilir.
Teorem 2-yo asason ixtiyari vektorun bazis vektorlar tizro ayrilis1 yeganadir.

Torif 3. Tutaq ki, X,...,X, bazisinds x vektorunun ayrilis1 agagidaki Kimidir:
X=X +- 4o, X, .
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Onda X'=(e, --- a,)eK" vektoruna x-in koordinat satri,

a,

vektoruna isa x-in koordinatn siitunu, deyilir.

Teorem 2-yo osason koordinat sotri vo sutunu yeganadir. Vektorun koordinat situnu
secilmis bazisdon asilidir va bazis dayisdikda 0 dayisir.

Teorem 3. n Olculu xotti fozada hor bir xe X wvektoruna onun koordinat sitununu

(satrini) gars1 qoyan

inikast (X,K) va <K“, K> xatti fozalarmin izomorfizmidir: (X,K) = <K“, K>.

Isbat:. Koordinat siitununun yegans olmasindan géstorilon inikasin biyektiv olmasi almar.
Belalikla, ancaq bu inikasin bas amollori saxladigmi gostarmok qalir. Forz edok ki, X va 'y

vektorlarinin verilon bazisds ayrilislar1 asagidaki kimidir:
X=X +Fo,X, Y=LX++LX.
Onda x+ Yy vektorunun homin bazisds ayrilist
X+y=(a+ )%+ +(a, +B)X,
kimi olar. Koordinat sitununun yeganoliyinden aliriq: x+ y =X+ V. Belsliklo, x+— % inikasi

toplama omoalini saxlayir. Analoji olaraq gostormok olar ki, o, skalyara vurma omolini do
saxlayir. Teorem 3 isbat olundu.

Teorem 4. n 6lgulu xotti fozada verilmis xotti asili olmayan ixtiyari x,...,% (1<k<n)
vektorlar sistemini fozanin bazisinodok tamamlamag olar.

Isbatz. Verilmis vektorlar sisteminin L(X,,...,X,) Xotti 6rtilyline baxag. Onun 6lgust bazis
elementlorin sayina, yani k-ya barabordir. Lakin k <n oldugu tglin xatti 6rtuk bitin faza ils Ust-
Usto diigo bilmaz. Demoali, X, ., € X \ L(X,,...,X,) vektoru vardir. X,...,X.,X,., Sistemi xotti asili
ola bilmaz. Dogrudan da, forz edok ki,

X+ o X +a X, =0
olmagla amsallardan he¢ olmazsa biri sifirdan forglidir. «,,, =0 ola bilmaz, oks halda

oX +--+o, X =0 alardig. Lakin X;,...,X, sistemi xotti asili olmadigi 0g¢lin buradan

a,=-=a,=0a,,=0 alinard: ki, bu yuxaridak: farziyyamizs ziddir. Belsliklo, X,...,X, X, 4
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sistemi Xotti asili deyil vo ogor k+1<n olarsa, onda eyni mihakimalori totbiq etmoklo
X(.p € X \L(X,...,X,,;) vektoru tapmaq olar. Bu prosesi X,,,(k+s=n) vektoru tapilanadok
davam etdiro bilorik. Teorem 1-a oasason hokm etmok olar Ki, X =L(X...., X, Xeiree0s Xss) -

Teorem 4 isbat olundu.

83. Alt fazalarin cami va diiz comi
Tutag ki, (X,K) Xatti fozasi vo onun iki X, va X, alt fozalar: verilmisdir. (X,+) cabri
kommutativ grupdur. Buna goro do X, + X, comi alt grup olacaqdir. Ixtiyari a e K (gln
a(X +X,)=ax +axX, oldugu tUcin X,+ X, comi skalyara vurma omolino gbro gapalidir.
Belaliklo, (X, + X,,K) citli xatti alt fozadir. Bu foza X, ve X, alt fozalarznn cami adlanir.
Torif. ©gar har bir x e X, + X, vektoru yegane gayda ilo x=u+v, (ue X, vave X,)
comi soklinda gostorils bilorse, onda X, + X, comi X, vo X, alt fozalarmin diiz comi adlanir vo

X, @ X, kimi isara olunur.

Misallar. 1. Mistavi Uzarinds verilmis duizbucaqli Dekart koordinat sisteminda koordinat
baslangicindan kegon vo qgarsiligh perpendikulyar iki diz xott goturok (bu duz Xotlor uygun
olarag U vo V xatti alt fozalarini dogurur (sokil 1.)). Analitik hondasadon moalum oldugu kimi
RP=U®V .

2. F horfiilo bitin ax +b soklinds hagigi amsalli xatti funksiyalar coxlugunu

\Y y ﬂ‘U

v

Sakil 1.
isara edok. Asanligla yoxlamaq olar ki, F toplama va adads vurma amoallorina nozoran Xatti
fozadir. y = ax kimi xatti funksiyalar vo y=Db kimi sabit funksiyalar ¢coxluglar1 F -do xotti alt
fozalardir. F fozasi bu iki fozanin duz comidir: F =Rx+R.
Teorem 1. Alt fozalarin koasigmoasi alt fozadir.
Bu teorem daha Umumi teoremin — alt cabrlorin kasismosinin alt cobr olmas: haqda
teoremin xususi halidir va ayriliqda da asanligla ishat oluna bilar.

Asagidaki teorem iki alt fozanin cominin diiz com olmasi slamatini verir.
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Teorem 2. X, vo X, eyni bir X fozasmin alt fozalar: olarsa, onda X, + X, cominin duz
cam olmast ugtin X, N X, ={0} olmasi zaruri va Kkafi sortdir.

Isbati. Dwwalca forz edok ki, X, + X, =X, ® X,. Gostorak ki, X, n X, ={0}. Bunun
licin ovvalco geyd edok ki, kesismo bos deyil vo homisa O elementino malikdir. Ixtiyari
ae X; N X, elementi geyd edok. a=a+0=0+a boraborliklori gosterir ki, a=0 olmahdur,
oks halda, a elementi Gglin iki muxtalif gostarilis mévcud olard:.

Indi iso forz edok ki, X; m X, ={0}. Ogar x, +V,,% € X, A Y, € X, comi Ui¢lin basga bels
gostorilis olarsa, onda yaza bilorik: X, +y, =X, +Y,, X, e X,AYy,eX, Voya X, =X, =Y, —Y,.
Brabarliyin sol tarofindaki forq X, -9, sag torafindaki forg iso X, -ya daxildir. Lakin har iki forq
eyni bir elementi gostarir va buna gors do har iki alt fozaya daxildir. Lakin bu alt fozalarin ancaq

bir ortaq elementi var vo bu element O-diwr. Belaliklo, x, —-x,=y,-y,=0 va yaxud
X, =X, A Y, =Y,. Teorem 2 isbat olundu.
Teorem 3. Tutaq ki, n-0lctlt X xatti fozas: 6zinln iki alt fozasmin diiz comidir:
X =X, ® X,;dimX, =k, dim X, =s.
ogar X,..., X, sistemi X, fozasmnin, X.,...,.X, sistemi iso X, fozasmnin bazisi olarsa, onda
n=Kk+s olmagla, X,,...,;X, X.1s--s X, Sistemi X Xatti fozasinin bazisi olar.

Isbat:. Ixtiyari x e X vektoru gétiirok. Bu vektoru yegans gayda ilo
X=Uu+Vvue X, ,ve X,
soklinda gOstormok olar. Bazisin torifino goro U= X +...+ X, Vo V=04 ;1 X oo + 0 X

gOstarilislori vardir vo yeganadir. Belaliklo,

X=ouX .+ X + 0 X g oo F0 L Xiis s

yoni X € L(X;,eoey X, Xy o100 X ) - DEMBI,
X L(Xpyees Xs Xygoees Xy ) -
Asanligla oks minasibstin, yoni = X o L(X,..., X, X .15+, X,) daxil olmasinin dogrulugu isbat
oluna bilar. Indi gostorak Ki, X,,.--, X , X, .11+ X, s Sistemi xotti asil1 deyil. Forz edok Ki,
X+ o X + QX e o X, =0,

U=oX +..+a X Vo V=04 X ., +...+o, X, isaro edok. Duz comin torifina osason,
O=u+v boraborliyindon u=v=0 alrqg. Lakin, aX+..+aX =0->0 ==, =0 vs

Xy T ¥4 Xos =020 ==, =0. Alnan  minasibstlor  gdstorir ki,
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Xiseeos Xy s Xeapreen Xius SIStemi Xotti asili deyil vo X = L(X;,..., X, X,10--4 X,) Oldugundan o, bazis

toskil edir. Belaliklo, n =k +s. Teorem 3 isbat olundu.

84. Bir bazisdan digarina kegid.
X xatti fozasinda har hansi X;.X,...x, bazisi va bununla birlikds basga Xi,.X;,...,X, bazisi
gotirak. X;,.X;,...,X; vektorlarini ovvalki bazisin vektorlar: Uizrs ayiraq:

r_

X, = x4+ F% +..+ f X,
’

X = ToX + TX, +.o+ T, X,

1)
X, = f.X + F,0% +..+ X,

(1) ayrilisinin amsallarindan diizalan transponirs edilmis asagidak: matrisi yazaq:

i fpen fi
o _| fafata
£y frgeef

o fof
Ogoar simvolik (X)=(X;,...,X,), (X)=(X,...,x]) satrlorini daxil etsok, onda (1) barabarliklorini
asagidaki simvolik barabarlikls avoz etmok olar:
(x)=(x)F.

Torif. F matrisi birinci bazisdan ikinci baziss kegid matrisi adlanir.

Ixtiyari x vektorunun X,.,....,X, bazisindo koordinat siitununu x, X.,.X,,...,X. bazisindo
iso koordinat sitununu X' ilo isaro edok. Onda yaza bilorik:

X=X + 4% +..+ 4. X,

X=AX + A%+ ..+ A X

Belokilo,
2 Z
x=| | x|
A, Al

olacaqdir. (1) disturlarini X = AX + A,X; +...+ A’ X" barabarliyinds yerins yazaq.
X=A(F ¢+ F00 + o+ T X )+ A (FLX + T0X +o4 FoX )+ +
+ (% + F %+ + X ).

Motarizalori agaraq bazis vektorlar tizro yenidon gruplasdirma aparaqg:
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X=(f A+ foA +o 4 T AKX + (T + T+ T A, +-- -+
+(f A+ f, A+ 4+ f A)X, .
Vektorun basisdo koordinat sttunu yegans oldugu tgun alinan koordinatlari avvalki

koordinatlarla baraborlosdirarak, koordinatlarin asagidaki ¢evirmo dusturlarin: alariq:
A=A+ L+ AL
A =+ s+t T4, (2

A=F A+ T+ +f A
(2) dusturlaru koordinatlar tgin cevirma dusturlar: adlanir. Bu dusturlar ikinci bazis tzra
koordinatlarindan birinci bazis Uzro koordinatlara kegmays imkan verir. Kecid matrisinin
kdmoayi ilo (2) barabarliklor sistemini belo yazmaq olar:
X =FX.

Misal. Mustavi (zarindo diizbucagli Dekart koordinat sistemini gotlrok . Koordinat
oxlarmi O nogtasi otrafinda ¢ bucag: godar dondarmakls alinan yeni {e;,e,} bazisina kegak.

Kecid matrisi yuxarda oldugu kimi e;,e, vektorlarinin {el,ez} bazisindo koordinat

!

sttunlart ilo mlayyan olunur. e/ vektorunun €, (zorinds proyeksiyas: koordinati cos¢ olan
vektordur Onun €, Uzarinds proyeksiyast isa
cos(go—%) =cos(%—go) =sing

olacaqdir. Demali, e vektorunun koordinat siitunu
cos
§;=( | wj
sing

cos(£+ ) —-sin
g _|CosGHo :( soJ

=
cos
cos ¢ 4

soklindadir. Analoji olaraq tapiriq:

Belaliklo , kecid matrisi asagidaki kimidir:

Fo CoSp —sing
sing cose)’

. cosep sing
| =singcosg |’

Eyni zamanda

133



Beloliklo, hor hansi x vektorunun {g,€,} bazisinds 4,4, koordinatlar: ilo {€],€}} bazisinds
A, 2, koordinatlar1 arasinda asagidaki olago vardar:
A = A/ C0Sp—A,Sing,
A, = A/ SIN@+ A, COS@.
voya
A = 2,C08p+ A, Sing,
Ay ==2,SIN@+ A, COSQ.
Teorem 1. Kecid matrisi geyri-maxsusidir.

Isbat:. Ixtiyari x vektorunun hom birinci vo hom do ikinci bazisdo koordinat siitunlar:
birgiymatli toyin olunmusdur. Demoli, X =FXbaraborliyi bu koordinat sutulari arasinda
biyektiv uygunlug muoyyam edir. Eyni qayda ilo ikinci bazisi asas gobul edarak, bundan birinci
baziso kecid matrisini G ilo isaro edok. Yuxarida deyilonlora asasan X' =GX . Onda

X = FGX
baraboarliyi ixtiyari X koordinat siitunu Ggtin dogrudur. Xususi halda X =€ gotirorak, tapirig:

1
? = (FG),.
0
Eyni gayda ilo, X=€ olarsa, onda €& =(FG),. Demoli, FG =E voya 1=detF -detG . Belolik-

la, ham F vo ham do G matrislori geyri-moxsusidir. Teorem 1 isbat olundu.

Biz eyni zamanda asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem 2. ©gor birinci bazisdan ikinciys kegid matrisi F olarsa, onda ikinci bazisdon
birinciys kecid matrisi F~* olar.
Teorem 3. ©gor birinci bazisdon ikinciya kegid matrisi F, ikinci bazisdon dglincuya

kecid matrisi iso G olarsa, onda birinci bazisdon tgtincuys kegid matrisi FG olar.

Teoremin isbat1 teorem 1-in miihakimolarinin bir gadar dayisdirilmasi yolu ilo almnir.

85. Bircins xatti tanliklar sistemi.
Bircins xatti tonliklor sistemi asagidaki sokilda sistemoa deyilir:
X HapX +o+a X, =0,
A K FapX, + o+ X, =0,
(3)
QX 8%, +oo A X, =0.
Bu sistem
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AX=b (4)
xotti tonliklor sistemindo b vektorunu 0 vektorla avoz etmoklo almir. (4) sistemi geyri-bircins
sistem, (3) iso ona uygun olan bircins sistem adlanir. Bu iki sistemin hallor ¢coxluglar: arasinda
six alaga vardir. Bu alagani 6yranmak tglin avvalca (3) sisteminin hallar goxlugunun qurulusunu
aydinlasdirag.

Hor seydon ovval geyd edok ki, (4) sistemindan forgli olarag, (3) sistemi hamiso
uyusandir, ¢unki onun trivial (sifir) halli vardir. M ils (3) sisteminin hallor ¢coxlugunu isara
edok. Bu ¢oxlugun asas xassalori agsagidki teoremlorlo ifads olunur.

Teorem 1. ©gar X, Vo X, bircins sistemin hoallidirss, onda onlarin comi do homin sitemin
hallidir, yani

XeMAX,eM >X+X,eM.

Isbat;. Sorto osason yaza bilorik: AX, =0AAX, =0. Bu boraborliklori torof —torofs

toplasaq alriq:
AX +X%,)=0.
Bu iso o demikdir ki, X, +X, comi do sistemin hallidir. Teorem 1 isbat olundu.

Eyni gayda ilo asanligla asagidaki teorem do isbat oluna bilor.

Teorem 2. Ogor X, bircins sistemin hollidirss, onda onun skalyara hasili do homin
sitemin hallidir, yani

X eM > (VeeK)(cx, eM).

Teorem 3. n dayisonli bircins sistemin M hollor coxlugu K" fozasmin alt fozasidir.

Isbatz. Tutaq ki, X,y € M. Onda yuxaridaki teoremloro asasan, X —y € M , yani M ¢ox-
lugu additiv alt grupdur. O hom do skalyara vurma omolina nozoron gapalidir. Demoali, M
coxlugu alt fozadir. Teorem 3 isbat olundu.

Sonlu 6lcilli xatti fozanin alt fozasi kimi M hallar alt fozasi sonlu 6lglu xatti fozadir.
Buna gora do onun 6lgisiini va bazisini miayyan etmok mimkundir. Bu masalalar bir —biri ila
six baghidir vo asagidaki teoremin kémayi ila hall oluna bilar.

Teorem 4. Tutaq ki, (3) sisteminin matrsisinin ranqi r-dir. Onda hallor alt fozasinin
Olcust n—r -2 borabardir: dimM =n-r.

Isbat:. Tutaq ki, A matrisini bazis minoru sol yuxar: kiincda yerlosmisdir, oks halda

sistemin tonliklarinin yerini dayisorak vo lazim goalarsa dayisonlori yenidon ndmralayarak, buna

nail olmaq olar. Bazis minorun tortibi r-o barabordir. Bazis minorun asas xassasino goro A
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matrisinin bltln satirlori bazis minor yerlogon satirlorin, yani A',...,A" satirlorinin Xotti
kombinasiyasidir. Tutaq Ki, har hanst i némrali satir Ggln (i > r)
A =c A +---+C A"
Sistemin 1-ci tonliyini C -3, 2-ci tonliyini C,-ys, Vo i. a., r-ci tonliyini C -o vurarag, i nomrali
sotrdon ¢ixsaq, bu satir tamamils sifra gevrilor. Beloliklo, verilon (3) sistemi ilk r tanlikdan ibarot
sistem ilo eynigucludur. Homin sistemi aciq sokilds yazaq:
ayX +apX, ++aX, =0,
8 X X, o+ 8y X, =0,
(5)
8y X + 8%+, X, =0.

Ogar  X.,... X, doyisonlori daxil olan butin hodlori (5) sisteminin bitln tonliklorinds
barabarliklorin sag torofina kegirsak, onda asagidaki yeni sistemi alariq:

A% =-AX; (6)
burada A bazis minorun matrisi, A, iso asagidaki matrisdir

al,r+1 al,r+2 T aln

A = ra Gy T E,
ar,r+1 aT,PrZ arn
X1 r+l
X X
v 2 N r+2
% = ! X = :
X, X,

X, € K™ vektorunun har bir giymstindo Kramer gaydasina asason (6) sisteminin yegano holli
vardir vo bu hall

X =-A"AX, (7)
disturu ilo tapila bilor. Bu borabarlik M hollor goxlugu ilo K" ododi Xotti fozasi arasinda
biyektiv inikas miayyan edir (¢lnki muxtalif x-lor Gcun eyni X, vektoru ahinsa belo X' = (X, X})
vektoru muxtalif giymatlor alir). M hallor coxlugunu iss aggidaki kimi yazmaq olar:

M ={&' = (X, %) | %, =—A*AK, A%, e K™} (8)
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K"" fazasinin bazisi bels bir sistemdir: &, =| . ,& =| . |,....,&,, =| . |. Asanhgla yaqin etmok

olar ki, X, =&, j=1..,n—r gotiirsok, onda
%=-(A"A)
alarig, yani X, vektoru bazis vektorlara borabor giymet aldigda X, vektoru A*A matrisinin

uygun sitununa barabar giymet alir. Beloliklo, €,€,,...,€, , bazis vektorlarina uygun olan

hallordan ibarat stitun vektorlar1 bir situnda yazsaq, asagidaki matrisi alarig:

-A'A).
En—r ,
bu matrisin asagida yerloson bloku n—r tortibli vahid matrisdir. Onun ranqr E,_, bazis

minorunun tartibing, yani n—r-a barabardir. Demoli, bu matrisin sutunlari xatti asili deyil.

Beloliklo, onlarin xatti 6rtiydl n—r Olcult xotti foza kimi K™™' fazasina izomorfdur. Lakin bu
xatti 6rtik teorem 1, va 2-ya asasan M alt fozasina daxildir. (8) minasibati gostarir ki, tarsine har
bir hall homin xatti 6rtlys daxildir. Demali, dimM =n—r. Teorem 4 isbat olundu.

Bircins xatti tonliklor sisteminin matrisinin bazis minoruna daxil olan sutunlara uygun
olan (yani eyni nomraya malik olan) dayisonlor bas dayisonlardir, gqalan doayisonliora isa Sarbast
dayisonlardir. Bas dayisanlor da, bazis minor kKimi, birgiymatli tayin olunmur, lakin onlarin say1
bazis minorun tartibing, yani sistemin matrisinin rangina barabardir.

Tarif . Bircins xatti tonliklor sisteminin hallar alt fozasmin bazisi onun fundamental hallor
sistemi adlanir.

Misal. Asagidaki bircins xatti tonliklor sisteminin hallor fozasmin 6lgusni vo fundamental
hallar sistemini tapaq:

X, +2X, +4X, —3X, =0,

3X, +5X, +6X; —4x, =0,

4x +5X, —2X%, +3x%, =0,

3%, +8X, +24x, -19x, =0.
Sistemin matrisinin rangqm tapaq:

12 4 -3 1 2 4 -3 1 2 4 -3

5 6 4 0 -1 6 5 0 -1 6 5
> >
5 -2 3 0 -3 -18 15 0 0 0 O

8 24 -19 0 2 12 -10 0 0 0 O

w b~ W
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Belalikla, ranq 2-ys barabardir. Bazis minor olaraq sol yuxar1 kiincdoki minoru gotturmok olar.

S

5 -2 4 -3
det A =-1. Asanligla gormok olar ki, A™* = —( 3 1 j Digor torofdon A, = (6 j

-4
L. (8 T
_AiAZ_(—G 5}'

Beloliklo, hollor alt fozasinin Olgusti 4-2=2 olmagla, fundamental hollor sistemi asagidaki

Onun matrisi beladir:

matrisin sttunlaridar:

8 -7
—6 5

1

0 1

Asanhqgla yoxlamaq olar ki, onlar hagigatan sistemin hallaridir.

Tutaq ki, geyri —bircins AX =b xotti tonliklor sistemi verilmisdir. Farz edak ki, bu sistem
uyusandir va X, onun hor hansi hoallidir. det A0 olarsa, hom bu sistemin vo ham do uygun
bircins sistemin yegana halli vardir. Umumi halda iss sistem geyri-muayyan ola bilar va bu halda
sitemin basga bir X holli do vardir. Beloliklo, AX=b vo AX, =Db . Bu iki boraborliklori tarof-
torofo ¢ixsaq alariq:

A(X-%,)=0.
Belolikls, X —X, vektoru verilmis sistemo uygun olan bircins sistemin hallidir. Onda, bircins

sistemin elo @€ M halli var ki, X=X, +a . Asanligla yoxlamaq olar Ki, tarsing, ogor X, geyri-

bircins sistemin har hansi geyd olunmus halli, @ iso uygun bircins sistemin ixtiyari halli olarsa,

onda X =X, +a vektoru geyri-bircins sistemin hallidir. Biz asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem 5. Qeyri-bircins xatti tonliklor sisteminin ixtiyari X, halli verilorss, onda X € K"
vektorunun bu sistemin halli olmas: Gglin onun geyd olunmus X, halli ilo uygun bircins sistemin

muoayyan bir hallinin comi soklindoa gostarilo bilmasi zaruri va kafi sortdir.
Teoremi bir misala totbiq edok. Yoxlamaq olar ki, x, = x, =X, =x, =1
X, +2X, +4X; —3X, =4,
3X, +5X, + 6%, —4x, =10,
4x, +5X%, —2X, +3X, =10,
3X, +8x, +24x, —19x, =16.
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sisteminin bir hallidir. Uygun bircins sistemin fundmental hollor sistemi yuxarida tapilmisdir:

8 -7
-6 5

1

0 1

Demoli, sistemin Umumu halli belodir: x, =1+8u—7t,x, =1-6u+5t, X, =1+u,x, =1+t.

Asanligla bu adadlarin sistemi 6dadiyini yoxlamaq olar.
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Il Hissa
| FOSIL. Xatti inikaslar vo operatorlar
§1.Xotti inikaslar

Sonlu 6lgli X va Y xatti fozalarinin eyni bir K meydan: tizorinds verildiyini forz edok.

f:X =Y ilo Xc¢oxlugunda tayin olunmus har hansi inikasi isaro edok.
Tarif 1. Asagidaki iki sort 6donarso, onda f inikasi xatti inikas adlanir:
1) (Va,b e X)(f(a+b) = f(a)+ f (b))
2) (VA e K)(Va e X)(f (1a) = Af (a))

X va Y Xatti fazalar oldugu tgun, onlar + amollorina gérs (geyd edok ki, har iki fozanin
omoli eyni cir isara olunmusdur va bu Umumiliyi pozmadan sadslik ti¢uin edilir) komutativ grup
toskil edir.

1)sorti onu gostarir ki, f inikasi additiv gruplarin homomorfizmidir. Hor bir AeK (gln
a— Aainikas: unar omoldir va 2) sorti gostarir Ki, f inikasi skalyara vurma amoalini do saxlayir.
Buna goroa do xatti inikas bozon X va Y xotti fazalarmin cabrlor kimi homomorfizmi ds adlanir.

Butun bels inikaslar coxlugu Hom (X,Y) kimi isara olunur.

Misallar. 1. Ixtiyari xe X vektoru tcin f(X)=0 Kkimi toyin olunan inikas Xotti

inikasdir. Bu inikas sufir inikas adlanr.

2. X =Y oldugda f:X —Y inikasmi f(a)=a kimi tayin edok. Bu inikas xotti inikasdir

va X fozasmin 0zins vahid inikas: vo ya eynilik inikas: adlanir. Bu inikas ¢ Kkimi isara olunur:

e(@d)=a.
3. X fozasmin 6zlno f(x)=Ax a=0 kimi verilan inikas: xatti inikasdir. Dogrudan da,
f(a+b)=A(a+b)=2Aa+ b= f(a)+ f(b)

Bu inikas omsali A olan homotetiya adlanir. A =0 olarsa, 0 inikas, A =1 olarsa iso vahid

inikas almnur.

4. X =R" adadi xotti fozasinda ixtiyari x e R" vektoru tiglin

f(x)=Ax



kimi xatti inikas miayyan edok; burada A n tortibli matrisdir.

5. Koordinat mistavisinda har bir a vektoruna onun Ox oxu Uzarinds proyeksiyasini garst

goyaq. Bels inikas xatti inikasdir (bax sok.1).

Bu hokmiin dogrulugunu gostarmok tglin daha imumi sokildo mihakims aparag. Forz
edok ki, X fozasi iki U va V fazalarmin diz comi soklinds gostarilmisdir: X =U @V . Demali, X

fazasinin hor bir a vektoru yegano gayda ilo a=u+v kimi gdstoarilo bilor ki, burada ueU,veV .
Hor bir a vektoruna onun birinci komponentini, yani u-nu garsi gqoyaq. Bu zaman u = f(x) kimi
isaro olunan f: X —U xotti inikasmi aliriq. Dogurdan da, ixtiyari a vo b elementlori i¢lin

yegana g0starislori yazaq
a=u+v,b=u"+Vv,
yoni f(a)=u, f(b)=u’. Onda, +
a+b=U+u)+(v+Vv).

Demoli, _ /

f(a+b)=u+u'=f(@)+ f(b). Sok.1.

[
>

Bu inikas X fazasinin U alt fozasina proyeksiyas: adlanir.

6. iki olcili R? fozasinda hor hanst a=(L1) vektorunu geyd edok. Ixtiyari
X = (X;X,) € R® vektoru tgiin f:R?> — R inikasmi f(X)=a-X skalyr hasili kimi toyin edok.

Onda biz R? fozasmin birélgiili R fozasina f (X) = x, + X, kimi verilon xotti inikasin1 alarig.

7. Ailo 2x3 olculd
-1 2 3
A=
( 2 0 —2}

— X, + 2X, + 3%,

matrisini isaro edak. f(xl,xz,xs):£ 2% - 2
e

j boraborliyi ilo toyin olunan inikas R®
fazasinin R? xotti fazasina xotti inikasidir.

8. Umumi halda AeR™" ixtiyari mxn Olcili mtris olarsa, onda istonilon X eR"

vektorunu y = f (X) = AX e R™ vektoruna ceviran f inikasi xatti inikasdir. Dégrudan da, mat-



rislor Uzorinda amoallarin xssaloring asasan
A(X, +X,) = AX + AX, vo A(IX)=1AX.

9. C'(0,1) ilo (0,1) arahginda diferensiallanan hagigi funksiyalar coxlugunu isaro edok.

Molumdur ki, <C1(0,1),R> clitii hagiqi adadlor meydam tizorinda xotti fazadir. f € C*(0,1) hegiqi

funksiyas: tciin D: f — f' inikast <C1(0,1),R> fozasmin kesilmoz funksiyalarin (C(0,1),R)

xatti fozasina xatti inikasidir. Dogrudan da, bu inikasin xatti olmas: diferensillamanin asagidaki

xassalarindon almuir:
DD(f +g)=D(f)+D(9);
2)D(Af) = AD(f).

Diferensiallann funksiya koasilmoz oldugu Ggiin bu inikasin giymatlor oblasti hagigaton C(0,1)

coxlugudur.
§2.Xatti inikasin varhq teoremi.

Teorem 1. X va Y uygun olarag, n va m olcull xatti fazalar va X, X,,...,X, X fazasinin

bazisi olarsa, ixtiyari c,,...,c, €Y vektorlar: Gg¢lin elo yegana f : X — Y Xatti inikas: var ki,
f(x)=c, f(x,)=c¢,,..,f(x,)=c, .

Isbati: ©vwalca f(x,) =c,, f(X,) =C,,..., f (X,) = ¢, qobul edorok, teoremin sartini ddoyan

he¢ olmasa bir f xotti inikasm1 qurag. Ixtiyari x € X vektoru gétiirok va onu bazis vektorlar tizra

ayirag. Qeyd edak ki, bu ayrilis yegans gayda il yerins yetirilo bilor:
X=X +AX +..+AX,.
f inikasinin x vektorunda aldigi giymati (xattiliyina asason) bels toyin edok:
f(X)=A4T(x)+A,T(X)+..+4,f(X,)=4C +AC,+...+4.C,.

Belakils, biz ixtiyari x vektoruna yegano bir f(x) €Y vektorunu garsi1 goymus olurug va demoali,

f : X =Y inikasini alarig. ©vvalca gostarak ki, bu inikas xatti inikasdir. Buna gors basga bir
X' = A% + A%, +. A X,

vektoru goturak. Xottiliys asason yaza bilorik:



f(X+x)=f(A+A)Xx +..+ (4, +A)x,) =
= +A)e +..+ (4, +A)c, = T(X)+ (X)),
f(AX) = f (A4 X +...+ A4, X,) = AL CH+AAC, +...+ AL C, = Af (X).

Demoli, teoremin sortini 0doyan he¢ olmasa bir xatti inikas vardir. Forz edok ki, basqa belo

f, xatti inikasi da vardir. Onda

f,(x)=f(Ax +..+4X) =4 LX) +...+ 4, f,(X,) =A4Cc+.+4.C, = f(X).
Beloliklo, f, = f . Teorem 3 ishat olundu.

Natica. ©gar X, X,,...,X, vektorlar sistemi X fozasinin bazisi olarsa ve f, g Xatti inikaslar:
dcln
F() = 90x) An F(x)=0(x,)

barabarliklori dogru olarsa, onda f va g xatti inikaslar: bir-birino barabardir.

§3. Xatti inikaslar Gizarinda amallor

Tutaq ki, K meydan1 tizarinds n 6lculll X xatti fozasi vo m 6lgull Y xotti fozas: verilmisdir.

vo f,geHom(X,Y) ixtiyari iki xotti inikasdr.

Tarif 1. f va g Xatti inikslarizin comi elo h=f +g inikas:na deyilir ki, ixtiyari xe X

vektoru Gglin
h(x) = f(x)+9(x)

baraborliyi dogru olsun; f xatti inikasinmin A € K skalyar:na hasili elo h=Af inikas:na deyilir ki,

ixtiyari x e X vektoru tgun
h(x)=Af(x)
barabarliyi dogru olsun.

Torif 1 vasitosi ilo mioayyan olunan hor iki inikas xotti inikasdir. Bunu com (gln

gostorok. Ixtiyari X,y € X, € K elementlori ticiin



h(x+y) = f(x+y)+g(x+y)=F()+ F(y)+a(x)+9(y) =
=h(x)+h(y);
Eyni gayda ilo géstormoak olar ki, h(Ax) = Ah(x).
Teorem 1. Xatti inikaslrin cominin va skalyara hasilininn asagidki xassalori vardir:
Df+g=g+f;
2) f+(g+h)=(f +9g)+h;
3) f+0=0+Ff=1;
4) f+(-f)=0;
S5)A(f +9)=Af + A9 ;
B)(A+u)f =Af +uf ;
7) Auf) =)t
8)1-f=f.

Teorem 1-in isbati1 bilavasito xatti inikslar Gzorinds toyin olunan amollain tarifindan

almir. Beloliklo, Hom(X,Y) coxlugunda toplama va skalyara vurma amollori toyin etdik. Sifir
xotti inikas1 toplama omoli Gglin neytral element rolunu oynayir. — f olaraq ixtiyari x e X
elementini — f(x) elementino inikas edon xotti inikas gobul olunur. Demoli, Hom(X,Y)

coxlugu K meydan tizarinds xatti fozaya gevrilmis olur.

Tarif 1. f va g Xotti operatorlarzzin hasili onlarin kompozisiyasina yani elo h=1fog

inikas:na deyilir ki, ixtiyari x e X vektoru ugin
h(x) = f(9(x))
baraborliyi dogru olsun.

Aydindir ki, xatti inikaslarin hasili o0 zaman tayin oluna bilor ki, g inikasinin giymatlor
oblast: f inikasinin toyin oblastina daxil olsun. Qeyd etmok lazimdir ki, burada vuruglar,

inikaslarin kompozisiyas: kimi ancaq gostarilon ardicilligla gotirtalmalidir.



Gostarok ki, xotti inikaslarin hasili xotti inikasdir. ixtiyari f:X =Y vo g:Y —Z xotti

inikaslar1 Gglin x;, X, € X olduqda, xattiliys asason yaza bilorik:
Fog(x +x)=f(g(x +x))=f(g(x)+9(x)) = Fog(x)+ fog(x).
Analoji olaraq:
frog(2x) = f(g(2x)) = f(Ag(x)) = Af = g(x).

Demoli, xotti inikaslarin kompozisiyas: da xotti inikasdir. Xotti inikaslarin hasilini kompozisiya

isarasindan istifado etmodan, adi hasil kimi isara etmok gobul olunmusdur, yani f o g ovazina,

sadoco olaraq, fg yazilir.
84. Xatti inikasin matrisi.
Vektorla onun obrazimin koordinat stitunlan arasinda slage

Tutaq ki, n Olgtli X xatti fozasindan m olgulli Y fozasina tosir edon f : X — Y Xatti
inikas: verilmisdir vo X, X,,...,X, Vvektorlar sistemi X fozasmin, y,VY,,..Y, Sistemi iso Y
fozasinin bazisidir. f(x,),..., f(x,) vektorlari, §2, teorem 1-5 asason, f xatti inikasmni birgiymatli

toyin edir. Bu vektorlar1 vy,,y,,...,y,, bazis vektorlar: tzro ayiraq:

f(x1) = f11y1 + f21YZ tot fmlym’

f(Xz): f12y1+ fzzYz +o.t fmzYm’ )

f(x,)="1f.y,+ 6.y, +..+ T V.,
Ixtiyari x vektorunun bazis vektorlar (izro ayrilisii yazaq:
X=X + A%+ +AX,.
Bu ayriligla homin vektorun koordinat sttunu birgiymatli tayin olunur:

!

X =

Xattiliya asasan,



FX)=24F(x)+A4,T(X)+...+ 4 F(X,). (2)

Digoar torafdon f(x) vektorunun da bazis vektorlar Gizra ayrilismi yazmaq olar:
FO) =AY, + 4y, ++ 4 Y, Q)

Z
f=| ¢
ll

m

f(X) vo x koordinat siitunlar: arasinda olage yaradag. (1) borabarliklorini (2)-do yerino yazag.
f)=A(fy, + 0y, +.+ . y.)+

+A4,(fLy + oy, + o+ fLy )+ + A (FL Yy + B Y+ + F Y =
:(fllj'l_i_ leAZ t..+ flnﬂ“n)y1+(f21j'l+ f22&2 t..+ onAn)yZ +
+oe+(FA+T A+ +f )Y,

Almnan borabarliklari (3) ilo migayise edorak, koordinat stitununun yeganaliyins asasan yaziriq:

A=A+ LA+ 4+ 14,

Ay =T+ T+ 4+ 1,4,
2 21}‘1 22772 2 (4)

A =T A+ T4+ .+ 14

mn“*n?

(4) boraborliklorini qgisa sokildo matrisli formada yazmag olar. Bunun Ugin  ayrilisin

omsallarindan dizalon asagidaki matrisi daxil edok:

fo fp ...
e
fo fo .. fo

Tarif 4. F matrisina f Xatti inikasinin matrisi deyilir.

Qeyd edok ki, xatti inikasin matrisi miayyan bazisds toyin olunur va bazis dayisdikds 0
da dayisir. (4) borabarliklarini matrisli sokilds bels yazmaq olar:

fx)=Fx. (5



Belalliklo, biz asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem 1. f xotti inikasmin verilmis bazisdo matrisi F olarsa, onda ixtiyari x e X vek-
torunun bu bazisdo koordinat sutunu ilo onun obrazinin koordinat siitunu arasinda asagidaki

munasibat vardir:

f(x) = Fx.

Xususi halda, agar X=Y olarsa, onda xotti operatorun matrisi kvadrat matris olacaqdir.

(5)-2 asasan aliriq:

burada

- O

Demali, F matrisinin i nomrali situnu f(x;) vektorunun koordinat stitunudur. F matrisi f Xotti

inikas1 ilo birgiymatli tayin olunur.
Teorem 2. ixtiyari x € X vektoru tigtin (5) barbarliyini 6dayan matris yeganadir.

Isbatz. Tutaq ki, (5) barabarliyini 6doyan basga bir F' matrisi vardir. Belaliklo,

f(x)=Fx, f(x)=F'x
Bu barabarliklori torsf -torafs ¢ixaq:
(F-F)x=0.

Sonuncu barabarlik istanilon X vektoru t¢tin dogrudur. Xususi halda o, (6) ilo tayin olunan g
vektorlari tigiin do dogrudur, yani

(F~F8 =(F ~F), =0.

Demoli, F —F' matrisinin hor bir siitunu sifra barabordir, yoni o sifra barabardir. Teorem 2 isbat

olundu.



83, teorem 3 -don istifado etmoklo gdrmok olar ki, tarsino, F matrisi ilo f Xatti inikas:

birgiymatli miayyan olunur. Bu asagidaki teoremls ifads olunur.

mxn

Teorem 3. Ixtiyari F e M™"(K) matrisi ticlin elo yegana f Xxatti inikas1 tapmag olar Ki,

verilmis bazisdo onun matrisi F ilo Ust-(sto dlssin.

Isbati. Tutaq ki, X fazasiin bazisi x;,X,,...,X, vektorlar sistemi, Y fazasmin bazisi iso

Vi Yy Yy Vektorlar sistemidir.

¢, =T,y + Ty, ++fy, J=L...n
vektorlar sistemino baxag. Bu vektorlarin koordinat sttunlari verilon matrisin sttunlari ila
eynidir. Teorem 3-5 asasan, elo yegans f Xatti inikasi tapmaqg olar ki, f(x;)=c; olsun. Onda,

yuxarida deyilanlora asasan, bu xatti inikasin matrisinin sttunlari c; vektorlarimin koordinat

sutunlar ils, yani F;-lar ils Gst-Usts dlstr. Teorem 3 ishat olundu.

85. Xatti operator va onun matrisi

Torif 1. X=Y olduqda f: X =Y xotti inikas1 xatti operator adlanur.

82, natico 1 vo 84, teorem 1-3-Un hokmlori xatti operatorlar t¢un do dogrudur. Bdtilin

f: X —>Y xotti inikaslar coxlugunu Hom(X,Y) kimi, X xotti fozasinda verilmis butiin xaotti

opertorlar coxlugunu iso Hom(X) kimi isara edacayik.

81-do gostorilon misallar icarisinds 1-5 bandlori ilo toyin olunan Xatti inikaslar uygun
fozalarda toyin olunan xotti operatorlardir. Misal 6 —da muoayyan olunan xatti inkas isa torif 1

monada Xotti operator deyil. Xotti operatorlara aid digor misallari nazardon kegirak.

v

Sok. 1.



1.M horfi ilo mustavi Uzarindo iki OlgUlu xatti fozan: isaro edok. Forzedok ki, f inikast
koordinat mustavisini koordinat baslangici otrafinda « bucagi qador déndaran xatti operatordur.
Belo donmo zaman: topasi koordinat baslangicinda olan paralelogramin toroflori arasindaki
bucaq doyismadiyindoan iki vektorun comi onlarin obrazlarmin comina inikas olunacaqdir.
Demoli, baxilan inikas xotti operatordur (sok.1). Aydindir ki, bu inikas zamani ancaq 0 vektor
6zilino inikas olunur. Buna goro do Kerf =0. Hor bir vektor miayyan bir bektorun (mohz bu
vektordan —a bucagi gador dénms ilo alinan vektorun) obrazidir. Demoli, Im f bitin baxilan
faza ilo Ust-Usta disdir.

2.Ucblciili R® fozasinda koordinat baslangicindan kegan har hansi miistovi gétiirok ve onu
V ilo isaro edok. Hor bir X € R® vektoruna V miistavisi lizerinde onun ortogonal proyeksiyasimni
garst gqoyaq (bax sok. 2). Asanhqgla bu inikasin xatti inkas oldugunu yoxlamaqg olar. Masalan,
A(x, +x,)= Ax, + Ax, (burada A proyeksiya inikasmi gostorir) boraborliyi o demokdir ki, iki
vektorun cominin proyeksiyasi onlarin proyeksiyalarinin comina barabardir.

Eyni gayda ilo sado hondosi miilahizalorlo gdstormok olar ki, A(Ax)=AAx. Qurulan
inikas1 7, kimi isaro edok. V mustavisi Uzerinde dizbucagl Dekart koordinat sistemini elo
goturok ki, koordinat baslangict (0,0,0) noqtesi ilo Ust- Usto diigstin. Tutaq ki, V= (0,0,0)

noqtasindon kegarak, V mistavisino perpendikulyar olan diiz xatti gostarir. Bu halda yaza bilorik:

Kerm, =V* vo Imz, =V .

VL

v

Sok.2



3. n- 6lcull adadi xatti fozaya baxaq. Malumdur ki, burada hor bir vektor n elementli

kortej Kkimi toyin olunur. Tutag ki, A hor hanst n tortibli matrisdir. Hor bir

x=(&,,&,,....&, )vektoruna gars: y = Ax = (71,15,-..,n,) vektorunu uygun qoyaq. Burada 7, -lor

n = Zaikgk
k=1

disturlar1 basitasi ilo hesablanir. Bela inikas Xxatti inikasdur.

4. ©vwvalki paragrafda 5-ci banddo muoyyan olunan D diferensiallama opertorunun niivasi
y'=0 diferensial tonliyinin K[x] halgasinda hallor ¢oxlugudur. Bu boraborliyi ancaq sifir
doracalo  coxhadlilor ddoyir. Demoli, KerD=K. ImD=K][x], clnki coxhadlinin ibtidai

funksiyas1 yeno do ¢coxhodlidir.

5. Daracasi n-1 —i agmayan coxhadlilor ¢coxlugunun amola gotirdiyi Xatti fozaya baxag.
Bu fozada 4-cii banddas tayin olunan inikas xatti operatordur.

f:X =X hor hansi xotti operator X,X,,...,X, isa X xotti fozasmn bazisi olsun.

f(x), f(x,),..., f(x,) vektorlar1 teorem 3-o asason f operatorunu birgiymatli toyin edir. Bu

vektorlar1 X fazasinin bazis vektorlar: Gizro ayiraq:
f(x)=f x +f % +.+fXx,,
f(x,) = fx + % +..+ f X 1)

n2“n?

f(x,)=f % + % +..+f X.
Xatti inikaslarda oldugu kimi, (1) barabarliklorinin sag tarsfindoki f; omsallarindan diizalon

fifp T

R

matrisinin sutunlar1 bazis vektorlarin obrazlarmin koordinat sttunlaridir.

Tarif 2. F matrisina f xatti operatorunun matrisi deyilir.

Xatti inikaslarda oldugu kimi, xotti operatorun da matrisi bazisdon asilidir. Yalniz bazis
verildikdon sonra xotti operatorun bu bazisdo matrisini yazmaqg olar vo bu matris bazisin

dayismoasi ilo dayisir (bu doyismonin formasi asagida muoyyan olunacaqdir).



Misal. Mustavi izarinda har hans: diizbucaqgl Dekart koordinat sistemi gotirok. Muste-

vini O koordinat baslangic1 otrafinda ¢ bucagi goador dodndaran f inikasina baxaq. Bu inikas

xotti operatordur va onun matrisi, yuxarida deyildiyi kimi, {el,ez} bazisinda

{f (e) f (ez)}koordinat sttunlart ilo misyyan olunur.

Sakil 3-don gorinduiyud kimi, e/ = f (e,) vektorunun koordinat stitunu asagidaki kimidir:

cos
él’:( i ¢j
sing -

A

»

€2

)

v

[ty A

) x €

Sak. 3.

Eyni qayda ilo kimi, €, = f(e,) vektorunun koordinat siitunu belodir:

s cos(p+m/2) (—sing
Y lsin(e+7/2) | cose )
Demoli, baxilan xatti operatorun matrisi asagidaki kimi olacaqdir:

F_ cosp —sing
“sing cose |-

Biz daha otrafli ancaq xotti operatorlari Gyranacayik. ©vvalca xatti operatorlarin cominin

va skalyara hasilinin matrislorini tapag.

Teorem 1. Xotti operatorlarin cominin matrisi onlarin matrislarinin comina barabardir.

Isbatr. Tutaq ki, A=(a;) vo B=(b;) matrislri e,,e,,...., bazisinds uygun olarag fva g

xatti operatorlarinin matrisloridir. Onda, ixtiyari k=1,...,n tgun



yazmaq olar. Bu baziso nozoron h=f +g xotti operatorunun matrisini C :(cij) kimi isaro

etsok, yaza bilorik:

h_ek =Cg, = Zcikéi’

i=1

he, = fe +ge, = Ag, +Bg, =Y (a, +,)8.

i=1
Buradan iso
Ci =y + bik
baraboarliyi alir, ¢unki ixtiyari vektorun koordinat siitunu yeganadir. Teorem 1 isbat olundu.
Asagidaki teorem do eyni gayda il isbat olunur.

Teorem 2. Xotti operatorun skalyara hasilinin matrisi onun matrisinin skalyara hasilino

barabardir.

Teorem 3. Xotti operatorlarin hasilinin matrisi bu operatorlar:n matrisilornin hasilina

barabardir.

Isbati. Molumdur ki, verilon e,e,,....e, bazisindo hor bir xtti operatora yegans bir
matris uygun golir. Tutaq ki, f operatoruna (a,) matrisi, g operatoruna iso (b, ) matrisi
uygundur. h=fg operatoruna uygun olan matrisi (cik) kimi isaro edok. Yuxarida oldugu kimi,
yaza bilorik:

h_ekzcgk = Zcikéi'

i=1

Bu stun vektor Gg¢iin basga ifado do yazmagq olar:

fe, = T(a(e)) = Ala(e))- ABE) =AY b,E = ()

Alinmis iki borabarlikdo uygun omsallar barabor olmalidir. Buna gora do asagidaki minasibati

ahriq:



Gy = Zaijbjk . (3)
j=1

Teorem 3 bununla isbat olundu.
Xotti operatorun matrisinin tayin olunmasina aid basga misallar gostarak.
1. Tutaq ki, R —ug 6lculi fozadir. A — operaturu olaraq, ixtiyari vektoru XOY mistovisino

proyeksiyalayan inikas: gotiirok. Bazis olarag, koordinat oxlart boyunca yonslon e,e,,é,

vektorlarini gotirok. Onda
Ae, =e ,Ae, =¢,,Ae; =0

va belalikla, A operatorunun bu baziss nazaran matrisi

o O
o - O
o O O

soklinds olar.

2. Indi iss vahid operatorun ixtiyari €,,e,,...,e, bazisindo matrisini tapag.

Ae =e (1=12,..,n)

oldugu Gglin vahid operatorun ixtiyari baziss nazoran matrisi

0 - 0
1 0
00 -1

soklinds olar.

3.Tutaq ki, X —fazas1 daracasi n-1-i asmayan ¢oxhadlilor coxlugudur. f iso differensiallama
operatorudur. Bels ki,

X fozasinda asagidaki bazisi segok:



e, =1le, =t,e, =?,...,e =

Bu birhadlilarin bazis tosgkil etmasi onlarin hagigi adodlor meydan: tizorinds xatti asili olmamasi

va onlarin xottr Ortiytnun doracasi n-1-i asmayan goxhadlilor goxluguna barabar olmasindan

alinir. Asagidaki baraboarliklor diferensiallama operatorunun tarifindin alinir:

’ ’
2

’ oA _ t L _ tn—l _
fe, =1=0, fe,=t'=1=¢, feS_(EJ =t=e,, ...,Aen_(mJ _e”’l.

Belalikla, bu bazisds operatorun matrisi

010 0
001 -0
0 0O 1
0 0O

soklinds olar.
86. Xatti operatorun nlivasi va obrazi.
Operatorun rang: vo defekti.

Torif 1. X fozasinda f (x) = 0sortini 6dayan bitiin x vektorlar coxluguna f xatti inikasmin

nlvasi deyilir.

Tarifdon gorindlyl kimi, f xatti inikasmin nivasi X additiv grupunda f homomorfizminin

nlvasi ilo Ust-Usto dustr. NlUva Ker f kimi isara olunur.
Teorem 1. f xatti inikasinin nlvasi X fazasinin alt fazasidir.

Isbatz. f xatti inikas1 additiv gruplarin homomorfizmidir. Buna géro do onun niivasi X
additiv grupunda alt grupdur. Demoli, gostormoak kifayotdir ki, bu alt qrup skalyara vurma

omoline nozoron gapalidir. Ixtiyari x € Kerf vektoru vo A € K skalyar1 gotiirok.
f(AX)=Af(x)=4-0=0

oldugu tguin buradan talob olunan Ax € Kerf minsibatini alirig. Teorem 1 isbat olundu.



Forz edok ki, f:X —Y xotti inikas:1 verilmisdir.X fozasinda ixtiyar1 a,a,,...,a,

vektorlari gottirok. A, 4,,...,4, skalyarlar olarsa,onda

f(ha +..+4,a)=A4f()+..+4,f(@,). (1)
Torif 2. f(X) coxluguna f xatti inikasmnin obraz: deyilir.

Teorem 2. Xotti operatorun obrazi bazis vektorlarin obrazlarmin xotti Ortuyline
barabardir.

Isbati. a,,a,,...,a, sistemi X fozasmin bazisi olarsa, onda onun hor bir x vektoru
X=Aa +...+ 4,8, soklinds yazila bilor. (1) munasibatindan, xtsusi halda, gortndr ki, butdn f(x)
vektorlar coxlugu A, f (a,)+...+ 4, f(a,) comlori coxlugu ilo Ust-tisto diistr. Demali,

F(X)=L(f(a). f(a,)...T(a,))
Belaliklo, teorem 2 isbat olundu.

Natica. F(X) c Y Y fazasin alt fazasidir.

Isbat:. Teorem 1- o asasan, X fozasmin obraz: Y fozasindan olan vektorlarin xatti 6rtuyiine

barabardir. Lakin vektorlar sisteminin xotti Ortiyl alt fozadir. Notico buradan alinir.

Torif 3. f xotti operatorunun nivasinin 6lgisuns f xatti operatorunun defekti, obrazinin

Olclstina isa onun rang: deyilir.
Defekti d, ranq: r ilo isara etsok yaza bilarik:
d=dim(Ker f) , r=dim (IJmf).

Teorem 3. Ogor f n Olculi X fazasinda tayin olunan Xatti operatordursa, onda bu

operatorun rang: ilo defektinin comi n-a barabardir.

Isbat:. Tutaq ki, f operatorunun N nlvasinin olclisii k-ya barabardir. N —da e,,e,,...,,
bazisini gotlrok vo bu bazisi fozanin e,e,,..,e..€., ,....6, bazisinadok tamamlayaq.

f(e..) f(e..)- f(e,) vektorlarina baxaq. Gostorok ki, M = f(X) coxlugu bu vektorlarin

xatti Ortuya ilo UGst-Usto duslr. Dogrudan da,

ye L( f (ek+1)1"'1 f (en)) <« (Hﬂ“kﬂ’“"ﬂ“n € K)(y = Ak+l f (ek+l)+"'+ﬂ“n f (en))'



Buradan yaza bilorik:
y=f(A 8+ +4,X,) e F(M).
Ixtiyari
X=A8 +-+A6 +A4 8. + -+ X,
vektoru Ugin
f(x)=f(he ++A4e)+ (4 &+ +A4,X,)=

= f(}“kJrlekJrl_i_“'_i_ﬂ“nxn) :Ak+lf(ek+l)+”'+ﬂ“n f(Xn) €

eL(f(e. ), F(x,)),

clnki, A, +---+ 4,6, comi nlvoyo daxildir. Belosliklo, M =L(f(e,,,),---, f(x,)). Lakin
Ay Aoy A, SKalyarlry ixtiyari giymotlor alarsa, onda Ae +---+A4.e +4, .6, +-+A4,X, comi

xatti fozamin bitin vektorlrmi verir. Yuxaridaki boaraboarlikdon goérindr ki, y vektoru ancaq

Aspr-- Ay omsllar ilo miayyon olunur. Gostarak ki, f(e,,,),---, f(X,) sistemi xotti asil1 deyil.

Forz edak ki,
Aoafle,)+..+4,1(,)=0
vo ya
f( A €+ +A4,%,)=0.
Onda, A,..e.,, +---+4,X, vektoru nivoys daxildir. Bu halda elo ..., 1, skalyarlari tapmaq olar
ki,
Air€y T FAX, — € — =€, =0.

Sonuncu borabarlik ancaq g ,..., 14, =4, =4, =---=A4,=0 oldugda mimkundir. Demali,
f(e.,), f(e..)....f(e,) vektorlar sistemi xotti sili deyil. Onda, dimM =n-k. Demali,

rangf =dimM =r =n-d . Teorem 3 isbat olundu.



87. Bir bazisdan digarina kecid zamam
xatti operatorun matrisinin dayismasi

f Xotti operatoru n — 6lculll X xatti fozasinda, Umumiyyatls, muxtalif bazislordo muxtalif
matrislora malikdir. Bu matrislor arasinda slages yaradag.

Teoreml. ©gor X fozasinda iki  X,,.X,,...., X, Vo X, X;,..., X, bazislori verilorsa vo birinci

bazisdan ikinciys kegid matrisi C olarsa, onda f Xotti operatorunun birinci va ikinci bazisda,

uygun olarag, F vo F' matrislori arasinda asagidaki miinasibat vardir :
F'=C'FC

Isbati. X fozasinda ixtiyari iki X,,.X,,...,X, Vo X[,X,...,x, bazislorini g6tirok . Birinci

bazisdo xotti operatorun matrisini F, ikinci bazisds iso Xxatti operatorun matrisini F' ilo isara
edok. Birinci bazisdoan ikinci baziss kegid matrisini iso C ilo isaro edok:

C41Cyp ... Cy,y

C | CalzCan

ChiCh2---Chp

Tutaq ki, birinci va ikinci bazislorda xotti operatorun matrislori uygun olarag,

fo fppe £y R S XA
e | fafata | o | fafaof,
fof o f frfr . fr

soklindadir. Malumdur ki, ke¢id matrisindan istifads etmokls ikinci bazisin vektorlarmin birinci
bazisds asagidaki ayriliglarint yazmagq olar:

X; = C;y X, + Cp Xy + .o+ Cy X,

!
Xy =CppX, +CpuXy, +...+C X,

(1)

!
X, =Cp X +Cyp X, +..+C X,

Yeni bazisda isa koordinat stitunu



olan vektorun 1- ci bazisda koordinat situnu
&
E=|%|=cF
&

olacaqdir. Indi iso ixtiyari X e X vektorunu goétirok vo onun birinci vo ikinci bazislordo

~

koordinat sttunlarini uygun olarag xve X ilo isaro edok. f(x) vektorunun iso koordinat

sttunlarmt uygun olaraq f(x) vo f(x) iloisaro edok. Malumdur ki, birinci bazisds

f(x)=Fx
va ikinci bazisds iso
T =Fx. (@
Lakin
x=Cx'
N
() =Cf(x)

oldugu tglin, yaza bilarik ( C geyri -moxsusi oldugundan)

!

= T(x) .

CHf(x

N

(1) — don ahriq:
Clf(x)=C'Fx=C'FCX

f(x) =F'x'

Noticada ixtiyari X' koordinat siitunu tigtin



F'x'=C'FCx'

miinasibatini aliriq. Xiisusi halda x'=|: | olarsa,

(F), =(C*FC),

barabarliyini alariq. Bu gostorir ki, F'vo C'FC matrislorinin birinci situnlar: eynidir. Anoloji

olaraq, onlarin digar sutunlarin da eyni oldugunu goéstara bilorik. Demali,

F'=C™'FC
Beloliklo teorem 1 isbat olundu.
1 0 0
Misal. F xatti operatorunun e, =| 0|, e, =|1|,e, =| 0| bazisindo matrisi verilmisdir:
0 0 1
3 -1 2
F=| 0 4 1
-2 1 1
Bu operatordan
1 -1
e = e =111, e=|0
0 0

bazisindo matrisini tapaq. Bunun gin avvalca kegid matrisini miiayyan edok. Kegid matrisinin

sttunlar1 yeni bazisin verilon bazisdo koordinat sutunlaridir. Demali, kecid matrisi

-1

@

Il
L
o I N

0
0

kimidir. Yuxaridaki teoremo asason, F'=C'FC. detC =1 oldugunu nozors alaraq tors matrisi

tapaq:

A, =0,A, =0A; =1,



A, =0,A22 =1 A, =-1,

A13=—1,A23=1,%3=0.
Belaliklo,
0 0 1
c'=|0 1 -1
-1 1 O
Onda,
0O 0 1 3 -1 2\)(1 1 -1
F'=C*'C=/0 1 -1/|0 4 1||1 1 0 |=
-11 0){-2 1 1){1 0 O
-2 1 1)(1 1 -1 -1 2
=2 3 0|11 0|=5 5 -2
-3 5 -1)l11 0 O 2 2 3

88. Xatti cobr. Xatti operatorlar cabri

K meydant tizerindo sonlu 6lgiilii X xatti fozasmin verildiyini forz edok. Bu halda (X ,K)
fozasinda toyin olunmus toplama omalina nazaran (x,+> cobri kommutativ qrup olacaqdir.

o:Kx X — X inikast ixtiyari A e K skalyar1 tglin vektorun skalyara hasilini mioyyan edan
®,: X = X inikasm1 dogurur. Beloliklo, biz, Xotti fozanin caobr soklindo yazilisii aliriq:

(X +{o, | 1K} .

Forz edok ki, X coxlugunda bu inikaslardan basga (x,y)+> xy kimi isaro olunan

X x X — X binar amoali verilmisdir.

Torif 1. X :<X,+,{a)/1 |4 e K},-> cobri asagidaki sortlori 0doyarss, onda o, xatti cobr

adlanr:
1) (X ,+{o, | A € K}) cobri K meydan: lizorindo xotti fozadr;
2) <X, y> > xy binar omali bixatti amoldir, yani

a(b+c)=ab+aca(a+b)c=ac+bc



(bu xassa distributivlik kimi malumdur);
3) w, unar amali hor bir A € K Ggln
o, (ab) = (0, (a))b =aw, (b)
sortini 6dayir.
X xatti fazsi sonlu 6l¢ull oldugda onun dimX 6lcusl cabrin ranqg: adlanur.

Misallar. 1. a+bi,(i* = -1) soklinda kompleks adadlor meydan: hogigi adoedlor meydan:

Uzoarinda rang: 2 olan kommutativ cabrdir.

2. Biitiin n tortibli matrislorin K™" coxlugu rang: n* olan assoiativ (vo kommutativ
olmayn) cabrdir. Matrislorin vurulmas: oamali 2) vo 3) xassalorini 6dayir. Bu cobr K meydan:

Uizarinda tam matrislar cobri adlanir.

3.Tutaq ki, H hoqigi adadlor meydani Uzorinds 0Olcisi 4 olan xotti fozadir. Bazis

elementlori 1, j,k ilo isaro edok. Bazis elementlorin vurulmasini asagidaki barabarliklorls tayin

edok:
i)a simvolu 1,i,j,k elementlorindan ixtiyari birini isro edarss, onda a-1=1-a=a;
i) i°=j*=k*=-Lij=—ji=k; jk=—kj=i;ki=—ik = j.

H fozasinin hor bir elementi yegano gayda ilo o+ fi+ + &K soklinda gostorildiyi Uciin bu

barabarliklor vasitasi ilo vurma amali “¢oxhadlilorin vurulmasi” gaydasi ilo H fazasiin ixtiyari

iki elementi Gglin tayin olunmus olur:
(a+ Bi+ri+K)Na' +Bi+7]+6K) = (aa’ + BBV + yy|? + 56K )+
+(aBi+ Ba’i + ySik + 8ykj)+ (ayj + yaj + BSTK + 5Ki)+ (adk + ok + yBji + Brij) =
=(aa'—pp' —yy - 55')+
+(af'+ Ba’' +y5' &y i +(ay +ya' — BS' +5B')j + (ad' +5a' —yB' + By K. (1)

Artiq i) barabarliklori gostorir ki, tayin olunan vurma amali kommutativ deyil. GOstarok ki, bu
omol vasitasi ilo, qurulmus Xotti foza, Xotti cobro gevrilir. Bunun gtin 2) va 3) sortlorini

yoxlamag lazimdir.



2) sortinin dogrulugunu yoxlayaq. z =a+pfi+y+Kk, z,=a'+p1+yj+ok vo

z,=a"+ "1+ 7T+ 6%k Kkimi ¢ element goturak. Gostarmak kifayatdir ki,
2,(z,+12,)=122,+127,.
Sol vo sag toraflori ayri-ayriligda hesablayaq. Yuxridaki diistura asasan,
(@+Bi+y+K)a +a"+(B + BN+ +y")j+ (5 +5k]=
(ala'+a")=B(B'+ ) =77 +7") =85 +8")e+
+a(B'+ B+ pla’ +a")+y(8'+8) =5(r + "))+
+Haly +y")+rlel +a)= B +8") +5(5'+ )] +
+(a(@" +8)+8(a' +a" )~y (B + BN+ B +y")k =
= (aa’ - BB —yy' - 55’)6 +
+(ap'+ Ba’ +y5' — 5y )i+ (ay' +ya' — BS' +5B')j +(ad + 5o’ — yB' + By K +
+(aa" - BB"—yy" 55" +
+(ap"+ Ba" +y8" =5y )i+ (ay" + ya" — BS" +5B")j + (ad" + 5" —yB" + By" K =
=(a+pi+y+k)a'+ Bi+y]+5K)+(o+ pi+r+Kk)a"+pT+7]+5%).
Torif 1-in digar sortlorinin do 6dondiyi eyni qayda ilo gostoarils bilor.

Qurulmus bu cobr kvaternionlar cabri, onun elementlori isa kvaternionlar adlanir. Bu

cabrin bir sira mihiim tatbiglori vardir.

H Kvaternionlar cobri 1843-cii ilde U. R. Hamilton torafindon daxil edilmisdir. Hor bir z = o + fi + 4 + &k

kvaternionuna gars: onun gosmasi adlanan vo 7 = ¢ — gi — 5 — ok Kimi tayin olunan kvaternion goyulur. (1) diisturuna
asasan,
N@2)=2Z=a’+B*+y°+5°%.

N(Z) hogigi odadi kvaternionun normas: adlanir. Bu distura ssasen, har bir sifirdan forgli z=a + i+ + &k

kvaternionunun tarsi vardir va



a-fi-i-k
a’+ pr+yt+6°

7' =(N(2)) 'z =

Kvaternionlar cabri, belslikls, rang1 4-a barabar olan bdlmali (yani b6lms amali olan) cobrdir. Bu istigamatda XIX
osrdo aparilan todgigatlar 1878-ci ildo Q. Frobenius tarafindan icbat olunmus sagidaki teorem ilo noticalondi:

R haqiqi adadlar meydn: Uzarinda sonlu rangl: ancaq U¢ bolmoali cabr vardir: R- haqiqi adadlor meydan:,

C-kompleks adadlar meydan: va H-kvaternionlar cabri.

Bu teoremin ishati cobrin osas teoremino (bu haqgda 111 hissodo otrafli deyilocokdir) sdykenir. Yoxlamagq

olar ki, aslinda bu teorem cabrin asas teoremi ilo ekvivalentdir.

Tutaq ki, hor hansi X =(X,K) -xotti fozas: verilmisdir. Molumdur ki, Hom(X) - xotti

operatorlar fozas1 — K meydani izarinda xatti fozadir. Xotti operatorlarin hasili ilo bu xatti foza

xatti cabra cevrilir. Homin xatti cobr EndX kimi isaro olunur. Farz edok ki, X fozasi n 6lcull

foza, X, X,,...,X, iso onun bazisidir. Yuxrida biz, bazis secildikdo har bir xotti operatora mioyyon

bir matris garst goyulmasmin mimkunliyini gostordik. Eyni zamanda gostordik ki, hor bir

@ € Hom(X) xotti operatoruna onun M (@) matrisini garsi1 goyan ¢ +— M(¢) inikast Hom(X)

fozasimin n® dlgiilii K™ fazasina biyektiv inikasidir. Matrislorin vurulmas: emoli ilo bu foza
L(n,K)=(K""+{o, | A € K},)

xatti cabrino ¢evrilir. Bu xotti cobro tam matrislar cabri deyilir. Yuxarid deyilonlori asgidaki

teorem soklinds ifds etmok olar.

Teorem. @+ M (@) inikasi EndX cabrinin n tortibli matrislorin L(n,K) tam matrislor

cabrina izomorfizmidir.

Tutaq ki, K meydani tizorinds iki H vo H' xotti cobrlori verilmisdir.

Tarif 2. ®:H — H' inikasi 0 zaman H vo H' xotti cabrlarinin izomorfizmi adlanir ki,
asagidaki sortlor 6donsin:

1) @ biyektiv inikasdir;

2) @ butun bas amoallori saxlayir:

a) (Vx,y € H)®(x + y) = () + D(Y));

b) (VA € KYVx € H dD(Ax) = AD(x));



¢) (Vx,y € HY®(xy) = (x)D(y)).
Cabrlorin izomorf olmasi asagidaki kimi isars olunur: H=H'.

Misal. C ilo biitiin

a -b
a,beR
b a
soklindo matrislor ¢oxlugunu isaro edok. Asanhqgla yoxlama olar ki, matrislorin toplanmasi,

vurulamasi va adada vurulmsi amallari ila bu ¢oxlug 2 rangl: cabr tagkil edir. Onun bazisi
1 0) (0 -
0 1)'{1 0

- 10 0
elementloridir. C cabrinin har bir elementi yegans gayda ilo a-(o J + b-(

-1
kimi gosto-
1 0

rilo bilir. Demali,

1 0) . 0 -1
1— , 1>
BN
a+bi|—>(a _bJ
b a

inikast C va C cabrlarinin izomorfizmidir.

uygunlugu ilo dogrulan

89. Qeyri-maxsusi operatorlar. Xatti operatorun tarsi
Torif 1. f xotti operatoru 0 zaman geyri-maxsusi (cirlasmayan) adlanir ki,
f(x)=0
olmasindan x=0 barabarliyi alinsin.
Teorem 1. f xatti operatorunun geyri-moxsusi olmasi Ggin fazanin ixtiyari bazisinds

onun matrisinin geyri-moaxsusi olmasi zaruri va kafidir.



Isbatz. Ogor f geyri-moxsusi xatti operatordursa, onda torifs asason
f(x) =0 x=0
Bu miinasibati sutun vektorlar Gglin yazaq:
Fx=0©X=0

Demoli, Fx =0 bircins xatti tanliklor sisteminin yegans halli vardir. Kramer gaydasina asasan,
bu, yalniz vo yalniz o zaman mumkiindir ki, detF = Oolsun. Eyni mehakimalari oks gaydada

aparsag teoremin hokmdana alarig.
Tarif 2. g xotti operatoru 0 zaman f xotti operatorunun tarsi adlanir ki,
fg=¢
olsun.

Teorem 2. f xatti operatorunun tarsinin olmas: (¢tin onun geyri-maxsusi olmasi zaruri vo
kafidir.

Isbatz. ©gar hor hansi bazisds f xatti operatorunun matrisi F, g xatti operatorunun matrisi

iso G olarsa, onda

fg=c<> FG=E

olar ki, burada E vahid matrisdir. Bu iss malum oldugu kimi F vo G matrislorinin geyri-maxsusi

olmasi ila eyni glcludir. Bu halda teoremin hokmu teorem 1-don alinir. Teorem 2 isbat olundu.
Yuxarida deyilanlori yekunlasdiraraq asagidaki teoremi sdyloys bilorik.

Teorem 3. Tutaq Ki, sifir olmayan Xatti <X,K> fozasinda f : X — X xotti operatoru

verilmisdir. Asagidaki sartlor eynigucliddr:
1)f operatoru geyri-moxsusidir;
2) f operatorunun torsi vardir;
3) Kerf ={0};
4) f operatoru izomorfizmdir;

5) f operatorunun defekti sifra barabardir;



6) rangf =dim X ;
7) f operatorunun istanilon bazisds matrisi torsi olan matrisdir.

Teorem 3-o osason butlin geyri-moxsusi operatorlarin  AutX ¢oxlugu fozanmin 0zuns
izomorfizmlorindan taskil olunmusdur. Har bir geyri-maxsusi operator tarsi olan operatordur vo
asanligla gérmok olar ki, o operatorlarin vurulmas: amolina nazoran qrup toskil edir. Bu qrup

X =(X,K) fozasnin avtomorfizmlor grupu adlanir vo AutX kimi isaro olunur.
Teorem 4. Tutaq ki, (X,K) n 8lglli xotti fozadr, AutX iso onun avtomorfizmlor
grupudur. Onda bu grup geyri-moaxsusi n-tatibli matrislarin tam xatti grupu ils izomorfdur:

AutX =GL(n,K).

Teorem 4 asanligla teorem 3-don ahnir.

810. Xatti operatorun ranginin xassalari

Xotti operatorun rangmin onun matrisinin rang: ilo eyni olmasl xatti operatorlarin vo

matrislorin rangmin bazi shamiyyatli xassalarini miayyanlosdirmays imkan verir.

Tutaq ki, sonlulgili X =(X,K) xotti fozasinda f € EndX xotti operatoru verilmisdir.

Molum oldugu kimi H = Kerf niivasi xatti fozanin alt fozasimi miiayyan edir. Bu ¢oxlug eyni

zamanda, additiv grup kimi X-do alt qrupdur va demali, X/H faktor grupunu tayin edir. Asanligla
yoxlamaq olar ki, bu faktor qrupda X xotti fozasinin bas amollori, yani, toplama va sklyara

vurma amollori ilo agsagidaki kimi omollor daxil etmak olar:
X+y=X+Y, AX = X.
Bu amollor ilo X/H faktor fozaya cevrilir.

Teorem 1. Sonludlciili X =(X,K) xotti fozasinda verilmis f € EndX xotti operatoru

Uclin dimX /H =ranq f .

Isbatz. Homomorfizmlor hagda teoremlora osason, Im f < X alt qrupdur va
f: X —>Imf inikas: siiryektiv homomorfizmdir vo biz, asas teoremo asason, additiv qruplarin

asagidaki izomorfizmini alirig:



X/H=Imf.

JX = 2x miinasiboti gostorir ki, X > f(x) inikasi xatti fozalar kimi X /H,Im f fozalarmnin xotti
inikasidir. Bu inikas izomorfizm oldugundan dimX/H =dim(Imf)=rang f . Teorem 1 ishat

olundu.

Bu teoremdon va Xotti operatorun rangmin tarifindon onun Xotti omollorlo algesi hagda

naticalar alda etmok olar.

Teorem 2. A =0 oldugda rang(Af)=rang f .

Isbat:. Yagin etmok olar ki, 1#0 oldugda Im(Af)=1Im f vo Ker(Af)=Kerf . Indi

teoremin hokmu teorem 1-don alinir.
Teorem 3. f,g e EndX olarsa, onda
rang(f + g) <rang(f)+rang(g).
Isbat:. Torifo osason, rang(f +g) =dimIm(f +g). Lakin (f +g)(x) = f(x) + g(x)
oldugu tgln
Im(f +g)cImf+Img; (1)
burada barbarliyin sag torafinds uygun alt fozalarin (alt gruplar kimi) comi dayanmigdir. Malum-

dur ki, comin 0lgust alt fozalarin Olgulorinin comindon boylk deyil. Teorem 1-in dogrulugu

buradan almair.
Asgidaki teorem teorem 3-Un doagiqlosmoasidir.

Teorem 4. f,g € EndX olrsa, onda
rang(f +g) <rang(f)+rang(g) —dim(Imf nImg).

Isbat. H=Imf nImg kosismosi X fozasimin altfozasidir. Imf/H vo Img/H

faktor-fozalar: (Imf +1mg)/H faktor-fozasmin alt fazalaridur. ixtiyari
Xe(Imf/H)n(Img/H)

elementi gotiirok. Onda, alarig x+H < Imf,x+H < Img yaxud,



X+Hc(mf)n(iImg)=H.
Demoli, xe H v X =0. Bu iso gostorir ki, (Imf /H) ~(Img/H) ={0}. Demali,
(Imf+Img)/H=(mf/H)®(Img/H). (2)

Lakin dim(Imf/H)=rang(f)—dimH vo dim(Img/H)=rang(g)—dimH . Onda, (2)-y»

asasan, yaza bilorik:
dim(Imf +Img) =dim((Imf +Img)/H) +dimH =
=rang f —dimH +ranqgg —dimH +dimH =
=rang f + ranqg —dimH .

(1)-2 asasan, buradan alir1q:
rang(f +g) =dim(Im(f + g)) <dim(Imf +Img) =
=rang(f)+rang(g)—dimH .

Teorem 4 isbat olundu.

Indi iso xotti operatorlarin hasilinin ranqgu ilo bagh teoremlora baxag.
Teorem 5. f,g € EndX olrsa, onda
rang(fg) < min{rang(f),rang(g)}.
Isbatz. Img < X oldugu tictin asanhgla yaqin etmok olar ki,
ImfgcImf.
Demoli,

rang(fg) <dimIm f =rangf .

Tutag ki, r=rangg vs X,X,,..., X, Img alt fozasinin bazisidir. Aydindir ki, f xotti operator

oldugu tglin, Im fg = L{f (X)), f (X,),..., f (X,)}. Demali,
rang(fg) =dimIm fg =dimL{f (x), f (X,),..., T (X,)}<r.

Almnan minasibatlor teoremin hokmiinin dogru oldugunu gostarir. Teorem 5 ishat olundu.



Yuxaridaki teoremlorin hokmlori matrislor Ucun do ifados oluna bilor. Belo ki, ixtiyari

diizbucagh vs ya kvadrat matrislor Ugun asagidaki musibatlor dogrudur:
1) rang(A+ B) <rangA+rangB;
2)ixtiyari 1 € K, 1 #0 skalyar1 i¢tin rang(AA+ B) < rangA+ rangB;
3)ixtiyari A vo B matrislorinin hasili tayin edilmissa, onda

rang (AB) < min{rangA, rangB}.



11 FOSIL.Maxsusi giymatlar vo maxsusi vektorlar
§1.Invariant alt fozalar.
Maxsusi giymatlor vo maxsusi vektorlar

n Olglll xatti X fozasinda f : X — X xotti operatoruna baxaq. A< X isa xatti alt foza

olsun.

Tarif 1. A alt fozasi o zaman f xotti operatorunun invariant alt fazas: adlanir ki,
f (A) < A olsun.

1. Mdstovi Uzorindo koordinat (dizbucaqli) sistemi gotirok . OY oxyna fozoran
siumetriya xotti operatordur. OY oxu Uzarinds yerlagon vektorlar coxlugu alt foza toskil edir. Bu

alt foza baxilan xotti inkasin invariant alt fozasidir.

2. X =U @V olsun. U alt fozasina proyeksiyalanma xotti inikasidir vo U onun invariant
alt fozasidur. invariant alt fozalar icorisindo on sadasi moxsusi alt fozalardir. Belo fozalar moxsusi

qiymot va moxsusi vektor anlayislari ilo six baglidir.

Torif 2. 2 € K skalyar1 o zaman f xatti operatorunun maxsusi giymati adlanir ki, elo

X # 0 vektoru tapmag olsun ki,

f(x) = Ax

barabarliyi dogru olsun. Bu sorti 6doyan x vektoru A maxsusi giymatina uygun maxsusi vektor

adlanir.

Bu anlayislar xotti operatorlar nozariyyasinds muhim rol oynayir. Hoandasi sorhdon
istifado etsok, demok olar ki, moxsusi vektor xotti inikasin tasiri ilo “kollinear” vektora cevrilir

olunur. Maxsusi giymatlarin vo moxsusi vektorlarin asagidaki xassolori vardir:

1)Eyni moxsusi giymata uygun olan X;, X, maxsusi vektorlari G¢tin
X, +X, #0
olarsa, onda x, + x, vektoru da mexsusi vektordur . Dogrudan da,
f(x +%X,)=F(X)+ F(X,) =A%+ X, = A(X, +X,)

X, + X, # 0oldugunda buradan xassonin h6kmt alinir. Aydindir ki, x, + X, =0 olarsa, onda o,



maxsusi vektor ola bilmaz.

2) Ogoar x A moaxsusi giymotina uygun maxsusi vektor olarsa ixtiyari u = 0 skalyar: ti¢iin

LX vektoru da eyni moxsusi qiymata uygun olan moxsusi vektor olacaqdir.
Dogrudan da,
f (ux) = pf (X) = u(Ax) = A(1x)
w#0va X#0 oldugu Ugiin ux = 0 vo demali, 0, moxsusi vektordur.

3) 1) vo 2) - ni birlesdirarak hokm eds bilorik ki, x,.,X,,..,.X, €yni moxsusi giymata

uygun olan maxsusi vektorlar olarsa, onda onlarin sifirdan forqli har bir

Xy + A, Xy + o+ A X

n='n

xatti kombinasiyas: da eyni moxsusi qiymata uygun olan maxsusi vektor olacaqdir.

Teorem 1. A moaxsusi adoadino uygun olan moxsusi vektorlar ¢oxlugu sifir vektorla

birlikdo alt foza togkil edir; bu alt fozanin ixtiyari x vektoru tgln
f(x) = Ax
munasibati ddanir.

Isbat:. Tutaq ki, X, ixtiyari moxsusi vektordur (A moxsusi adadine uygun). Ogar onunla
xatti asili olmayan sistem toskil edon basga x, moxsusi vektoru varsa, onda {x,x,} vektorlar
sistemini goturok. Xasse 3-o esasen L(X;,X,) Xotti ortlyuniin har bir sifirdan fargli vektoru

moxsusi vektordur. Bu xatti 6rtlys daxil olmayan moxsusi vektor varsa, onda onu avvalki iki
vektora olavo etmoklo yeni xotti Ortik aliriq va prosesi bu gayda ilo maksimal sayda xatti asili

olmayan va eyni bir 4 moxsusi adadine uygun olan {x,x,,...,x} vektorlar sistemi alinanadok

davam etdirmok olar. 3) xassoya gora har bir
X € L(X;,r X, ) \ {0}

vektoru moxsusi vektordur vo f xotti operatorunun 4 moxsusi giymatino maslik basgqa moxsusi

vektoru yoxdur. 9ks halda bels bir vektor xatti rtilys daxil olmazdi vo bu {x,X,,...,x,} vektorlar

sisteminin maksimalligina zidd olardi. ©gar sifir vektorun da

f(x) = Ax



boraborliyini 0dodiyini do nozero alsaq, onda L(X,X,,...,X,) Xotti Ortuyu axtarilan alt foza

olacaqdir. Teorem 1 isbat olundu.

Torif 3. Teorem 1- in sortini 0doyan alt foza A maxsusi giymatine uygun maxsusi alt faza

adlanir.
Teorem 2. Maxsusi alt foza invariant alt fozadir .

Isbat:. aixtiyari x e M vektorunu gotiirok (burada M A adadina uygun moxsusi alt fazam

gostorir) x=0 olarsa, onda f(x) =0< M . Oks halda x maxsusi vektordur vo
f(x)=Axe M
Demali, f(M) < M Teorem 2 isbat olundu.

Indi iso miixtalif moxsusi giymatlora uygun olan moxsusi vektorlarin xassalori ilo tanis

olag.

Teorem 3. F xatti operatorunun ctt-ctit muxtalif 4,,.....,4, maxsusi giymatlorino uygun

olan x,,.....,x, maxsusi vektorlar: xatti asil1 deyil .

Isbat:. Teoremin isbatinin k — ya nazoron induksiya ilo aparag. k=1 oldugda X, = 0 aliriq

va bir sifirdan forgli vektor xotti asili deyil, yani, AX=0—> A =0. Forz edoak ki, teorem k-1 (i¢ln

dogrudur: yani X,....x,_, muxtalif moxsusi adadlora uygun maxsusi vektorlar olarsa , onda onlar

xatti asili deyil .

Tutaq Ki, X,X,,.....X, cut — clt muxtolif A,4,,...,4, maxsusi giymatlorine uygun olan

moxsusi vektorlardir vo
C,X +CoX, +...+C X, =0. (1)

Gostorok ki, ¢, =c¢,=...=c, =0. (1) barabarliyinin hor iki torafina f operatoru ils tesir etsok

alariq:
f(CX +CyXy oo C X ) = AC X, + AL, X+ + A4 C X, =0, (2)
(1) barabarliyinin har iki tarafini A, -ya vuraq ve (2) —dan torof-torafo ¢ixaq:

(}“1 _Ak )C1X1 + (Az _Ak )szz +ot (Ak—l - Ak)ck—lxk—l =0



Induktiv forziyyoys osason
(A —-A)e = (4, - 4)C, = ... = (A~ 4)C =0.

Lakin  moxsusi giymatlor cut-cit mixtalif oldugu Gglin - sonuncu  munasibatlordon
C, =C, =...=C,, =0 alirig. Onda (1)-0 asasen c,X; +C,X, +....+C, X, =0 vo, demali, ¢, x, =0.
Nozoars alsaq ki, x, #0 onda buradan ¢, =0 ahlrig. Demali, teoremin hokmi dogrudur. Teorem

3 isbat olundu.

Misallar. 1) Yuxaridak: 1-ci misalda e, vektoru (ordinat oxu Uzorinds yerloson vahid

vektor) 1 moxsusi giymatino malik olan moxsusi vektordur.

2) U alt fazasina proyeksiyalanma inkas: zamani U alt fozasinin 6z 1 moxsusi giymatina

uygun moxsusi alt fozadir.

3) O noqtasi otrafinda (mistovide) donma operatorunun  moxsusi vektoru yoxdur
(donma bucagt ¢, 0 < ¢ < 7 sartini 0doyarss). ¢ = 7 oldugda iss maxsusi vektor vardir: haqiqi
ox Uzorindoki hor bir sifirdan forgli vektor A =-1 giymotina uygun olan moxsusi vektor

olacaqdir.

82. Xarakteristik tanlik va onun invarianthg

Xotti operatorun moaxsusi giymatlori vo moxsusi vektorlari ilo bagh iki sual meydana
cixir: 1) verilon xotti operatorun moxsusi giymatlori varmi? 2)agor moxsusi giymatlor varsa,

uygun moxsusi vektorlari necs tapmaq olar?

Qeyd edoak ki, ikinci masalanin har bir meydanda halli oldugu halda 1-ci masalonin halli
osas meydandan asilidir. Belalikls, asas masalo 1-ci masaladir vo onun halli 2-ci masalaya tasir
gOstorir. Xatti opratorun strukturunun 6yranilmisi dgln har iki masalonin eyni doracods mihim

ohomiyyati vardir. Onlarin tam halli iso meydanlar va cabri tonliklar nazariyyasinds gergoklosir.

Forz edok ki, f xotti operatorunun A maxsusi giymati vardir. Onda elo x#0 vektoru

tapmag olar ki,
f(x)=Ax. Q)

X fazasinda hor hansi bazis gotiirok. f operatorunun bu bazisdo matrisini F ilo isaro edok. (1)

barabarliyini matrisi soklinds yazaq:



Fx=Ax  (2)
vaya
Fx=AEX,
(F-AE)x=0. (3)

Sonuncu boraborlik gostorir ki, x =0 vektoru uygun bircins xotti tonliklor sisteminin hollidir

Kramer olamatino asason bu, yalmz vo yalmz o zaman munkindir ki, (3) sisteminin

deferminant: sifira barabar olsun
det(F —AE)=0. (4)

(4) borabarliyini aciq sokilds yazag. Bunun Ggtin

f f,. 1,
N I
fofo.f.
isara edarak, yaza bilorik:
f11 -4 f12 f1n

f f,—A f

:21 22: an .

fnl fn2 fnn -4

Sonuncu barabarlik A -dan asili n daracali tanlikdir. Bu tanliyi bels do yaza bilorik:
()" +c A"t +..+c,=0.  (5)

Tarif. (5) tonliyi f xotti operatorunun xarakteristik tanliyi, (5) boraborliyinin sol

tarafindoki coxhadli iss onun xarakteristik coxhadlisi adlanir.

Osas meydan odadi meydan olduqda xarakteristik tonliyin koklori, yani xotti operatorun

maXsusi giymatlori xarakteristik adadlor do adlanir.

Teorem 1. 1 € K skalyarmin f xatti operatorunun maxsusi giymati olmasi ti¢tin onun (5)

xarakteristik tonliyinin kdki olmasi zaruri va kafi sortdir.

Isbat:. Zoruri sortin isbat1 yuxarida verilmisdir. Yoni 4 moxsusi giymotdirse, onda o, (5)



tonliyinin kékuddr. Tarsing, forz edok ki, A skalyar: (5) tonliyini 6doayir. Onda

det(F — AE) = 0.

Kramer olamatina asasan (3) sisteminin sifirdan forgli halli vardir. Bu halli X, ilo isaro

edok. Onda koordinat sltunu x_O olan vektor (2) borabarliyini ddayir va uygun vektor maxsusi

vektordur. Teorem 1 isbat olundu.

Misal. Har hansi bazisda

2 —
F=
-1 2
matrisina malik xotti operatorun moxsusi giymatlorini vo moxsusi vektorlarini tapaq. Bunun

uclin xarakteristik tonhiyi yazaq:

2-4 -1
=0
5

Determinant: agag.
4—42+ 2> -1=0,
N —44+3=0,
A=2+4-3=2%1,
A=31=1
Ovvalca birinci koku gotirok: A =3. Onda (3) sistemi asagidki tanlikls eynigtclidir:
X +X=0->x=1x, =1
Moaxsusi vektor (1;1) vektorudur.
A =1 olduqda
X, +X =0—->x=Lx,=-1
Moxsusi vektor (1; -1) — dir.

Molumdur ki, bazis dayisdikda Xoatti operatorun matrisi doayisir. Buna gors do yuxarida



moxsusi giymatlorin vo ya onlarin koki oldugu xarakteristik tonliyin bazisdon asili olub-
olmamas1 mosolosi meydana ¢ixir. Asagidaki teorem xarakteristik tonliyin invarintliginz, yani

onun bazisdan asili olmadiginu (doyismadiyini) gostorir.
Teorem 2. Xotti operatorun xarakteristik tonliyi bazisdon asili deyil.

Isbat:. Tutaq ki, f xotti operatorunun hor hns: bazisda matrisi F-dir. Gostorok ki, bu

bazisdo onun
det(F-AE)=0 (1)

xrakteristik tonliyi bazis doyisdikda doyismir. Bunun tgin basqa bir bazis gotirak va forz edok
ki, bu bazisdo Xatti operatorun matrisi F', birinci bazisdon ikinciys kecid mtrisi isa C-dir. | fasil,
86, Teorem 1-o osason yeni bazisdo xotti operatorun F’ matrisi U¢lin asagidaki minasibat

dogrudur:
F'=C'FC.
Demoli, §2-do gostarildiyi kimi yeni bazisda xotti operatorun xarakteristik tonliyi
det(C*'FC-AE)=0
olacaqdir. Sol torofi belo yazmaq olar:
det(C*FC - AC'EC) =detC*(F - AE)C =
=detC " detC det(F — AE) = det(F — AE).

Beloliklo, xaraktristik coxhadli avvalki bazisdo xarakteristik coxhadli ilo Ust- Usto dlstr. Teorem
1 isbat olundu.

Teorem 1-in mihim shomiyyati vardir. Bu teorema asasan xotti operatorun xarakteristik

coxhadlisini hesablamagq G¢tin onun ixtiyari bazisdoki matrisindan istifads etmok olar.
Natica. Xotti operatorun maxsusi qiymatlori bazisdon asili deyil.

Teorem 1 vo onun noticasi gostorir Ki, xarakteristik tonlik vo moxsusi giymatlor Xotti
operatorun xatti fozada mihtim daxili xtisusiyatloridir, onlarin hesablanmasi iss bazis vasitasi ilo
hayata kegirilir. (5) baraborliyindon gorindiyd kimi moxsusi adadlorin vo moxsusi vektorlarin

tapilmasi masalasi cabri tanliklorin hallina gatirilir.



83. Sado spektrli vo sada strukturlu xatti operatorlar.

Sonlu 6lcult fazalarda verilmis xatti operatorlar ilo bagli masalalar bir ¢ox hallarda onun
muayyan bazisdo matrisinin kdmayi ilo hall olunur. Buna gorads bazisin elo secilmasi toalob
olunur ki, bu zaman xatti operatorun matrisi mumkin gadar sads sokilds olsun. Bu masals sada
spektrli xotti operatorlar ictin daha asan yolla dyranilir. Xotti operatorun maxsusi giymatlorinin

coxlugu boazon onun spektri adlanir.

Torif. n 6lguli X = (x : K) xatti fozasida verilmis f xotti operatoru o zaman sada spektrli

xatti operator adlanir ki, onun n sayda clt-cit mixtalif maxsusi giymatlari olsun.

Teorem 1. n 6lculi X = <X : K) xatti fozasida verilmis f xotti operatoru sado spektrli xatti

operator olarsa, onda fazanin, bu operatorun maxsusi vektorlarindan diizalan bazisi vardir.

Isbati. Sorto osason f xotti opratoru n sayda ctt-cit mixtolif A,4,,...,4, moxsusi

giymoatlorino malikdir. Maxsusi qiymatlorin xassalori hagda 81, teorem 3-2 asason, onlara uygin

olan ixtiyari X;,X,,...,X, moxsusi vektorlar: xotti asili deyil. Lakin, vektorlarin say: n oldugu

ucln bu sistem fozanin bazisini togkil edir. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. Sads spektrli xotti operatorun moaxsusi vektorlardan diizalon bazisdo matrisi

diagonal matris olmagla, diagonal elementlori moxsusi qiymatlordan taskil olunmusdur.

Isbati. Sorto osason, Xotti operatorun n sayda clt-cit mixtolif A,4,,...,A, moxsusi
giymatlori vardir. Teorem 1-o asasan operatorun bu moxsusi giymatlora uygun olan x,x,,...,X,

moxsusi vektorlar: xotti fozada bazis togkil edir. Bu bazisdo xotti operatorun matrisini tapag. i

(i=12,...,n) indeksinin ixtiyari giymotindo
f(x)=2x.

Bu borabarlik gdstorir ki,

f(x)=4

|

Lakin X; vektorunun baxilan bazisde koordinat sttunu,
X =0-X+--4+1-X+---4+0-X

barabarliyindan gérinduyd kimi,



x|
Il
[N

soklindadir. Demali,

Belalikla, xotti operatorun matrisi asagidaki kimidir:

A 0
0 4 - 0
0 0 - A

Teorem 2 isbat olundu.
Natica. Sado spektrli xatti operatorun ixtiyri bazisdo matrisi diagonal matrisa oxsardir.

Isbatz. Xotti fozanin ixtiyari bir bazisdo matrisini F ils isars edok. Yuxaridaki teoremlora
asasoan Xotti fozanin moxsusi vektorlardan togkil olunmus bazisi vardir vo hamin bazisdo Xotti
operatorun F' matrisi diagqonal matrisdir. Ovvalki bazisdon moxsusi vektorlardan diizolon bazisa

kecid matrisi C olarsa, onda yaza bilorik:
F'=C'FC.
Buradan aliriq:
F=CFC™.
Demoli, xatti operatorun F matrisi F'-o, yoani diagonal matriss oxsardir. Noatica isbat olundu.

Belolikla, teorem 1, 2 vo teorem 2-nin naticasi sada spektrli xatti operatorun qurulusunu
tamamilo mioyyan edir. Belo ki, sada spektrli xatti operatorlar har bir vektoru els dayisir ki, bu
zaman verilon vektorun moxsusi vektorlardan ibarat bazisds koordintlart uygun maxsusi qiymota

vurulmus olur.



Lakin hoar bir xotti operator hamiso cut-cut muxtalif maxsusi giymotlora malik olmur.

Bozi xotti opratorlar tokrarlann moxsusi giymotlora malik olurlar. Masalan, har hansi bazisda

0 -1
1 -2
matrisina malik olan Xotti opertorun ancaq bir (tokrarlanan) moxsusi giymati vardir: 4, , = -1.

Asanhqla yagin eds bilorik ki, mazsusi alt foza birdlculidur, yani xatti fozanin bu operatorun
moxsusi vektorlarindan ibarst bazisi yoxdur. Vahid operatorun da iki 0l¢ull fozda iki tokrarlanan

maXsusi giymati vardir. Lakin sonuncu halda maxsusi vektorlardan ibarst bazis vardir.

Teorem 3. n Olgli fozada xotti operatorun yalnmz vo yalniz o zaman fozanin bazisini

toskil edon moxsusi vektorlari vardir ki, bu operatorun matrisi diagonal matrisa oxsar olsun.

Isbatz. Tutaq Ki, xotti fozanin moxsusi vektorlardan toskil olunmus bazisi vardir. Xatti
operatorun hor hansi bazisdo matrisini F ilo isaro edok. Xotti operatorun bazis toskil edan

moxsusi vektorlart x,X,,...,X, olsun. Forz edok ki, bu moxsusi vektorlar A,,4,,...,4, maxsusi

giymatlorino uygundur (bunlarin igarisinds tokrar olunanlari da ola bilar).
f(x)=4x

boraboarliklari gostarir ki, bu bazisdo xotti operatorun F'matrisi diagonal sokildadir:

A 0 - 0
0 4 - 0
0 0 - A

Ovvalki bazisdon moxsusi vektorlardan ibarat baziss kecid matrisini C ils isro etsok, yaza bilarik:

F'=C™'FC . Demoli, xotti operatorun matrisi diagonal matriso oxsardir.

Indi forz edok ki har hanst x,X,,...,x, baizisinda xatti operatorun matrisi digonal matrisa

oxsardir, yoni geyri-moxsusi elo C matrisi var ki, F=CF'C™ olmaqgla, F' matrisi diagonal

matrisdir:



Koordinat sutunlar1 C,,C,,...,C, olan c,,c,,...,c, vektorlar: xatti asili deyil (sks halda C matrisi

moxsusi olardi). Aydidir Ki,

f(c,) = FC, = FCg, =CF'C'Cg, = CFg, = ACg, = A4,C, = AT,

yoni f(c)=Ac; vo c,C,,...,C, vektorlart moxsusi vektorlardir. Teorem 3 isbat olundu.

Torif. n 8lglll X =(X,K) xofti fozasida verilmis f xotti operatoru o zaman sada

strukturlu xatti operator adlanir ki, onun ixtiyari bazisdoe matrisi diagonal matrisa oxsar olsun.

Teorem 4. Xotti operatorun sads strukturlu olmas: Gictin onun n sayda xotti asili olmayan

maxsusi vektorlarmin olmas: zaruri va kafidir.

Teoremin isbat1 yuxarida isbat olunmus teoremlordon asanhigla alinir.

Misal. Raqigi R® fozasinda hor hansi bazisdo matrisi

4 -5 7
1 -4 9
-4 0 5

olan xatti operatorun moxsusi qiymatlorini vo moxsusi vektorlarmi tapag.

Holli. Xarakteristik tanliyi yazaq:

4-2 -5 71
1 —4-2 9
—4 0 5-4

0.

Determinant: agag.
(X -16)(5-1)+180—28(1 +4) +5(5—- 1) =
=X 45X 172 +13=-2+ X +4X° -41-131 +13=
=(A-)(-A+421-13)=0

Xrakteristik tonliyin ancaq bir haqiqgi koku vardir: 2 =1. Beloalikls, bir maxsusi giymot vardir. Bu
moxsusi giymoata uygun olan moxsusi vektoru tapmaq Uglin asagidaki bircins xatti tonliklor

sistemini hall edak:



3x, —=5X, +7X,=0,
X, —3X, +9%,=0,
—4x, 4x, =0.
Sistemin matrisinin bazis minoru sol yuxar1 kiincds yerlogsmisdir. Demoali, x, sarbast dayisondir.

Sonuncu tonlik atila bilor. X, =1 gobul edorok, tapmriq: X, =5,% =6. Belolikls, biz, verilmis

6
bazisds asagidaki koordinat stitununa malik maxsusi vektoru ahrig: X, = 5 |.

[

84. Jordan hicrasi. Matrisin Jordan normal sakli.

Xotti operatorlarin  mufassal 6Gyronilmoasi cabrin  vacib bdlmolarindon biri  olan
coxhadlilar, cabri tonliklor nozariyyasi ilo six baghdir va oldugca genis movzudur. Burada biz

ancag bu nozariyyanin mihim naticalarinin sxematik isbatini vermakls kifayatlonirik.

Sado spektrli vo sado strukturlu xotti operatorlar hagda alinmis naticolor Xatti
operatorlarin qurulusu haqda tam tasavvir yaratmir. Sads strukturlu xotti operatorlarin hamiso
fozanin Olcust sayda maxsusi qiymatlori (tokrar istisna deyil) vo eyni sayda xotti asili olmayan
moxsusi vektorlart vardir. Lakin tokrar moxsusi giymatlora malik xotti operatorun moxsusi

vektorlarinin say1 muxtalif xatti operatorlar t¢tin muxtoalif ola bilor. Masalan, hor hans: bazisds

2 10
0 2 1| matrisi ilo verilon xatti operatorun xarkteristik coxhadlisi
0 0 2

0 2-12 1 [=(@2-41)
soklindadir. Onun (¢ tokrar moxsusi gqyimati vardir. Moxsusi vektorlar asagidaki bircins Xotti

tonliklor sistemindan tapilir:

Burada X, doyisoni sarbast doyisondir vo x, =1 gobul etmaklo yegana moxsusi vektor (sabit
vurug dogigliklo) alirig: X/ =(1 0 0). Demoli, bu operatorun fozamin bazisini toskil edon

moxsusi vektorlari yoxdur. Bu operator sads strukturlu xatti operator deyil vo onun matrisi heg



bir bazisdo diagonal matriss oxsar ola bilmaz.

Mosoloyo daha Uimumi noqteyi nozordon yanasaq. Tutag ki, n 6lcili (X,K) xatti

fozasinda f xotti operatoru verilmisdir vo onun n sayda moxsusi giymetlori vardir: 4, 4,,...,4,.

Forz edok ki, moxsusi giymatlor igarisinds xarakteristik ¢coxhadlinin tokrarlanan koklori vardir.
Bu tokrarliq doracolari cobri xarakter dasiyir vo xarkteristik ¢oxhadli ilo miayyan olunur. Lakin
tokrar moxsusi giymata uygun olan moaxsusi alt fozanin 6lgust cobri tokrarlhigdan forgli ola bilar.
Moxsusi alt fazanin Olgusi moaxsusi qiymatin sandasi tokrarlig: adlanir. Gostormok olar ki, h

handasi tokrarhgi maxsusi giymatin (cabri) tokrarligindan boyuik deyil.

Forz edok ki, K meydan: cabri gapali meydandir, yoni amsallari bu meydandan olan
istanilon ¢oxhadlinin bu meydanda he¢ olmasa bir koku vardir. Belo meydana misal olaraq
kompleks adadlor meydanini gostarmok olar (bu hokm cabrin asas teoremi adlanir vo galacokda

bu hagda otrafli deyilocokdir).

Isbat etmok olar ki, tmumi halda, n sayda moxsusi giymoto malik olan xatti operatoru,
hamiso, muxtalif maxsusi giymatlora uygun olan moxsusi alt fozalarda toyin olunan Xxatti
operatorlarin diiz comi kimi gostormok olar. Buna gbro do, Umumiliyi pozmadan, moxsusi
giymeatinin (cabri) tokrarligi fozanin 6lglstine barabor olan operatorlara baxmagla kifayatlonmak

olar.

Torif. k tortibli

0 0 0
1 0 0
1 0 0
‘]k(}"): : .
0 0 A0
0 0 1 A

matrisi k tartibli Jordan hiicrasi adlanir.

Xususi halda k =1 olarsa, (A) matrisi ahnir. k =2 oldugda iso

)

matrisi alinur.



Cobri gapali meydan (izerindo verilmis (X,K) xotti fozasinda asagidaki teorem
dogrudur.
Teorem 1. Tutaq ki, xatti operatorun 0 moxsusi giymati vardir va onun tokrarligi fozanin

Olcustine barabardir. Onda bu maxsusi qiymatin h sandasi tokrarl:gina malik olmas: Gglin xatti

operatorun matrisinin asagidaki matriso oxsar olmasi zoruri vo kafi gortdir:

., 0 0
J, 0|
0 0 J,
burada har bir r=1,...,h Gcin
0
0
1 00
Jo=|. | ,
00 - 0
00 10

matrisi n, +1(n, >0) tortibli Jordan hucrasidir ve
n+n,+--+n +h=n.

Isbat:. Kafi sartin dogrulugu asanligla bilavasita yoxlana bilor. Ona géra do zoruri sortin

isbatina baxaq. Tutaq ki, xatti f operatorunun moxsusi giymati 0-dir vo onun tokrarhg: fozanin
6lcusilino borabardir. Demoli, onun xarakteristik ¢coxhadlisi c(1) = (—4)" -0 barbardir. Tutaq Ki,

kokun hondasi tokrarligi h-dir, yani onun h sayda xotti asili olmayan moxsusi vektorlar: vardir.
Bu moxsusi vektorlar, 0 moxsusi giymatino uygun olan maxsusi vektorlar kimi, niivanin bazisini
togkil edir. Homin bazisi fozanin bazisinadok tamamlayaq. Tamamlayici vektorlarin obrazlarmin

xatti 6rtlyl xotti operatorun obrazidir. Aydindir ki,
f(Imf)c f(X)=Imf

vo demoli, Im f invariant alt fozadur. Ixtiyari 0= X e Im f vektoru gotiirsok, hokm edo bilorik

ki, x vo f(X) vektorlar: xatti asili deyil. Oks halda elo A # 0 skalyar: tapmag olar Ki,

f(x)=Ax



olardi ki, bu da mimkiin deyil (glinki xatti opreatorun ancaqg bir moxsusi giymati vardir: 1 =0).

Induksiya metodu ilo gostorok ki, agor f*(x) #0 miinasibati hor hans1 0= x e Im f vektoru
liciin 6donoarss, onda X, f (x), f*(x),..., T**(x), f*(x) vektorlar sistemi xatti asil1 deyil.

Oksini forz edok. Tutag ki, moesalon, (k=2 hal)) f*(x)=0 olmagla, x, f(x), f?*(x)

sistemi xotti asilidir. Onda elo «, 8,y € K skalyarlar1 var Ki,

of (x) + Bx+#%(x)=0.

y =0 ola bilmoz, oks halda, f(x)=0 oldugundan, yuxarida gostorildiyi kimi of (x)+ fx=0
olard1 ki, bu da mimkin deyil. Demali, ¥ #0 va biz yuxaridaki barabarliyin hor iki torafini y -

ya bolmoklo onu af (x) + 8% = f?(x) soklinda yaza bilorik. Sonuncu baraborliyi
f(f(X)+ux)=(a"+u)[f(x)+ux]

kimi yazmagq olar ki, burada u parametri o/u+u’ = ' sortindon tayin olunur. K meydan: cobri
gapal: oldugu tcln bu tonliyin u koki vardir. Lakin f(x)+ux=0 oldugu tgiin, bu minasibat,

yeno do, Xatti operatorun

Ozxy=f(X)+uxelmf

moxsusi vektorunun oldugunu gostorir. Demali, forziyyamiz dogru deyil vo X, f(x), f?(x)

sistemi xotti asili deyil.

Induktiv forziyys olarag 0= xelmf vektoru igiin x, f(x), f?(x),..., *(x) vektorlar
sisteminin xotti asili olmadigmi (k <n—h—-1) vo f**(x) =0 oldugunu gobul edok. Gostorak ki,

bu halda x, f (), f2(x),..., f*™(x) sistemi do Xatti asil1 deyil. Oksini forz edok. Tutaq ki,
FEr () =cox+c F(X)+--+c, T (x) (D)
miinasibati 0donir. Yuxarida oldugu kimi, u,,...,u,,t doyisonlorini elo se¢ok ki,
t=c, +u;C ,+U,=tu;c, ,+U,=tu,;..;c +u, =tu, ;;c, =tu,; (2)
munsibatlori dogru olsun. Onda, (1) miinasibatini asagidak: kimi yazmaq olar:

FOFRO0+U, P00 + o+ ) = t X ) + U, T () + -+ U F OO +uX]. (3)



Gostarok ki, (2) munasibatlorinin 6dayan u,,...,u,,t € K elementlori vardir. (2) barabarliklorini
bels yaza bilorik:
u,=ut-c_,, Uy =ut’ —c_t—c_,,..,u =utt—c t“?—.—ct-c.
Sonuncu barabarlikdan iss asagidaki tonlik alnir:
C, =(t—c )t —c t“"—-—ct
vo ya
_ gk

+Ct“+-+ct+c,=0.

K meydan1 cobri gapali oldugu tg¢iin bu tanliyin K meydaninda koki vardir ki, buradan (3) —o

asasan t moxsusi giymatini va ona uygun olan
_ gk k-1
y=f"(X)+u f (X)+---+u,Xx

(induktiv farziyysta goro y = 0) moxsusi vektorunu ahiriq ki, bu, yens doa ziddiyystdir. Demali,

gostordik ki, x, f(x), f*(x),..., f**(x) sistemi do xotti asili deyil.

Aydindir Ki, xatti asili olmayan x, f (x), f2(X),..., f“(x) vektorlarmin say1 Im f fozanin

Olglsiindan boylk ola bilmaz, yani k <rangf =n—h. Demali, miayyan k natural adadi Uglin

f**1(y) =0 olmahdur.

Indi iso tutaq ki, miayyan k <n natural adedi vo hor hansi 0= X elmf vektoru Giciin
f¥(x)#0, lakin hor bir 0=yelmf Gcin iso f*'(y)=0. X,=L(X, f(x), f?(X),..., f*(x))
isaro edok. Qeyd edok ki, f(f*(x))=0 oldugu iciin f*(x)e Kerf. Bu vektor moxsusi
vektordur. O=Xxelmf oldugu Ggin elo zeKerf wvar ki, x=1f(z). Ogor
X!{=L(z,x=f(2), f(X),..., T*(x)) isaro etsok, asanhqla gostoro bilorik ki, (ishat edin)

z,x=f(2), f(X),..., f¥(x) vektorlar sistemi xotti asili deyil vo asagidaki miinasibatlor dogrudur:
f(X)=X, X=X/&X" Imf=X @Y f(X)=Y".
Artig X' alt fozasinda f xotti operatorunun moxsusi vektorlarinin sayi h-1 olacaqdir.

Mihakimalari davam etdirarak, yeni 0=y eY' vektoru tapmaq olar. Homin vektor tgcin

yuxarida yerina yetirilmis qurma islarini x vektorunu y vektoru ilo, X fozasmi X', Y fazasini iso



Y' ils avaz etmoklo yerino yetira bilorik. Beloliklo biz yeni X, = L(y, f (y), f2(y)..... f'(y)) alt

fozasii alarig. Yeno do sonuncu vektor moxsusi vektordur, yoni f'(y) e Kerf |

Gostormok olar ki, bu gayda ilo davam etmoklo biz, h sayda addimdan sonra
Imf =Y, ®---®Y, alarcagiq. Y, =L(x, f(x), f?(x),..., f*(x)) soklindo alt foza dovrii alt foza
adlanir. Asanligla yaqin etmak olar ki, f xatti operatorunun X, alt fozasina mshdudlagmasindan

téronmis f, operatorunun z,x = f(z), f (x),..., f*(x) bazisindo matrisi

0 .- 00
01 --00 (4)
‘]k:
00 - 0
00 -~ 10

olacaqdir. Demali, xotti operatorun Im f = X, @---@ X, invariant alt fozasmin ve niivenin qu-

rulmus bazislorindo matrisi asagidaki sokilds olacaqdir:

J 0 0
0 J, 0 ;
0 0 Jy

burada har bir blokda sonuncu sotir f xotti operatorunun bir moaxsusi vektoruna uygindur vo

bloklarin say1 maxsusi giymatin handasi tokrarligina barabordir. Teorem 1 isbat olundu.

Gostormok olar ki, ogor xarakteristik ¢oxhadli iki garsiliqli sado c¢oxhodlinin hasili
soklinda gostoarilirss, onda xotti operatorun matrisi diagonal sakilli blok matriso oxsar olacaqdir.

Natica . Cabri gapali K meydan: Uzarinds n-6lgilu xotti fozada verilmis Xotti operatorun

cut-cit mdaxtalif moxsusi qgiymetlori  4,,4,,...,4,, onlarin toekrarhg: iss, uygun olaraq,

m,,m,,...,m, olarsa, onda xotti operatorun matrisi asagidaki matriso oxsardir:

Jp () 0 - 0
0 J.(4) - O
s ( ) DU L
0 0 I (A)

burada ¢,,...,&, , elementlori 0 vo ya 1-o barabardir , J (1) isa s tortibli, diagonal elementlori A

olan bels bir matrisdir:



A0 0 0
g A 0 0
0 & 0 0
0 O A0
0 0 -« &, 4

(5) soklinda matris xatti operatorun matrisinin Jordan normal sakli adlanir.

Misal. Har hansi bazisdo matrisi

0 1 -11
-1 2 -11
-11 1 O
-1 1 1

soklinda olan xatti operatorun Jordan normal soklini muayyan edok.
Holli. Xarakteristik tonliyi yazaq:

-1 1 -1 1
-1 2-2 -1 1

c(A) = =0.
-1 1 1-2 O

-1 1 0 1-4

Determinant: agmagq uglin 3 va 4-cl satirlori gotirarak, Laplas teoremini tatbiq edok:

-1 -1 -1 1-4 1

C A — . _1 3+4+1+2 . + . _1 3+4+1+3 . +
()‘_111() _11H_1 0‘() -
-1 0 1 - 1 1-1 -1

+ . (_1)3+4+1+4 . + . (_1)3+4+2+3 . +
-1 1-4 2-1 - 1 0 -1

0 +4+4+2+ - - 1_1 0 +4+3+ _A 1

+ (_ )3424. + .(_1)3434. —
1 1-1 -1 - 0 1-2 -1 2-1

=1-A)-1+2-)+(A-D(-1+2-1) +(-1+ A)(-A+D +
+(1L-A)(A+D+(1-2)°(1-24+2)=(1-1)*" =0.

F —AE matrisi bu halda asagidaki kimi olacagdir (burada A =1 oldugunu nazaro almaq

lazimdir):



11 -11
11 -11
-1 1 0 0f
-11 0 0

Bu matrisin ranq: 2-yo borabordir. Demoli, h =2 vos Jordan normal soklini miiayyanlosdirmok

uclin F — AE matrisinin quvvatlorino baxag.

2

-11 -11 0000

-11 -11 0000
(F - 2E)* = =

-11 0 0 0 00O

-11 0 0 0000

Belaliklo, n, =1 vo har bir maxsusi vektor bir Jordan hiicrasi dogurur. Onda Xotti operatorun

matrisinin Jordan normal sokli

o O -
o O +— O
R = O O
O O O

kimi olacaqdir.



111 FOSIL. Evklid fazalan.
81.Xatti funksiylar. Qosma faza va dual bazis.

Xatti inikaslar icarisinda sonlu Olcull xotti fozanin skalyrlar meydanina inikas: boyik
ohomiyyato malikdir. Bels inikaslar bazon xatti funksiya, xatti funksional va ya xotti forma da

adlandirilir (sonuncu ifads gox zaman Xatti funksiyanin verilmis bazisds ifadasi Gglin isladilir).

Tutaq ki, K meydani Gizorinda (X ,K) n 6lciilii xtti fozas: verilmisdir.

Tarif. f:X — K inikas1 0 zaman xatti funksiya vo ya xatti funksional adlanir ki,

asagidaki sortlor 6dansin:
1)ixtiyri iki x,y € X elementlori ticin f(x+y)=f(X)+ f(y);
2)ixtiyari x e X vo o € K elementlori tigiin f (ax) = of (X).

Torifdon gorindr ki, xatti funksiya birdlcili xatti fozaya xotti inikasdir. Torifdo gostarilon iki

sorti bir sortlo avoz etmok olar: (X, K) xatti fozasinda verilmis f : X — K inikas: 0 zaman xatti

funksiya adlanir ki, asagidaki sort 6dansin:

(Va, B e K)x,y e X)(f(ax+py) = of (x) + ().
Dogrudan da, torifin birinci sorti a = =1 olduqda, ikinci sorti iss f =0 oldugda alinir.

(X,K) fozasinda hor hansi X,X,,...X, € X bazisi verilorso, onda bu bazisdo xatti

funksiyanin, xotti inikas kimi, matrisini yazmaq olar. Bunun dglin bazis vektorlarin obrazlarmin

verilmasi kifayatdir (xatti inikasin varliq teoremina asasan bels xatti funksiya yeganadir):
f(x)=2,f(x)=4,,...F(X)=4,.
Demoali, xatti inikasin verilmis bazisds matrisi
F=(4A,.4)

olacagdir. Malum oldugu kimi, ixtiyari x € X vektorunun koordinat stitunu (bu halda o ancaq

bir komponentdan ibaratdir)

X
FX)=FX=(A,.0 A ) | |=x ++4x). (D)



disturu ilo tapilir. Boazon xotti funksiyanin koordinatlar vasitosi ilo bu ifadasi xatti forma
adlandirilir. F matrisinin komponentlori xatti formanin amsallari adlanir. Bazi muolliflor iso xotti
funksiyanin 0zunt xotti forma adlandmrirlar. Biz xotti forma dedikdo xotti funksiyanin

koordinatlarla (1) ifadasini basa disacayik.

Misallar 1. n élcllu K" adadi xotti fazasinda hor bir X' =(x;,X,,...,X,) elementino gars1

onun birinci koordinatini, yani X, -i garst qoyan inikas xatti funksiyadir.

2. C[0,1] kasilmoz funksiyalar fozasinda
1

f > j f (x)dx
0

kimi tayin olunan inikas xatti funksiyadir.

3. Koordinat mustavisinds a-x sklayar hasili miayyan olunmusdur. a geyd olunarsa,
a-x skalyr hasili X — K xotti formasini tayin edir ki, burada X mistavi Uzarindaki vektorlar

coxlugudur.

Indi iso bazis doyisdikds xotti formanin neco doyisdiyini miioyyan edok. Tutaq Ki, Xatti

!/ !/ !/

fozanin yuxarida sec¢ilmis bazisi ilo birlikdo basga bir x/,X;,...,x| bazisi verilmisdir. Birinci

bazisdoan ikinciya kecid matrisini C ilo isaro edok. Onda eyni bir x € X vektorunun birinci va

ikinci bazisds koordinat siitunlar: arasinda belo bir slago vardir: X = CX'. Demoali, (1)-o a5ason

f(x) = FCXx'.
Indi iso yeni bazisdo f xotti funksiysmin matrisini F' ilo isaro etsok alarq:
FX =FCX'.

Bu boraborlik istonilon X’ koordinat sttunu ti¢tin dogru oldugundan sonuncu barboarlikdon yaza
bilorik:

F'=FC.
Demoli, bir bzisdon digarinas kegdikds xatti formanin omsallar:
(A, A0 L) = (A, Apyen A, )C

barabarliyi ils tayin olunur.



(X,K) xatti fozasinda toyin olunan biitlin xotti funksiyalar coxlugu Hom(X,K) (vo ya

sadoco Hom(X)) kimi isara olunur. Malumdur ki, bu ¢oxlug xatti inikaslar tizorinds toplama vo

skalyra vurma oamallorina goro xatti foza toskil edir.
Teorem 1. (X,K) = Hom(X,K).
Isbat:. Tutaq ki, X fozasinda hor hansi X, X,,...,X, bazisi geyd olunmusdur. Asagidaki

xatti funksiyalara baxaq:

1,i= joldugda,
0,1+ joldugda.

fi(x;) = 5; ={

Bu borabarliklor n sayda xatti funksiyani birgiymatli tayin edir.
Ovvalca gostarak ki, bu funksiyalar xatti asili deyil. Tutaq ki,
AL+, +-+4,f, =0.

Onda ixtiyari x e X vektoru Ggun (A, f, + A, f, +---+ A4, f,)(X) =0. Xususi halda,

AL+ ++ A 1 )(X)=0.
Sol torofi belo yazmaq olar:

AR+ + AR )+ + A, (X)=4=0.

Beloliklo, 4, =4, =---=4,=0 vo buna goro do f,f,,..., f, xotti funksiyalar sistemi Xotti asil1
deyil.

Gostorok ki, Hom(X,K)=L(f,f,,.... ). ixtiyari f eHom(X,K) xotti funksiyas
g6turak. Bu funksiya 6z matrisi il birgiymetli toyin olunur. Bu matrisi F = (4, 4,,...,4,) Kimi
isaro edok vo @=Af +A,f,+---+ A f comino baxag. Onda ¢(x)=Af(x)=4 = f(X).
Beloliklo, bazis vektorlarda f vo ¢ xatti funksiyalari eyni giymotlor alir. Demoli, onlar Gst —
Usto dlslr. Bu gostorir ki, f,f,,...,f, xotti funksiyalar sistemi Hom(X,K) fozasmin bazisidir.
Eyni zamanda biz x;, — f, uygunlugunun izomorfizm oldugunu da géstermis oldug. Teorem 1

isbat olundu.

Tarif. Hom(X,K) fozasi (x , K) Xotti fazasina nazoron gosma faza (v ya dual faza),



X. = f. bazisi iso verilon baziso nozoron dual bazis adlanir. Qosma faza X kimi do isaro olunur.

82.Skalyar hasilli xatti fazalar. Ortoqonal bazis.

Yuxarida biz xatti funksiya anlayis1 muayyoan etdik vo onun xatti formalarla six slagesini
aydinlasdirdig. indi iss diiz hasilda tayin olunan funksiya — skalyar hasil anlayisin1 verok. Bunun

ligtin hor hanst K meydan: Gzorinds verilmis n 6lgiili (X, K) xotti fozasi vo bu xotti fozada

verilmis f: X x X — K inikas1 gotirak.

Torif 1. f:XxX — K inikasi o zaman skalyar hasil adlanmir ki, asagidaki sortlor

ddansin:
1) (vx,y e XXf(xy)=f(y,x);
2)(vx,y,ze XN f(x+Yy,2)= f(x,2)+ f(y,2));
3) (Vxy e X)Va e Kf (ax,2) = of (x,¥)).

Bazan skalyar hasil tgiin f(X,y)=x-y vaya f(X,y)=(XY) yazihslarindan da istifads

olunur.

Torif 2. Ogor ixtiyari x=0 vektoru tglin X-x =0 olarsa, onda skalyar hasil geyri-

maXsusi Va ya cirlasmayan adlanir.

Skalyar hasilin bir cox mihim xassalori geyri-moxsusi skalyar hasillor G¢tin dogru

oldugundan biz ancaq bels hasillora baxacagig.
Qeyri-maxsusi skalyar hasillorin asagidaki xassalori vardir.

Xassa 1. Ixtiyari xe X wvektoru Gciin x-0=0-x=0 (geyd edok ki, sonuncu 0 K

meydanmin elementi, digarlori isa sifir vektorlardir).
Isbat;. istonilon y € X vektoru tigiin torifo osason yaza bilorik:
0-x=(y—-y)-x=y-x—y-x=0.

Xassa 2. Ixtiyari x e X vektoru Gglin x-x=0<«>x=0.



Isbatz. x=0 oldugda xasso 1-2 osason 0-0=0. x =0 olduqgda iso geyri - moxsusilik

sortino goro Xx-x = 0. Demoli, xasso dogrudur.

Torif 3. Ogor X,y € X vektorlr1 t¢tin X-y=0 olarsa, onda belo vektorlar ortogonal

vektorlar adlanir.

Misallar. 1. R® iki 6lcili hagigi ododi Xotti fozada iki T, =(x,y,) Vo T, =(X,,Y,)

vektorlarinin skalyar hasili
U U, = XX +VY,Y,
kimi tayin olunur.

2. C[0,1] kasilmoz funksiylar fozasinda asagidki kimi skalyar hasil tayin etmok olar:
1
(f.9)=]f()g(x)dx.
0

3. K" n 6lgiilii ododi xotti fozada iki @ =(X,,X,,...,X,) Vo b =(y,,Y,,..., ¥, ) Vektorlarmin

skalyar hasili
a-b=xy, +XYy,++XY,
kimi tayin oluna bilor.

Tarif 4. ©gor X, X,,...,X, vektorlar sisteminin ixtiyari iki x;,x. (i # j) sistemi ortogonal

olarsa, onda bels sistem ortogonal vektorlar sistemi adlanir.
Teorem 1. Ortogonal vektorlar sistemi xatti asili deyil.

Isbati. Tutaq ki, X,X,,.., X, Vektorlar sistemi ortoqgonal sistemdir. Bu sistemin sifra

barabar hor hansi xatti kombinasiyasmi goturak:
AX A+ AX, +-+ A X =0.
Boraborliyin har iki torafini x, vektoruna skalyar vurag:
X, - (A% + A%, +-+ A X )=%-0=0.

Skalyar hasilin xassasine vo ortoqonalliga asason, sol torafi belo gevirmok olar:



QX X AKX Xy ot AX X =X X A0+ 0= A%
Lakin skalyar hasil geyri-moxsusi oldugundan x? = 0. Onda, A,x’ =0 sertindon 4, =0 alarig.

Eyni qayda ilo verilon barborliyi skalyar olarag x,,...,x, vektorlarina vursaq, ardicil olaraq,

A, =---= A, =0 almaq olar. Demali, ortogonal sistem Xatti asil1 deyil. Teorem 1 isbat olundu.

Natica 1. n Olcull xotti fozada ortoqonal sistem toskil edon n sayda vektor varsa, onda

bels sistem fozanin bazisidir.

Natica 2. n Olgllu xotti fozada ortoqonal sistem toskil edon vektorlarin sayr n-don ¢ox

deyil.
Tarif 5. Xotti fozanin bazisi ortogonal sistem olarsa, bels bazis ortogonal bazis adlanir.
Teorem 2. ixtiyari ortogonal vektorlar sistemini ortogonal bazisadok tamamlamagq olar.

Isbati. Verilon ortogonal vektorlar sistemini x;,X,,..., X, kimi isara edok. Bu sistem

teorem 1-o asason xatti asili deyil. k =n olarsa, teoremin hékmi natica 1-don ahnir. Buna gora
do hesab etmok olar ki, k <n. Onda malum oldugu kimi (IX fasil, 82, teorem 4) bu xotti asili

olmayn sistemi fozanin hor hanst X;,X,,..., X,, Yi.1,--- Y, bazisinadok tamamlamagq olar. Alinmis

sistemdon istifado edorok yeni ortogonal X, X, ..., X,, X,.,-.., X, Sistemini quraq.

X1 = Yir — X — = AX (1)

isaro edok vo A,,...,4, skalyarlarni elo segok ki, alinan x,,, vektoru x,x,,..., X, sisteminin hor
bir vektoruna ortogonal olsun. (1) barabarliyinin hor iki torofini ardicil olaraq x,...,X,

vektorlarina skalyar vurag. Onda ortogonalliga asasan alariq:
0=X X0 =% - Yior — A4

Burdan tapiriq:

X, - X, >0 oldugu Ggln kasrin manas: vardir. Asanligla yoxlamaq olar ki, 4,,...,4, sklyarlarmin
bu borabarliklorlo toyin olunmus giymetlorinde x,,, vektoru x,X,,..., X, sisteminin hor bir

vektoruna ortogonaldir. (1) munasibati gostarir ki,



L (X0, Xy X ) = LOXG Xy 000y Vi 1g)
vo demali, y,, vektorunu x, ., vektoru ilo avoz etdikds, yeno do Xatti 6rtliylin bazisini alirig. Indi

yuxarida aparilan mihakimalori tokrar eds bilorik (ager k +1=n olarsa, proses basa catir, oks

halda iso o davam edir). Bu gayda ilo biz naticado X, X,,..., X, V.1 Y, Dazisini ortogonal

Xps Xy peeey Xy X iqree X, DAZISH 1lo ovoz etmis olarig. Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 2-nin isbat1 eyni zamanda ortogonal bazisin qurulmasi tgin algoritm verir. Bu

gurma prosesi ortogonallasdirma (Qram — Smid) prosesi adlanir.

Misal. R* fozasinda (1;2:1;3), (411), (311;,0) wvektorlar sistemi verilmisdir.

Ortogonallasdirma prosesini tatbiq edarak, bu sistemi ortoqonal bazislo avaz edak.

Holli. ©vvolca verilon sistemin rangmni mioyyanlosdirok. Verilon satir vektorlardan

matris tortib edak vo onun rangin1 tapag.

1
4
3

P = N
N
O W

Sonuncu (¢ sttunun amala gotirdiyi minoru hesablyaq:

=3+1-3-2=-1+#0.

= = o
L
o - w

Belaliklo, verilon vektorlar sistemi xotti asili deyil. ©gor bu sistemo yeni (1,0;0;0) vektorunu

alavs etsok asanligla gérmok olar ki,

1213 02 13
2 13
4111 0111
= =—1 1 1|=1=0,
3110 0110
110
1000 1 000

yani geniglonmis sistem hagigatan bazisdir. X, = (1,2,1,3), Y, =(4,111) gsbul edak vo

X, =Y, — /’Lxl

yazag. Teorem 2-nin isbatinda oldugu Kimi



Onda, (kesrdon azad olmagq t¢tin X, vektorunu, onun yazilisini doyismadon 3X, ilo avaz edak;

bu vektorlar sisteminin xatti 6rtlyiini dayismir) yaza bilorik:

X, =3(y, — A%) =3- {(4;1;1;1) - @;%;

w| N

;Zﬂ = (10;-11-3).

Prosesi davam edok. Y, = (311,0) gobul edok vo

X, = ¥; — X — PX,
yazag. Yuxarida oldugu kimi,
a_E'Vs_E_Z.ﬁ_Yz'Vs_EZE
X-%X 15 5’ X,-X, 111 37’

Belaliklo,
185(y, — axX, — BX,) =185y, — 74X, —50%, =
=(555—-74-500185—-148+50;185—-74 —50;,0 — 222 +150) =
=(-19;87,61-72).
X, = (—19;87;61,—72) gabul edok. Nohayat, y, = (1,0;0;0) oldugunu nazars alaraq,
X, =¥, —aX — X, — 7%

yazaq va omsallar1 hesablayag.

I

.74:i;ﬁ: 2 —

%Y, 10 X%-y, —19
X-% 15 X,-%X, 111" X,-X, ¥,-X

o =

X, - X, =19% +87° +61° + 72° = 361+ 7569 + 3721+ 5184 = 16835 . Demoli,

19
V=37, 455

vo belolikla, %, = (1213) X, = (10,-11-3) X, = (-19,87;61,-72)



74=74—0®—,372—773:

1—01(10;—1;1;—3) + L(—19;87;61;—72) =

= (10;0;0) —i(1;2;1;3) -
15 11 5.7.13-37

_( 555 2775 —4440 -555) (1 5 -8 -1
50505 ' 50505 50505 ‘50505 91'91'91'91)

Axtarilan bazis beladir:

X, = (1,213), X, = (10,-1L-3) , X, = (-29;42;26,-27), X, = (1,5,-8,-1).

§3.Evkilid fazasi. Ortonormal bazis.

Evkilid fazasi anlayisini skalyar hasil verilmis basga xatti foza anlayisindan farglondiran
cohot asas meydanin hoqiqi adadlor meydani olmasidir. Hagiqi skalyar hasil vastasi ilo Evkilid
mustavisino vo fozasina xas olan bir sira anlayislari Gmumi Evkilid fozalarina kégirmok olar.
Evkilid fazalarinin Gstlnluklarindon biri  ortonormal bazisin varhigidir. Muhim anlayislar

sirasina vektorun normas vo iki vektor arasindaki bucaq daxildir.

Torif 1. Hoqjigi ododlor meydni Gizorindo verilmis skalyar hasilli (X,R) xotti fozasinda

skalyar hasil musbat tayin olunmus olarsa, yani
(vxe X)x#0—(x,x) >0)
olarsa, onda belo xatti foza Evklid fazas: adlanur.

Qeyd edok ki, torifo osason skalyar hasil geyri-moxsusidir. Tutaq ki, (X,R) Evkilid

fazasinda ixtiyari x vektoru verilmisdir. Torifs asason X-Xx>0.

Torif 2. X-x hasilinin hesabi kvadrat kdkiina x vektorunun normas: deyilir va bels isara

olunur: x| =~vx-x.

Teorem 1. Vektorun normasmin asagidaki xassalori vardir:

1) (vxe X )20 AJx| = 0> x=0);

2) (Vi< R X )



3) (vx,y e X)Jxy| <[X|-|y| (Kosi-Bunyakovski barabarsizliyi);

4) (vx,y e X)x+y| <X +[y] (U¢bucag barabarsizliyi).
Isbat:. 1) x-x manfi olmayan adaddir vo onun hesabi kvadrat koki manfi deyil . Evkild
fazasinda skalyar hasil geyri-moxsusi oldugundan X = 0 oldugda X-X >0 va demoli,

x#0-—|X>0.
0/ =0 oldugu ise aydindir. Demoli, xasso 1) dogrudur.

2) [Ax]" = (%) - (2x) = 2% - x = 22|X|* oldugu tigtin har tarafdan hesabr kvadrat kdk almag

olar:
X =12,
3) a=Ax—y isars edok. Onda, 0 < aa = (Ax— y)(Ax - y) = 22|x|° = 2Axy + y? alarig. Bu
barabarsizliklor ixtiyari A hagigi adadi G¢lin dogrudur. Demali,
X2 =220y + [y (@)

kvadrat Uchadlisinin ya bir hoqiqi koki var vo ya hoagiqi  koki yoxdur, yoani bu kvadrat
uchadlinin diskriminat: misbat deyil:

40x-y)" =4Iy <0= (x-y)* <[y
Hor iki tarafdon hesabi kvadrat kok alag. Onda
eyl <1yl
alarig.

4) Ixtiyari x vo y vektorlar: tigtin
[x+ I = 0+ y)- (v y) = " +26 y + [y
Va Xassa 3) -0 asasan

2x-y =<2yl



Demoali,
[y < 7+ 20y Ty <+ 20y + 1] = (] + ] -
Buradan isa tolob olunan barabarsizlik alinir:
[+ vl <] +[ vl
Teorem 1 isbat olundu .

1. Bir nego misala baxaq. R" fozasinda X =(X,;.c.0n X,) VO Y =(Yi0-YpreenYy)

vektorlarinin skalyar hasili xy = X,y, + X,¥, +...+ X, Y, Kimi tayin olunur. Bu hasil ilo R" fazasi

Evkilid fozasina gevrilir. Vektorun normas: ugin

IX| =fo + X2 4L+ X2

ifadosi alinir. ©gar 3) barabarsizliyini kvadrata yisslsak alarigq (xy)? <|x|*|y|”. Yaxud

(Bro) (24 20)

Bu borabarsizlik Kosi — Bunyakovski borabarsizliyi kimi tanimar.

2. Tutaq ki, [a, b] parcasinda haqigi, kasilmaz C[a,b] funksiyalar fozasi verilmisdir. Bu

fozada f va g kasilmoz funksiyalarinin skalyar hasili

(f.9)= f(x)g(x)dx

kimi tayin olunur. Asanhqgla yoxlamaqg olarm ki, bu hasil skalyar hasilin butiin sortlorini 6dayir

(isbat edin). Gostarak ki, 0, geyri-moxsusidir. Tutaq ki, f(x) = 0. Onda, kasilmazliys asasan,

elo x € (a,b) ndqgtasi var ki, f(x,) 0. Yena do kasilmoazliys osason x, ndqtasinin elo
(X, —8,%, +5)n[ab]
otraf1 var ki, bu otrafin bitun ndqtalorinda f(x,) > 0. Demali, elo straf tapmagq olar ki, bu strafin

bltun noqtalori tglin f (x) 2; f(x,) > 0 olar. Belalikls,

[ 20k =[] > 0.



3)barabarsizliyindon ahriq:

b 2 b, b,
Ua fgdx] SUa f dija g dx)
Kosi-Bunyakovski barabarsizliyins asasen

Xy
(vl

Xy

Demoli, ixtiyari x vo y vektorlar: Uigiin elo 0 < ¢ < 7 odadi var ki, x|y

=C0Sp Voya

wy =<y cose.

Bu sortlo toyin olunan ¢ bucag: x va y vektorlar: aras:ndak: bucaq adlamr. Iki 6lgtlt vo g

Olcllu halda bu anlayis adi bucaq anlayisi ilo Ust- Uste disur. Sifirdan fargli X va 'y vektorlarinin

skalyar hasili yalniz va yalniz o zaman sifir ola bilir ki, cos¢p =0 voya ¢ = > olsun .

Torif 3. |X =1 sortini 6doyan x vektoru normalasmis vektor adlanir, Bitin elemetlori

normalasmis vektorlar olan baziss ortonormal bazis deyilir .

Teorem 2. n- 6lgulu Evkilid fozasinda ortonormal bazis vardir.

Isbatz. Ixtiyari (sifir olmayan) e, normalasmis vektoru gotiirok. §2, teorem 2-yo osason

onu e,,.e,,....e, ortogonal bazisina tamamlamagq olar.

e
e = —-
el

isaro etsok, ey,...,.e/ sistemi ortonormal sistem olacaqdir. Teorem 2 isbat olundu.

Ishatsiz olaraq ortonormal sistemin bazi xassalorini gostorok. Bu xassalor asanhgla isbat

oluna bilar.

Xassal. n- olgllu X Evkilid fazasinda ixtiyari n sayda normalasmis ortoqonal vektorlar

sistemi ortonormal bazis toskil edir.

Xassa2. Bazis togkil etmoyan normalasmis vektorlar sistemini  ortonormal baziso

tamamlamagq olar.



Xassa3. Ogor  €,e,,...,6, ortonormal sistem olarsa vo

X=16 +..+ 4,8,
Y= + ...+ e,

olarsa, onda,

X-y=Au+..+A,u,.

84. Bixatti vo kvadratik formalar.

Tutaq ki, (X,K) xotti fozas: verilmisdir.

Torif 1. f:XxX — K inikas1 0 zaman bixatti forma adlanir ki, o, hor iki doyisona

nazaran Xotti funksiya olsun, yani:
1)(Va, BeK)x,y,ze X )f(ax+py,z)=af (x,2) + B (Y,2));

2) (Vo Be K)x,y,ze XN (x,0y + B2) = of (x,y) + ff (x,2))
munasibatlori dogru olsun.

(X ,K) fozasi n 6lciilii xotti foza olarsa, hor hanst x;,X,,...,x, bazisi gétiirmok olar. Onda,

har bir vektoru bazis vektorlar tzroa ayirmaq olar. Bels ki, yaza bilorik:

X=AX + X, + -+ A X,

Y =X+ Xy e U X

Onda torif 1-in minasibatlorini bir ne¢o dofo tokrar totbiq etmoklo asagidaki borbarliyi ala
bilorik:

f(Xy) = F(AX + 2%+ + A X0, Yy + 1Y, o+ 1Y) =

n n

=33 106X AL, (1)

i=1 j=1

f (x;,%;) vuruglari ancaq bazis vektorlardan asilidir. a; = f (x;, x;) isara etmokls (1) barabarliyi-

nin sag torafini belo yazmaq olar:



Sau =(ALY);  (2)

i=1 j=1
burada A= (a;) omsallardan diizalmis n tortibli matris (AX,y) = AX-Y iso skalyar hasildir. Cox

zaman bixatti forma dedikda (2) barabarliyinin sol torafi basa distlir. Gorindiyt kimi (2)
ifadasi yuxaridaki torif monada kvadratik formanin bazisds ifadasidir.

X=Y olduqda biz X — K inikasm: ahriq ki, bu inikas hor bir xe X vektoruna

f (x,X) € K skalyarini gars: qoyur.

Torif 2. x+— f(X,X) kimi toyin olunan funksiya kvadratik forma adlanir. Yuxaridaki

barbarliklordo X =y yazilarsa, kvadratik formanin verilon bazisds asagidaki ifadasini alriqg:

n n

FOGY) =D 10, %) A4, .

i1 j=1

A=(a;) matrisi kvadratik formamn matrisi adlanir. Xtsusi halda, sgor bu matris diagonal

matris olarsa, kvadratik forma an sado soklo dusr:
f (X, Y) = Zaiij"lz (©)
i=1

yani kvadratlar vasitasi ilo ifade olunur. Gostarmok olar ki, hamiso elo bazis tapmaq olar ki,
hamin bazisds kvadratik forma (3) soklinds yazilir. (3) yazilis1 kvadratik formanin kanonik sakli,

uygun bazis iso kanonik bazis adlanir.

Qeyd etmok lazimdir ki, eyni kvadratik formani muxtalif matrislorlo vermok olar. Lakin

ogar kvadratik forma simmetrik olarsa, yani ixtiyari X,y € X vektorlar: tgiin f(x,y) = f(y,x)
munasibati Odonarss, onda a; =a; borabarliyi 0donir vo buna gors do formanin matrisi
birgiymatli tayin olunur. ©gar matrisin elementlori Uglin a; = a; sorti 6danarss, onda bels matris

simmetrik matris adlanir. (3) kvadratik formasmi doguran f(x,y) bixotti formas: homin
kvadratik formanin polyar: adlanir. Simmetrik formalar Gg¢un kvadratik forma 6z polyarmi

birgiymatli tayin edir. Bunu gdstarmoak Ggln ixtiyari X,y € X vektorlar1 gétirok va geyd edok ki,

f(X+y,x+y)=f0X)+ F(X,y)+ f(y,x)+ f(y,y).

Buradan aliriq:



F(x,y) = f(X+y,X+y)—2f(X,X)— Fly.y)

Kvadratik forman: mixtalif Usullarla kanonik sokla gatirmok olar. Belo tsullardan biri

Lagranj tsuludur. Bu Gsulun asasmi tam kvadratlarin ayrilmasi togkil edir.

Teorem 1. (X,K) xotti fozasinda kanonik bazis vardir, yoni elo bazis vardir ki, bu

bazisds kvadratik forma (3) baraborliyi ilo verilir.

Isbatz. Tutaq ki, kvadratik forma hor hans: bazisda

f(x,y) = zzaijﬂ’l;tj 4)
i=1 j=1
soklinda yazilmigdir. Teoremi doyisonlarin sayina gors induksiya Gsulu ilo aparag. Dayisonlarin
say1 1 olarsa, onda o kanonik sokildoadir. Forz edok ki, teorem n-1 dayisonli istanilon kvadratik
forma Ugln dogrudur. Gostarak ki, 0, n dayisonli hal tigiin do dogrudur.

Owolco forz edok ki, a, omsallart igarisindo he¢ olmasa biri sifirdan farglidir.

Umumiliyi pozmadan a,, #0 yazmagq olar. (4) borabarliyinin sag torsfindo ancag 4, daxil olan

hadlari gotirak:

Z%us%@w%@+wﬁu&f
j=1

1 a‘ll

2
:aﬂ(ﬂl—}—za;i 12+...+2%1J —o(Ayn A ) (5)
1 1

burada ¢(4,,...,4,) A, dayisenindon asili olmayan kvadratik formadir. Yeni bazisi elo miisyyan

edok ki, bu bazisdo koordinatlarin ¢evrilmasi asagidaki dusturlarla miisyyan olunur:

ay, a,
b= ht e dy et 2,
' 2a, 2a,

& = A ' (6)



Aydindir ki, kegid matrisi geyri moxsusidir, yoni belo bazis hagigoton vardir. Bu bazisds
kvadratik forma asagidki soklo dusur:

n n

f(x,x) = Zzaijﬁ’u;tj = a11512 +0(S50060);

i=1 j=1

burada ¢(&,,...,¢,) ancaq &,,...,&, dayisanlorindon asili kvadratik formadir. Dayisonlorin say1 n-

1 oldugundan induktiv farziyyaya gors elo bazis vardir ki, bu bazisda
(0(52""’ gn) = b227722 +eet bnnnf'

(6) dusturlarindan gortndiyt kimi, bu dusturlarla toyin olunan Xotti cevirms &,,...,&,

dayisanlorino uygun alt fozada eynilik opertoru kimi tosir gostorir. Buna gora do avvalca (6)
barabarliklari ilo tayin olunan xotti operatoru, sonra iso alt fozada yeni baziss kecid operatorunu

tatbiq etsok, noticado axtarilan kanonik bazisi alarig.

Indi iss ikinci hal nozordon kegirok; yoni tutaq ki, a; amsallar1 igarisindo sifirdan forg|i

omsal yoxdur. Aydindir ki, galan amsallar igorisindo he¢ olmasa biri sifirdan forglidir.

Umumiliyi pozmadan a,, =0 yazmagq olar. Bu halda,
28,5, =2 804 + %) + (6 - )] = a5+ £7]
barabarliyi gostarir ki,
R CRTATEE GRS

avazlomasindan sonra kvadratik forma
1
(0(51!52’ XS""’Xn) 25312[512 + §22]+

sokilino disur. Aydindir ki, &7 hoddi ancaq 2a,,x,x, ifadssindon alnir. Buna géro do bu hodd

digar hadlor ilo islah ola bilmaz. Belslikla, biz birinci hala ddnmis olurug. Demali, teorem 1-in

hokm bu halda da dogrudur. Teorem 1 isbat olundu.
Teorem 1-in isbatinda totbiq olunan Gsul Lagranj tsulu adlanir.

Misal. Asagidki kvadratik formani kanonik sokls gatirok:



f(x,y,2)=3x"—2xy + y*> +4xz —6yz — 37°.
Ancag x dayisoni daxil olan hadlari gotirak.
, 1 * 1 2 4 ,
3X° —2Xy +4xz = x—§y+—z ——y +-yz—-—-z°.
Almnan ifadani verilmis formada nazors alag.

1 4 4
f(x,y,2) =36 -2y  +=yz——17°;
(xy,2) =357 -2y +oy2—2

burada & = x —% y +%z . Daha sonra, yaza bilorik:

1, 4 4., 1,, 2 1 , 1,
—=Y +—=y2-—2"=—=(y" -4yz+47°)=—=(y-22)"=—-—=n".
3y 3y 3 3(y y ) 3(y ) 3"

Belalikla, ahriq:
2 l 2

Yeni dayisonlorlo avvalki dayisonlor arasinda olago asagidaki barabarliklarlo verilir:

1 2
=X—-=y+—12,
: 3y 3
n=y-2z,
0=1.
L1
Bu boraborliklor yeni bazisdon ovvolkino kegid matrisi C=|{0 1 —2| olan gevirmo
o 0 1
130
muioyyon edir. Onuntorsi C'=|0 1 2| iso yeni baziso kegid matrisidir.
0 01



85. Kvadratik formanin Yakobi tsulu ila kanonik sakla gatirilmasi.

Tutaq ki, f(x,x) kvadratik formasi hor hansi x;, X,,...,x, bazisinds simmetrik A matrisi-

na malikdir. Demali, bu bazisda

n n

(%) = (A%, %)= D> a4, .

i=1 j=1

Yeni y,,Y,,.... Y, baisini asagidaki disturlarla tayin edok:
Y1 =X,

Yo =X + Xy,

Y3 =05 % + 05X, + X5, (1)

Yo =0 X + 00X ot Ay 1 X T X
Gorunduyl kimi kegid matrisi

Ay Oy Oy 0 Oy

nn

kimidir. Malumdur ki, kvadratik formanin matrisi onun bazis vektorlar citlorinds giymatlori ilo
muayyan olunur. Buna gora do yeni bazisin kanonik bazis olmas: tglin k indeksinin har bir

giymatinds f(y,,y,)=0,i=1...,k-1 olmahdir. (1) minsibatlorini nazors alsaq, gorarik ki, bu

barbarliklarin dogrulugu tgln
f(x,y,)=0i=1..k-1 2

barabarliklarinin ddanilmasi kafidir. Demali, hor bir k (glin asagidaki xatti boraborliklor sistemi

dogru olmalidir (geyd edak ki, (2) miinsibatlori (Ayk,xi):o kimi yazila bilor). Bu borabarliklor

verilmis bazisdos asagidaki sistem soklina dusur:

A0y + 8y +o o+ A 1 g A0 =0,



B, 0y + Bpllicy + 0+ + B4y )0y + 8,0 =0,
)
Ay 1Ay T3y 1Kyt A 1y T8 10 =0,
cinki, y, vektorunun verilon bazisds koordinat satri beladir: (akl,akz,...,akkal,ak‘k). (3) sistemi-
no sonuncu sorti olave edok: (Ay,,x, )=1. Yeni sistem belo olacaqdir:
A0y + 8y Oy + oo+ B O B0 =0,
B, 0y + Bpllicy + 0+ + B4y )00 g + 8,0 =0,
@
4Oy + By 1Oy 0+ By 1 g + 8 =0,
Ay Oty + 8y Qi+ + B Ay g + 8y =1

Kramer dsturlarina asasan, (3) sistemindan tapiriq:

a, ak—l,l 0
11 : 1A
Oy =— 0 =—k1,
Ak ai,k—l ak—l,k—l Ak
ai,k ak—l,k 1
Asanligla yaqin etmok olar ki,
a, ak—l,l 0
SO 1 IR T S VN
4 Ak ai,k—l ak—l,k—l 0 Ak
ai,k ak—l,k 1

vo burda AJ_, minorunun matrisi (3) siteminin matrisindon j-cu siitunu atmagla almir. Bu

omsallar koordinatlar arasinda asililigi yazmaga imkan verir. Yeni bazisdo verilon kvadratik
forma iso asagidaki kanonik soklo gatirilmis olur:

A A A
f X,X :—0 2+_1 2+“.+ n-1 2. 5
( ) Alul Azuz A lLln ( )



Burada A, =1, A,,...,A, skalyarlar1 isa kvadratik formanin A matrisinin sol yuxar1 kiinclarinds

yerlosan, uygun olaraq, 1,2,...,n tartibli minorlardir. Bu cur kanonik sokla gatirma tsulu Yakobi

Usulu adlanir. Yakobi tGsulu ancaq A,,...,A, minorlarmin hamisinin sifirdan fargli oldugu halda

mumkaindur.
Totbiglor tglin geyd edok ki, agar biz koordinatlar arasinda alagoni yazmaq istasok, onda

asagidaki baraboarliklordan istifads etmoaliyik. Dayisonlorin koordinat sttunlart arasindaki asililiqg
bels olacaqdir:

x=Cy;
burada
A H
A
g = :2 Y= Hy
A, My

Misal. Asagidki kvadratik forman: Yakobi tsulu ils kanonik soklo gatirak:

3x* —2xy + y* +4xz —6yz - 37°.

3 -1 2
Kvadratik formanin matrisi belodir: | -1 1 -3].
2 -3 -3

3 -
Onda, A, =1, Al=3,A2=‘ 1 J:z Vo

3 -1 2
-1 1 -3=-25.
2 -3 -3

Belalikla, asagidaki kanonik sokli alirig:

f (x,x) :%u2 +%v2 _2£5W2'

u,v,w dayisonlari avvalki dayiganlorlo malum



X u
y|=Clv
z w

munasibatlori ilo baglidir. Tamliq Gglin C matrisinin ifadasini yazaq:

Ay Oy Oy

C=|0 ap oy
0 0 oy
1 1 A -1 A1
oy = 1 Ay == = Oy =7 =
A3 A, 2 A, -25
A3 & T A2
2 A, RN, 257 TR A, 25



IV FOSIL. Qrupun ¢oxlugda tasiri
81. Grupun ¢oxlugda tasiri.

Grupun c¢oxlugda tasiri anlayis: ixtiyari ¢oxlugda verilon qrup vasitasi ilo gevirmolor
ailosi daxil etmoaya va ¢oxlugun bir sira mihim xassalarini miloyyan etmoys imkan veran vo
genis totbiglor malik olan bir anlyisdir. Muasir cabrin bir ¢ox sahoalarinds baxilan mosalalarin
halli bu anlayisa gatirir vo onun vasitasi ilo sads yollarla hall olunur.

Tutaq ki, har hanst G qrupu vo Q c¢oxlugu verilmisdir. f:GxQ — Q inikas1 hor bir
(g,s) € GxQ ciitiine gars1 miiayyan bir f(g,s) €Q elementini goyur. Bu elementi sadaco gs
kimi isaro etmok olveriglidir. Bu, sanki € c¢oxlugunun elementlorinin G grupunun

elementlorina hasilini miiayyan edir.

Torif 1. f:GxQ—Q inikasi 0 zaman G qrupunun Q coxlugunda tasiri adlanir ki,

asagidaki sortlor 6dansin:
1)(vg,h € G)vx e Qg (hx) = (gh)x);
2)(VxeQ)ex=x).

Misallar. 1. G =S, va Q={1,2,3} olsun. S, avazlomalar grupunun Q ¢oxlugunda tasiri

tobii olaraq, har bir <o—,i> cltiino gars1 o(i) € QQ elementinin gars: goyulmast ilo yerino yetirilir.

2. Tutaq ki, ® miistovi lizorido koordinat baslangici otrafinda dénmolier grupudur. R®

fozasindan olan ixtiyari x vektor t¢lin vo ¢ bucag: goador H, donmasi tclin x vektoruna garsi

H,(x) vektorunu gars: goyan inikas dénmalar (firlanmalar) grupunun R* coxlugunda tosirini

muoayyoan edir.

3. {'I'X | x e RZ} ilo mustavi Gzarinda x vektoru godor patralel kdgtirmalar coxlugunu isara
edok. Bu gevirmalor coxlugu qrup smolo gotirir. (T,,a)r> x+a inikas: bu grupun miistovido

tasirini muayyan edir.



4. Ixtiyari (G,) qrupu verilorso, onda h, :(x,y)r> xyx™ inikas: (G,) grupunun G

coxlugunda tasirini tayin edir. Dogrudan da,
he.(y) = (x2)y(x2) ™" = x(zyz ")x" = (h, o h,)(y)

va h.(x) =exe™ = x. Belblikls, grupun goxlugda tasirinin sartlori 6donir. Qeyd edok ki, bu tosir

gosmalar vasitasi ilo tasir adlanir.

5. (G,-) qrupunda tosir asagidaki inikas vasitasi ilo do verilo bilor:

T,:(a,g)ag.

Bu tasir sol kdglirmalarla (translyasiyalarla) tosir adlanir. Eyni gqayda ilo sag kdgurmolarlo tasiri

da miiayyan etmak olar.
Qrupun coxluqda tasirinin osas xassasi agagidaki teorem vasitasi ilo verilir.

Teorem 1. Tutaq ki, f:GxQ—Q inikast G qrupunun hor hansi Q coxlugunda

tosiridir. Onda bu inikas har bir g € G elementi ti¢lin
f,rQ—->0Q
avazlomasini (biyektiv inikasini) tayin edir.

Isbati. Ixtiyari xeQ elementi Ugin yegano f, (x)=f(a,x)eQ elementi garst
goyulmusdur. Demoli, f, inikas1 birgiymatli toyin olunmusdur. GoOstorok ki, o slryektiv vo

inyektivdir. Bunun tgiin ixtiyari y € QQ elementi géturak. Ogar x=f_,(y) isaro etsok, onda

tasirin torifina asason yaza bilorik:
00 =(fof ) ="f=y.
Belaiklos, f, inikas: stryektivdir. Bu inikasin inyektiv oldugunu gdstarmok t¢tin
f,(x) = £,(x)

minasibstins nazor salag. Barabarliyin hor iki torafins f_, inikasi ilo tosir etsok alarig: x=x".

Bu natico onu gostorir ki, f_ inikas: inyektivdir. Teorem 1 isbat olundu.

a



Teorem 2. Ogoar f:GxQ —>Q inikasi G grupunun Q coxlugunda tasiri olarsa, onda
g f, inikast G grupunun S(Q) ovazlomoalor grupuna inyektiv homomorfizmidir (inyektiv

daxilolmasidir).
Isbatz. Birinci hokm, yani g — f, inikasiin homomorf inikas olmasi
fon="Ff,0f =11
munsibatindon alnir. Onun inyektivliyi iss f; fg,l = f, =& munasibotindon almir. Teorem 2
isbat olundu.

Natica. (Keli teoremi). ixtiyari sonlu n tortibli grupun S, avozlomolor grupuna izomorf

daxilolmasi vardur.

Isbtz. G grupunun 6zinds kogurmolarlo tosirine baxaq. Teorem 1 va 2-ya asasan

g — T, iniks1t G grupunun S(G) =S, grupuna izomorf dxilolmasidir. Natica isbat olundu.
Teorem 3. Ogor f:GxQ —Q inikas1i G qrupunun Q c¢oxlugunda tasiri olarsa, onda

Xpy <> (3g € G)gx=y)
munasibati Q ¢oxlugunda ekvivalentlik minasibati miiayyan edir.
Isbatz. ex = x munasibati refleksivliyin dogrulugunu gostorir.
gx=y—>gy=x
implikasiys: simmetrikliyin dogru oldugunu gostarir. Nohayat,
gx=yAhy=z—>hgx=z2
munasibatindan isa tranzitivlik xassasi alinir. Teorem 3 isbat olundu.

Tarif 2. Teorem 3 ilo miayyan olunan ekvivalentlik minasibstindo x € 2 elementinin
ekvivalentlik sinfino bu elementin orbiti deyilir vo G(x) kimi isars olunur. Sonlu halda orbitin

elementlorinin sayina orbitin uzunlugu deyilir.

Misallar. 1. Mustavido firlanmalar grupunun tasiri zamani koordinat baslangicindan

forgli ixtiyari A noqtasinin orbiti markazi O ndqtasinds olan OA radiuslu gevradir.



2. Mistavido vo ya ucolglll fozada paralel kdgtrmalorlo tasir zaman: vektorun orbiti

barabar bektorlar ¢coxlugundan ibarstdir.

Teorem 4. G grupunun Q coxlugunda ixtiyari x € Q elementini tarpanmoz saxlayan

butun mumkdin elementlorinin
St(x) = {g € G| gx=x}
coxlugu G grupunda alt grup amolo gatirir.

Isbatz. Malumdur ki, St(x) alt coxlugunun alt grup oldugunu gostarmak (ciin asagidaki

mulahizanin dogrulugunu géstormak lazimdir:
(Vg,h e St(x))hg™ e St(x)).
Bunun Giclin geyd edak ki, gx = X olarsa, onda g~'x = x. Demoli,
(hg ’1)x = h(g’lx): hx =X .
Teorem 4 isbat olundu.

Tafir 2. Teorem 4 ilo miayyan olunan alt qrup x elementinin stasionar alt qrupu (yaxud

stabilizatoru ve ya izotropiya grupu) adlanir va G, kimi do isara olunur.

Teorem 5. Sonlu Q ¢oxlugunda tasir edon ixtiyari G grupu ugln x e Q elementinin

stasionar alt grupunun indeksi onun orbitinin uzunluguna barabardir.

Isbatz. Qeyd edok ki, stsionar alt grupun indeksi G qrupunun bu alt grupa gors gonsu
siniflorinin  sayina borabordir. Tutag ki, geG vo h,h,egSt(x) eyni qgonsu sinfin

elemenetloridir. Onda
(97h)x=(g"'h,)x=x.
Yaxud,
hXx=h,x=gx.

Bu hokmun tarsi do dogrudur, yani hx =h,x olarsa, onda h va h elementlori eyni gqonsu sinfo

daxildir. Beloaliklo, orbitin muxalif elementlori ilo qonsu siniflor arasinda garsiliqli birqiymaotli

uygunlug vardir. Teoremin hokmu buradan ahnir.



§2. Silov teoremlari.

Qrup nazariyyasinin asas mosalalorindan biri onlarin qurulusunun Gyranilmasidir.
Kommutativ halda bu mosalo tamam hall olunmusdur. Belo ki, isbat olunmusdur ki, hor bir
kommutativ qrupu dovri gruplarin diz hasili soklinde gdstormok olar. Lakin kommutativ
olmayan gruplar tgln bu notico dogru deyil. Belo gruplarin qurulusu Silov teoremlari vasitasi ilo

oyranilir.

Lagranj teoremins asason H — G alt coxlugunun sonlu <G> grupunun alt gqrupu olmasi

Uclin zaruri sart onun tartibinin grupun tortibinin bdloni olmasindan ibrotdir. Lakin n:k olmasi
he¢ do hamisa n tortibli grupun k tortibli alt grupunun olmasini géstarmir. Malumdur ki, sada

tortibli grup dovrl qrupdur. Tutaq ki, p sads adaddir.

Torif 1. (H,)<(G,) alt grupunun tortibi p adadinin qiivvati olarsa, onda (H,) p- alt
grup adlanir. Tortibi p odoedinin (G,) grupunun tortibinin kanonik ayriigina daxil olan

quvvatino borabar olan p - alt qrupa Silov p - alt qrupu deyilir.

Masalan, tortibi 54-o barabar olan grupun Silov 3-alt grupu tortibi 27 olan alt qrupdur.
Silov (Norveg riyaziyyatcisidir) torofindon bu alt qruplarin asas xassalori isbat olunmusdur.

Aydindir ki, har bir grup 6z alt coxluglar coxlugunda qosmalar vasitasi ils tosir edir.

Tutaq ki, (H )< (G,) hor hansi alt qrup, xe G iso ixtiyari elementdir.

XHx ™" = {xhx’1 lheH }
isara edok.
Lemma 1. xHx" =G alt coxlugu alt grupdur.

Isbatz. Ixtiyari iki elements baxaq: xhx™,xsx™" e xHx". Asagidaki miinasibot lemmanin

dogrulugunu gostarir:
xhx 7 (xsx )™ = xhx'xsx " = x(hs ™) x ™" e xHx .
Lemma 1 isbat olundu.

Belalikla, G grupu 0z alt gruplar coxlugunda da qosmalarla tasir edir.



Torif 2. xHX™ vo H alt gruplar1 qgosma alt gruplar adlanir.

Aydindir Ki, (VXE G)(xHx’1 =H) yalmz vo yalniz o zaman dogru olar ki, H alt qrupu

normal bolon olsun. Normal bélon gosmlarla tasir zamani torpanmoaz qalir vo G qrupu onun
stasionar alt gqrupudur. Umumi halda St(H) alt grupu G grupundan farglidir vo bu alt qrup H alt

grupunun normalizatoru adlandirilarag, N(H) kimi isara olunur. Aydindir ki, agor G grupu 6z

alt gruplar ¢oxlugunda da qosmalarla tasir edirss, onda H alt grupunun orbitinin uzunlugu 81,

teorem 5-0 osason (G: N(H)) indeksino barbordir.

Torif 3. (Z,)<(G,) alt grupu o zaman G grupunun morkoazi adlanir ki, onun ixtiyri

elementi G qrupunun har bir elementi ilo yerdayisan olsun, yani
(vxeZ)Vy eG)xy = yx).

Lemma 2. Tutaq ki, (Z,) alt grupu (G,) grupunun morkozidir. Onda asagidaki

barabarlik dogrudur:

(G:1)=|z[+>.(G:G,), ()

X

burada comlomo (G,-) grupunun biitiin elo elementlori tizro gétaralir ki, homin elementlorin

orbitlori bir elementli deyil.

Isbati. (G,-) grupunun 6ziinde gosmalarla tesirino baxag. G qgrupu cit —cit kesismoyon

orbitlora bolundr. Ancag morkozo daxil olan elementlor uzunlugu 1-o borabar orbit dogurur.
Qalan orbitlorin uzunlugu 1-don boyikdur. Yuxaridaki geyds osason (81, teorem 5) xeG

elementinin orbitinin uzunlugu stasionar alt qrupun (G :G,) indeksina borabardir. Belsliklo, (1)

dogrudur vo lemma 2 isbat olundu.

(1) dusturu siniflor disturu adlanir.

Lemma 3. Tutaq ki, p sado ododi sonlu kommutativ (G-} grupunun tortibinin bdlonidir.

Onda onun p tartibli alt grupu vardur.

Isbatz. ®vvalca induksiya metodu ilo gostorak ki, tortibi p-yo bélinen element vardar.
Ogor (G:)=p iso lemma dogrudur (bu halda (G,) dovrli grupdur). Tutaq Ki,
(G:1)=pk,k>1 wvo lemma bitin kigik tortibli gruplar Ggiin dogrudur. ixtiyari e=xeG

elelmenti gotrok. Ogor onun tortibi p ilo garsihgh sado olarsa, onda G/(x) faktor grupunun



tortibi p-yo boliinir. Induktiv forziyyays gore elo y e G/(x) var ki, onun tortibi p-yo boliinir.
Onda, y"™ =1 vo bu minasibat Kicik qlivvat Gstlori Ggtin dogru deyil. Bu halda y" elementinin

tortibi p olacaqdir. Demali, <yr> axtarilan alt grupdur.

Ikinci hala baxag, yoni forz edok ki, x elementinin totibi p -yo bolnir. Indi ogor G =(x)
iso teorem yuxaridaki milahizays asason dogrudur. ©ks halda,
(x):2):p A((x):1)< (G :2)
va teoremin h6kmu induktiv forziyyadon alinir. Lemma 3 isbat olundu.

Silov teoremlari asagidaki teoremlordir.

Teorem 1. (Silovun I teoremi). Tutaq ki, n tortibli <G> grupunun tortibi p sads adoadina

boélundr. Onda onun Silov p - alt qrupu vardur.

Teorem 2. (Silovun Il teoremi). <G> grupunun ixtiyri iki Silov p - alt grupu gosmadir.
Ogor P Silov p - alt grupu olarsa, onda Silov p - alt gruplarmin N sayi tgiin sagidki minsibot

dogrudur:
N, =(G:N(P)).

Teorem 3. (Silovun 111 teoremi). Butln Silov p - alt gruplarmin N sayi tiglin asagidaki

munsibat dogrudur:
N, =1(mod p) .

Teorem 1-in ishat:. Aydindir ki, teorem sads tortibli qruplar tctin dogrudur. Teoremin
isbatim1 induksiya metodu ilo aparaq. Forz edok ki, teoremin hokmi buttn kicik tortibli p —alt
gruplar G¢tin dogrudur. Ogar G qrupunun indeksi p sads adadi ilo garsiligh sads olan maxsusi alt
grupu olarsa, onda bu alt gqrupda induktiv farziyyaya gors Silov p alt grupu vardir vo teorem bu
halda dogrudur. Indi forz edok ki, biitiin moxsusi alt gruplarin indekslori p-yos bélunir. (1)

dusturuna asason (Z :1) tortibi p-yo bélinir. Onda Lemma 3- esason onun tortibi p olan H

dovri alt qrupu var (0o morkazds yerlosdiyi Gglin normal alt grupdur). ©gor (G:l) p”-na

béllinmirss, onda bu alt grup Silov p alt grupudur. Oks halda G/H faktor qrupunun tartibi p-ya

bolundr. induktiv forziyyaya goro onun P Silov p alt grupu vardiwr. Bu alt grupun kanonik



f :G —>G/H inikas1 zamani proobrazi A olsun. f inikasmin A —ya mohdudlasmas: niivasi H

olan f': A— P suryektiv homomorfizmidir. Homomorfizmlor hagda hagda asas teoremo gérs
P=A/H.

Onda A alt grupu tigiin (A:1)= p(P:1) va buna géra da 0, axtarilan Silov p alt grupudur. Teorem

1 isbat olundu.

Silovun 2-ci vo 3-ct teoremlorinin do isbatlari grupun coxlugda tasiri nazariyyasinin
naticalorino asaslanir vo onlarin isbati daha mifassal kurslarda verilir. Teorem 1-in isbati da
kifayot godor genis kursa aiddir. Burada biz onu ancaq grup nazoriyyasi metodlarmin nimayisi

moagsadi ilo verdik.



V FOSIL. Kommutativ halgalar.
§1. ideallar va onlar (izarinda amallar.

Forz edok ki, K= (K +,,0,1) halgas: tamhq oblastidir. Hor hans: a € K elementi gotiirok.

Molumdur (I hissa, 111 fasil, §8) ki, (a)=aK bas ideal biitin ab (b e K) soklinde hasillordan
toskil olunmusdur. Sgor iki (a) vo (b) bas ideallar tgiin (a)c (b) minasiboti ddonarss, onda
hor bir x € (a) elementi Uglin x = ar olmagla, eyni zamanda, x € (b) yani x =br’. Xsusi halda,
a=Dbr’. Demali, a:b. Bu naticays asason ixtiyari iki 1,1, idellar: tgin I, < I, munsibati

Odonarsoe, onda hesab olunur ki, 1, ideal: 1, idealina boltndr.

Ideallar tzorindo omollorlo tamis olag. Tutaq ki, K=(K,+,,01) halgasinda iki ideal

verilmisdir: I, vo 1, .
Teorem 1. I, va |, ideallarmin koasismasi do idealdir.

Isbati. 1, vo 1, ideallarmin kosismosi (K,+) grupunun alt grupudur. xel N1, vo

y € K ixtiyari iki element olarsa, onda x € I, vo x € I,. Ideahn torifino asson xy e 1, vo xyel,.

Demoli, xy e l, n1,. Teorem 1 ishat olundu.
Torif 1. 1, vo I, ideallarmin comi bu alt gruplarin comins deyilir.

Teorem 1. I, va |, ideallarmnin cami K halgasinda idealdur.

Isbati. 1, vo |, ideallarmin comi(K,+) grupunun alt grupudur. Vurma omolinin

distributivliyina asasan yaza bilorik:

(vx e K)x(l, + 1) =xl, +xl, c 1, +1,).



Demoli, 1,+1, comi idealdir. Teorem isbat olundu.
Torif 2. 1, vo I, ideallarmin hasili asgidaki coxluga deyilir:
Lol ={ Y, + XY, +-+ X Y, [ X el,y el,,neN}.
Teorem 2. I, vo I, ideallarinin hasili idealdr.

Isbati. ©vvalco gosarak ki, I,-1, hasili alt grupdur. Bunun Gglin ixtiyari iki element

gotirok:

X=X Y + XY, +-+ XY,
'

Y =XV + XY, + e+ XY
Onda,

X=Y=XY XY, +o XY X (=Y) + X (=Yo) + o+ X (=Yn) € 1 1,
vo demali, 1, -1, hasili alt grupdur. Aidindir ki, distributivliys asasan,
a(l,-1,)={axy, +ax,y, +---+ax,y, | x €l,y,el,,neN}c1,-1,.
Teorem 2 isbat olundu.

§2. Halgada bélinma munasibati.

Kommutativ halgalarin mixtslif ndvlorinin genis tatbiglori vardir. Belo halgalar, xususi
ilo tamliq oblastlari, 6z xassalarina goroa tam adadlor halgasina banzayir. Halga iki cabri omalin
toyin olundugu cabri strukturdur. Bu amoallardan birinciya nazaran onun kommutativ grup oldugu
tolob olunur. ikinci emolo gore vo ikinci emal ilo birincinin garsiiglt minasibatine goras iso
sortlor muxtalif ola bilor. Bu sortlordan asili olaraq halganin xuisusiyyatlori doyisir. Ikinci amalo
gora grup aksiomlarindan simmetrik elementin olmasmin talob olunmamas: halgada tarsi olan
elementlor ilo torsi olmayan elementlorin mixtalif xassolora malik olmasmi sortlondirir. Tabii

olaraq, burada, tam adadlor halgasinda oldugu kimi, bélinma munasibati meydana golir.

Tutaq ki, hor hans: assosiativ vo vahidi olan K = (K +,,0,1) halgas: verilmisdir.



Tarif 1. £ € K elementi o zaman donan element (tarsi olan element) va ya vahid adlanir

ki, (Elg’ S K)(gg’ =g =1) miinasibati ddansin.

Misal. n tortibli matrislorin M (K) halgast vahidi olan assosiativ halgadir vo yuxarida

verilon torif bu halgaya da aiddir. Asanligla géstormok olar ki, determinant: 1-o barabar olan

istonilon n tatibli matris M, (K) halgasmin dénen elementidir.

Teorem 1. K halgasinin donon elementlorinin K* coxlugu bu halgada toyin olunmus

vurma amolina nazaran qrup amoalo gatirir.

Isbatz. Hor seydan ovval geyd edok ki, 1e K*. Digor torofdon, agor £,6 € K* donan

elementlori verilorss, onda asagidaki munasibatlor 6donir:
eseK eteK”.

Dogrudanda, terifo asson yaza bilorik: en=1Ad0y =1. Bu iki baraborliyi toraf-torafs vuraq:
(65 )mx)=1. Sonuncu baraborlik géstoriri ki, vurma amolims nazaran gapalidir. Analoji olarag,

en=1->n"e*=1; Demoali, ¢ € K*. Teorem 1 ishat olundu.

Torif 2. Ogor a,be K elementlori tclin elo ¢ce K elementi tapmag mimkiin olsa ki,

a=Dbc boraboarliyi dogtu olsun, onda deyilir ki, a elementi b-ys bélinlr va ya b elementi a-nin

bdlonidir.

a elementinin b-ys bolinmasi simvolik olaraq a:b vo ya b\a kimi isaro olunur. A
elementi bolinon, b iso bolon adlanir. ¢ elementi gismoat adlanir. ©dadi halgalarda ¢ox zaman
bolon sifirdan forgli gebul olunur. Umumi halda isa, b =0 istisna olunmur. Qeyd etmok lazimdir
ki, sonuncu halda a=bc=0 olmlalidir, yani 0-a bélinan element ancaq 0-dir vo bu halda ¢
ixtiyari gqiymat ala bilor. BOltinma minasibatinin bilavasito torifdon alinan asagidaki xassoalori

vardir (xassalorin isbati oxucuya taklif olunur).
1. a:a (refleksivlik).
2.90gor a:b vob: c olarsa, onda a: ¢ olar (tranzitivlik).
Dogrudan daelo q va q” elementlori var ki, a =bq vo b = cq". Demoali,
a=(cq)g=cqg"q"=qq’,

yani a:c.



3. Ogor a, vo a, elementlori b - yo bolunirss, onda a, +a, elementlori ds b - ya boltnar .

4.a b - yobollinarss, onda ixtiyari k elementi Giglin ka da b — ya bolinar.

Torif 3. a,b e K elementlori 0 zaman K halgasmin assosiyalanmzs elementlori adlanir

Ki, elo & donan elementi tapmaqg mimkin olsun ki, a =be borabarliyi dogru olsun.

a,b e K elementlorinin assosiyalanmis elementlor olmas: bels isaro olunur: a~b. Bu

anlyis boliinma minasibatinin daha bir xassasini s0ylomoaya imkan verir:
5.a vo belementloritigiin a: bAab:c= a-b.

Teorem 2. ki elementin assosiyalanmis olmas: miinsibati K halgasinda ekvivalentlik

minasibatidir.
Teoremin isbati trivialdir.

Ekvivalentlik munasibatinin asas xassasina gora, bu minsibati K ¢oxlugunda bélgi

muoayyoan edir.

Teorem 3. Asagidaki tokliflor dogrudur:

1)~ minasibati (K ) monoidindo kongruensiya miinasibotidir, yoni oger a~b vo c~d

olarsa, onda ac~bd.

2) vurma omoli K/~ faktor ¢oxlugunda monoid strukturu dogurur (onunla monoid

strukturu oxz olunur).

Isbatz. Gostarmaik kifayatdir ki, a~b olarsa, onda ac~bc. Dogrudan da, sorto osason elo ¢
donon elementi vardir ki, a=be . Hor iki torafi c-yo vursag, onda ac~bc miinasibatini alariq.
Demoli, bc~cd vo tranzitivliys osasan ac~bc minasibatini alirig. Bu o demokdir ki, ogor

ekvivalentlik siniflori Gzorindo vurma amoli (a/~)(b/ ~)=ab/~ kimi toyin olunarsa, onda bu

omal konkret elementlordoan deyil, siniflordan asili olacaqdir. Teorem 3 isbat olundu.
Qeyd edok ki, K/~ faktor monoidinda 5-ci xassa antisimmetriklikls avaz oluna bilar, yani
(Va,beK/~)(b#nraibabic=a=h)
(isbat edin).

83. Tamhq oblasti va onun nisbatlar meydani.



Moalumdur ki, tamliq oblasti kommutativ, sifirdan forgli vahid elemento malik olan vo

sifirlarin bolonlorindon azad halgadir. K= (K +,,0,1) halgas: tamhg oblast: olarsa, onda <K*,-,l>

monoidi kommutativdir. Bu monoid grup olarsa, onda halga meydana cevrilir.

Torif 1. F=(F +,,1,0) meydan: o zaman K = (K,+,-0,1) tamhgq oblastmn nisbotlor mey -

dant adlanir ki:

1) K halgas: F-do alt halga olsun;

2) lIxtiyari a € F elementi tigiin eloa,b € K elementlori tapmag olsun ki, o =ab™ mii-
nasibati dogru olsun.

Misal. (Z,+,1,0) tam odedlor halgasmin nisbotlor meydan: (Q,+,-1,0) rasional adodlor
meydanidir.

Teorem 1. ixtiyari tamhq oblastinin nishatlor meydan: vardir.

Isbat. A=K x K" hasilinds asagidaki kimi binar amollor daxil edok:

(V(a,b),(a",b") € K x K" )(a,b) + (a,b") = (ab’ + ba’,bb")),
(V(a,b),(a’,b’) e K x K*)((a,b) -(a',b) = (a'b',bb")).
(A+.-) cabri hor iki amolo goro kommutativdir. A coxlugunda asagidaki kimi binar miinasibot
daxil edok:
(a,b)p(a’,b") «»ab’' =ab.
Bu minasibatin refleksiv vo simmetrik oldugu askardir. Gostarak ki, bu munasibast tranzitivdir.
Forz edok ki, (a,b)p(a’,b") va (@',b)p(a",b"). Onda ¢ miinasibatinin torifino goro
ab'=abaab"=a"b’.

Bu barabarliklori torof-torafs vuraq vo ortag a’b’ hasilino ixtisar edok. Qeyd edok Ki, belo ixtisar

a' =0 oldugda mimkdndur, ¢inki b"=0. a'=0 oldugda iss ¢ minsibotindon a =a" =0 ahnur.



Beloliklo, hor iki halda ab”"=a"b. Demoli, (a,b)p(a’,b"), yoni ¢ minsibati tranzitiv

munasibatdir. Bununla biz ¢ munsibatinin ekvivalentlik minasibati oldugunun gostarmis oldug.

@ munsibati, ekvivalentlik mansibati kimi, A ¢coxlugunda bolgu misyyan edir. Uygun

faktor coxlugu F'=A/¢@ kimi isaro edok vo bu coxlugda binar omollor mioayyan edok.

(a,b) € A elementinin daxil oldugu sinfi (a,b) kimi isara edok. Hor bir sinif bir clit vasitasi ilo

birgiymatli tayin olunur. Gostoarak ki, ¢ minasibati A coxlugunda tayin olunan amalara nozaran
kongruensiya miinasibatidir. Yani, (a,b)p(a’,b’) va (c,d)p(c’,d’) olarsa, onda

(a,b)+(c,d) @ (a',b)+(c',d") (1)
V&

(ab)-(c.d) ¢ (@,b)-(c'd"). (2)

Belalikla, toplama vo vurma amollarini faktor ¢oxluqgda ixtiyari iki elementin comi vo hasilinin
ekvivalentlik siniflori kimi toyin etmoklo onu (2,2) tipli cobro g¢evirmis olurug. (1) va (2)

munasibatlorinin isbatina gayidag. (1) minasibatini bels yazmaq olar:
(ad +bc,bd) ¢ (a'd" +b'c’,b'd").
Bu minsibatin dogru oldugunu yoxlayag. Bunun tgin
(ad +bc)b'd" = (a'd"+b'c’)bd
Boraborliyinds ab’=ba’ A cd’=c'd oldugunu sol tarafds nazors alag.
(ad +bc)b'd" =adb'd" + bch’'d” =ba'dd’ + bb'c'd = (a'd" +b'c’)bd .

Demoli, (1) dogrudur. Eyni qayda ilo (2) barabarliyini do dogrulugu isbat olunur. Natica etibar1

ilo,

(a,b) +(c,d) =(a,b)+(c,d)

Va

(a,b)-(c,d)=(a,b)-(c,d)

borabarliklori F'= A/ faktor g¢oxlugunda binar amollor misyyan edir. A ¢oxlugunda tayin

olunmus omollorin  kommutativliyindon F’ coxlugunda mioyyan etdiyimiz omollorin



kommmutativliyi alinir. Gostoarak ki, <F’,+,-> meydandir. ©Ovvalca toplamanin assosiativliyini

yoxlayaq, yani gostarak Ki,

(@D +Cd))+EnN=@b+(Ccd+E). @

Bunun dgiin sag va sol taraflorin ifadolorini ayri-ayriligda hesablayaraq, alinan siniflorin boarabor

oldugunu gdstarmok lazimdir. (3) —iin sol tarafini ¢evirak:

(@b) +(c.d))+ (e, ) = (ad + bc,bd) + (e, 1) = ((ad + bc) f + bde, bdf ).

Indi iso (3) —iin sag torafino baxaq:

(@.b)+((C.d) + (e T))=(ab) + ((cf +de),df )= (adf + (cf + de)b,bdf ).

Gorindyu kimi, alinmig citlor vo demali, onlrin siniflori eynidir. Toplamanin kommutativ

oldugu artiq yuxarida geyd olundu. Neytral vo simmetrik elementlori miayyan edok. Toplama

omoli Ggln neytral element olaraq (0,1) sinfi gotirils bilor. Dogrudan da,

(a,b)+(0)=(a-1+b-0,b-1) =(a,b).
—(a,b) = (—a,b) oldugu da asanligla yoxlana bilor. Demali, <F’,+> Abel grupudur.

<F’,-> cobrini arasdirag. Asnligla yoxlamaq olar ki, bu cabr asssositiv, kommutativ va

vahid elementi (11) olan monoiddir. Toplama vo vurma omollori distributivlik xassesine

malikdir, yani

@b)((c.d)+ (e f))=(@b)(c.d) + (@b)e, f).

Isbat etmok iclin yena da sol v sag taraflori ayriliqda hesblayag.

(a, b)((c,d) + (e, f))z (a,b)(cf + de,df ) = (acf + ade,bdf).

(a,b)(c,d) + (a,b)(e, ) = (ac,bd) + (ae,bf ) = (acbf + abde,b’df).

Almnan siniflorin Ust-Usto disdiylni isbat etmok UGgtin uygun elemenlarin ¢ munasibatinds

oldugunu gostarmok lazimdr:

b?df (acf + ade) = bdf (abcf + abde) .



Belalikls, (F',+,)) cabri vahidi olan kommutativ halgadir. Onun (L1) vahid elementi (0,1) sifir

elementindan farglidir, ¢linki, 1-0=1-1.

Gostarak Ki, <F’,+,-> halgasinda hor bir sifirdan forgli elementin torsi vardir. Ixtiyati
(a,b) = (0,1) elementi geyd edok. Bu sort a-1=a=b-0=0 sorti ilo eynigiicludir. Onda

(b,a) e F' vo

(a,b)(b,a) =(ab,ab) = (1) .

Demoli, <F’,+,-> halgas:t meydandr. Indi iso gostorok ki, bu meydan ilo izomorf olan vo teoremin

sartlorini 6dayan meydan vardir. Asagidaki inikasa baxaq:
7:K > F'r(a)=(al).

Asanhigla yaqin etmok olar ki, bu inikas homomorfizmdir:

r(a+b)=(a+bl) = (al)+(bl) =r(a)+(b):;

7(ab) = (ab,1) = (a,1)(b,}) = r(a)z(b) .

Bu miinasibotlor gdstorir ki, = inikas: stiryektiv homomorfizmdir. Onun K'=7(K) obraz alt
halgadir, nuvasi iso trivialdir. Demak, z inikasi izomorf daxilolmadir. Kompleks oadodlor

meydanm:i qurarkon istifado etdiyimiz tsulla elo F=(F,+,01) meydam qura bilorik ki,

F=(F'+,01) olmagla (K,+,10) < (F,+,-1.0) vo K< F olsun. Teorem 1 ishat olundu.

Teorem 2. Tutaq ki, F=(F,+,,01) vo Ex=(E,®,¢,01) eyni bir K=(K,+01) tamlq

oblastiin nisbatlor meydanidir. Onda, bu meydanlarin K-nin elementlarini torpanmoz saxlayan

izomorfizmi vardur.

Isbati. Sorto osason ixtiyari & € F vo 8 € E elementlorini o =ab™, g =ced™ soklindo
yazmagq olar va burada a,b,c,d € K olmagla ikinci barabarlikds tors element E meydaninda tayin
olunan vurma omolino nazoran gotirilir. f :F — E inikasini asagidaki Kimi toyin edok. Bu
inikas K-nin elementlorini torponmoz saxladigi tglin ae K oldugda f(a)=a gqobul edoak.
a=ab™" elementi Ucin f(a)=aeb™ yazaq. Hor iki meydanda elementin baxilan sokildo
gostorilisi yegana deyil. Buna goro do yuxarida geyd olunan boaraborlik vasitasi ilo biyektiv

inikas toyin olundugunu xisusi olaraq gdstormok lazimdir. Tutaq ki, o =ab™ elementi igiin



basqa gostorilis do verilmisdir: a =cd™. Onda yaza bilorik: ad =bc. K halgasinin elementlori

uctin har iki meydanda tayin olunan vurma amallarinin naticoalari eynidir. Buna gors do
aed=bec—>aeb'=ced™.

Beloliklo, « elementinin yazihisindan asili olmadan f(a)=aeb™ qiymoti doyismir.

Deyilanlardan aydin olur ki, tayin olunan f inikas1 biyektivdir. Onun homomorfizm oldugunu

gOstormok galir. Biz f inikasmin toplama amolini saxladigmi géstormoklo kifayatlonok.

Bu onu gostarir ki, f inikasi toplama amolini saxlayir. Eyni gayda ilo gdstora bilarik ki, f

inikas1 vurma amolini do saxlayir. Teorem 2 isbat olundu.

Teorem 2 gostorir ki, tamlig oblastinin nisbatlor meydan: izomorfizm daqiqliyi ilo

yeganadir.
84. Sadb cisimlar va onlarin kommutativliyi

Tarif 1. F= <F,+,-,0,1> cabri 0 zaman cisim adlanir ki, asagidaki sortlor ddansin:
1)(F,+) cobri “+” binar omalina nozoran kommutativ qrup olsun;
2)F* = F\{0} = olmagla, <F> cabri grup olsun.

Bu torifi meydanin torifi ilo migayisa etsok, gorarik ki, kommutativ cisim meydandir. Cisma

misal olaraq H kvaternionlar cobrini gostarmok olar.

Kompleks adadlar va haqiqi adadlor meydanlari kvaternionlar cisminin, bir cobr kimi, alt

cisimlaridir. F cisimi ozunun alt cismidir va o, trivial alt cisim adlanir. Qeyri-trivial alt cisim isa

moaxsusi alt cisim adlanir.

Tarif 2. F cismi 0 zaman sada cisim adlanir ki, onun maxsusi alt cismi olmasin.

Teorem 1. Ogor F1 vo F2 hor hanst F cisminin ixtiyari iki alt cisimlari olarsa, onda

onlarin kasismasi do alt cisimdir.



Teoremin isbat1 asanligla torifdon alinir. Bu teoremin ixtiyari ailo alt cisimlor G¢lin do

Umumilagmasi vardir.

Teorem 2. ixtiyari ailo {F,} alt cisimlorinin kosismosi do alt cisimdir.
Teorem 3. Verilon F cisminin bittn alt cisimlorinin kasismasi sada cisimdir.

Isbat:. Tutaq ki, {F,} verilon F cisminin biitiin alt cisimlor ailosidir. Onda teorem 2-yo

asasan

(F.

a

kasismasi do alt cisim olacaqdir. Farz edoak ki, onun maxsusi @ alt cismi vardir. Onda, alt cisim

kimi @ e {F, } vo buna géra do
(F.c®=[F,=0.

Bu iso @ -nin maxsusi alt cisim olmasi sartina ziddir. Teorem 3 isbat olundu.

Teorem 4. Sads cisim kommutativdir, yani meydandir.

Isbat:. Tutaq ki, F= (F,+,0,1) sade cisimdir. Onda onun 1+0 elementi vardir. Ner bir

natural n odadi Uglin Nn*1=1+1+---4+1 kimi tayin olunan element vardir. F cisim oldugu gtiin
\—.\/—J

onun O elementi vo —n=*1 gsoklindo elementlori vardir. Asanhqla yaqin etmok olar ki,
n#1,—n=*1 sokilndo elementlor coxlugu 0 ilo birlikdo halga toskil edir vo bu halga (Z +,) tam
adadlor halgasi ilo izomorfdur. Onda 83, teorem 1-o asasan homin halganin nisbatlor meydan:

vardir vo bu meydan (Q,+,-,0,1) rasional adodlor meydan ilo izomorfdur. Demoli, hor bir sifirdan

fargli n*1 elementinin torsi vardir va (n*1)"" soklindadir. Belolikla, biitiin

m=1
n*l

soklinda kasrlor ¢oxlugu F cismino daxildir. Demali, bu cisim rasional adadlor meydani ilo
izomorf olan meydan: daxilina alir. Lakin F cismi sado cisim oldugu Gglin onun moxsusi alt

cismi (kommutativ hal1 istisna deyil) ola bilmoz. Demali,

F=Q=(Q+-01).



va F cisimi meydandir, yani o, kommutativdir. Teorem 4 isbat olundu.



11 Hissa
I FOSIL. Coxhadlilor halgas
81. Halgann sada transsendent genisloanmasi

Bu fasildo baxilan halgalar kommutativ va vahidi olan hesab olunur. ixtiyari iki bels
halga gotirok: K =(K,+1) vo L =(L+,1). Forz edok ki, K <L .

Tarif 1. L halgasi o zaman K halgasinin u € L elementinin birlagdirilmasi vasitasi ila
alinan sada genis/anmasi adlanir ki, onun ixtiyri « € L elementini

a=3a,+au+---+au" (1)
(ay,8,,--+,a, € K soklinda gdstarmoak miimkin olsun.

K halgasinin ueL elementinin birlogdirilmasi vasitasi ilo alinan sadoa genislonmosi
simvolik olaraq L = K[u] soklinds yazilir. Eyni simvolik yazilis asas ¢coxluglar ti¢tin do istifads
olunur: L=K][u].

Misal 1. Bitin a-+bi (a,beZ) Qaus tam kompleks adadlor ¢oxlugu Z tam ododlor

halgasinin i kompleks adadini birlogdirmoklos alinan sads genisloanmasidir.

Misal 2. Z[i/E]z{a+b‘°{/§+ci/Z|a,b,cGZ} coxlugu Z tam ododlor halgasmin /2
adadini birlesdirmoklo alinan sads genislonmasidir. Dogrudan da, bu ¢oxlugun har bir elementi
(1) soklindadir (burada u=3/2). Asanhgla gostarmk olar ki, Z[i/E] coxlugu kommutativ va

vahidi olan halgadir. 2—u®=0+0u boraborliyi gostorir ki, bu halgada 0 odadi iki miixtalif
usulla (1) soklinda gostarila bilor. ©slinda isa sonsuz sayda bels géstarilislor mimkiindur.

Bir cox mosalalar Gglin har bir elementin (1) ¢oklinds yazilisginin yeganaliyi vacibdir.
Sada genislonmalarin belo ndvi transsendent genislonmoa adlanir.

Tarif 2. L halgasi o zaman K halgasmin u e L elementinin birlosdirilmasi vasitasi ila
alinan sads transsendent geniglonmosi adlanir Ki:

1) L=Ku] olsun;

2) onun ixtiyri a € L elementinin (1) soklinda gostarilisi yegana olsun.

Bu torifdo 2) sortini onunla eynigiicli olan 0=a,+au+---+au" <a,=a =..=a,=0

sarti ilo avaz etmoak olar.

Torif 3. ©Ogor uel elementi t¢in L=K[u] sads trnssendent genislonmo olarsa, onda

u € Lelementi K halgas: zearinds transsendent element adlanir. Q rasional adadlor meydan;,
yaxud Z tam adadlor halgas: Gizarinds transsendent element transsendent adad adlanir.

Tutaq ki, L=K][u] sads genislonmadir. ©gar 0, transsendent genislonma olmazsa, onda

belo genislonma sada cabri genislonmoalar sinfina aid olur (cobri genislonmanin tarifi VI fasilds



verilocokdir). Uygin birlasdirilmis element isa cabri element adlanir. Masalon, Z[i] vo ya Z[i/E]

genislonmoalari cabri geniglanmoloardir.
Ixtiyari kommutativ vo vahidi olan K halgas: (ciin onun sads transsendent genislonmosi

vardir. Bu hokmiin isbati verilon halga vasitasi ilo qurulan komakgi halga ilo baghdir.
<K,+,-,l> halgasinin elementlorindon diizolon biitin mimkiin sonsuz els (&,,a,...,a,,...)

ardicilliglarina baxaq ki, onun sonlu sayda hadlorindan basga galanlari 0-a barabar olsun. Basga

s0zlo har bir belo ardicillig t¢un hamisa elo m ndmrasi gostormok olar ki, n>m oldugda
a, =0 olsun. Biitin belo psevdo-sonsuz ardicilliglar coxlugunu K kimi isaro edok.
a = (35,8,,-,8,,...) Vo f = (by,b,....0,,...) K coxlugundan gétiriilmis iki element olarsa, onda
bu iki elementin barbarliyi a = f < a, =b, ra, =b, A...Aa, =b, minasibati ilo verilir.

K coxlugunda binar emollor tayin edok. o = (a,,a,,...,a,,...) Vo S = (b,,0,,....0,,..) K
coxlugundan gotirilmus iki element olarsa, onda onlarin comini belo miiayyan edok:

a+p=(a,+h,a +b,....a,+b,,...).

Bu elementlorin hasilini iso

B =(Cy,CppeeniCyinn); G = DA

k+j=i
Kimi toyin edok (burada comlomo butiin monfi olmayan k vo j tam odadlori Uzra aparilir).
Belalikla, biz <K,+,-> cabrini aldig. Gosarak ki, 0, kommutativ vo vahidi olan halgadir. Daxil
olunmus amoallorin kommutativ oldugu K halgasinin 6zinin kommuttivlyindon alnir. Aydindir
ki, 0=(0,...0,...) elementi toplamanin neytral elementidir. Hor bir elementin oksi (toplamaya

nozaran simmetrik elementi) komponentlorin isarasini doyismoklo ahnir: — o = (-a,,—&,,...,
~a,,...). Demali, (K +) cobri kommutativ grupdur. (K-} cebri kommutativ gruppoiddir. Onun

monoid oldugunu gostarak.
Tutaq ki,  va B elementlori ilo birlikdos ixtiyari Uglinci bir ¥ =(c,C,,...,C,,...) elementi

do verilmigdir. Onda yaza bilorik:

Beloliklo,

@By =(fy, fpre, £ fi= D dicy = D) (zakb,}:j. 2

r+j=i k+l+ j=i

Digor torofdon, agor By =(9,,09,,...,0,....) isaro etsok, onda yaza bilorik:



a(By)= Uty Uy U = Y a0 = D ak(zb.cj) (3)

rejei ket j=i
Toplamanin yerdayisma va qruplasdirma ganunlarindan alinir Ki, (2) va (3) barabarliklori eyni
bir hasili tayin edir yani:

(B )y =a(By).
Asanhgla yoxlamag olar ki, 1=(10,..0,..) vahid elementdir. Belliklo, (K,) cobri

kommutativ monoiddir. <K,+,-> cabrinin halga oldugu distributivlikdon almir. Sonuncu iss

asagidaki minasibatin naticasidir:

ﬁ+7/ (Zak(b+cl)j :(Zakb,J (ZakC,J =af+ay.

k+I=i k+I=i k+I=i

82. Coxhadlilar halgasi va onun sada xassalari
Teorem 1. Ixtiyari kommutativ vo vahidi olan halganin sade transsendent genislonmosi
vardrr.
Isbat:. Tutaq ki, K, ={(a,0,..,,0,...) | a € K }. Asagidaki kimi isarolomo gobul edok:
u=(010,.0,..), (@0,..0..)=a=au’=a-1.
Asanhgla gormok olar ki,
u’=(010,...0,...)-(010,...0,...)=(0,01...0,...).
Analoji olaraq, yaza bilorik:
u*=u**t.u=(0,0.,...010,.)
(burada 1 k —c1 yerda dayanmisdir). Eyni zamanda,
0,a,,...,0,...) =(a,,0,...)-u=au,
(0,0,a,,...,0,...) = (a,,0,...)-u* =a,u?,
vo i. a. Belaliklo, ixtiyari psevdo-sonsuz (a,,a;,...,a,,0,...) ardicilhigini asagidaki kimi yaza
bilorik:
(B, 8,8y ) = AU + AU + oo+, U" 4)

Bu ayrilisin yeganoliyi ardicilliglarin borabarliyindon alnir. Yeni K'= (K \K,) UK coxlugunu

daxil edok. ¢:K — K’ inikasini belo tayin edok:



Aydindir ki, bu inikas biyektiv inikasdir. Bu inikasin komayi ilo K’ coxlugunda binar amollor

tayin eds bilorik. Tutaq ki, y,z e K’ ixtiyari iki elementdir. Bu elementlarin comini va hasilini
belo muayyan edirik:
y®z=0lp (V) +0 ' @)ry*2=00*(y)-0"(2).
Asanhgla yaqin etmok olar ki, (K'.®%1) cobri kommutativ halgadir vo (K',®,#1) = (K@xT).
Ogoar x =¢@(u) goabul etsok onda har bir ¢(a) elementini (4)-2 asasan
p(a)=a,+ax+---+ax" (5)
kimi yaza bilorik. Qurmaya asasan hokm edo bilorik ki, K < K'. Beloliklo, K" = K[x] va teorem

bununla isbat olundu.

Tarif 1. K[x] transsendent sado genislonmosi K halgas: tzarinds birdayisanli coxhadli-
lar halgas: adlanir. Coxhadlilor halgasmin (5) kimi yazilan elementlori goxhadlilor adalnir. (5)
camina daxil olan har bir toplanan birhadli adlanir. ay,a,...,a, elemenlari goxhodlinin amsallar:

adlanr.
Bu halganin bilvasits torifdon alinan on sads xassalari asagidaki teoremloarlo ifads olunur.

Teorem 2. Ogor K halgas: tamlig oblasti olarsa, onda K[x] ¢oxhadlilor halgas: da tamliq

oblasti olar.

Isbat:. Tutaq ki, f(x),g(x)e K[x] ixtiyari iki sifir olmayan goxhadlidir. Gostarak Ki,

fg = 0. Oksini forz edok. Tutaq ki, fg = 0. fva g coxhadlilorini asagidki kimi yazaq:

f(x)=a, +ax+---+ax",

g(x)=b, +bx+---+b, x™.
Coxhadlilor sifirdan forgli oldugu tglin amasllar icarisindo maksimal nomrali sifir olmayan
omsallar vardir. Forz edok ki, bunlar a, vo b, omsallaridir. Onda, fg hasilinin maksimal
nomrali hoddi a,b, olcaqdir. Lakin K halgas: tamhq oblsti oldugundan a.b,, #0. Beloliklo,
fg = 0. Teorem 2 isbat olundu.

Moalumdur ki, tamhq oblastinin nisbatlor meydani hamiso vardwr. K[x] halgasinin

nisbatlor meydani rasional kasrlor meydani adlanir.

Teorem 3. Forz edok ki, K vo L iki kommutativ halga olmagla, K= L. Onda,
K[x]zL[y].
Isbatz. K[x] halgasmin hor bir f (x) coxhodlisi yegans gayda ilo

f(x)=a,+ax+---+ax"

kimi yazila bilor. Tutaq ki, ¢: K — L K=(K,+,1) vo L=(L,+1) halgalarmin izomorfizmidir.



f (x) c¢oxhadlisino g(x)=Db, +bx+---+b,x" coxhadlisini gars1 qoyaq; burada b omsallar:
b =¢(a) kimi toyin olunur. Aydindir ki, bu inikas amoallori saxlayir vo biyektiv inikasdir.

Teorem 3 buradan almur.

83. Coxhadlinin daracasi. Coxhadlinin koku. Bezu teoremi

Tutaq Ki, <K,+,-,l> kommutativ va vahidi olan halgadir, K[x] iss bu halga Gzarinda
coxhadlilor halgasidur. Ixtiyari f(x) e K[x] ¢oxhedlisini f(x)=a x"+a _X"'+---+ax+a,
soklinda yzmaq olar ki, burada ay,a,,...,a, e K.

Torif 1. Ogor a, #0 olarsa, onda n>0 ododi f(x) goxhadlisinin daracasi adlanir vo
deg f kimi isara olunur.

Masalon, f(X)=-2x*-4x*+1e Z[x] coxhadlisinin doracasi 3-o barbordir: deg f =3.
Yaxyd, g(x)=0x°—0x® + x> — X ++/2 € R[x] coxhodlisi tictin degg = 2.

Butln omsallar1 0 olan sifir coxhadlisinin doracasi tayin olunmamigdir. Har bir 0=c e K
elementi sifir doracali f(x) =c coxhadlisini miayyan edir.

CGoxhadlinin daracasinin asagidaki xassalori vardir:

1) Ixtiyari iki f,geK[x] coxhodlilori tiin deg(f +g),deg f,degg ododlori toyin

olunarsa, onda
deg(f + g) <max(deg f,degg).
2) Heg biri sifir olmayan ixtiyari iki f,g e K[x] ¢coxhadlilori ti¢iin
deg(fg)<deg f +degg.
3) Ogor K halgas: tamliq oblasti olarsa, onda he¢ biri sifir olmayan ixtiyari iki
f,g € K[x] coxhadlilari tgiin
deg(fg) =deg f +degg .

Bu xassalarin isbati bilvasito goxhadlinin daracasinin tarifindon alnir. Buna gors do biz ancaq
misallarla kifayatlona bilorik.

Misal 1. Tutag ki, f(X)=-2x*—-4x*+1 vo g(x) =—-2x* —4x+1. Bu halda,

deg(f +g) =deg(-2x®> —6x* —4x+2)=3.

Borbarsizliyin ciddi olan hal: da miimkiindiir. Masalon, f (x) =-2x% —4x*+1,g(x) = 2x* —4x +1
coxhadlilori tigiin deg(f + g) = deg(-4x* —4x+2)=2<degf .

Misal 2. Tutag ki, f(X)=-2x*-4x*+1 vo g(X) =—-2x*>—4x+1. Bu halda,

deg(fg) =deg(@dx® +16x* +14x* —6x* —4x+1)=5=deg f +degg.



Misal 3. ©gor K halgas: tamlig oblasti deyilss, onda 3) xassasindoki baraborlik 6donmo-
ya bilor. Dogrudan da tutaq ki, K =Z, 6 modulun géra ¢ixiglar siniflori halgasidir g(x) =2 vo
f(X)=3x+1.Buhalda f(x)g(x)=6x+2=2.Yoni deg(fg)=0<deg f +degg .

Dorocasi n olan f(x)=a x"+a, X" " +---+aXx+a, coxhadlisinds a, yiiksok (yaxud
boylk) omsal, a, iso sarbast hodd adlanir. Yiksok amsali 1-o barabor olan ¢oxhadli unitar

(yaxud normalagsmaus) coxhadli adlanir.

Tarif 2. c € K elementi o zaman f (x) e K[x] ¢oxhadlisinin kokl adlanir ki,
f(c)=ac"+a, " +---+ac+a,=0
barabarliyi dogru olsun.
Masalon, /2 adadi f () = x® —2 € R[x] goxhadlisinin kokiidar, ginki, (82 —2=0.

Goranduyt kimi, coxhadlinin koki anlayist verilmis coxhadlids dayisonin K halgasinin

elementi ilo avoz olunmasi vasitasi ilo alinan yeni elementinin sifra boarabar olub olmamamasi ils

baglidir. Dayisanin bu ciir avaz olunmasi ¢, : K[x] — K inikasmi miiayyan edir.
Teorem 1. ¢, : K[x] — K inikas: halgalarin homomorfizmdir.

Isbat:. Gosatarok ki, ¢, inikas1 toplama vo vurma omollorini saxlayir. Bunu ishat etmok

ucln
f(x)=ax"+a X" +--+aX+a,,
g(X)=b x"+b X" +---+bx+b,
yazaq. m<n oldugunu forz edorak, b ., =---=b, =0 (m<n oldugda) oldugunu gsbul edoak.

Onda yaza bilorik:

f(X)+g(x)=(a, +b,)x" +---+(a, +b)x+(a, +b,).
Bu halda,

o (f+9)=(a,+b)c"+---+(a,+b)c+(a, +b,) =

=(a,c"+bc"+---+ac+bc+a,+b,=f(c)+g(c)=¢(f)+4(Q).
Eyni gayda ilo géstarmok olar ki,
¢.(f9) = 4.(1)¢.(9).

Teorem 1 isbat olundu.

Tarif 3. Teorem 1 vasitosi ilo mioyyan olunan homomorfizm giymat homomorfizmi

adlanir.

Tutag ki, f(x)=a,+ax+---+a x" e K[x] coxhadlisi verilmisdir. ixtiyar: c € K ele -



menti Ugin ¢, inikas: bu coxhadlinin giymatini mioyyan edir. Homin giymstin hesablanmas:

uclin praktik cohotdon olverigli Usul vardir ki, bu tsul HOrner sxemi adlanir. ©vvalco Bezu
teoremi deyilon asagidaki teoremi verak.

Teorem 3. ixtiyari f(x)e K[x] coxhadlisi vo ceK elementi ucin elo
q(x) e K[x]coxhadlisi tapmaq olar ki,
f(x)=(x-ca(x)+f(c). (1)
Bu teoremi bozon belo do ifado edirlor: f(x) c¢oxhadlisinin x—c ikihadlisina
bélinmasindan alinan gahq f (c)-ys barabardir.
Isbatz. f(x)— f(c) forgini asagidak: kimi yazmagq olar:
f(x)— f(c) =a,(x—c)+a,(X* —=c*) +---+ (X" —c").
Istonilon k natural adadi tigiin molum boarabarliys asason
X —ck =(x=c)(X* T+ +xc* 2+ ).
Demoli,
f(x)— f(c)=a,(x—C)+a,(xX*—=c?)+---+a,(x"—c") =
=a,(X—C)+a,(X—C)(X+C)+---+a, (Xx—C)(X* T +---+xck 2+ k) =
=(x—c)(a, +a,(X+C)+---+a, (X T+ +xck 2+ kYY),
Conuncu motarizo daxilindaki goxhadlini q(x) ilo isaro etsok, onda tolob olunan barbarliyi
asagidaki eynigicli sokilds yaza bilorik:
f(x) - f(c)=(x-c)a(x).
Teorem 3 isbat olundu.

Xususi halda K halgas: tamliq oblasti olarsa, onda asagidaki slamat dogrudur.
Natica. f(x) e K[x] ¢coxhadlisinin K halgasinda ¢ € K kékiino malik olmasi tgiin onun

x — ¢ ikihadlisina bolinmasi zaruri vo kafi sortdir.

Isbat:. Titaq ki, ¢ e K elementi f(x) e K[x] ¢oxhadlisinin kokudir. Teorem 3-o asasan,
elo q(x) € K[x] coxhadlisi tapmaq olar ki,
f(x)=(x—-c)q(x)+ f(c).
Sarta asasan, f(c) =0. Buna gora da, f(x)=(x-c)q(x).
Oksing, agar f(Xx)=(x-c)g(x) minasibati dogru olarsa, onda teorem 3-o goro elo
q'(x) € K[x] ¢oxhadlisi tapa bilorik ki, f(x)=(x-c)q'(x)+ f(c). Ahnan iki borborliyi toraf —
tarafo Gixaq:

f(c)=(x=c)(@'(x)—a(x)).



Daracoanin tarifina asasan, bu baraborlik yalniz 0 zaman mumkin ola bilar ki, q'(x) = q(x) olsun,

oks halda sol torafin doracasi 0, sag torafdoki goxhadlinin daracasi isa an azi 1 olardi. Belsliklo,
natica isbat olundu.
Teorem 3-don verilon goxhadlinin verilmis ndqtads aldig1 qiymoti miayyan etmok glin

Horner sxemi adlanan slverigli Gsul alinir. Bu Gisul eyni zamanda q(x) ¢oxhadlisinin amsallarini
tapmag tgln do faydahidir.
(1) boraborliyinda q(x) =b, +bx+---+b,_,x"" yazaraq, sag torofi gevirok:
a, +aX+---+ax"=(x—c)b, +bx+---+b _x"+f(c)=

=b _Xx"+(b,_,—ch _)x""+---+ (b, —ch)x+ f(c)-hyc.
Hor iki tarafin amsallarini borabarlagdirsok alarig:

b,,=a,b, ,=a ,+chb ,,...b,=a+ch, f(c)=a,+ch.
Tapilmis bu ifadalori asagidaki codvalda yerlosdirak.
. an—l 31 aO

b,,=2a

n bn—2 :an—l+Cbn—l bO :a1+Cb1 f(C) :a() +Cb()

Misal. f(x)=2x*—x>+5x~-3 coxhadlisinin x — 2 ikihadlisinoe béliinmasindsn alinan

galig1 vo natamam gismati (yani q(x) ¢oxhadlisini) tapaqg.

2 -1 0 5 -3
2 2 2-2-1=3 2-3+0=6 2-6+5=17 2-17-3=31

Bu cadvalo asasen yaza bilorik: f(x) = (x —2)(2x® + 3x* + 6x +17) + 31.

84. Koklarin sayr. Coxhadlilarin cabri va funksional barbarliyi

Bezu teoreminin kdmoyi ilo ¢coxhadlinin mixtalif koklorinin say1 hagda molumat almaq
olar. Bu teorem sado modula nazoran migqayisalor Gglin (yani sonlu meydanlarda) ilk dofo
Lagranj torofindon isbat olunmusdur. Sonralar bu teorem tamliq oblastlart Ggtn
umumilagdirilmisdir. Sonsuz odadi meydanlarda onu Lagranjin interpolyasiya disturundan da
almaq olar. Lagranj teoreminin tamlig oblastlar: Ggtin ifadasi beladir.

Teorem 1. n doaracali goxhadlinin muxtalif koklorinin say1 coxhadlinin daracasindan
boyik deyil.

Isbat:. Teoremi doracoyo gora induksiya metodu ilo isbat edok. Tutaq ki, f(x)e K[X]

¢oxhadlisinin doracasi n-o barabardir vo onun m sayda muxtalif koklori vardir: X, X,,...,X, . n=0

10



olarsa, onda f =c=#0. Buna goro do m=0 vo bu halda teorem dogrudur. Bir doracali

coxhadlinin birdon ¢ox koki ola bilmaz. Forz edok ki, teorem n-1 daracali soxhodlilor Gglin

dogrudur. Onda Bezu teoremins asasan yaza bilorik:
F(x) = (x=x)g(x).
K tamhq oblast: oldugundan daracanin xassasina asasan yaza bilorik: degg =deg f —1=m-1.

X, ... Xy, KOKlorindon ixtiyari birini gotirok va onu y ilo isaro edok. Aydindir ki, y = x;, olmagla

f(y)=(y—x)g(y)=0. Demali, g(y)=0. Beloliklo, galan m-1 sayda X,,...,X,, koklori ancaq g

soxhadlisinin kokii ola bilor. induktiv forziyyays osason, m—1<n-1 olmahdir. Demali, m <n
vo teorem 1 ishat olundu.

Har bir goxhadliys asas halga tizorinds tayin olunan funksiya kimi do baxmag olar. Tutaq
ki ixtiyari f(x)e K[x] c¢oxhadlisi vo ceK elementi verilmigdir. Onda, ¢ qiymot
homomorfizminin kdmayi ilo f(c) € K elementi miiayyan oluna bilar. Bir ¢ox hallarda bununla
f (x) birgiymatli miayyan olunur.

Teorem 2. Ogor K halgast sonsuz tamhq oblastt vo f,g e K[x] ixtiyari iki ¢oxhadli
olarsa, onda ixtiyari ¢ € K elementi G¢tin f(c) = g(c) olmasindan f =g ahnur.

Teoremin hokmiina oasasan, sonsuz tamhiq oblastlari Uzarinda verilmis ¢oxhadlilorin
funksional barabarliyi ilo cobri baraborliyi eyniglcludir.

Teorem 2-nin isbat:. Teoremi asagidaki sokildo isbat etmok kifayotdir: gostorak ki,

(vceK)f(c)=0)

mulahizasi dogru olarsa, onda f =0. ©ksini forz edok, yani tutaq ki, f #0 vo n=degf. K
halgas: sonsuz oldugu Ggiin onun n+1 sayda muxtalif elementi vardir. Lagranj teoremins asason
n+1<n olmahdir ki, bu da mimkin deyil. Alinan ziddiyyat gostarir ki, f =0. Teorem 2 isbat
olundu.

Bununla bels, ¢oxhadli anlayisi ilo uygun funksiyanin fargi vardir. ©9gor K halgas: sonlu

olarsa, onda teorem 2-nin hokmu dogru olmaya bilor. Masolon, Z, halgas: Uzerinds
f(x)=x*+x coxhadlisini gétiirsek, asanhgla géro bilorik ki, f(0)=0 vo f(1)=0. Lakin
f(x)=0.

11



11 FOSIL. Meydan (izarinda coxhadlilor halgasi
81. Qahgh b6lma haqda teorem. Bolinma munasibati

Yuxarida gordik ki, iki coxhadlinin hasilinin doracasi vuruglarin darcalori comina
barabardir. ©n sado halda iki birhadlidon birinin doracasi boyiik olarsa, onda onu kigik doaracali
birhadliya bolmok o zaman mimkin olar ki, birincinin amsal ikinciys bélinsun. 9sas halga
meydan oldugda bu homisa mimkin olur. Buna gora dos avvalca sads hal kimi meydan izarinda
coxhadlilor halgasini 6yronmok daha slverislidir.

Tutaq ki, hor hansi bir K=<K,+,-,0,l> meydan: verilmisdir. Bu meydan (zorinda
coxhadlilor halgasina baxag. Bu halga bélinmas ilo bagli xtisusiyyatlori ilo tam adadlor halgasina
¢ox yaxindir, ¢linki burada da galiqli b6Ima hagda teorem vardir. Bu teorem asagidaki sokilda
sOylanilir.

Teorem 1. Ixtiyari iki f,geK[x](g=0) coxhodlilori ticiin elo yegana (q,r)
coxhadlilor ctli gostarmok olar ki,:

f(x)=g(x)a(x)+r(x)
muinasubati 6donmakla ya r(x) =0 vo ya degr(x) <degg(x).

Isbat:. ©vwalco gostorilon minasibatin  dogrulugunu ishat edok. F coxhadlisinin
doracasina gors induksiya metodunu totbiq edok. Tutaq ki, deg f =0. ©gor degg =0 olarsa,
onda 0= g e K vodemali, g™ € K. Bu halda q(x) = fg™, r(x) =0 gotiirmok kifayatdir.

Forz edok ki, teorem doracasi n-dok Kigik ¢coxhadlilor Gigtin isbat olunmusdur. deg f =n
qoabul edok va

f(x)=a,x"+ax" "+ +a, ,x+a,,

g(x) =bx" +bx"* +---+b, ,x+h,
isaro edok. Iki hala baxag. ©vvalco tutag ki, m >n. Bu halda q(x)=0 vo r(x)= f(x) gobul
etsok, onda tolob olunan boraborliyi alarig. indi iso forz edok ki, n > m. Asagidaki forgo baxaq:

f(x) = £ (x) — 2y x" g (x).

Asanhgla yaza bilarik:

f(x)=aXx"+aXx" " +---+a, ,X+a, —

= a " X" " (b X" + b X"+ o+ b X+b ) =CX" +--+C,
Induktiv forziyyoys asason f,(x) Vog(x) coxhadlilori tgln elo q,(x) vo r(x) goxhodlilori
tapmag olar ki,
f,(X)=q,(x)g(x)+r(x), degr<deggvr=0

voya
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f (%) —agb0g (X) - X" = g, (X)g(x) +r(x)
olsun. Onda
f (%) = (A,(x) +agb % - x"™)g(x) + r(x)
Ogor
A(x) =, (X) +aghox""
isars etsok yaza bilorik:
f(x) = a(x)g(x) +r(x).
Belalikla, biz talob olunan gostarilisi aldig. Bu gostarilisin yeganaliyini isbat etmok Ugiin tutaq
ki, f(x) Gcln iki belo gostorilis vardir:
f(x) =a(x)g(x)+r(x),
f(x)=0a'(x)g(x)+r'(x)
olmagla, degr <deggvr=0,degr’'<deggvr' =0. Torof-torafo bu baraborliklori ¢ixag. Onda
alariq
(a(x)-a'(x))g =r'(x) - r(x)
q(x) = q'(x) olarsa, sol torofin doracasi m-don az deyil. Lakin sag terafin doracasi ise asagidaki
muinasibati 6dayir:
deg(r'—r) <max(r,r')<m.
Almnan ziddiyyat gostorir ki, g(x) = g'(x). Demali, q(x)=q'(x) va r(x)=r'(x). Teorem isbat
olundu.
Teoremin minasibati 6donarso, onda tam oadadlor halgasinda olugu kimi, f(x) béltnan,
g(x) bélan, g(x) natamam gismat, r(x) iss gal:q adlanir.
Teoremin ifadasinds r =0 oldugda f (x) =q(x)g(x) ahrg.
Tarif 1. f(x)=q(x)g(x) olarsa, onda deyilir ki, f(x) coxhadlisi g(x)-2 bolinir vo ya
g(x) ¢oxhadlisi f (x)-in bélanidir.
Masalon, X* —1=(x-1)(x+1) coxhodlisi x—1 coxhadlisine béluniir vo eyni zamanda bu
coxhadli x* —1 coxhadlisinin bélonidir. f (x) va g(x) = 0 ¢oxhadlilori verilorsa, onda
fpg < (3n(x) € KX (x) = g(x)h(x))
muinsibati K[x] goxhadlilor halgasinda binar minasibat miiayysn edir. Bu miinasibst bgliinms
munasibati adlanir va  f (x):y(x) kimi isaro olunur.
Torif 2. ©gorelo ¢ = 0 elementiolsa ki, f(x)=cg(x) onda f(x) va g(x) ¢oxhadlilori
assosasiyalanmzg coxhadlilor adlanir va bels isars olunur: f ~ g.

~ miinasibati K[x] halgasinda ekvivalentlik minasibatidir.
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Bolunma munasibatinin asagidaki xassalori vardir:
1. f(x):g9(x) va g(x):h(x) olarsa, onda f(x):h(x).
2. ceK vac=0 olrsa, f(x):c;
3. f(x)ig(x) - (Yh(x) € K[X)(f ()h(x):g(x));
4. £(x):g(x) = (Vh(x) = 0)(f (x)h(x):g(x)h(x));
5. F0h(x):g(x)h(x) > f(x):g(x);
6. f,(¥):g(x) A f,(x):g(x) > ¢, f(X)+c,f,(X):9(x);
7. £,00:9() A ,(x):g(x) > ¢, (x) f,(X) + ¢, (X) f,(x):g(x).
8. f:gxX)Aag(x):f(x)>f~g.
9. ogor f,+f,+---+f =0,+9,+---+40, olmagla, f,;:hAa---Ag,:hA---AQ,:h
munasibati 0denarss, onda f,:h.
§2. OBOB va 9KOB. Sadas xassalar

Tutaq ki, iki f,g e K[x] coxhadlilori verilmisdir.

Tarif 1. h e K[x] coxhadlisi 0 zaman f va g ¢coxhadlilarinin ortaq boloni adlanir ki, f:h
vo g:h minasibatlori dogru olsun.

Tarif 2. h e K[x] ¢oxhadlisi 0 zaman f va g ¢oxhadlilorinin an boyiik ortaq bélani adlanir
ki, f:h vo g:h minasibatlori 6donmokla, h bu goxhadlilorin har bir basga ortaq bdlonina

bolinsun.

Tarif 3. heK[x] coxhadlisi 0 zaman f vo g ¢oxhadlilorinin ortagq bolinani adlanir ki,
h: f vo h:g minasibstlori dogru olsun.

Tarif 4. h € K[x] coxhadlisi 0 zaman f vo g coxhadlilorinin an kigik ortaq béltinani adlanir
ki, h: f vo h:g minasibatlori 6donmakla, h bu g¢oxhadlilorin har bir basga ortag bdliinaninin

bdlani olsun.

On boyuk ortaq bolon birgiymatli tayin olunmamigdir. Cunki h(x) ¢coxhadlisi f(x) va g(x)
coxhadlilarinin an boyik ortaq boloni olarsa, onda ixtiyari ¢ = 0 elementi Gglin (¢ € K) ch(x) -
do onlarin an boyik ortag boloni olar. Lakin coxhadlilorinin on boyiik ortaq bolonlari igarisinds
yuksok haddinin amsali 1 olan yegana c¢oxhodli vardir. Bu coxhodli ©OBOB(f,g) kimi isars
edacoayik. Eyni deyilanlari an Kigik ortaq bolinan tgun do sdylomok olar. Yiksok amsali 1 olan
an kigik ortag boltinon OKOB(f,g) kimi isara olunur. Bozon ©BOB (gun (f, g) kimi yazilisdan da
istifads olunur.

Misal. x*-1ix+1 vo x*+1ix+1. Demali x+1, x*-1 vo x*+1 ¢oxhadlilorinin ortaq

bolanidir.
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f va g coxhadlilarinin ©BOB-in bazi xassalori asagidaki lemma va teoremlords verilmisdir.

Lemma 1. Tutaq ki, f, g vo h coxhadlilori f = ga +h minasibatini 6dayir. Onda

OBOB(f,g)=0BOB(g,h).

Isbatz. Verilon miinasibatdon gorinir ki, fva g coxhadlilorinin har bir ortaq boloni h-in
bolonidir va demoali, g vo h-in ortaq bolanidir.9ksino g va h-in har bir ortaq boloni f vo g-nin
ortaq bolanidir. Belalikls, f vo g-nin ortaq bolonlar ¢oxlugu g va h-1n ortaq bolonlor ¢coxlugu ilo
eynidir. Buna goro do ©BOB(f,g)=0BOB(g,h).

OBOB-in tapilmas: G¢tin tam adadlords oldugu kimi, Evklid algoritmi deyilon oldugca
ohamiyyatli bir Gsul vardir.

Teorem 1. Tutaq ki, f,g e K[x] ¢oxhadlilori verilmisdir vo g # 0.

a) Onda monfi olmayan elo m tam adodi tapmag olar ki,

f=gg+r;0<degr<degg,

g=rq,+r;0<degr, <degr,

r

m-2

=r, .0, +r,,0<degr, <degr, ,

Mg =60+ s By =03
munasibatlori dogrudur;

b) Sonuncu sifirdan forgli galiq verilon goxhadlilarin an boyik ortaq bolanidir.

Isbatz. @) ®vvelca f vo g coxhadlilorina galigl bélma hagda teoremi totbig edok. Onda
yaza bilorik:

f=gq+r;r=0vdegr<degg.

Ogor r=0 olarsa, onda a) bandi dogrudur. Lakin bu zaman f =gq olacaqdir vo bu iso onu
gostorir ki, ©BOB(f,g)=g (bu zaman sonuncu sifirdan forgli galiq elo g ¢coxhadlisinin 6zl hesab

olunur). ©gar g =0 olarsa, onda degr < degg . iki hal ola bilor: degr =0v 0<degr . Birinci
halda yaza bilorik: g =rg,. Lemma 1-0 asason (f,g)=(g,r)=1. Bu halda teorem yeno do

dogrudur.
Ikinci halda iso yena da gahqli bolmo hagda teoremi totbiq edo bilarik. Prosesi bu gayda
ilo davam etdirarok aliriq:

f=gq+r;0<degr<degg,

g=rqg,+r;0<degr, <degr,

r,,=r,0,+r,;0<degr, <degr, .

m—
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Gorundlyu kimi degr, <degr, , <---<degr, <degg. Lakin daracolor moanfi olmadig: Ggiin
belo ardicilliq sonsuz ola bilmaz. Yani m némrasinin miayyan giymatinds degr, =0 vo ya

r, =0 olacagdwr. Birinci halda iss r,,, =0 olacaqdir. Yani hor iki halda teoremin munasibati
dogrudur.

Teoremin isbatin1 basa ¢atdirmag tgiin bu minasibatlors ardicil olarag lemma 1-i tatbiq
etmok lazimdir: (f,g9)=(g,r)=---=(r, ,,r,)=",.

Misal. Asagidaki coxhadlilorin ©BOB-ni tapaq:

f()=x"+x>-3x" —4x-1vo g(X) =xX* +x* —x—1.
Evklid algoritmini tatbiq edok:
x4+ xP =32 —4x -1+ x*—x-1

X'+ x3—x* - x | X

—2x*-3x-1

2x° +2x% = 2x—2|2x* +3x +1
2x° +3x% + X x-1/2
—x*=3x-2

—X—=X-=
2 2

__X__
2 2

2x% +3x+1|x+1
2x2 +2x  |2x+1

X+1

X+1

0
Sonuncu sifirdan forgli galig x +1 oldugu Ugiin yaza bilorik: OBOB (f,g) = x +1.

OBOB-in tarifdon va yuxarida ishat olunan hokmlardan alinan xassalari vardir.

Xassa 1. Ogar (f,g) =h olarsa, onda [%%) =1.
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Isbat:. ©gor (i,gjzé olarsa, yaza bilerik: f = f,hd, g = g;hs . Demali, hd coxhodli-

h h
si f vo g coxhaodlilorinin ortaq bdlonidir. ©BOB-in torifina osason h bu ortag bolons
bolunmolidir, yani h:hs. Lakin hd:h oldugundan bu c¢oxhadlilor assossasiyalanmig

coxhadlilordir, yani elo ¢ € K[x] ¢oxhodlisi var ki, hé =he. Demoli, (K[x] tamlig oblasti

oldugy uglin) 6 = &. Xasso isbat olundu.
Tarif 5. 9BOB-i 1-o barabar olan goxhadlilor gars:/iql: sada ¢coxhadlilar adlanr.
Xassa 2. Ogar (f,g) =h olarsa, onda ixtiyari ¢ € K[x] ¢coxhadlisi ticiin (cf,cg)=ch.

Isbat:. Evklid algoritmindaki borabarliklorinin hamisinin hor iki torafini ¢ -ys vuraqg. ilk
iki munasibat bels olar:
cf =cgq+cr; 0<degcr <degcg,
cg =crg, +cr; 0 <degcr, <degecr,
Eyni gayda ilo har bir i t¢un
cr_, =crq; +cr,,; 0<deqcr,, <deqcr.
Qaliglt bdlmo teoremino asasan mri+1 qahg: yxaridaki boarabarliklo birgiymatli mioayyan olunur.
Buna gora do, teorem 1-5 va sonuncu munasibata asasan cf va cg ¢oxhadlilorinin O9BOB-ni cry - o
barabar olagcaqgdir. Xasss 2 isbat olundu.
Xassa 3. Ogoar (f,g)=1 olarsa, onda ixtiyari ¢ € K[x] ¢oxhadlisi Ggtin (cf,g) =(c,q).
Isbatz. (f,g)=1 oldugu ticlin xassa 1-2 asasen (cf,cg) =c. Demali, h = (cf,g) isaro etsok
alarig: g:h= gc:h. ©OBOB- nin torifino asason, (h ortaq boélon oldugu tgiin) c:h. Naticodos
ahrig ki, g:hacih.Onda(g,c):h. indi gostarak Ki, torsina, hom doa hi(g,c). Aydindir ki, (g,c)
coxhadlisi g ¢oxhadlisinin va c-nin bdlanidir. Onda o, cf hasilinin do bélanidir. Yoni (g,c) cf

va g-nin ortaq bolonidir. ©BOB-nin tarifino goro 0, h-in da bdlonidir. Deyilonlora asasan

(g,c) ~ h vo xassa isbat olundu. (har ikisi unitar coxhadlilor oldugu tgtin onlar boarabardir).

Xassa 4. Ogor (f,g) =h olarsa, onda elo u,v e K[x] ¢oxhadlilori tapmaq olar ki,

h= fu+gv.
Isbat:. Evklid algoritminds sondan avvalki barbarlikdon yaza bilorik:
M = T2 = TnaO -
Algoritm Uzro yuxar: harokot etmoklo alirniq: r, , =1, —r .0, . Bu minsibati avvalki barabor-
likds nozars alsaq
Mo = T2 = O (Fys = ToOmt) = T (4 GO s) — B30

tapirig. Prosesi bu gayda ilo davam etdirmakla, son naticads talob olunan ifadani almaq olar.
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Misal. Yxaridaki misalda ©BOB-i f vo g ¢oxhadlilori ilo ifads edok. Yuxarida aparilan
hesablamalara asason yaza bilarik:

f=gx—2x* -3x-1Lr(x)=-2x*-3x-1;

Demali,
3x+3=—4g(x) - r(x)(2x -1) = -4g(x) — (2x = 1)(f (x) - xg(x)) =
— (2x+1) F () +(2¢ —x—4)g(x).

2 f— f—
2x+1 Vo V(X) = 2X—3X4 gotirsok talob olunan gostarilisi alarig.

GOrtndlyd kimi, u(x) =

83. Gatirilmayan coxhadlilar.
Coxhadlilarin gatirilmayan vuruglara ayrihsi
Coxhadlilor halgasinda ©BOB vo OKOB anlaylslarmin olmasi, bu halgada Evklid
algoritminin varlig1 gostarir ki, sonsuz meydan tizarinda ¢oxhadlilar halgas: 6z xassslorine gors
tam odadlor halgasina banzayir. Coxhadlilor halgasinda da sado odad anlayisina uygun anlayis
vermak olar vo halganin elementlorini yeganoa gayda ilo sado elementlorin hasili soklinda
gostarmak olar.

Tarif 1. f(x) € K[x] ¢oxhadlisi 0 zaman K meydani tizarinda gatirilon goxhadli adlanir

ki, onu iki misbat daracali coxhadlinin hasili soklinda gostarmok mimkiin olsun:
f(x) = g(x)h(x);degg,degh>0.

Tarif 2. Sifirdan forgli f (x) € K[x] ¢oxhadlisi gatirilon deyilss, ona K meydan: Gizarinda
gatirilmayan ¢oxhadli deyilir.

Misallar 1. f(x)=x* -1 coxhadlisi R haqiqi adadlor meydan: {izerinds gatirilon ¢oxhad-
lidir, ciinki, X* —1=(x-1)(x +1).

2. g(x) = x* +1 coxhadlisi R hagiqi ododlor meydani tizorinda gatirilmoayan coxhadlidir.

Dogrydan da agor bu ¢oxhadli gatirilon olarsa, onda onu musbat doracali iki ¢oxhalinin hasili

kimi ancaq bir yolla gostarmok olar (vuruglarin har ikisi xatti olduqda):
X’ +1=(x-a)(x—b),a,beR.
Bu iso mimkun deyil, ¢tinki bu ¢oxhadlinin hagiqi koklari yoxdur.
3. a(x) = x> +1 coxhadlisi gatirilon coxhadlidir: x* +1= (X +1)(X* — X +1).
4. g(x) = x* +1 coxhadlisi R hogigi ododlor meydan: iizorinda gatirilmoayan coxhadlidir,
lakin 0, C kompleks adadlor meydan: tizarinda gatirilon goxhadlidir.
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Gatirilmoyan ¢oxhadlilorin asagidaki xassalori vardir.

Xassa 1. Birdaracali goxhadli gatirilmayan coxhadlidir (isbat edin).

Xassa 2. ©gar p(x) getirilmoyan ¢oxhadli, f(x) iso ixtiyari coxhadli olarsa, onda ya
f(x):p(x) vaya (f(x), p(x))=1.

Isbat:. (f(x), p(x))=a(x) isaro edok. Onda p(x):a(x) vo buna goro do elo b(x)
coxhadlisi var ki, p(x)=a(x)b(x). Sag torafdoki ¢coxhadlilordon biri sifir doracali olmalidir, oks
halda p(x) gatirilon coxhadli olacagdir. ©gar bu b(x) coxhaodlisi olarsa, onda p(x) ~a(x) va
demali, f(x):p(x).Oks halda isa (f(x), p(x))=1. Xasss 2 ishat olundu.

Xassa 3. Ogar p(x) vo q(x) getirilmayan ¢oxhadlilor olarsa, onda p(x)~q(x) vo ya
(q(x), p(x)) =1.

Bu xasss bilavasits xasss 2 —don almnr.

Xassa 4. Ogar p(x) gatirilmoayan ¢oxhadli olarsa, onda ixtiyari gq(x) ~ p(x) coxhadlisi do
gotirilmayan olar.

Xassanin isbat1 bolinmonin xassalorindan almir.

Xassa 5. ©gor p(x) gotirilmoyan ¢oxhadli olarsa vo f(x)g(x):p(x) olarsa, onda
f(x):p(x) veya g(x): p(x).

Isbat:. Forz edok ki, mosalon f(x)/p(x). Onda xassa 2-yo osason, (f(x), p(x))=1.
OBOB-un xassasino gors elo u(x),v(x) € K[x] ¢oxhadlilori vardir ki, fu+ pv=1. Borabarliyin
har iki torafini g(x) coxhadlisina vuraq. Alinan fgu+ pgv =g baraborliyinin sol torafi p-ys
bolundr. Demoali, g(x): p(x) . Xasso 5 isbat olundu.

Qeyd edok ki, xassa 5-in hokmi ixtyari sayda vuruglarin hasili t¢un do dogrudur.

Bu xassalor gostarir ki, gatirilmoyan goxhadlilor 6z xssalari ilo sado adadlora banzayir.
Asagidaki teorem bazan ¢oxhadlilor halgas: tgiin hesab:n asas teoremi adlandirilir.

Teorem 1. Ixtiyari misbot doracali coxhadlini gatirilmayan coxhodlilorin hasili soklinds
gOstormok olar vo iki belo ayrilisda vuruglar bir birindon diizilus siras ils vo ya sabit vurugla
farglona bilar.

Teorem 1-o osason ogor c¢oxhadlinin gatirilmayan wvuruglara ayrilisinda ancaq
normalasmis ¢oxhadlilor gotirilorsa, onda hor iki ayrilisa eyni vuruglar daxil olacaqdir vo iki
ayrilis ancaq vuruglarin duzilis sirast ila forglons bilor.

Teorem 1-in isbat:. Teoremi musbat doracali f(x) ¢oxhadlisinin n daracasine gore
induksiya metodu ilo ishat edok.

Forz edok ki, degf =n=1. Bu halda xasso 1-o asason f(x) coxhadlisi gatirilmoyan

coxhadlidir va bu halda teorem dogrudur, yani ¢oxhadli bir vurugdan ibarat hasil soklindadir.
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Induktiv forziyya gobul edok, yani tutaq ki, teoremin hokmi daracasi n-1-don boyiik
olmayn ¢oxhadlilar tglin dogrudur. Gostarak ki, teorem n daracali goxhadlilor tGglin dogrudur.
Ogor f(x) ¢oxhadlisi gatirilmayan olarsa, onda teorem dogrudur. 9gar f (x) ¢oxhadlisi
gotirilon olarsa, onda onu iki misbat daracali goxhadlinin hasili soklinds yazmagq olar:
f(x) =g(x)h(x).
Sag torafdo hor iki goxhadli musbat daracali oldugu Ggln har iki vurugin daracasi n-1-don boyik

deyil. induktiv forziyyays géra onlarin har ikisini sada vuruglarin hasili soklindo yazmagq olar:
9=pP P, =00, 0.
Bu ayriliglari yuxarida nozors alsag, onda talob olunan ayrilisi alarigq: f =p,p,---p, 0,0, --0.
Indi iso gostarak ki, iki ayrilis bir birindan ancaq assosasiyalnmis vuruglarin diizilis sirasi ilo
farglona bilar.
Tutaqg ki, f(x) ¢oxhadlisi iki yolla gatirilmayan vuruglara ayrilmisdir:
F=pp, P =000 (1)
Gostorok ki, k =m olmagla, sol torafdoki har bir vuruq sag torafadoki vuruglardan he¢ olmazsa

biri ilo assosasiyalanmigdir. Forz edok ki, m>Kk. (1) barabarliyinin sol torsfi p,-o bolundr.
Demali, onun sag terofi do p, -0 bollndr. Xasss 5-a asasen sag torafdoki vuruglardan biri p, -o
boltindr, masalon g,: p,. Bu ¢oxhadlilorin har ikisi do gatirilmayan oldugu tgin xasse 3-0 gore
o, ~ p,, Yaxud elo ¢, e K[x] var ki, g, =c,p,. Bu barabarliyi (1) —do nazers alaq va hor iki torofi
p, -0 bolok:
P2 Pk =y o0y € €K
Eyni mihakimalari tokrar etmokla, k sayda addimdan sonra asagidaki baraboarliyi alarig:
1=C---Cl -y, -

Sag torafin doracasi sifirdn boyukddr. Sol torafds iso sifir doracali ¢oxhodli dayanmigdir. Bu

ziddiyyat gostorir ki, m >k forziyyasi dogru deyil. Eyni qayda ilo gostarmak olar ki, k > m hal
da mumkin deyil. Demali, m=k vo q, ~ p;,..., 0 ~ Py . Teorem 1 ishat olundu.

Olbotto gotrilmoyan wvuruglara ayrilisa daxil olan c¢oxhadlilor tokrar oluna vo ya
assosasiyalanmis ola bilor. ©gar gatirilmayan goxhadlilari unitarlasdirsaq (normalasdirsaq), onda
ayrilis bu soklo dusar:

f=cp-p; (2
burada ¢ muayyan sabit, p,,..., p, 1so gatirilmayan unitar goxhadlilordir. (2) barabarliyinds tokrar
vuruglari onlardan birinin qlvvati ilo avoz etsok yaza bilorik:

f=cqg™---q. (3)
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Sag torofdo artiq q,,...,q, mixtalif gatirilmoayan unitar ¢oxhodlilordir. Belsliklo biz asagidaki

r

teoremi isbhat etdik.

Teorem 2. Musbat doracali hor bir c¢oxhadlini, vuruglarin dizilus sirast nozora
alinmamagqla, yegano qayda ilo sabit vurugla mixtslif unitar gotirilmoyan ¢oxhadlilorin
quvvatlorinin hasili soklinda gostarmok olar.

(3) hasili goxhadlinin kanonik ayrifis: adlanir. Teorem 2-yo osason kanonik ayrilis
yeganadir.

84. Coxhadlinin formal toramasi

Tutaq ki, K meydani tizorinde K[x] ¢oxhadlilor halgas: verilmisdir. Basqga bir y doayisoni
(yani K[x] halgas1 Gzirinda transsendent element) gotirok. Onda biz K[x][y] transsendent
genislonmasini qura bilorik. Bu genislonmo amsallart K[x]-da x -don asili coxhadlilor olan va'y
dayisonindon asili olan coxhodlilorin halgas: olacagdir. Bu halgan1 K[x,y] kimi, onun
elementlraini iso f(x,y) kimi isaro edocoyik. Bu yeni halga hom K[x] vo ham do KJy]
halglarini alt halga kimi daxilins alir.

Hor hansi f(x) e K[x] ¢oxhadlisi gotirok. Riyazi analiz kursunda f (x) g¢oxhadlisinin

tOromosi asagidaki limit vasitasi il tayin olunur:

lim f(x+y)- f(x).

y—0 y

(1)

Ogor limit isarasi altinda olan ifadodo moxracdoki y-don yaxa qurtararaq, tam ifado almaq
mumkan olsa, téromeni sadaco y =0 gobul etmoklo hesablamaq olar. Bu fikir téromoni limit
anlayisina miraciot etmodan, cabri yolla miayyan etmoyo imkan verir. (1) ifdosinds oldugu kimi
ovwalco Af(x,y)= f(x+y)— f(x) forgini dlzoldok. f(x)=a,x"+ax"*+---+a, x+a,
yazag. Alinan farq K[x,y] halgasinda y-dan asili ¢oxhadlidir vo y =0 olduqda Af (x,0)=0.
Bezu teoremino gbro bu c¢oxhadli y-o bolinldr. Qismoti Df(x,y) Kkimi isaro edok:
Af (x,y) = yDf (x,y) . (1) barabarliyinda nisbat Df (x,y) olacaqdir. TOramoni almaq tigiin y =0
qoabul etmok lazimdir.

Tarif. ®(x,0) coxhadlisina f(x) coxhadlisinin formal toéromasi deyilir vo adi tOroma

kimi ( f'(x)) isara olunur.
" - df . . .
Cox zaman téromo lglin Df | P isaralorindon ds istifads olunur.

f(x)=a,x"+a,x" " +---+a_,x+a, coxhodlisinin gostarilon qayda ilo formal téromosini
hesablayaqg.
Af(x,y) = f(x+y)-f(x)=
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= ((x+y)" =x") +a(x+y)"" =x") + o+ a (X +Y) - ).
Molum ayrilisa asasan, k >1 oldugda
(X+y) —x* = y((x+ V) (X Y (X V)X + xk‘l).

Bu ifadalori yuxaridaki barabarlikds nozars alsag, onda ®(x,y) Ugtn bels bir ifads alinar:

Df (x,y) = ao((x F V)X Y) T (X Y)XTE x”’l)+

+ ai((x FY)" P (X Y) T (X Y)XT x”’2)+ ce+a .
Indi iso yuxarida géstorildiyi kimi y =0 gobul edorak tapiriq:

Df (x,0) = f'(X) =na,x" ' +(n-Dax" > +---+a,,.
Xiisusi halda (x™) = mx™™*.
Gorundiyd kimi n daracali goxhadlinin téromesi n-1 doracali goxhadlidir. Buna gors do

onun da tOramasi vardir va bu téromo verilon ¢oxhadlinin ikinci téromasi adlanir vo f"(x) kimi

isaro olunur. Eyni gayda ilo ¢oxhadlinin daha yiiksok téramolori toyin olunur. Umumiyyatlo,
istanilon manfi olmayan k >0 tam adadi Uglin f (x) ¢oxhadlisinin k-c1 téromasi va ya k-c: tartib

k
formal toramoasi vardir vo f®(x) kimi isars olunur (bozen C;TI vo ya D*f kimi yaziliglardan
da istifado olunur). k=0 oldugda f®(x)= f(x) hesab olunur. “Formal tdreme” ifadssi iso

sadaco “tOromoa” s0zl ilo avoz olunur.

Toromonin asagidaki xassolori vardir:

D(f+9)=1'+9";

2) (Vce K)((cf))=cf';

3)(fg)' =fg+ fg';

4)(f™) =mf™ . £,
Bu xassalori ishat edok.

1) ¢=f+g isaro edok. Onda, @(x+y)—@(x)=(f(x+y)-f(x)+(g(x+y)-g(x))
munasibatindan aliriq:

Ap(x,y) =p(x+Yy) —(x) = yDo(x,y) =
= yDf (x, ) + yDg(x, y) = y(Df (x,y) + Dg(x,y)).
Belalikla, coxhadlilarin barabarliyindan aliriq:
Do(x,y) = Df (x,y) + Dg(x,y) .

y =0 goabul etsok talob olunan barabarliyi alariq:

' (x)=f'(x)+9'(x).
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Bununla xasss 1) isbat olundu.
2)Xasso 2-nin isbati asanligla xasso 1) —in isbat1 yetirilon tGsulla aparilir.
3)Xasso 3)-U ishat edok. h = fg isaro edok. Yuxarida oldugu kimi
Ah = f(x+y)g(x+y)- f(x)g(x) =
= f(x+y)g(x+y)— f(x+y)g(x)+ f(x+y)g(x) - £ (x)g9(x) =
= f(x+y)(g(x+y)—g(x)) + (f (x+y) - £(x)g(x) =
= f(x+Y)Ag(x,y) + Af (x,y)9(x) = yf (x+ y)Dg(x, y) + yDf (x, y)g(x).
Lakin Ah=yDh(x,y) oldugu Gglin buradan asagidak: munasibati aliriq:
Dh(x,y) = f(x+y)Dg(x,y)+g(x) fg(x,y) .
y =0 goabul etsok talob olunan barabarliyi alariq:
h'(x) = £'(x)g(x) + £ (x)g'(x).
4) Sonuncu xassanin isbatina baxag. Isbati m adadina gors induksiya usulu ils aparag.
m=1 olarsa, xassa dogrudur. Farz edak ki, xassanin hokmi m-1 t¢un dogrudur. Onda xasss 3-a
gora
(F7)' = (F- ™0y = £ (™ + £ (F) =
="+ (m=-)f'- f" =mf"
cunki induktiv farziyyays asasan
(f" =(m-f"?f"

Xasso ishat olundu.

85. Coxhadlinin x-c ikihadlisinin quvvatlari tGzra ayrihsi.
Teylor dusturu

Forz edok ki, hor hansi n doracali f(x) e K[x] coxhadlisi verilmisdir. Ixtiyari ¢ e K

elementi gotlrak va bu ¢coxhadliys Bezu teoremini totbiq edok:
f(X)=(x-c)f,(X)+1,;r,=f(C). (1)
Burada f,(x) ¢oxhodlisi doracasi n-1 olan ¢oxhadlidir. Bu coxhadlinin amsallarn: vo r, galigini
Horner sxeminin kdmoayi ilo tapmaq olar. Eyni mihkimalori f (x) coxhedlisi Gg¢lin do yerina
yetirmoak olar. Bels Ki,
f,(xX)=(x-c)f,(x)+r;rn="f(c)eK.

Alinmis ifdoni (1) barboarliyinds nozars alsaq, onda asagidaki barabarliyi alariq:

f(x)=(x=c)[(x=c) f,(x) + 1]+, = (x—c)? f,(X) + £ (X—C) +T,.
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Aydindir ki, f,(x) coxhadlisinin doracasi n-1-o, f,(x)-in dorocesi n-2-yo borabordir. Bu
muhakimalari m dofs tokrar etsok, alariqg:
f()=(x=c)"f (X)+r _,(X=C)" " +--+r(X=C)+I,.
m=n oldugda f_(x) ¢oxhadlisinin daracasi 0-a barabar olacaqdir (yani o, K halgasmin elementi
olacaqdir) va belsliklo biz asagidaki baraborliyi aliriq:
f()=r (x—=c)"+r _(x—c)" ' +--+r(x-C)+r,. (2
Biz asagidaki teoremi ishat etdik.
Teorem 1. ixtiyari n doracali f(x) e K[x] coxhadlisi va ixtiyari ¢ € K elementi tigtin elo
Iy, 1., 1, € K elementlari tapmagq olar ki,
f(X)=r(x=c)"+r _,(x=C)" " +---+r(x-C)+r,
munsibati 6dansin.
Misal 1. f(x)=x*-4x>+6x>-8x+10 c¢ox hadlisini x-2-nin qivvatlori Gzro ayiraqg.
Teorem 1 -in ifadasino daxil olan ayrilig amsallart Horner sxeminin kémoayi ilo tapila bilar.

Bunun dgln bu sxemi ardicil olarag ¢oxhadlinin 6zilina, daha sonra galiglh bélma zaman: alinan

natamam gismata, sonra iss yeni natamam gismata va S. totbiq etmok lazimdir.

1 0 4 6 8 10
1 2 0 6 4 18
1 4 8 22 48

1 6 20 62

1 8 36

1 10

1

Cadvaldan gorinduyd kimi 1, =18, r, =48,r, =62, ,=36, r, =10, I; =1 va belalikls,
f(X)=(x—2)° +10(x —2)* +36(x — 2)> +62(x — 2)* + 48(x — 2) +18.

(2) ayriligmin amsallarmi f(x) ¢oxhadlisinin tOramalari vasitasi ilo do ifado etmok olar.

Yuxarida deyilanlors asason aydindir ki, r, = f(c). Bu, (2) ifadasinds x dayisonini bilvasits ¢ ilo

ovoz etmoklo do alina bilar. (2) baraborliyinin hor iki torofini diferensillayaq (yoni har iki

tarafdon toromo alaqg). Onda, téromonin yuxarida sadalanan xassalarini totbiq etsok yaza bilorik:
f'(x)=rn(x—c)"" +r_ (n-D(x-c)"?+---+2r,(x—c)+r,. (3)
X dayiganini ¢ ilo avaz edak: f'(c) =r,. (3) barabarliyini tokrar diferensiallayaq.

f'(x)=rn(n-)(x—c)"*+r_,(n-=1)(n-=2)(x—c)" > +---+2r,.
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Yenoa da x dayisanini ¢ ilo avaz edorok alirig: f"(c) = 2r,. Ymumiyyatls, ixtiyari 1<k <n tam
ododi Uguin
fOX) =rn(n-1---(n-k+1(x—c)"™* +
+r_ (n=)(n-2)---(n—K)(x=¢)" ™ " +---+KIr,.
x doyisonini ¢ ilo ovez etdikde buradan f® (c) =k!r, borabarliyini alirig. Tapilan giymotlori (2)

barabarliyinds yerinos yazaq. Belaliklo, biz asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem 2. Ixtiyari n doracoli f(x) e K[x] ¢oxhadlisi va ixtiyari ¢ e K elementi {iglin

Teylor disturu adlanan asagidaki dustur dogrudur:
" (n)
f(x)=f()+ f’(c)(x—c)jt%(x—c)2 +---+%(x—c)” .
Qeyd edak ki, bu ayrilis riyazi analiz kursundan da malumdur.
Misal 2. Yuxarida verilmis misaldaki goxhodlini Teylor disturundan istifads etmoklo x-2-

nin qiivvatlori tizre ayiraq. Bunun tciin  f (X) = x* —4x> + 6x* —8x +10 coxhadlisinin ardicil

tOramoalarinin c=2 ndqtasinda giymatlorini hesablayag.
f(2)=32-32+24-16+10=18.

f/(x) =5x* —12x* +12x - 8; f'(2) =80—-48+24—-8 = 48.
f"(x) = 20x° —24x +12; £"(2) =160—48+12=124.
f"(x) =60x% — 24; f"(2) = 24024 =216.
fV)(x) =120x; f)(2) = 240.
fV)(x) = fV)(2) =120.

Teylor disturuna asasan yaza bilarik:

124 o 216 o 240 o 120
2! 3 41 5!

= (X—2)° +10(X — 2)* +36(x — 2)° + 62(x — 2)* + 48(x — 2) +18 .

f(X)=18+48(Xx—2)+ —(x—-2)* + —(x-2* + == (x-2)*' + —=—(x-2)° =

Toromonin xassalarina asasan hasilin va quvvatin téromolarini hesablamagq olar. Bazon iKi
coxhadlinin hasilinin ylksak tortibli téromosini hesablamaq lazim golir. Asagidki teorem bunun
ucln Leybnis dusturu adlanan faydal: vasits verir.

Teorem 3. ixtiyari n natural adodi iglin asagidaki borabarlik dogrudur:

n
(uv)(n) _ zcrl:u(n—k)v(k) .
k=0

Isbat: Teoremi induksiya metodu ilo isbat edok. n=1 oldugda teorem xasso 3-don ahnur:
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1
vy =Y CAu™ N =uv+uv
k=0

Forz edok ki, teorem n-1 tglin isbat olunmusdur, yani
n-1
(uv)(n—l) _ Zc:ilu(n—l—k)v(k) . (1)
k=0

Gostoarak ki, 0, n tictin do dogrudur. (1) barabarliyinin hor iki tarafinin tdromasini alag:

4 i

n-1 n-1
(uv)(n) — (Zc:lu(nlk)v(k)j — (C:ilu(n—l—k)v(k)) —
k=0

k=0

n-1 n-1 n-1
_ ch,l{u(nfk)v(k)-i- (" ) }= ZC:,lu(nfk)V(k) _i_zcr:ilu(nflfk)v(kﬂ) _
k=0 k=0 k=0

n-1 n
— Zcﬁilu(n*k)v(k) _}_chju(nfs)v(s) :
k=0

s=1
yuxarida biz ikinci comdo s=k+1 ovozlomasi apardiq. Birinci comds k=0 ikinci comds isa s=n
giymatlorine uygun toplananlari ayirag; bu toplananlarin comi u™v +uv®™ ifadssina borabordir.
Comin bu toplananlar: atdigdan sonra galan hissasinda k vo s indekslori eyni giymatlor alir. Bu

iki comi bir comda birlasgdirak:

n-1
(CE + CE im0,

k=1
Moétorizo igarisindoki com, binomial amsallarin xassesine asasen, C* -ni verir. Lakin C° =C" =

=1 oldugu ¢un avval ayirdigimiz iki toplnani da birlagdirarak, ahriq:
n-1 K K K n
=Y Cou™ WO L Cu NG =y Oy uv™ +
k=0 s=1

n-1 n
+ (an,l + anjll)J(”’k)v(k) = Caulmie,
k=0

k=1

Teorem 3 isbat olundu.
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FOSIL I11. Tokrarlanan vuruglar

Yuxarida biz ¢oxhadlinin kokl anlayisini verdik. Bir sira mosoalalords tokrar kdk anlyisi
muhum rol oynayir. Orta moktob kursundan malumdur ki, x dayisoni artarag, x = a noqtesindon
kecdikde x—a vo (x—a)> coxhadlilori 6zlorini mixolif cir aparirlar. Birinci funksiya 6z
isarasini dayisir, yoni onun grafiki absis oxunu kasarok, asagi yarimmustavidon yuxari
yarimmdstoviys kegir, ikinci funksiya isa 0z isarasini doyismir vo grafik yuxari yarimmdastovida
galir. Birinci halda grafik absis oxunu kasarak kegir, ikinci halda iss ona toxunur. Kok otrafinda
coxhadlilorin 6zlnu aparmasmida bu clr mixtalifliyin sobabi koklorin mixtalif tokrarlhiga malik

olmasindadr.

81. Takrar koklar
Tutaq ki, har hanst K tamlig oblasti tizarindo K[x] ¢oxhadlilor halgas: verilmisdir. ¢c e K

elementi f(x) e K[x] coxhadlisinin koku olarsa, onda Bezu teoremino asasan,
f(x)=(x-c)f(x).
Ola bilar ki, c elementi f,(x) coxhadlisinin ds kéki olsun. Bu halda Bezu teoremini tokrar tatbiq
etmoaklo,
f(x)=(x-c)* f,(x)
yaza bilorik. Bu prosesi mioayyn bir f (c)#0 sortini ddoyan coxhadli alinanadok davam
etdirmoak olar.
Tarif 1. c € K elementi 0 zaman f(x) € K[x] ¢oxhadlisinin k tokrarl:gina malik (k dafa
tokrarlanan, takrarl:q daracasi k olan, k- gat) koki adlanir ki,
f(x)=(x-c)*g(x);9(c) %0
munasibatlari 6dansin.
k=1 olduqgda c sada kok adlanir. ©gar ¢ kok deyilsa, onun tokrarligi 0-a barabardir.
Misallar. 1. x=1 odadi x* —1 coxhadlisinin sado kokiidir. Dogrudan da,
X? —1=(x-1)(x+1).
2. c=-1 adodinin f(x) =3x>+2x* + x> ~10x -8 coxhadlisinin hans1 tokrarhga malik

koki oldugunu miiayyan etmok Gctin ardicil olarag Horner sxemini tatbiq edok.

3 2 1 0 -10 -8
3 -1 2 ) -8 0
3 -4 6 -8 0

3 -7 13 21
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Cadvaldon gorindiyi kimi -1 adadi ham verilan ¢coxhadlinin, hom da onun x+1-a béllinmasindan

alinan gismatin kokuidur. Bezu teoremina gora
f(Xx)=(x+2)*(3x> - 7x* +13x - 21).

Belalikla, -1 adadi verilon goxhadlinin tokrarligi 2 olan (v ya ikigat) kokudur.

Teorem. c € K elementinin f (x) € K[x] ¢oxhadlisinin k tokrarligina malik koki olmasi
ucln

f(c)=f'c)=---=F«D@)=0AT® (@) 20 (2

minasibatlorinin 6danmasi zaruri va kafi sortdir.

Isbat:. Forz edok ki, ¢ elementi f(x)-in k tokrarligina malik kokudir. Onda, torifa
05asan

f(x)=(x-c) g(x);9(c) = 0.

Leybnis dusturuna gors yaza bilarik:

F90 =3 Crl(x-9 9 (0 = (x-0)* g9 +

+ZS:CS'k(k —D-(k=r+D(x-c)"gt " (x).

r=1

Borabarlikdan gorundiyd kimi s <k olduqgda butln toplananlrda x — ¢ vurugu vardir. Demoali,

s<k oldugda f®(c)=0. s=k olarsa iso comds k!g(x) toplanan: daxildir va o, x-i ¢ ilo avoz

etdikda sifra cevrilmir, yoni f®(c) =klg(c) # 0. Demali, teoremin sorti zoruridir.

Indi iso kafi sorti isbat edok. Yoni (2) sortlorini qobul edorok, gdstorak ki, ¢ tokrarhg: k

olan kokdir. Teylor disturuna asasan
" (n)
f(x)=f(c)+ f’(c)(x—c)jt%(x—c)2 +~~+%(x—c)” :

Bu borborlikds ilk k syda toplann sifra barbardir. Demali,

IR A O PRI LSO PRSI 11> PRI
f(x)= 0 (x C)+(k+1)! (x=c)"+--+ " (x-c)" =
(190 90 00,
=(x c)( k! +(k+1)! (X=c)+---+ o (x=c¢) J

Ogor

9% "), P, ek
900 = k! +(k+1)! (x=C) 4ot n! (x=¢)

isars etsok asanlqla gora bilorik ki, sorto asasan
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f (k)(c)
k!

#0.

=(x-0)"g(x) A g(0) =

Teorem isbat olundu.
Misal. a vo b haqgigi adedlorinin hans: giymatlorindo f(x)=x°+ax®+b coxhadlisinin

sifirdan forgli ikigat koki vardir?
Holli. Coxhadlinin téromasini tapag:

f'(x) =5x* +3ax’; f"(x) = 20x° + 6ax..
Hor hanst ¢ # 0 aodoinin ikigat kdk olmasi Gi¢lin yuxaridaki teorema asasan

c’+ac®+b=0,
5¢* +3ac? =0,
20c®+6ac #0

N 5¢? T
miinasibatlori ddonmolidir. ikinci sortdon alirig: —5¢ :3a:>a:—?. Bunu birinci tonlikda

nazars alsaq, yaza bilarik:

3-cii minsibatindan iso alirig.

30c® 0.

1/5
Bu sort 6danir,clinki ¢ = 0. (3)-o asasan c=(7J . Bunu a dc¢un alinan baraborlikds yerino

{3 (33
2 S) 2

108a° +3125° =0,a#0.

yazaq:

yaxud

Cavab1 bir xususi hal Uglin yoxlayaq. Tutaq ki, a=-5; onda b=6v3. Demali, c=+/3. Bu
giymati f(x) Vo f'(x)-in ifdelorinda yerino yazag: f(y3)=9v3-5.3/3+6J3=0 vo

#(\3)=5-9-15.3=0, lakin f'(+/3)=20-3y3-6-53=—-10V3 0. Buna goro do c=+3
ikigat kokdar.

82. Tokrarlanan vuruglar
Tokrar kok anlayisinin imumilosmasi tokrarlanan vurug anlayisidir.

Tarif. Gatirilmoyan p(x) ¢oxhadlisi 0o zaman f (x) ¢oxhadlisinin zokrarl:g: k olan
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vurugu (yaxud k-gat vurugu) adlanir ki,
00 =(p(0)) 909 A g p(x)

munsibati 6dansin.

Misal. p(x)=x*+1 coxhadlisi f(X)=x>—x*+2x>-2x* +x—1=(x* +1)*(x-1) cox-
hadlisinin 2-qgat vurugudur.

Teorem 1. Gatirilmayan p(x) coxhadlisinin f(x) coxhadlisinin zaokrar vurugu olmasi
ticiin (f(x), f'(x)): p(x) sartinin ddenmasi zaruri v kafidir.

Isbat:. Tutaq i,

F()=(p(x)) g(x) A g (¥ p(x),
yani p(x) ¢oxhadlisi f(x) coxhadlisinin tokrarhig: k olan vurugudur. Onda,
F'00 =k(p()) P9 () +(p(x)) 9'(x).

Ogor k>1 olarsa, sonuncu comin hor iki toplanani p(x) coxhadlisino boltndr va demoali,
(00, £00):p(x).

indi iso forz edok ki, (f(x), f'(x)): p(x). Tutaq ki, p(x) ¢oxhadlisi f(x) goxhadlisinin
k-gat vurugudur. Gostorak ki, k >1. ©ksini forz edok tutaq ki, k=1. Onda

f(x) = p(x)g(x) A g(x) p(x).
Bu halda
F'(x)=p'(x)g(x) + p(X)g'(x) .
p'(x) coxhadlisi p(x) c¢oxhodlisine bolinmir, cinki onun dearocasi p(x) coxhadlisinin
daracasindan kigikdir. g(x) goxhadlisi do p(x) ¢oxhadlisine bolinmir vo demali,
f'(x) p(x).

Bu isa teoremin sortino ziddir. Demoli, k >1 vo p(x) ¢oxhadlisi tokrar vuruqdur. Teorem 1 ishat

olundu.

Natica. Gotirilmayan p(x) c¢oxhadlisinin f(x) c¢oxhadlisinin tokrarhg: k olan vurugu

olmasi Gglin onun f'(x) ¢oxhadlisinin tokrarhg: k-1 olan vurugu olmasi zaruri vo kafidir.

Misal. f(X)=x®=6x"—4x*+9x*+12x+4 coxhodlisinin tokrar k&klorini

taparag, onu gatirilmoyan vuruglara ayirag.

Teorem 1 —i tatbig edarak avvalca verilon ¢oxhadlinin téromosini tapag.
f/(X) =6x° —24x° —12x* +18x +12=6(x" — 4x> — 2x* + 3x + 2) .
Evklid algoritmini tatbig edorok, OBOB (f (x), f'(x)) -i miioyyon edak.
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X% —6X* —4x> +9x* +12X + 4| x> —4x° — 2X° + 3x + 2
X°—4x* —2x°+3x*+ 2x | x

—2x* —=2x* +6x% +10x+ 4

Bolmoni davam etdirak.
X°—4x° - 2x* +3x+2 |x*+x*-3x*-5x-2

X°+x*=3x*-5x* - 2x | x-1

—x =X +3x%+5x+2
—x*—x®+3x* +5x+2
0

Beloliklo, ®BOB(f(x), f'(x))=x*+x*—3x* ~5x—2. Asanhgla gormok olar ki, f(-1)=0.

Demoali, f(x):(x+1).HOrner sxemini tatbig edorak tapiriq:

1 1 -3 -5 -2
-1 1 0 -3 -2 0
-1 1 -1 -2 0
-1 1 -2 0

Sonuncu gismat X —2-yo borabordir vo 0, x+1-5 bélunmir. Bun géro do OBOB ( f (x), f'(x))
Ucuin bels bir ayrilis aliriq: (f (x), f’(x)) =(x+1)°(x—2) . Teorem 2-ya asasan bu onu géstarir ki,
x+1 ikihadlisi f (x)-in 4-gat, x-2 ikihadlisi iso 2-gat vurugudur. Verilon ¢oxhadlinin ylksok
omsali 1 oldugundan yaza bilarik:

f(X)=(x+2)*(x—-2).

83. Faktorial halga. Faktorial halga tUzarinds
coxhadlilar halgasimmin faktorialhig:

Tutaq ki, K tamhq oblastidir. o € K elementi o zaman dodnon element adlanir Ki,
(3B eK)(apf =1) minasibati 6donsin. Tutaq ki, pe K elementi K halgasinin ixtiyari
elementidir.

Torif 1. Ogor p elementi tGglin p=p’'p"olmagla p’ vo p” donon elementlor deyilso,
onda p e K gatirilon element adlanir. Gatirilmayan (gatirilon olmayan) element sada element
adlanr.

Toarif 2. Ogor K halgasinin har bir sifirdan forgli vo dénan olmayan elementi yegana
gayda ilo gotirilmoyan elementlorin hasilino ayrilarsa belo halga faktorial halga yaxud Qaus

halgas: adlanir.
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Qeyd edok ki, a elementinin sado elementlorin hasilina yegano gayda ilo ayrilis

dedikds,

a=p;...p, =0,..0;
kimi iki ayrilisgin olmasindan m=s vo muoyyan yerdoayismoadon sonra p, ~0,..., P, ~ 0,
munasibatlarinin 6donmasi nazards tutulur.

Moalumdur ki, K meydan oldugda K [x] goxhadlilor halgasinda sads vuruglara ayrilis vo
onun yegansliyi hagda teorem dogrudur. Lakin K tamhq oblast1 oldugda K[x] halgasinda sada
vuruglara ayrilis masalasinin taqqiqi K halgasmin 6ziinln xassalari ilo six olagadardir. Gostorak
ki, K halgas: faktorial halga oldugda, K[x] halgas: da faktorial halga olacaqdir.

Tutaq ki, K faktorial halgadir. F ilo K-nin nisbatlor meydanini isara edok. Malumdur ki, F
meydaninin har bir sifirdan forgli elementi a/b kosri soklindo yazila bilor vo burada
a,be K =K\ {0}.

Torif 3. Tutaq ki, f(x)eK[x] olmagla f(x)=a,+ax+...+a,x". Onda, a,...a,
elementlorinin an boyiik ortaq bolanina f goxhadlisinin mazmunu deyilir.

F goxhadlisinin mozmununu C(f) ilo isaro edok. C(f)~1 olan goxhadli basit coxhodli
adlanir. Belalikls,

C(f)=0BOB(a,,a,,....a,).
OBOB —nin xassasina gora C(f) donan element daqiqiliyi ilo birgiymatli tayin olunmusdur.
Yani ¢, va ¢, eyni bir coxhadlinin iki mezmunu olarsa, ¢, ~c,

Misal.  f(x)=2x*+6x? +15x—4 coxhodlisi bosit coxhodlidir, ciinki, (2,6154)=1.
9(x) = 4x* +16x +14 goxhodlisi isa bosit goxhadli deyil, giinki C(f)=2.

Lemma 1. Tutaq ki, c(f)=d . Onda elo basit g e K[x] coxhadlisi var ki, f=dg.

Isbatz. Tutaq ki,

f(x)=a, +aX+...+a,x

vo ¢(f)=d=(a,,..a,).Onda a,=dby,.,a =db, vo (b,b,..,b,)~1. Onda
f(x)=d(b, +b,x+...+b,x")= dg
vo c(g)~1.
Notica. Ogor f(x) K|[x] halgasinda gotirilmoyan coxhodli olarsa, onda f(x) bosit

coxhadlidir.
Isbat:. ©ksini forz edok. Tutaq ki, f coxhadlisi basit deyil vo d=c (f). Onda Lemma 1-
gora f=dg va g basit ¢coxhodlidir. d elementi dénon olmayan elementdir. Belaliklo, f gcoxhadlisi
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K[x] halgasinda iki dénon olmayan d vo g elementlorinin hasili soklindadir. Demali, f goxhodlisi
K[x] halgas: izorinds gotirilon elementdir ki, bu da sorto ziddir. Alinms ziddiyyat géstoriri ki,
f(x) basit goxhadlidir.

Lemma2. Forz edok ki, f vo g basit coxhadlilor olmagla, sifirdan forgli ¢ vo d e K
elementlori Gglin

cf=dg

minasibati 8donir. Onda ¢c~d va f ~g

Isbatz. Lemma ¢ va d elementlori dénon oldugda dogrudur. Farz edak ki, ¢ donan element
deyil. K halgas: faktorial oldugundan elo sads p;,..., p, elementlori var ki, ¢ = p,---p,. Belalikls,
har bir i Gglin (i=1,..., k)

dg:p, >d:p,vg:p,.

g:p; olarsa, onda g =nh-p, vo demali, g basit coxhadli deyil. Demoali g/ p;, miinasiboti 6danir.
Demoli, d:p, olmahdir. Belaliklo, d:ic, yoni d=cm vo buradan iso F=mg alrig. f:m vo
m e K olmasindan aliriq ki, m donan elementdir (oks halda f basit olmazdi). Belaliklo, f ~ g .

Lemma 2 isbat olundu.
Lemma 3. Ogar K[x] halgasinda basit f vo g coxhadlilori F[x] halgasinda assosasiali

olarsa, onda onlar K[x] halgasinda da assosasiyahdir.
Isbat:. Sorto osason F[x] halgasinda f ~ g .Yoni elo aeF varki, a=0 vof =ag.

Tutaq ki,

a=3, a,bek.
b

Onda yaza bilarik.
bf=ag.
Lemma 1-0 osason K[x] halgasinda a~b vo f ~g.Demoli, a=¢b vo f =5g. Bu halda
(burada & vo 0 K-da donon elementlordir) bf = &bdg , yaxud f =e&dg . Lemma 3 isbat olundu.
Lemma 4. (Qaus) . ki basit coxhadlinin hasili basit coxhadlidir.
Isbat:., Forz edoak ki,
f(x)=aXx" +ax" " +..+a,
9(x)=b,x™ +b,x™* +...+ b,
coxhadlilari basit goxhadlilordir. Onda,

m—+n-1

f(x)- g(x)=c,x™" +c,x +ot G

vo burada
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C,= D aby;

i+j=k

ogor bucomde i>m voya j>m olarsa, uygunolarag &, =0 voya b; =0 gebul olunur.
C(fg)=d
isaro edok. ©gor d donan element olarsa, lemmanin hokmi dogrudur. ©ks halda d elementi sada
vuruglara ayrilir. p ilo onun har hansi sads vurugunu isaro edok. Yuxaridaki sartdon goranar ki,
a.b,:p. Demali, a,:pvhb,:p. Tutaq ki, mesalon, b,:p. G ¢oxhodlisi basit coxhadli oldugu
tiglin onun bittin amsallar1 p-ys boliina bilmoaz. Farz edok ki, by: p,...,.b ;i p, s<m, lakin b,/ p.
Eyni gayda ilo elo k <n var ki, &,:p,....a, ,: p olmagla, b/ p. Belo oldugda iss,
Cs+k = ak bs + (ak—l bs+l + )+ (bs—lak+l + )

vo burada r>m oldugda b, =0 va t>n oldugda iss a =0 sortlori nazera alinmaldir.
Gorundiyl kimi motorizodaki toplananlar p-ys bélundr. Lakin, pxa,b,. Demali, pxc,,, . Bu
iso ziddiyyatdir. Demoli, ¢(fg)~1.Lemma 4 ishat olundu.

Lemma 5. Ogor f(x) e K[x] coxhadlisi F|[x] halgasi tizorinds gatirilon olarsa, onda o,
K[x] halgas: iizarinde do gatirilondir.

Isbat:. Oksini forz edok . Tutaq Ki, f(x) coxhodlisi K[x] tzerinds gatirilmoyandir. Onda

f(x) basit gcoxhadlidir. Forz edoak Ki,
f=gh
vo burada g va h miisbat daracali va F[x] halgasindan olan coxhadlilordir.

— k
0=, +QX+...+aX

yazaraq elo cyb,....,c;b, € K elementlori tapa bilorik ki,

b=b,---b, isaro etsok alarig: bg e K[x] . Onda, lemmal-o osason elo ¢ e K elementi var ki,
bg =cg, vo g, basit coxhadlidir. Eyni qayda ilo elo d,e e K elementlari var ki, dh =eh, vo h,
basit coxhadlidir. Onda , yaza bilarik

bdf =ceg,h,.
Lemma 4-o osasen g,h, hasili basit coxhodlidir. f do basit coxhadli oldugu tctin lemma 2-yo
glro bd ~ce vo f ~g;h,. Demali, f gotirilon g¢oxhodlidir. Alinan ziddiyyot gosterir ki, f
hagigeton K[x] halgasinda gatirilon goxhedlidir. Lemma 5 isbat olundu.

Natica. Dgar f(x) € K[x] ¢oxhadlisi gatirilmayan goxhadlidirss, onda o, F[x] halga -
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sinda da gatirilmayan ¢oxhadlidir.

Teoreml. Ogor K faktorial halga olarsa, onda K[x] halgasi da faktorial halgadir.

Isbat:. Tutaq ki, f(x)e K|[x] musbet doracoli coxhodlidir. (Qeyd edok Ki, f sifir doracali
coxhodli olarsa, f € K vo K faktorial halga oldugu tcun f yegana gayda ilo sada vuruglarin
hasilino ayrilir). ©vvalcva gostorak ki, f(x) coxhedlisi K([x] tzorinds sade vuruglara ayrilr.
degf=0 oldugda yuxaridaki miihakimoloro osasen f K halgasinda vo demoli, hom do K|x]

halgasinda, sado vuruglara ayrilir. ©vvalca induksiya metodu ilo gostorak ki, sado vuruglara
ayrilis movecuddur. Bu hokmiin sifir daracali goxhadlilor tgun dogrulugunu yuxarida gostordik.

Indi forz edok ki, deg f < n sortini 6doyan hor bir coxhadli ticiin sads vuruglara ayrilis vardar.

Gostorak ki, ixtiyari n doracali goxhadli tglin da gatirilmayan vuruglara ayrilis dogrudur.
Ogor f(x) coxhadlisi gatirilmoyan olarsa, onda hokm dogrudur. ©ks halda els iki h e K, g € K[X]
elementlori tapmagq olar ki, f =hg olmaqla, g basit coxhadlidir. ©gar g gatirilmoyan olrsa, onda
tolob olunan ayrilis ahnmisdir. ©ks halda elo p,q e K[x] elementlori var ki, g = pg. ©gor bu
elementlordon biri sifir daracali ¢oxhadli olarsa, onda g basit ¢coxhadli ola bilmoz. Demali,
p,q € K[x] elementlorinin har ikisi musbot daracali ¢oxhodlidir. Onda onlarin har ikisinin
daracasi n-don kigikdir. induktiv forziyyays osasan onlarin hor ikisinin sads vurulra ayrilisi
vardir:

P=P P AQ=0 0.

Bu yaziliglar1 yuxridaki barabarliklords yerino yazaraq, tolob olunan ayrilisi alarig. Belalikls, hor
bir torsi olmayan elementin sads vuruglara ayrilisi vardir.

Gostarak ki, sada vuruglara ayrilis yeganadir. ©ksini forz edok. Tutaq ki, f(x) coxhadlisi
ucln iki ayrilis vardir:

f=pPlyU, =0 VeV, ]

burada p;,---, P, 00-,0, K halgasmin sads elementloridir, u,---,u,,Vv;,---,V, iSo musbat

s
daracali  gotirilmayan coxhadlilordir. Lakin lemma 1-in noticasine osasan onlar basit
coxhadlilordir. Onda, lemma 2-ys g6ros yaza bilorik:

PP ~ GO

TREETRE VTRV,
Birinci minasibatdon K halgas: faktorial oldugu Ggin K=mAp,~g A---A P, ~Q, olmasi
almir. ikinci minasibstdon ahriq ki, u=u,---u, vo V=V---v, hasillori K[x] halgasinda

assosasiylanmis ¢oxhadlilordir. Qaus lemmasina gérs u va v goxhadlilori basit goxhadlilordir. u;

va V; coxhadlilori K[x] halgasinda getirilmoyon oldugu tigtin lemma 5-in neticasine asason
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onlar F[x] halgasinda da gatirilmoyandir.
U U, ~ VeV,
munasibati gostarir ki, r =s (¢lnki meydan Gzarinda ¢oxhadlilor halgas: faktorial halgadir) va
muoayyen yerdayismadan sonra
Uy ~ VU, ~ Vs
Lemma 3-0 asason bu goxhadlilor hom do K[x] halgasinda assosasiylanmis coxhodlilordir. Bu
iso 0 demokdir ki, K[x] halgasinda sads vuruglara ayrilis yeganadir, yani K[x] halgas: faktorial

halgadir. Teorem 1 isbat olundu.

84. Rasional adadlar meydani Gizarinda gatirilmayan ¢coxhadlilor

Owvvalki paragrafda istifado olunan mihakimalari rasional odoadlor meydan: Uzarinds
verilmis ¢coxhadlilors tatbiq etmok olar.

Lemma. Ogar tam amsall1 f(x) goxhadlisi rasional adadlor meydani tizarinds gatirilondirss,
onda bu ¢oxhadlini tam amsalli vo miisbat daracali goxhadlilarin hasilino ayirmaq olar.

Bu lemma avvalki paraqgrafda lemma 5-in xtsusi hahdar.

Tam omsalli ¢oxhadlilorin gatirilmayan oldugunu gostarmok Gglin mixtalif slamotlor
vardir. Bunlardan oan sadasi 1850-ci ildoEyzensteyi tarafindon toklif edilmis olamotdir.

Teorem. (Eyzensteyi olamaoti). Forz edak ki,

f(x)=a,x"+a,x"* +..+ax+a,

coxhadlisi tam amsall: goxhadlidir. ©gar elo sads p adadi tapmaq olarsa ki:

1- &, yiksok omsali P adadinoe bélinmoasin;

2- galan amsallarin hamisi p adadina bolinsn;

3- 3 sorbost hoddi P ododino bdlinmakls, P’-na bélinmasin, onda f(x) coxhadlisi
rasional adadlar meydani tizorina gotirilmoyandir.

Isbat:. Teoremi isbat etmok Ugln oksini forz edok, yoni tutaq ki, olamatin U¢ sorti

Odonildikda n doracali f(x) coxhadlisi gatirilondir. Onda bu c¢oxhadlinin iki tam omsalli
coxhadlinin hasili saklinds yazmag olar. (ikinci lemmaya gérs) yani f(x)=g(x)-h(x)
9(X)=b,x" +b,_ X" +...+bx+b,,
h(x)=c,x% +... + ¢, X +C,.
Burada 0<r<n,0<s<n yp r+s=n_ Aydindir ki,
g(x)h(x)=b,c X" +...+ (b, Cy +...+byC, )X* +...+ b,

f(x) vo 9(X)h(X) coxhadlilorini miigayise etsok asagidaki boraborliklori alariq:
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a,=Db, -c,,
a, =bc,+...+ b, ,0<k <n,
a, = byc,.
g(x) coxhadlisinin omsallarmin hamis: sads p ododine béline bilmoz, oks halda b, :p=a,:p

olard: ki, bu isa 1-ci sorts ziddir. g(x) ¢coxhadlisinin amsallarindan p-ys bélinmoayan ilk amsali
b, (0<k<r) iloisaro edok.

2-ci sorto goro f(x)-in @,1,8, 5,8 omsallart p-yo bolunir. &:P olmasindan
boCo:Polmast almir. G vo By ododlorinin hor ikisi p-yo boline bilmez, cinki bu halda
byCo =25 P olards; bu ise @-mn P’ -na bolinmamasi sortino ziddir. Demoli, By P voya Co: P
munasibatlori dogrudur. Tutag ki, PoiP wvo CoiP. a,B ;B ,...b) odadlorinin p-yo

bdlinmasindan va

a, =b.c, +b, ,C, +...+Db,C,

boraborliyindon B,Co:P alirig. Bu iso ziddiyyatdir, ciinki B /P vo C/P. Ahnan ziddiyst
forziyyamizin dogru olmadigini gostorir. Demali, f(x) coxhodlisi rasional oadadlor meydan:

Uzarinds gatirilmoyandir. Teorem isbat olundu.

Misal. f(x)=Xx*+3X*+6x+15 coxhodlisinin rasional ododlor meydan: (izorindo
gatirilmayan oldugunu gostarak.

Bunu (gin p=3 sado ododini goturak. Coxhadlinin yuksok hoddidinin amsali 3-o
bolinmdr. Qalan amsallar iso 3-o0 bolunurlor. Sorbast hadd, yani 15, 3-o bolinmakls, 9-a
bollinmir. Eyzensteyn alamaina asason bu ¢oxhadli gatirilmayandir.

Bozi goxhadlilora Eyzenseyn olamotini miiayyan c¢evrilmadon sonra tatbiq etmok mimkiin

olur. Dogrudan da, f(X)= X°+1 coxhadlisi Uglin p sads adadini asagidki kimi tayin etmak olar.
OVValca x=y+4 avazlomasi aparaq:

f(x)=f(y+4)=(y+4) +1=y°+20y* +160y° + 640y> +1280y +5.
Alinmig o(y) coxhadlisi G¢tin p=5 sads odadi Eyzensteyn alamatinin sartlorini 6dayir. o(y)
coxhadlisi rasional adoadlor meydaninda gatirilmayandir. Buna gora do f(x) ¢oxhadlisi rasional

odadlor meydaninda gatirilmoayoan olar.

Eyzensteyn olamotindon gorinir ki, rasional odoadlor meydaninda istonilon daracali

coxhadli gatirilmayan ola bilor. Masolan, p sado adod oldugda, X" + P gatirilmoyan ¢oxhadlidir.
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FOSIL IV. Ug va dord daracali cabri tanliklar
81. Ug daracali tanlik. Kardano disturu

Umiimiliyi pozmadan ii¢ doracali tonliyi
x> +ax’ +bx+c=0 (1)
soklindo yazmaq olar. Burada a,b,c omsallar1 kompleks odadlardir. ©gor kub tonlikdo x*-nun
omsalt 1-don forgli odod olarsa, onda tonliyin hor iki torofini bu odoado boImakls, onu (1)

soklinda tonliyia gatirmak olar. (1) tanliyinda

x=y—§ ?)

ovozlomasi aparad:

3 2
a a a
——| +ay—-—| +bly——=|+c=0.
(y 3J (y 3J (y 3J

Métarizalori acib, islah etdikda alinan yeni tonlikde y? istirak etmoyacokdir:

2 3
y‘°’+(b—%}y+(22i7—%b+cj:0

Burada

isars etsok

y'+py+q=0 (3
tonliyini alariq. Belo tonlik natamam kub tonlik adlanir. Umumiliyi pozmadan tonliyin bu
sokilda verildiyini forz edak.

(3) tonliyini hall etmak Gglin
y=u+Vv

ovozlomasi aparaqg. Bu avazlomoni (3) tonliyinds nazars alsaq, yaza bilorik:
(U+v)+pu+v)+q=0.
Motarizalari agaraq, yenidon quruplasdirma aparsag,
(U8 +v3 +q)+(3uv+ pYu+v)=0

barabarliyini alirig. u va v —nin tzarine 3uv+q=0, yaxud uv= —% sortini qoyag. Onda alarq:

u’+Vv° =—q,

38



Buradan aydun olur ki, u® va V* doyisanlori

3

22+qz__|—0
27

kvadrat tonliyinin kokloridir. Bu tanlik verilmis kub tonliyin Aalledici tanliyi adlanir. Belaliklo,

2 3 2 3
u:i/—ﬂ+ q—+p—,v:3\/—ﬂ— q—+p—. (4)
2 4 27 2 4 27

(4) dusturlarinda u vo v -nin giymati, kub kok ilo tayin edildiyindan har biri Ggtin G¢ kompleks

giymot ahnir. (4) ifadesindoki u vo v —nin mumkin giymatlorini y=u+Vv ovazlomasinda

2 3 2 3
y:i/_L /q_+p_+#_ﬂ_ [
2 4 27 2 4 27

barabarliyi alinir. Bu diustur Kardano dusturu adlanir. u va v —nin muxtalif giymatlori vastasi ilo

yazdiqda

(5) disturuna gora y tglin 9 giymat almaq olar. Lakin malumdur ki, kub tanliyin koklorinin say1

3-0 barabordir. Yoani 9 giymatdon ancaq 3-0 kub tanliyin koki ola bilor. Bu koklori miayyan
etmok G¢clinu va v —nin uv= —% barabarliyini dadiyini nazars almaq lazimdir. Gostarak Ki, bu

yolla bitin tg koki tapa bilorik. (5) dusturunda birinci kub kokin ixtiyri bir kompleks giymatini

U, ilo isars edak vo

P

Vy=——o
3u,

qabul edok. Malumdur ki, birinci kdkin digar iki giymatini
U, = Uy€, U, = Uy
dusurlar: vsitasi ilo tapmaq olar ki, burada ¢ vahidin 3-cl daracadon ibtidai kdkinl gostorir.
Analoji olaraq ikinci kok tg¢iin daha iki qiymot aliriq:
Vv, = —p/(3Uye) = V%, V, = V&
Belaliklo, kub tonliyin halli Giglin asagidaki dusurlar: aliriq:
Y, =U +Vv,1=123. (6)

Vahidin Uglinct daracadan ibtidai koki € = —%4‘% oldugundan (6) dusturlarint belo yazmag

olar:

Yo =Uy +Vy,
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1
Y= _E(uo +V0)+_(uo _Vo)v

1 h@(

Y2:_E(uo+vo)_ 2 l'Io_Vo)-

Misal. Kardano disturundan istifads edoarak

x® +15x +124 =0
tonliyini hall edok.

U, =3/~ 62+/3969 =Y~ 62+ 63 =1 gobul etsok v, = —SL — 5 olar. Bebliklo,

Uo

X =U +Vv, =-4
X, 5 =24 3iV/3
alarig.

2 3
Kardano disturunda A :%+% ifadasi kub tenyiyin halledici tanliyinin diskriminantidir.

Diskriminantin isarasindan asili olarag t¢ hal mimkdandar.

2 3
1A= q—+% > 0. Bu halda vA hogigi adoddir. —% ododi do hagjigi adad oldugundan

4
u —31/—ﬂ+\/Z
Y 2

ucun kokdn hagiqi giymatini gétrmok olar. Bu halda v, = 13/—%—@ da haqiqgi adod olacaqdr.

Aydindir ki, v/A =0 oldugu Ggtin u, = v, olmalidir. Demali, A >0 oldugda hogigi smsal-
I x>+ px+q=0 tonliyinin iic mixtolif kékil vardir. Bu koklordon X,=U,+V, hoqiqi,

iv/3

X, = —%(uo +V, )£ T(uo —V,) iso qosma komleks adodlor olacaqdr.

2 3
2. A:%+%:O,q¢0,p¢0. Bu halda /A =0 oldugu giin UO:VO:?;/—% olar.

Onda X,=U,+V,= —S—g hagigi odad olar. Belolikls, A =0 oldugda x*+ px+q=0 tanliyinin

koklorinin ¢l ds hogiqidir vo x; koku ilo x, koku eynidir.

3. A<0.Buhalda VA xoyali adod olur. Buna gora do

Ul :3,—%+\/Z’V1 :3,-%-&

kompleks adadlor olacaqdir.
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2 3

a.,r

=—a’,a’>0
4 27
isara edok.

Onda A =i yaza bilorik. Bu halda

olacaqdir. Asanligla yaqin etmak olar ki, U, va v, adadlori gogsma kompleks adadlordir. Buna

goOra doa (6) miinasibatina asasan baxilan halda kub tonliyin t¢ hoqigi koki vardir.

82. Dord daracali tanlik. Ferrari tGsulu
Umumi sokildo dérd doracali cabri tonlik
x*+ax® +bx* +cx+d =0
kimi yazilir. Bu tanliyi hall etmok tgun sol terofi elo gevirak ki, verilon ifadeds tam kvadrat

ayrrmaq mumkdin olsun. Yoxlamag olar ki, verilon tonliyi

2

2
(x2+%x+/lj :(a?+2/l—bjx2+(a/l—c)x+/lz—d (1)

kimi yazmaq olar. Burada A kompleks parametrdir. A odadini elo se¢ok Ki, sag torof do tam
kvadrat olsun. Sag torof X doyisonino goro kvadrat tchodlidir. Demali, sag torafin tam kvadrat

olmasi ugiin onun diskriminanti sifir olmalidir, yani
(a1 —cf - (42 —d )81 +a?—4b)=0.
Bu borabarlik A dayisonina nozaran U¢ daracali tanlikdir:
8% +4bA? +(8d —2ac)A +c? +a’d? —4bd =0.
Bu tonlikdon A dayisoninin hor hanst A = A, giymatini taparaq, (1) barabarliyinds nozors alsaq

asagidki tonliyi alariq:

2 2 _ 2
(x2+3x+/loJ = a—+2/10—b x+22a/l°—20 :
2 4 a“+84,—-4b
Har iki torafdon kvadrat kok alaq:

2
X+ 2xa =z B y2a —b| x+ 222 | ()
2 4 a? +87, —4b
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Belalikla, dord daracali tanliyin halli iki kvadrat toanliyin hallina gotirilmis olur. Bu tanliklari hall
etmoklo x dayisani tgln dord giymat alinir. Gostarmok olar ki, bununla kavdrat tanliyin buttin
koklori tapilms olur.
Misal. Asagidaki tanliyi hall edoak:
x'—x}—x*+2x-2=0.
Burada a=-1,b=-1c=2,d =-2. ©vvalca kdmokgi kub tonliyi yazaq:
8A° 422 +(-16+4)L+4+4-8=0,
yaxud,
84 — 44" 124 =0.
Askardir ki, 4, =0 bu tanliyin kokiidur. Onda (2) tonliklori agsagidaki soklo diigor:

Ovvalca + isarasini gotirok:

Bu tonliyin iki koku vardir:

1445, /3+J§+2J§_1+J§+ 15+2145
R 5 4 = 40

— isarasini goturdikdas iso bels bir kvadrat tonlik alinir:

x? —1_\/§x+ 25
2 5

=0.

Buradan galan iki koki tapiriq:
145 [3-45 25 _1+45 [15-2145
4 T\ 8 5 4 - 40

83. Haqigi amsalh ¢coxhadlilarin kdklarinin sarhadlari

Osas meydanin R hoqiqi oadadlor meydn: olan hal cobrin asas teoreminin isbati Ggiin
Xususi shamiyyata malikdir. R meydaninda cobri amallarls birlikds topoloji strukturun olmasi
coxhadlilorin koklarinin 6yranilmasi tglin daha genis imkanlar acur.

Teorem 1. ©Ogor f(x) e R[x] ¢oxhadlisi (a,b) araligmin uc ndqgtalorinde muxtalif isarali
qiymoatlor alarsa (mosalon, f(a) <0 A f(b) >0 olarsa), onda bu araligda verilon ¢oxhadlinin heg
olmazsa bir koki vardir.

Isbatz. (a,b) araliginda verilon coxhodli kasilmaz funksiya oldugu Ggctin onun grafiki,
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yani {(x y> |xe(a,b)Ay= f(X)} coxlugu rabitali coxlugdur. Bu grafikin uc néqtalori yuxari vo

asag1 yarimmudstavilords yerlogmisdir.

(b, £ (b))

v

.
o |/

(a, f(a))

Sokildon gorindiyd kimi funksiyanin grafiki yrimmidstavilori ayiran vo onlarin hor ikisinin
sorhaddi olan absis oxunu har hansi bir ndgada kasmalidir. Bu néqteds funksiya sifra barabar

qiymot alir. Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 2. Tutaq ki, f(x) € R[x] ¢oxhadlisi normalasmis sokilda verilmisdir:
f(x)=x"+ax" " +--+a,_,x+a,
va amsallar tgin |a1| <M borabarsizliyi 6donir. Onda f (x) coxhadlisinin bitiin haqiqi koklori

X< M +1 arahginda yerlosmisdir.
Isbatz. Ixtiyari hoqiqi x ticlin asagidaki boraborsizlik dogrudur:

| (%)= [x"

n-1
—‘aix et a,  X+a,

Ikinci modulu yuxaridan giymeatlondirok.

‘aix”’1+"'+an—1x+a” S‘aixnfl +ooeay X +ay| <
n
<M+ 2)= ||)j| _11'

X > M +1 oldugda sonuncu barbarsizlikdon alirg:

n-1
axX' " +--+a X+a,

{1
<ME—— =[x -1,
M

Belolikla, gostarilon sort daxilinds | f (X)| > 0. Teorem 2 isbat olundu.
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Teorem 3. Tok daracali goxhadlinin he¢ olmazsa bir haqiqi koki vardir.

Isbat:. Tutaq ki, tok daracali goxhadli

n n-1
f(x)=x"+ax" " +--+a, X+a,

soklinda verilmisdir vo n tok adaddir. Teorem 2 —nin mihakimalarindan asanliqla yaqin etmoak

olar ki, |x| >M +1 oldugda f (M +1) >1A f(M +1) < -1 yaza bilarik. Belolikls, verilon coxhodli

(-=(M +1),M +1) arahigmin uc noqtalorinde muxtalif isarali giymatlor alir. Onda teorem 1-o gora

bu araligda ¢oxhadlinin he¢ olmazsa bir kdku vardir. Teorem 3 isbat olundu.

FOSIL V. Coxdayisanli coxhadlilar
81. Tamhq oblastimin takrar transsendent genislonmasi
Coxhaodlinin  formal téromesini daxil edarkon biz halganin tokrar transsendent

genislonmasindan istifads etdik. Indi biz hamin konstruksiya ila daha miifassal masgul olag.

N natural adadlor ¢coxluguna 0 odadini birlogdirmakls alinan coxlugu N, ilo isaro edok:

N, =Nu{0}. Forz edok ki, x vo y hor hansi K tamhq oblast: {izorindo transsendent

44



elementlordir. ®vvalco K[x] transsendent genislonmoasini qurag. Iki hal mmkindir: 1) y
elementi K[x] Uzarinds tanssendent elementdir; 2) y elementi K[x] zarinds cabri elementdir.

1) Birinci halda K[x] halgasinin K[x][y] transsendent genislonmasi vardir. Bu
genislonmoanin elementlori omsallart K[x] halgasindan olan y elementindan asili coxhadlilardir.

Yoni onun har bir elementi
f(y)=a,()+a,(x)y+:--+a,(x)y"
soklindadir ki, burada a,(x) ¢oxhadlilori x dayigonindan asilidir:
3, (X) =, +ayX+---+ay X
Ogor bu ifadalori yuxarida nazars alsaq, yaza bilorik:
n ki o
ty=22axy. (@
i=0 j=0
Eyni gayda ilo K[y][x] tokrar transsendent genislonmasi qurula bilor. Aydindir ki, agar X vo y
elementlori K halgasmin genislonmasi olan basga bir kommutativ vo assosiativ L halgasmin
elementloi olarsa, onda K[x][y]= K[y][X]. Bunu yagin etmak (giin (1) caminin toplananlarni
X' qivvetlorine géro gruplasdirmaq lazimdir (gruplasdirma vo yerdoyismo L halgasinda
mumkaindur).

Qeyd etmok lazimdir ki, eyni konstruksiyan1 L halgasinda K-n1 vo X, y elementlorini
daxilinds saxlayan on kicik alt halga kimi do muiayyan etmok olar. Bels alt halga K-nin x va 'y
elementlorinin bilosdirilmasi ilo alinan genislanmosi adlanir.

2) ikinci halda y cobri elementdir, yani omsallar1 K[x] halgasindan olan miayyan bir

coxhadlinin  kokudur. Belolikls, ilk névbade K[x] halgasindan har hansi trnssendent

genislanmasina baxmaq lazimdir. Malumdur ki, (bax fasil 1, 82, teorem 1) har bir kommutativ va

vahidi olan halganin sads transsendent genislonmasi vardir. Demoali, K[x][z] transsendent

genislonmasi vardir. Deylonlora asasan, elo f (z) € K[x][z] ¢oxhadlisi vardir ki,

f(y)=0. (2
(1)-2 asasan yaza bilorik:
n k o
223Xy’ =0.
i=0 j=0
Bu baraborlik gostarir ki, eyni zamanda x elementi do K[y] halgas: Gzarinda cabri elemendir.
Belo elementlor K (zarinds cabri asii elementlor adlanir. Belalikls, cabri asili elementlor

ikidayisanli coxhadlilorin kokii olan citlor toskil edir. indi iso tmumi torifloro kegok.
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Torif 1. Tutaq ki, L tamlig oblast;, K < L onun alt halgsidir. x,...,X,, € L olmagla, x, K
Uzerinds, x, K[x,] Uzerinds va i. a., transsendent elementlordir. m >1 oldugda induktiv olaraq
KIX ] X ] = (KDX DX 1 DX
kimi tayin olunan transsendent genislonmo K halgasinin m-gat tokrar transsenden genislonmasi
adlanr.

Torif 2. Tutaq ki, L tamhq oblasty K<L onun alt halgsidir vo X,...X,€L. L
halgasimin K - n1 vo X,...,X;, elementlorini daxiline alan an kicik alt halgasina K halgasmnin

X, X,, elementlorini bilogdimaklo alinan genislonmasi deyilir vo K[x,...,x,] kimi isaro

olunur.
Qeyd etmoak lazimdir ki, an kigik alt halga dedikds biz gostarilon xassalora malik maxsusi
alt halgasi olmayan alt halga nazards tuturug.

Teorem 1. ixtiyari natural m gtin

K[Xl""’xm]:(K[Xl""’xm—l]) [Xm]
Isbatz. Induksiya metodunu tatbiq edok. Teorem m=1 oldugda dogudur. Dogrudan da,

K < K[x] va xe K[x] oldugundan K-n1 va x-i daxilina alan an kigik alt halga vardir. Onu A ila
isara edak. Lakin A halgasinin har bir elementi
a,+ax+---+ax"
soklinda oldugu tglin 0, ham da A halgasina daxildir. Beloliklo, A= K]Xx].
Indi forz edok ki, teorem m-1 syda doyison ticiin dogrudur. Gostarak ki,
KXo X ] = (KXo X1 ) [X -
Yuxarida isbat olunduguna ssason, sag torof K[xl,...,xm_l] halgasmni va X, elementini daxilino
alan an kigik alt halgadir. Aydindir ki,
KXo X ] © (KXo X1 ]) [ ]
Lakin, (K[X.,....X;]) [X,] halgasmmn hor bir elementi
a, +aX, +--+a X,
soklindodir vo a,,....a, € K[x,,...,x, ,]. Demali, a, +a,x,, +---+a x" € K[x,...,x,]. Teorem 1
isbat olundu.
Misal. a =0ty + 0o Xy +0,X5,

oy =3+ 2%,
o, =—-1-2% + X/,

a2:3X12_X13
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olarsa, alarq:
o =3+ 2% + (=1= 2%, + X)X, + (3% — X>)X] =
=3+ 2% — X, — 2X X, + XX, +3X X5 — X XC .
Teorem 1-o osson, ixtiyari m>1 natural ododi tigiin K[x,,..,x,] halgasmin hor bir

elementini

soklindoa yazmagq olar va burada M < Ng' =N, x...x N, sonlu ¢coxlugdur.
Torif 2. X,,...,X, €L elementlori 0o zaman K halgas1 Uzorinds cabri asili olmayan

elementlor adlanir ki, K[x,,..,x. | halgasinda hor bir M < N sonlu goxlugu iiglin
zalllm il-.X:n = 0

barabarliyindan

alinsin.
Teorem2. X,,...,X, elementlorinin K halgas1 tizarinds cabri asili olmamas: Gglin hor bir
s,1<s<m uUgun X, elementinin K[xl,..,xs_l] halgas: Uzarindo transsendent element olmas:

zaruri vo kafidir.

Isbatz. Tutag Ki, X,...,X,elementlori K halgas: tzorinda cobri asili deyil. Onda s>1

oldugda
k .
dax,=0,0€ K[Xgser X 4 |
i=1
barabarliyini
z &, XX =0
(ig,eeeriy JEM
soklinds yazaq (burada i, =...=i. =0). X,...,X elementlori cabri asili olmadig1 igiin
a,.; =0
vo demali,
a,=0,i=0,..,k

Buna gore do X, elementi K[xl,..,xs_l] halgas: Uzarinds transsendent elementdir.
Torsina agor X, elementi hor bir 1<s <m dglin K[xl,..,xs_l] halgas: Uzarinds transsdent

element olarsa, gostorak ki, Xi,...,X,, elementlari cabri asili deyil. Bunun Ggiin

m
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baraborliyine baxag. K[x,,..,x, |=K[x,,.. m_l][xm] oldugu iigiin yaza bilorik
k

Za, X X =0=2 0%
i=0

burada k= max i, vo ogor (i...i,;,i)e M soklindo element yoxdursa, onda a, =0 hesab

olunur. ©msallar tgun isa
Q; =(| Zall i 1|X1il Xrerj
gobul olunur. Sarta asason xm elementi transsendent elementdir. Demali, har bir i Gglin
a,=0.
Lakin X, , elementi K[xl,..,xm_z] halgas: Uzarinds trtanssdent elementdir vo har bir 1<i_ <k
ucln
Za,l g XXt =0
olmasindan har bir geyd olunmus i, ,,i, indekslori liciin yaza bilorik:
(il,...,imz,zim:ﬁf o Xp. X2 =0,
Belalikla, ardicil olaraqg, hor addimda bir dayisoni yox edarak ixtiyari (Il, ol m)e M Korteji
ucln
oy 0
alirig. Teorem 2 isbat olundu.

Torif 3. X,,...,X, elementlori K halgas: tizerinde cobri asili olmazsa, onda K[x,,..,X, ]

m

halgast K Gzorindo X,,...,X, doayisonlorindon asili goxhodlilor halgas: vo ya K-nin m-gat

m

transsendent genis/loanmosi adlanir.

Teorem3. Ogor K halgas: tamlig oblastidirsa, onda K[xl,..,xmlj halgas: da tamliq

oblastidur.
Teorem 3 riyazi induksiya tsulu ilo asanhgla isbat olunur.

Teorem 4. Ogor K, vo K, izomorf tamliq oblastlari olarsa ( K, = K, ), onda

KXy X ]2 K[, ]
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Natica: Ogor K tamhiq oblasti olmagla K[x,,...x,] vo K[y,,...y,] coxhodlilor halgas:

olarsa, onda K-nin elementlorini yerindo saxlayan vo X,,...,X, elementlorini uygun olaraq

m

Y1 Yy, elementloring geviron izomorfizim vardir.

Coxhadlilori mixtslif formalarda yazmaq olar. maxi, =n, olarsa, onda
)= Yo, o
i eyl JEM

coxhadlisi
2 ...Zm:ai‘_,i X, X
=1 Q=1 s
soklindo yazila bilor ki, burada (i,,...i, )¢ M olduqda
a . =0

.

hesab olunur. (i)=(i,,..,i,,) multi indeksini daxil etsok vo

X, xin = x()

(R B} m

a(i) =a
qobul etsok, f(x,,...,X,,) coxhadlisini simvolik olarag

f(x)= agx"

(i)eM
soklinda yazmagq olar.

Torif 4. i +---+1i,, comino birhadlisinin daracasi deyilir.

f(x)= agx"

(i)eM
coxhadlisinin birhadlilainin daracalarinin an boylyins verilmis ¢coxhadlinin daracasi deyilir vo
deg f kimi isara olunur.

Coxhadlinin eyni daracali birhadlilorini qruplasdirmagla alinan yaziligina onun normal

yazulisi (gostorilisi) deyilir. Har bir goxhadlini asagidaki normal sokilds yazmagq olar:
N - .
FOGen X)) =D, D a XXy
J=L 0+ i =]

Teorem5. Ogor K halgas: faktorial halga olarsa, onda K[xl,..,x J halgas: da faktorial

halgadir.
Natica. Ogor K halgas1 meydandirsa, onda K[xl,..,x J halgas: faktorial halgadir.

82. Leksikografik nizam. Coxhadlinin hadlarinin leksikografik duzultsu
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Birdayisanli coxhadlinin hadlorini tabii olaraq birhadlilorin artan va ya azalan gaydast ila
diizmok olar. Coxdayisanli coxhadlilords isa bels tabii diiziils mimkin deyil. Masalan,
X2y —2xy* +y°
coxhadlisinin bitin birhadlilori eyni doracoys malikdir vo demali onun hadlorini doracanin artma
vo ya azalma swras ilo diuzmok olmaz. Coxhadlilarin hadlarini diizmok tgn leksikoqrfik nizam

anlaysindan istifdo olunur. Bu nizam Ng' hasilinds tayin olunur.

Torif 1. iki ()€ Ng' vo (J) € Ng' multi indekslsinin farginin (vektorlar kimi) ilk sifirdan
forgli komponenti miisbor olarsa, onda (1) > (J) yazilir vo deyilir ki, birinci kortej ikincidon
yiuksakdir vo ya boyukdr.

Masalon, (2,2,1) = (2,11), ciinki onlarin forginin ilk sifirdn forgli olan ikinci komponenti
miishot 1-dir: (0,1,0)

Teorem 1. (i) > (J) binar miinasiboti Ng' goxlugunda ciddi xatti nizam minsibatidir.

Isbatz. Gostarmok lazimdi ki:

1)bu munasibat tranzitivdir;

2)antirefleksivdir;

3)xattidir.

1) Forz edok ki, ()= (J) vo (J)>(K) sortlorini dayon (¢ kortej verilmisdir. Onda sorto
asason (1)=(1)>(0) va (j)—(k)>(0). Sol tarafdoki forglori toplasaq (i)—(K) forgini alarq.
Birinci fargin ilk sifidan fargli elementinin némrasi r ikinci fargin bels elementinin némrasi isa s
olarsa, onda onlarin cominin ilk sifirdan forgli elementinin némrosi Min(r,s) olar. Aydindir ki,
comin bu nomrali elementi mushatdir, ¢linki o, manfi olmayan vo he¢ olmazsa ikisindon biri
miisbat olan toplananlain comidir. Demioali, (i)—(k) >0 vo ya (i)> (k). Bu iso tranzitivliyin
dogrulugunu gostarir.

2) (i)—(1)=(0) oldugundan (i) > (i) miinasibati 6dons bilmoz.

3) Z" duiz hasilinden olan ixtiyari kortejin ilk sifirdn fargli elementi tam odad kimi ya
muisbat, ya monfi, ya da sifir ola bilor. Yoni ho bir () €Z™ korteji ticiin (i) =0, (i) <0, (i)=0
munasibatlarindan ancaq vs ancaq biri 6danir.

Teorem 1 isbat olundu.

Teorem 1 vasitosi ilo toyin olunan nizam leksikografik nizam adlanir. ixiyari M < Ng'

sonlu alt coxlugu goturak. Aydindir ki, bu ¢coxlugda leksikografik nizam vardir. Tutaq ki, M har

hanst m dayisenli f (X, X,,) coxhadlisinin yazihisindak: milti indekslor coxlugudur yani
f (X) = z a(i)X(i) .
(i)eM
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Coxhadlinin hadlorini elo diizok ki, onun birhadlilori multi indekslorin leksikografik nizamda
azalma sirasi ilo diiziilstin. Belo diizllis goxhadlinin hadlorinin leksikografik dizultsu adlanir.

CGoxhadlinin birhadlilarindan diizolon sonlu goxlugu S il isars edok:

S :{a(i)x(i) |(i))eM},

Yuxrida deyilonlora asasan, <S’>> cutd ciddi xatti nizamli sonlu ¢oxlugdur. Bu ¢oxluq verilon

coxhadlidan asilidir va goxhadli dayisdikds uygun S ¢oxlugu da doayisir.

Torif 1. (S,>) nizamli coxlugunun yuksok elementina coxhadlinin yiiksok haddi deyilir.
Misal. Farz edak ki, Gigdayisonli hagiqi amsalli goxhadli verilmisdir:
f(x,v.2) =3x°y - 2y® + x* + 4x°z + 2xyz — 2° + 5xyz* - X’y + 2y°z°
Onun hadlarinin leksikoqgrafik duzulusini yazag. ©vvalca x dayisoninin qlvvatlorini
(sifirinct qUvvati do daxil olmagla) azalan qayda ilo diuzirik:
x*4x%z,—x3y,3x%y,2xyz,5xyz* ,-2y°®,—7°,2y*z* |
X—in quvvat Ustlori eyni olan birhadlilori avval y-in doracasine gors, daha sonra iss z-in
daracasine gore diizok. Noicads asagidaki dizilusu alariq:
x* —x%y,4x%2,3x%y,5xyz’ ,2xyz,-2y* 2y* 7% -7° |
Belaliklo,
f(X,y,2) =x* = X°y +4x°2 +3x%y +5xyz° + 2xyz - 2y° + 2y°z° - 2°
Gorinduyt kimi coxhadlinin yuksak hoddi x* -dr.

Asagidaki teorem iki goxhadlinin hasilinin yiksok hoddi hagda teorem adlanur.

Teorem 2. iki goxhadlinin hasilinin yiiksok hoddi onlarin yiiksok hodlorinin hasiline
barabardir.

[sbati. Tutaq ki, iki f,9€KIX,....x;] coxhadlilori verilmisdir. @X' X7 vy bx) - xJr
onlarin, uygun olaraq, yuksok hadlaridir. Coxhadlilarin hasilini tapmaq tgln onlardan birincinin
batun birhadlilorini ikinci ¢oxhadlinin hor bir birhadlisine vurarag, alinan birhadlilari toplamaq
lazimdir. ©gor gostarsak ki, birhadlilordon he¢ olmazsa biri yuksak hadd olmadigda onlarin
hasili yuksok hadlorin hasilindon asagidir, onda teoremi ishbat etmis olurug. Forz edok Ki,
XX vo OxFexE by coxhodlilorin ixtiyari iki yiksok olmayan hodloridir Vo
(i) = (i) = (ienif) = (1) . Onda,

(i) > ().
Aydindir Ki,
O+ =0+ =0")+();

burada > simvolu belo muayyan olunur:
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()= () = @) =) v @) =(1).

Teorem 2 isbat olundu.

83.Simmetrik ¢oxhadlilar. 9sas teorem
Torif 1. n dayisonli (X, X, X,) coxhadlisindo doyisonlorin yerini ixtiyari gayda ilo
dayisdikda ¢oxhadli doyismazss, ona simmetrik coxhadli deyilir.

Bu torifi oavazlomalor qrupunun ¢oxdayisonli ¢oxhadlilor halgasinda tasiri vsitasi ilo do
vermak olar. S, avazlomalor grupynyn K[X.,...,X,] halgasinda tosiri belo miiayyan olunur:

(0 €S,)VF € K[Xp X, DO Oy o) = T Xy Xo ).

Teorem 1. Ixtiyri 0 €S, avozlomosi vo f,9€K[X,...,X,] coxhodlilori tigiin
a(fg)=o(f)o(9).
[sbtz. Teoremi birhodlilor tigiin isbat edok. Tutag ki, f=aX X" vo g=bx}---x} ki
birhodlilordir. Onda, g =abx™---xt** v5 buna goro da
o(fg) =abxi:---xoh.
Buradan tolob olunan miinsibsti birhadlilor tgiin ahrig: o(fg)=o(f)a(9). Har bir coxhadli
birhadlilorin comi oldugundan talob olunan miinasibst o(f +9)=0(f)+0c(g) borabarliyindon
alinir. Teorem 1 isbat olundu.
Natica. o: T = of inikasi K[X,,--1X,] halgasmin 6ziine epimorfizmidir.
ixtiyari f € K[X,-.,X,] coxhadlisi tictin S, qgrupunun bu goxhadlini dsyismaz saxlayan
avazlomolar ¢oxlugu f ¢oxhadlisinin stasionar alt grupunu taskil edir (bax Il hissa, 1V fosil 81,
teorem 4): St(f) <S, . Torif 1-0 osasan, f -in simmetrik coxhadli olmast tigiin St(f) =S, sortinin
6danmosi zaruri veo kafidir.
Misllar. 1. f(X,¥)=X+Y coxhedlisi simmetrik coxhadlidir.
2. f(xy.2)=x*+y?+2% coxhodlisi simmetrik coxhodlidir. Lakin f(X,Y,z)=x*+2y*

coxhadlisi isa simmetrik goxhadli deyil. Dogrudan da,

1 2 3
O =
213
ovezlomoasi X = Y, Y = X,Z = Z yerdoyismosi aparir. Buna goro do of = y +zx* = f
3. Asagidaki ¢coxhadlilor simmetrik ¢oxhadlilordir:
X+ X, + X

Xlxz...x

n -«
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4.ixtiyari @ =X"X2 =X birhadlisi verilasa, onun S, grupunun tesiri ilo yaranan orbitini
S (@) kimi isaro edok. ©gar bu orbito daxil olan birhadlilorin camini gétiirssk, onda simmetrik

coxhadli alinar. Bu simmetrik coxhadli bozon @ = X1 X5 X birhadlisinin orbiti adlanir:

S() = XEEXgE -+ X+ XX - X -
Xususi halda,
S(X) =X+ X+ 4 Xy,

S(XX,) = XXy + X Xg + - XX, + X Xg + o XX, oo+ X g X,

S(Xlxz"'xn) =X X X,
kimi toyin olunan simmetrik coxhadlilor elementar simmetrik goxhadlilor adlanir. Bu goxhadlilor
simmetrik coxhadlilor nazariyyasinds mihiim rol oynayir. Onlar1 daha mixtasor sokilds yazaq:

S, =X, + X, oot Xy,
S, = XXy + X Xg + et X 1 Xy
Sy = XX X5 + X X X,y + oot X X X,

Spa = X Xpee Xy g + X X Xy o Xy oo XpXgu X,

S, = X X,Xg.. X, .
Biitiin simmetrik coxhadlilor coxlugu SK[X;, X,,....X,] kimi isaro olunur.

Teorem 2. SK[X;,X;,..,X,] coxlugu K[X;, X, X, ] halgasmin alt halgasidir.

Isbati. S, grupunun har bir avozlomasinin tesiri ile SK[X, X, X,] coxlugu 6ziina inikas

olunur. Ixtiyari iki simmerik f,d€SK[X,X,,....X,] coxhadliloi iiclin teorem 1-in naticasino
osason
o(f+g)=o(f)+o(9)="g,
o(fg)=0o(f)o(g)="fg.
Demoali, SK[X,X,,--,X,] coxlugu toplma va vurma smsllsrine nozeran gapahdir. Buna
gora do SK[X, Xy,-,X,] coxlugu halgadir. Teorem 2 ishat olundu.
indi iso ixtiyari @€ K[X,X%,-.,X,] coxhodlisi gotiirok. Ogor doyisonlori % = S;

inikasina miivafiq olaraq S coxhodlilori ilo ovoz etsok, alinan @(S;,S;.+S,) coxhodlisi

simmetrik coxhadli olcagdir. Dogrudan da,
Py %) = D8 x Y

(i)eM

isars etsok, onda har bir o avazlomasi ¢tin asagidki munsibat 6donir:
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op(Sy,.., S,) = Z a(i)a(s(”) = Za(i)(osl)il"'(osn)in =

(i)eM (i)eM

= >.8,5" =0(s,,.8,).

(i)eM

Belslikls, X F>S; inikast K[X;, X, X, ] = SK[X, X5, %, ] inikasini miisyyan edir. Simmetrik
coxhadlilor nozariyyasinin asas teoremi hokm edir ki, bu inikas epimorfizmdir.

Bu teoremin isbhati tigtin simmerik ¢coxhadlinin yiiksok haddi hagda bir lemma isbat edok.

Lemma. Ogor f(X, % X)) simmetrik coxhodli, aXX7---X" iso onun yiiksok hoddi
olasa, onda doyisonlorin qiivvet Gstlori I, =1, >-->1 barabarsizliklorini ddoyir.

Isbatz. Verilon coxhadlido X, <> X, yerdoyismasi aparag. Onda bu goxhadli va onun yiiksok
hoddi  doyismoz.  Beloliklo,  yerdoyismodon  sonra  @¢XZ-X"  birhadlisi
AXEXE X =axEXs X! bihodlisi ilo avoz olunur. Bu hodd leksikografik diiztilisdo yiiksok
hoddan, yani ax;'xg -+ X" birhodlisindan asag1 olmalidir. Demoli, X dayisoninin quivvat Ustil
I, 21, boraborsizliyini 6domslidir. Oxsar mithakimolori apararagq X, <> X; yerdoyismosi yerino

yetirsak I, > 15 barabarsizliyini alariq vs i. a. Belolikla, lemma isbat olundu.

Qeyd olundugu kimi simmetrik coxhadlilor hagda osas teorem X FS; inikaslar1 ilo
miayyan olunan K [Xi, Xz s Xy T = SK[X, X5, %] iniksimin  epimorfizm  oldugunu
gostarir. Bu o demokdir ki, ixtiyari f € SK[X;,X%,,...,X,] simmetrik coxhadlisi verilorss, onda elo
g € K[X;, X, X,] coxhadlisi tapmaq olar ki, f (X% X)=0(S,S;5:-+8,). Asagidaki osas
teorem daha gucli faktin — yuxaridaki epimorfizmin izomorfizm oldugunu gostorir.

Teorem 3. ixtiyari f €SK[X,X,,...X,] simmetrik coxhaodlisi verilorsa, onda elo yegans
g € K[X,, X, %, ] coxhadlisi tapmaq olar ki, f (%, Xz %,) =09(S;,8;,-:8,).

Jshati. ©vvalca gosterilisin varhgmi isbat edok. f(X,X5:-,X,) coxhadlisinin yiiksok
hoddini &¢XZ X ilo isaro edok. Lemmaya osason k=i, =--->i, minsibsti dogrudur.
Asagidaki coxhadliys baxaq:

g, =as s sl
¢, coxhodlisi simmetrik coxhadlidir Onun yiiksok hoddini musyyon edoak. S;:S;:--:S, elementar

simmetrik coxhadlilarinin ylksok haddlari, uygun olaraq, bels olacaqdir:

X0y X0 Xy X X Xgyevey X XKoo X
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Onda ¢; goxhadlisinin yiiksok hoddi hasilin yiksok hoddi hagda teorem 2-ys osasan asagidaki

kimi olar:

Buradan goriinir ki, f, = f —¢, coxhadlisinin yiiksok hoddi leksikoqgrafik diziiliisda ax Xy -+ Xy

birhodlisindon asag: olacaqdir. Lakin f —¢, = f, simmetrik coxhodlilorin forgi kimi 6z

simmetrik coxhadlidir. Eyni muhakimalori bu coxhodliys totbiq etsok elementar simmetrik
coxhadlilorin hasili olan elo @, coxhadlisi tapa bilorik ki, f, —®, = f, olmagla, f, simmetrik

coxhadlisinin yiiksok haddi f; -in yiiksok haddindan asag1 olan simmetrik goxhadlidir. Sonuncu
iki barabarlikdon aliriq ki,

f=¢p +¢,+f,.

Prosesi bu gayda ilo davam etdirmakls, har hansi bir s ndmrali addimdan sonra
f=p+@,+-@,+ 1,
baraboarliyini alarig. Bu proses sonsuz davam eds bilmaz, ¢lnki, @1, ®,;-- @5 coxhadlilarinin
yliksak hodlori azalan ardicilhq taskil edir. K, 2K, =---=K, sartini 6domoklo
(i1 i) > (K Ky sk
sortini 6doyan (KiK., K,) kortejlorinin say: on coxu (i, +1)(i, +1)---(i, +1) < (i, +1)" ola bilor.
Demali, elo s némrasi vardir ki, f; =0. Belolikls, ®; birhadlilorinin comini
@, =ast syt LSS+

kimi isara edorak aliriq:

F (X0 X1 Xy )= D01 (S1,S504,S,) = 08, S-,8,)

i=1

Teoremin isbatin1 basa ¢atdirmaq ctn ayrilisin yeganaliyini isbat edok. Oksini forz edak.

Yoni tutaq ki, elo iki 91,9, € K[S,,S,,...,5,] goxhadlileri var ki,
f (X, Xy X, ) = G4(S,,8500,8, )= 95(S1, S50, S, ) )

olmagla, 9;#9,. Onda, h=09,-9,#0 vs demali, bu coxhadlinin K[X;, X, %,]1-do sifirdan
forgli yiksok hoddi vardir. Bu yiksok hadd N(s;,S,..-,S,) coxhodlisinin K[S;,S,....S,] halgasinda
ancaq yiksok hoddinin acilisinda vardir vo (s, S,....s,) coxhodlisini KI[X %, X,]-do
yazdigda islah oluna bilmaz. Demali, h(Sl,Sz---,Sn)io Vo teorem isbat olundu.

Misal. f (X, %,%6) =X+ +X5 =X —x7X; x5 simmetrik coxhadlisini elementar

simmetrik goxhadlilor vastasiilo ifads edok.
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f simmetrik ¢coxhadlisinin yuksak hoddi X; -dir. Elementar simmetrik coxhadlilarin uygun
kombinasiyalarin1 ¢ixmaqla, ardicil olaraq yuksok hadlori yox etdikds, alinan goxhadlilarin
yuksok daracali hadlori Gglin asagidaki cadvali totib edok:

400 KX 50ST0s) =
310 AXI X3S Asi sy 0s) = As’s,
220 BX.x. X3 Bs’?s2 sy = Bs;
211 CX2x3x; Cs's;'s; =Cs;s,

Bu cadvalo asason yaza bilorik:
f (X, %, % )=5; + As’s, +Bs; +CsS;.  (3)

Burada A,B,C sabit amsallardir, homin omsallar: tayin etmok tgiin X1, X5, X5 dayisonlains

adadi giymatlor verak va naticalori asagidaki cadvalo yazaq:

X,, Xy, Xy s, s, S, f
1 1-1 1 -1 -1 0
011 2 1 0 1
1-10 0 -1 0 1

Belaliklo A,B,C omsallarmni tayin etmok (¢lin asagidaki tonliklar sistemini aliriq:

0=1-A+B-C -A+B-C=-1 B=1
1=16+4A+B ;=>4A+B=-15 = A=-4
1=0+0+B+0 B=1 C=6

Bu giymatlori (3) —do yazaq.
f =s'—4s’s, +s? +65,5,
gostoriligini alirig.
83. Viyet dusturlan
Forz edok ki, unitar

f)=x"+ax""+--+a, ,x+a, e K[X]
coxhadlisinin K meydaninda n sayda koku vardir. Bezu teoremini tokrar totbig etmoklo,
f(X)=(X=Xx)(X—=X%,)---(X—X,)
alarig. Sag torofdo motarizalori agaq:
fX)=X"= (X + X, +--+X )X+

F (XX, + XXy et X X)X e X Xy X =
172 173 n-1"*n 17%2 n
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n

=X"—s X"+, X"? 4.+ (=1)"s, .

Uygun omsallar1 barabarlosdirak:
X + X, 4+ X =—a,

XXy + XXy +--+ X 41X, =a,,

XX, X, =(-1)"a,.

Bu dusturlar Viyet disturlar: adlanir. n=2 olarsa, orta moktab kursundan malum olan Viyet dus-
turlari alinir.

Forz edok ki, K meydan: ilo birlikdo onu daxilino alan basga bir K < L meydan:
verilmisdir. Tutaq ki, f(x) e K[x] ¢oxhadlisinin bu meydanda n sayda koku vardir: X, X,,..., X, .

Teorem 1. Tutaq ki, g(V;, Y, Y,) € KLYy, Yooy ¥, 1 GOxhadlisi simmetrik coxhadlidir,
oy, Q... 0, 159 T(Xx) € K[x] ¢oxhadlisinin K meydanmin har hansi genislonmasinds koklaridir.
Onda, g(ay,a,,...,,) K.

Isbats. g(Yy,Y,»--Y,) coxhodlisi simmetrik ¢coxhadli oldugu tgtin, simmetrik coxhadlilor
haqda osas teoremo gora elo h(y;, ¥,,...,Y,,) € K[Y;, ¥s,-.-, ¥,] coxhadlisi tapmaq olar ki,

9(Y1, Yores ¥a) =D(S1,S,,.,8,);

Burada s;,S,,...,S, ¢coxhadlilori Y;,Y,,...,Yy, doyisonlarinin elementar simmetrik coxhadliloridir.

Viyet diisturlarina géro s, = (-1)'a € K. Demoli, g(X,X,,....X,)=h(-a,,a,,....,(-1)"a ) e K.
Teorem 1 isbat olundu.
Misal. Hoqiqi omsalli simmetrik

F (X0 X0 X5 )= X+ X5 + X5 — X2X2 — X2X2 — X2X2

coxhadlisinin x* + x =0 tonliyinin koklorinds aldig1 gqiymoti tapag. Yuxarida gostardik ki,
f =s'—4s’s, +s2 +6s5,.
Viyet teoremino asason s, =0,s, =1,5, =0. Buna goros do,
f(0,i,—i)=1.

Bilavasito yoxlama ilo bu barabarliyin dogru oldugunu yaqin etmok olar.

Teorem 1-in shomiyyati bundan ibaratdir ki, 0 simmetrik ¢oxhadlinin giymatini kdklori

bilmadan hesablamaga imkan verir.

84. iki coxhadlinin rezultant:
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Tutaq ki, f(x) vo g(x) goxhadlilori K meydani Gizorinds K |[x] goxhadlilor halgasindan

gotarilmusdir. Bu ¢oxhadlilorin - misbat daracali ortag bolono malik olmasi sartini mioyyan
edak.
Teorem 1.Tutaq ki, f(x) va g(x)coxhadlilori K meydan tizarinds verilon goxhadlilor olmag-

f(x)=ax"+ax" +..+a,
g(x) =bx" +b X" +...+b,
vo a,,b, omsalarindan he¢ olmazsa biri sifirdan forglidir. f vo g goxhadlilorinin K[x]- do

miisbat doracali ortag béloninin olmast tigiin K[x]-o daxil olan vo asagidak sortlori 6doyon ¢ vo

d ¢oxhadlilarinin olmasi zaruri vo kafidir:
1) fc=gd;

m-1 n-1 .
2)C=CoX" " +..+C,,,d=d X" +...+d ;

o1

3) c vo d coxhadlilorindan heg olmazsa biri sifirdan forglidir.

Ishat : Tutaq ki, f vo g goxhadlilorinin K[x] -o daxili olan miishat deracali U ortaq boloni
vardir. Onda elo ¢ vo d c¢oxhadlilori vardir ki, f =dU,g=cU. Aydindir ki, fc=gd. Bu
coxhadlilordon he¢ olmazsa biri sifirdan forgli oldugu tgln asanhqgla yoxlamaq olar ki, ¢ va d
coxhadlilori 1) — 3) sortlorini 6doyir.

Indi iso forz edok ki, 1)-3) sortlorini 6dayan ¢ va d ¢oxhadlilori vardwr. Tutaq ki, a, #0
deg f =n. ¢ ilo ¢ va d coxhadlilorinin OBOB-ni isars edok. Onda K[x]-ds elo ¢, vo d,
coxhadlilori vardir ki,

c=cop,d=dep,(c,d)=1 (1)
Qeyd edok ki, d, # 0-dir. ©ks halda d=0 va 1) sortine asason buradan c=0 alinard1 ki, bu
mumkin deyil (c=0 olmasi 3) sortina ziddir). (1)-2 vo teoremin 1) sortino asasan
fc,p = gd,e.
Demoli,
fc, = gd,. @)
d, coxhadlisi fc, - in béloni olmagla c, -lo garsiligl sads oldugundan d, ¢oxhadlisi f-in boloni-
dir; yani
f=dt. (3)
d,- in doracesi d - nin doracasindon ylksak deyil. d -nin deracesi isa 2) sortina gore f- in
daracasindan Kigikdir. Demoali, t misbat doracali goxhadlidir. (3) va (2) —don aliriq ki,

d,ct=9d, = g =cit.
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Belalikla, t coxhadlisi f vo g ¢oxhadlarinin misbat doracali ortaq bolonidir. Teorem 1-in
ishat1 basa catd.

(@X" +.c+a )C X"+t C, ) = (0, X" +..b )AX" +..+d ) (4)
barabarliklarini har iki tarafindo métarzalari agsaq ve X —in eyni daracali amsallarini bir —birino
baraboarlisdirsak, asagidaki kimi xatti tanliklor sistemi alariq:

3,Co =byd,,
4Gy +3,C =bd, +byd;,
a,C, +a,C, +a,C, =b,d, +bd, +b,d,,

a,Cpp +3,4Cry = b,d,,+b,.d,,

ac,, = b.d,,
Bu sistem n+m mochullu (c,,c,,...,C, ,,d,,d,,....d, ; dayisonlorindon asili) n+m sayda
tonlikdan ibarat xatti tonliklor sistemidir. Sag torafdoki hodlori sol torafo kecirsak, onun bircins
xatti tonliklor sistemi oldugunu yaqin eds bilarik. Bu sistemin sifirdan forgli hallinin olmas: Gglin

zoruri vo kafi sort sistemin determinantinin sifra barabor olmasidir. Elementlorin garsisindaki
monfi isaralordon azad olmagq Ggtin machullarin c,,c,,..C,, ,,—d,,—d,....—d, oldugunu gabul

etmok mogsadauygundur. Determinantin matrisini transponira etmokls, onu asagidaki sokilo

salmag olar:
a, a,... a,
0 & ... &
a, @, ... a
R f, — 0 n
(LO=h b b
b, b, ... b,
b, b ... Db,

Bu determinantda bos yerlorda sifirlar dayanir.

Torif. R(f,g) determinantina f =a,x"+..+a, vo ¢=Db,x" +...4+b, coxhadlilorinin
rezultant: deyilir.

Teorem 1-5 asason f va g goxhadlilorinin (burda a, #0 vo ya b, # 0) mishat doracali

ortag bolonin olmasi Ugiin zoruri vo Kkafi sort onlarin rezultatinin sifra boarabor olmasidir.
Beloliklo asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem 2. Tutaq ki, f =a,x" +...+a,va g =b,x" +...+b,, ¢coxhadlilorindon he¢ olmazsa
birinin ylksok haddi sifirdan forglidir. f vo g coxhadlilori misbat daracali ortaq bdlaninin olmasi
uclin zaruri vo kafi sart onlarin rezultatinin sifra barabor olmasidir .
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Buradan asagidaki natico alinilir .

Natica. Ogor f vo g goxhadlilorinin rezultant: sifra barabordirss, onda ya bu ¢ox hadlilor

miisbot doracali ortag bdlons malikdir, va ya a, vo b, omsallar: sifra barabardir.

§5. ki dayisanli tanliklar sistemindan dayisanin yox edilmasi
Xatti tonliklor sisteminin Qaus tsulu ilo halli zamani biz gorduk ki, sistemi hall edarkan
dayisonlorin tadricon yox edilmoasindan istifads olunur. Eyni Gsuldan ixtiyari (xatti olmayan)
cabri tonliklor sisteminin hallinds do istifdo etmok olar. Bu yolla tonliklor sistemini halli bir
tonliyin hallino gatirilir. Resultant vo onun xassalari dayisonlorin yox edilmasi ¢tin asas rol
oynayir.

Tutaq ki, asagidaki kimi tonliklor sistemi verilmisdir :

f =
{ (x,y)_O, O
g(x,y)=0.

Burada f vo g ¢oxhadlilori baxilan meydan Gzarinda verilmis iki doyisonli coxhadlilordir.

Bu coxhadlilari x-in azalan qlvvatlorine gors diizok :

f(xy)=a,(y)x" +a,(y)x"" +...+a,(y),
g (X, y) = by (¥)x, +b, (¥)X" " +...+b, (y).

Burada a;(y) vo b, (y) amsallari K[y] halgasindan géturiilmis ¢oxhadlilordir. f vo g
coxhadlilorinin R(y) rezultantini tapaq. Rezultant y doayisonindan asili goxhodli olacagdir. Tutaq
ki, (1) sisteminin K meydaninda (o, 8) kimi halli vardir. Onda

f(X’ﬁ) =4, (ﬁ)xn + al(ﬁ)xnil +..+a, (ﬁ)
g(x, ) =by (B)X" +b,(B)X"" +...+ b, (B)

coxhadlilorinin ortaqg o koku vardir. Ona goro do bu ¢oxhodlilor miisbat doracali ortaq bdlona

malikdir. Onda teorem 2 —yo goro bu coxhadlilorin rezultant: olan R(B) odadi sifra barabar
olmahdir. Tarsino, agor B oadodi R(y) rezultantinin kokudurss, yani R(fS) =0 iss, onda

yuxardaki naticoya gére f(x, 8) vo g(x,8) coxhadlilorinin ya ortaq kékii vardir, yaxud a, ()

vo b, () omsallarmin hor ikisi sifra borabordir.

Belalikla, (1) tonliklar sisteminin halli ancaq y-don asili tanliyin (va ya tonliklorin) hallino
gatirilir. Bu yolla biz (1) sistemindan x machulunun kanar etmis olurug. Naticada ¢oxhadlilorin
rezultantmin kdmoayi ilo geyri-xatti tonliklor sistemini hall etmok tgiin tsul alirig.

Misal. Asagidaki sistemi hall edok:

f(y)=xy+3xy+2y+3 1)
g(x,y)=2xy —2x+2y+3
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Bu sistemdon x mochulu kanar edok. Bunun dgln (1) sistemini

f(x,y)=yx* +3yx+(2y +3)
g(x’y):(ZY—Z)X+(2y+3)} (2)

soklinda yazaq. Coxhadlilarin y-dan asili rezultantini tapag.

y 3y 2y +3
R(Y)=[2y-2 2y+3 0 |=yRy+3)*+(2y+3)(2y-2)*-3y(2y-2)(2y+3) =
0 2y—-2 2y+3

=2y* +11y +12.
Rezultantin koklori B, =-4,p, :—2 -dir. y -in bu giymatlorinds (2) sisteminda x-in yiksak

daracali hadlorinin amsallar1 sifra barabor deyil. Demali, rezultantin xassasino asasan hokm eda

bilorik ki, asagidaki coxhadlilorin ortaq koklori vardir:

f(x,—4)=—-4x*-12x-5,
g(x,~4)=-10x-5.

Homin ortaq koklori bunlardan birinin (daha sado olanin) koklori icorisinds axtarmaq lazimdir.

Ikinci goxhadlinin bir koki var «, :—; vo 0 axtarilan ortaq kokdir (bunu yoxlamagla yaqin

etmok olar. Analoji olaraq, 3, = _% oldugda

coxhedlilorinin «, = 0 ortaq kokun tapirig. (2) sisteminda bas hodlorin amsallarinin ortaq kokd

. : T 1
olmadig: tguin sistemin ancaq iki halli vardir: o, = —5,,81 =4 vo «a,=0p,= —2.

86. Diskriminant
Tutaq ki, f(x) e K[x] goxhadlisi verilmisdir:
f(x)=ax"+ax" +--+a,a,#0. (1)
Molumdur ki, f(x) coxhadlisinin tokrar ¢ kokunin olmas: Ugln zoruri vo Kafi sort
f(c) = f'(c) =0 borabarliyinin 6donmasidir. Demoli, asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. f(x)e K[x] c¢oxhadlisinin tokrar kokd olmas: tgiin R(f,f’)=0 olmas:

zaruri va kafi sortdir.

Toarif. (1) boraboarliyi ilo tayin olunan f coxhadlisi tiguin
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n(n-1)

D(f)=(-D 2 a'R(f, )
ifadasina verilon coxhadlinin diskriminant: deyilir.
Natica. f(x)e K[x] coxhadlisinin tokrar koki olmas: Ggun D(f) =0 olmas: zaruri va
kafi gortdir.
Misal 1. Forz edok ki,
f(x)=ax’ +bx+c,a=0.

Onda, f'(x)=2ax+b. Demali,

a b c
R(f,f)=|2a b 0/=ab’+4a’°c—2ab*=a(4ac—-b?).
0 2a b

Belaliklo,
D(f)=-a"R(f, f")=b*—4ac
va biz diskriminantin malum ifdasini aldig.

Misal 2. indi iso licdoracali f (x) = x®+ px+q coxhadlisinin diskriminantin: hesablayag.

f'(X)=3x"+p.
Diistura asason
1 0 p q O 1 0 p q 0
01 0 p g 01 O p q
D(f)=(-)°-3 0 p 0 0=-0 0 —2p -3g O |=
030 po 00 0 -2p -3q
003 0¢p 00 3 0 p
2p 3g O , .
-0 2p 3q=—4p3—27q2=—108(q—+p—j=—108A.
4 27
3 0 p

Belalikla, baxilan tgdoracali ¢coxhadlinin diskriminant: uygun kub tanliyin holledici tanliyinin

diskriminantindan -108 vurugu ils farglonir.
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VI FOSIL. Cabri genislanmalor
81. Sonlu genislanmalar
Iki K vo L meydanlr: Giglin K < L miinasibati 6donarse, onda L meydan: K meydanmin
genislonmasi adlanmir vo L/K Kimi isaro olunur. Asanligla yagin etmok olar ki, L meydan K
Uzorinda Xatti fazadir. Bu xatti fozanin 6l¢tst [K : L] kimi isars olunur.
Tarif 1. Ogor [K:L]<+oo sonlu olarsa, onda L meydant K meydanmin sonlu

genislonmasi adlanir.
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Misallar. 1. C kompleks adadlor meydaninda har bir o« kompleks adadini yegans gayda
ilo a=a-+bi kimi yazmagq olar. 1 vo i adadlori isa haqiqi adadlor meydani Gizorinda Xotti asili
deyil. Belaliklo, [C:R]=2 vo buna gora do C/R genislonmosi sonlu genislanmdir.

2. R/Q genislonmasi sonlu genislanma deyil. Bu genislonmoanin cabri olmadig: ilk dofa
Ermit torofindon gostorilmisdir. O isbat etmisdir ki, e odoadi cabri odod deyil, yani he¢ bir

rasional amsalli tanliyin koku deyil.
Teorem 1. F, L, K meydanlari tigiin [F :L]=m,[L:K]=k olarsa, onda [F : K]=mk .

Isbati. Tutaq ki, F /L genislonmoasinin bazisi X, X,,...,X,, L/ K genislonmasinin bazisi
189 Yy, Yy Yy, -dir. GOstorok ki, biitin mimikin xy;,i=1..,m;j=1..k hasillori F/K

genislonmasi Uglin bazis tagkil edir. Bunun Gglin onlrin K meydan tizorinds xatti asili olmadigini
va F meydanmin har bir elementinin bu hasillarin xatti kombinsiysi oldugunu goéstarmak lazim-
dir.

Sifra borabar olan xotti kombinasiya gotirok:

>3y, - ZX(ZCUVJ

i=l j=1
Motariza igarisinds olan com L meydaninin elementidir vao demali, ikigat com bazis vektorlarin F

meydaninda xotti kombinasiyasidir. Buradan ahriq:
k
Z c;¥; =0,i
j=1

Yeno do bazis vektorlarin xassasine asason hor bir i tgtin ¢; =0, j=1....k.

Indi iso ixtiyari a € F elementi g6tiirok. Onu F meydaninda bazis elementlorin xotti

kombinasiyasi kimi yazmagq olar:
o= Za,x,,a eL. ()
Har bir &, elementini L meydaninda bazis elementlorin xstti kombinasiys: kimi yzmaq olar:
k
8, =Y ¢y;¢eK.
j=1

Bu boraborliklori (1)-do nozars alsag, onda « elementinixy;,i=1...m;j=1...k elementlori-

nin xotti kombinasiyasi soklinda gostarisini almis olarig. Teorem 2 isbat olundu.
Teorem 2 gostoriri ki, har hanst meydanin iki ardicil sonlu genislonmasi yens do ilkin
meydanin sonlu genislonmasina gatirir.

82. Cabri genislonma

64



Tarif 2. ©Ogor L meydanmin har bir elementi K meydan: zarinda cobri element olarsa,
onda bela genislonma cabri genislanmo adlanir.
Misal. C/R genislonmasi cabri genislonmadir. Dogudan da, hor bir a € C elementi
ucln
a=a+bi—(x-a)’=-b* >a’-2aa+a*+b*> =0,
yani har bir kompleks adad haqiqi amsalli cabri tonliyin kékidir. Bu tenliyin dearacasi 2-dan
boyik deyil. Sonuncu fakti tmumi sakilda séylomak olar.

Teorem 1. Har bir sonlu L/K genislonmasi cabri genislonmadir. ©gor [K:L]=n
olarsa, onda ixtiyari a L elementi Gglin elo f(x) e K[x], degf (x) <n c¢oxhadlisi var Kki,
f(a)=0.

Isbatz. [K:L]=n oldugu ticin L/K genislonmoasi K meydam Uzarinds Xotti fozadr.
Onda n+1 sayda

lLa,.,a"
elementlori xatti asilidir. Demali, elo a,,a,,...,a, € K elementlari vardir ki,
a,+ao+---+aa"=0.
Demoli, a elementi cobri elementdir. Teorem isbat olundu.
Tarif 3. o cobri elementinin koki oldugu on Kicgik doracali unitar goxhadliys bu

elementin minimal ¢oxhadlisi deyilir (bazi ododbiyyatda o, Irr « kimi isara olunur). Minimal

¢oxhadlinin daracasi n olarsa, a n daracali cabri element adlanir.
Misallar 1.+/2 odadi cobri adoddir. Onun minimal coxhadlisi f (X) = x? —2-dir. ~/2 -nin
cabrilik daracasi 2-dir.
2. 2—3/5 adadi cabri adaddir. Onun minimal coxhadlisi
f(X)=(x-2)°+5=x>-6x"+12x -3
olacaqdir.

Minimal ¢oxhdalinin asas xassolori asagidaki teoremls ifads olunur.

Teorem 2. Tutaq « elementi K meydan: Gzorindo cobri elementdir, f(x) isa onun
minimal goxhadlisidir. Asagidaki hokmlar dogrudur:

1) f(x) gotirilmoyan ¢oxhadlidir;

2) Ogoar g(x) koki o olan ixtiyari coxhadli olarsa, onda g(x): f (x);

3) « elementinin minimal ¢coxhadlisi yeganadir.

Isbatz. 1) ©ksini forz edok, yani tutaq ki, f(x) coxhodlisi gatirilon goxhadlidir. Onda onu

iki musbat daracali goxhadlinin hasili kKimi géstarmok olar:
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F(x)=g()h(x).
X-1 o elementi ilo ovaz etsok yaza bilorik: f(a) = g(a)h(a)=0. Onda vuruglardan he¢ olmazsa
biri sifra borabordir: g(a)=0vh(a)=0. Lakin bu ola bilmoz, ¢unki, bu halda « elementi
daracasi minimal ¢oxhadlinin daracasindan kigik ¢oxhodlinin kéku olardi. Demali, farziyyamiz
dogru deyil, yani f(x) coxhadlisi gatirilmayan ¢oxhadlidir.

2) g(x) goxhadlisini f (x) -2 gahqli bolok:
g(x) = f(x)q(x)+r(x); r(x)=0vdegr(x) <deg f(x).

Ikinci hal miimkiin deyil, ciinki, bu halda g(x) = f (x)q(x) +r(x) boraborliyinds x-i o elementi
ilo ovoz edorok, alarig: 0=g(x)= f(a)g(a)+r(a)=r(a). Bu o demokdir ki, « elementi

daracasi minimal g¢oxhadlinin daracasindon Kigik olan c¢oxhadlinin kokudur. Bu minimal

coxhadlinin torifina ziddir. Belslikls, ancaq r(x) =0 olmalidir vo bu halda g(x): f (x) .

3) Forz edok ki, g(x) «a elementinin basga bir minimal ¢coxhadlisidir. Onda, g(x) =0 va
2) bandina gora g(x): f (x). Eyni zamanda, g(x)-do minimal ¢oxhadlidir vo f(x)=0. Onda 2)
Xassasing asason f(x):g(x). Demali, f(x)=cg(x). Lakin, minimal ¢oxhadli unitar ¢coxhodli

oldugundan c=1 olmalidur.
Teorem 2 isbat olundu.

Natica. Ogor f(x) gatirilmoyan ¢oxhadli olmagla, « cabri elementi onun kokidur, onda
f (x) -n normallasdirilmasi ilo alinan unitr goxhadli o -nin minimal ¢oxhadlisi olacaqdir.

Natica teorem 2-nin 2) bandindan dorhal alinir.

Misal. @ =3-%/6 cobri adadinin minimal coxhadlisini tapag.

4/6 =3—a oldugundan (3—c)* =6 v ya a*—12¢°+90a’ —108a + 75=0. Beloliklo,
a odedi f(X)=x*-12x*+90x* —108x+75 coxhodlisinin kokiidir. p=3 gdtirmokls yagin
etmok olar ki, bu coxhadli lgun Eyzensteyn olamotinin sortlori ddonir, yani —12:3,90:3,
-108:3, 75:3 olmagla, 75/9. Demoli, f(x) gatirilmoayandir va naticoys asason 0, o adadinin

minimal ¢oxhadlisidir.

83. Sada cabri genislonma
L /K genislonmasinda K meydani (izarindo o € L cabri elementi gotirak.
Tarif 1. L meydanmin « elementinini vo K meydanmi 0ziinds saxlayan an kigik alt

meydan1 K meydaninin o elementini birlasdirmakls alinan sada genis/anmoasi deyilir vo K(a)

kimi isara olunur.

66



Qeyd edok Ki, torifds ifado olunan on Kigik alt meydani gostarilon xassoloro malik olan

bltun alt meydanlarin kasismasi kimi gabul etmoak olar.

Misal. K ={a+b\/§|a,beQ}c R c¢oxlugu meydan togkil edir. Bu meydan Q rasional
adadlor meydanini va +/2 elementini daxiline alir. 1 vo +/2 adadlori rasional adadlor meydanini
lizarinda xaotti asili deyil, oks halda +/2 rsional adad olardi. Demali, K géstarilon xassslora malik
an Kisik alt meydandir vo buna gora do K = Q(ﬁ)

Sads genislonmonin qurulusunu miayyan edak. Aydindir ki, o elementi ilo birlikds sada
genislanma bu elementin bitdin
1=a°,a,a%,...a™,..
quvvatlorini do daxilina alir. Buna gora do har bir f(x) e K[x] ¢oxhadlisi tGsin f(a) e K(«).
Molumdur ki, agar v : f(X)— f(e) giymat homomorfizmi olarsa, onda onun obrazi olan
Kla]=1{f ()| f(x) e K[x]}
halgas: K (a) sada genislanmasinds alt halga olar.
v K[x] - Kla]
homomorfizmi suryektiv. homomorfizmdir. Onun nivasi f(a)=0 sortini O0doyan, yani

koklorindan biri « olan goxhadlilordon ibarstdir. 82, teorem 2-nin 2) bondina osasan bu

coxhadlilorin hamist « elementinin @(x) minimal ¢oxhadlisina bélinr. Tarsing, bu goxhadliys
bdliinon hor bir goxhadlinin kéklorinden biri o -dir. Demsli, homomorfizmin niivasi (p(x)) bas
idealindan ibaratdir. Homomorfizmlar hagda asas teorema gora

K[x]/(f(x))= K[a].
Gostorok ki, K[a] halgas: oslindo meydandir. Forz edok ki, dege =n. Ixtiyri f(x)e K[X]
coxhadlisini ¢(x) -a galigh bolok:

f(x) =o()a(x)+r(x),
burada r(x)=0vdegr(x)<deg f(x). Demoli, f(a)=r(a). Bu o demojdir ki, hor bir
f(a) e K[a] elementi ancaq 1=a’, a,a%,...,a™" elementlorinin xatti kombinstyas: kimi yazila
bilor. Bu elemenlar Xatti asili ola bilmaz. ©ks halda, hamis1 sifir olmayn els ¢,,c,,...,C,; €K
elementlori tapmaq olar ki,

Co+Co+-+C " =0

barabarliyi dogru olsun. Lakin bu ¢(x) -in minimal goxhadli olmasi sartine ziddir. Noticads aldiq

ki, K[a] halgas1 K meydan: Uzarinda n 0lgili xatti foza toskil edir.
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Bgor g(x) e K[x]/(p(x)) sifir deyilso, onda g(x)/¢(x) olar. ¢(x) gotirlmayon oldugu
ucln, bu minasibat gostarir ki, (g(x),¢(x)) =1 vo OBOB-un xassasine asasan yaza bilarik:
(Ju,v e K[x])gu +ve =1).
Bu miinasibatdo x dayisonini « ilo avoz etsok vo ¢(a)=0 oldugunu nozors alsaq, asagidaki
barabarliyi aliriq:
g(@)u(e) =1=u(a) =(g(a))™.

Demoli, K[e] halgasianin har bir sifirdan forgli elementinin tarsi vardir. Dogrudan da, g(«) #0
iso, onda g(x) & (p(x)) vo g(x) e K[x]/(¢(x)). Yuxarida gostorildiyi kimi bu elementin torsi

vardir g(x)  =u(x). Notico etibari ilo, biz géstordik ki, K[e] halgas: meydandir. Bu meydan K
halgasin1 voa « elementini daxilina alir. Onda hamin meydan K(«) sads genislonmasinin alt
meydani olar. Belaliklo,
Kla] < K(a) c K[a] = K[a]=K(a).

Biz asagidaki teoremi ishat etdik.

Teorem. Tutaq Ki, o n daracali cabri element, ¢(x) iss onun minimal goxhadlisidir.
Onda asagidaki tokliflor dogrudur:

1) K[x]/(f(x))=K[a];

2) 1=a’,a,a’,...,a™" elementlori xotti asil deyil;

3) K[a] halgas: K meydan: Gizorindo n 6lcilii xotti fozadir vo 1=a° a,a’,..,a™"
elementlori onun bazisidir;

4) K(ar) =K[e].

Geyd olundugy kimi K[e] halgast f(a) kimi elementlordon ibaratdir. Tamliq oblasti
Kimi onun nisbatlor meydan: % soklinda kasrlordan ibaratdir. Lakin teoremo asasan bu kasri
f(a) € K[u] kimi yzmaqg olar. Bu proses kasrin moxracinin o cobri irrasionalligindn azad

olunmasi adlanir. Yuxarida deyilonlor kasrin moxracinds irrasionalliqgdn azad olmaq tgun usul

verir. Deyilonlari bir misal (izarinds niimayis etdirak.

1+§/7

Misal. ———=———— koasrinin maxracini irrasionalligdan azad edak.
2-R/7+349 |

Holli. g(X)=2-3x+x*,h(a)=1+a va a =37 isara etsok, yuxarida oldugu kimi mose-

lo u(ex)h(ex) hsilinin tapilmasina gatirilir. a:?{ﬁ elementinin minimal coxhadlisi ¢(x) = x> -7
¢

-ya barabardir. (g(x),¢(x)) =1 oldugu tg¢in
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gu+oev=1 Q)

munasibatini 6doayan u vo v goxhadlilori vardir. Bu goxhadlilor iglin

degu < deg g, degv <deg g
munasibatlori 6donir. Homin ¢oxhadlilori geyri-miayyan omsallar Gsulundn istifads etmiaklo
tapmagq olar. degu(x) <3 va degv(x) <2 oldugundan

U(X) = U,X® + Uy X + Uy, V(X) =V,X+V,
qobul eds bilarik; burada u,,u;,u,,Vv,,V, amsallar1 (1) minasibati vasitasi ilo tapilir. (1) tnsibati-
ni aciq sokilds yazaq:
(X* =3+ 2)(U,X* +UX+Uy) + (X} =7) (v x+V,) =1.
Motoarizalori agarag, sag va sol torafdoki coxhadlilorin uygun amsallarimi barabarlosdirak.
(U, +V,)X* + (=3u, + Uy +V,)X® + (2u, —3u, + Uy )X? + (2u, —3u, — 7V, )X + 22U, — 7V, =1,

Boraborliyin sol va sag taraflorindoki ¢oxhadlilorin uygun amsallrint barabarlosdirdikdon sonra

bels bir xatti tonkilor sistemi ahriq:

u, +V; =0,
-3u, +Uu, +v, =0,
2u, -3u, +U, =0,
2u, —-3u, —-7v =0,

2u, -1v, =1l

v,,V, dayisanlorini 1-ci va 2-ci tonliklordon tapaq ve sonuncu iki tonlikds nezars alag. Onda

sistem asagidaki soklo disar:
2u, -3u, +u, =0,
fu, +2u, -3u, =0,
-2, Tu  +2u, =1.

Sistemi Kramer sulu ila hall edak. Sisemin determinantini tapagq:

2 -3 1
A=| 7 2 —-3=8+49-189+42+42+42=-6.
=21 7 2
-3 1 2 1 2 -
A, = =9-2=7,A, = =13 A, = =25.
2 - 7 - 7 2
Belaliklo,
u(x):_ZXZ_EX_é
6 6

Naticads ahriq:
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o o o o .
6 6 6 6 6 6 6

Yoxlama.

(2—3i/7+i/4_9)[_%§/4_9_%§/—_3_g) _ —(38—1131+ 70)/7 ~

3
~ (20-57;37)@ ~ 74+1333—210 1437

84. MUrakkab cabri genislanma

Sada genislonmanin qurulma gaydasi ilo ardicil olaraq asagidaki kimi iki va daha artiq

genislonma qurmaq olar:

xk =K(0), p=x(n).
Burada 6 vo n elementlori K meydan tzarinds cabri elementlordir. Belsliklo biz, K meydanina
iki cabri elenementin birlasdirilmasi ilo qurulmus genislonmo aldig. Bu genislonma 6 va 7
elementlorini vo K meydanini daxiline alan an kigik meydandir.

Torif 1. K meydanmi, 6 va n cabri elementlorini daxiline alan on kigik meydan K
meydanmnin, bu elementlori birlagdirmokls alinan miirakkab genis/onmasi adlanir va K(6,7) kimi
isara olunur.

Torifdon aydindir ki, K meydaninin istanilon sayda cobri elementlori birlosdirmaklo
alinan murakkab genislonmosini qurmag olar. ©lbatts, belo genislonmolardan bazilori meydan:
dayismoya doa bilor. Masalon, Q rasional adadlor meydanina V2 Vo =2 adadlorini birlosdir-
moaklo alinan murakkab genislonma tok bir V2 adodini birlasdirmakls alinan sads genislonma ila
eynidir. Genislanmonin neca qurulmas: masalasina galinca, bu proses misyyan bir genis meydan

va ya halgada yerins yetirilo bilar.

Mirokkab genislonmanin qurulusunu mioyyan etmozdon ovval bir misali nozordon kegirok. Rasional

adadaler meydanmin iki sads genislonmasine baxaq: Q(\/E ) va Q(\/g) Q(\/E,\/g) genislonmasi avvalki iki

genislanma kimi sonlu geniglanmadir. Genislanmalarin asagidaki kimi

Q< Q(ﬁ)< Q(ﬁx@)
“gullasina” baxag. Q(\/E)/Q genislonmasinin bazisi 1,\/5 adodloridir. +/3 gQ(\/E) oldugundan Q(\/E,\/g)
genislonmosinin xotti foza kimi Q(\/E) Uzarinds bazisi 1,\/5 olacaqdir. Onda, 81, teorem 1-5 asasan, mirokkob

genislonmo Q meydani (zorinds asagidaki baziso malik olacaqdir: 1,\/5,\/5,\/6. indi iso 0:\/5+\/§

adadinin ardicil giivvatlorine baxag:
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0° =1,0 =2 ++/3,0* =5+2/6,0° =112 + 94/3.
0= \/E + \/é adadinin cabrilik deracasi 4 (g6storin) oldugu tictin vo onun qwvatlori 1, \/E,\@,\/E bazis

elementlori il ifado oluna bildiyi tigin yaza bilorik Q(/2,+/3)= Q2 ++/3). Gorindyii kimi, mirokkab
genislonmo sads genislonmo ils alina bilor.

Teorem 2. Tutaq ki, K meydanmin iki cobri 6 vo n elementlori ilo alinan K(8,7)
miirokkab genislonmoasi verilmisdir. Onda elo « € K(0,7) elementi vardir ki, K(6,7)=K(a).

Isbat:. Genislonmolorin asagidaki ardicilligina baxaq:

K <K(©)=<K(8,7).

Ogar 7 € K(0) olarsa, onda K(9)=K(8,n) vo a =0 gobul etsak teoremin hokmiinii alarg.

indi forz edok ki, 77 ¢ K(6). Bu halda, n elementi K (@) tzarinds cabri elementdir. Onun
K(0) (zorindo doracesini m ilo isro etsok, 1,7m,...n™" qivvatlori K(0,n)/ K(0)
genislonmasinin bazisi olar. 81, teorem 1-o gbro K(Q,n)/ K genislonmasi sonlu genislanmadir
va onun 6 +cn (c e K) elementi K tzarinds cabri elementdir. ¢ elementi sonsuz sayda muxtalif
qiymotlor aldigca biz, bazisi, §1, teorem 1-a géro, 0'n’ (i=1,...,n-1, j=1,...m-1) hasillorindon
duzalon genislonmolor alirig. Aydindir ki, belo xotti fozalar sonlu saydadir. Demali, onlar
icorisinde K(6+cn) kimi genislonmiolor do sonlu saydadir. Belaliklo, elo iki mixtalif
c,,C, € K elementlori tapmaq olar ki,

K'=K(@+cn)=K(@+c,n).
Demoli, 6 +c¢n,0+c,n e K’, yaxud, (¢, —c,)n € K" > n e K’. Minimalliga gors burardan
K'=K(6,7)=K(6+cp)

alirig. Teorem 2 isbat olundu.

Tarif 2. Teorem 2-nin sartlorini 6doyan « elementino murokkob genislonmonin basit
(primitiv) elementi deyilir.

Masalan, yuxarida gostoarildiyi kimi Q(\/E\@) mirakkab genislanmasinin basit elementi

olaraq V2 +4/3 comini gotirmok olar. Umumiyyatlo, basit element yegans deyil. Cox zaman

belo elementlor sonsuz sayda olur.
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VI1 FOSIL. Cabrin ssas teoremi
Cobrin inkisaf tarixinda cabri tonliklarin halli ilo bagli masalalar asrlor boyu cabrin asas
todqgigat obyekti olmusdur. Bu sababdan cabri tonliklarin halli hagda Qaus teoremi cabrin asas
teoremi adim1 almigdir. Belo masalalar igarisinda cabri tonliklorin radikallarla halli xtsusi yer
tutur. Sonuncu masalonin tam halli ancaq X1X asrda grup nazariyyasi elementlorinin meydana

galmasindan sonra mumkin olmusdur.

81. Cabri garah meydanlar

f (x) e K[x] ¢oxhadlisinin asas meydanda koklari ola da bilar, olmaya da bilor. Masalan,

x* +1 coxhedlisinin R haqiqi adedlor meydaninda kékii yoxdur. Lakin bu ¢coxhadlinin kompleks

adadlor meydaninda iki koki vardir. Buna gors do verilon meydan zarinds ¢oxhadlinin koklori
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ilo baghh qarsiya asagidaki suallar ¢ixir: verilon g¢oxhadlinin asas meydanin muayyan
genislonmasinda hamisa koki varmi; yaxud, ¢goxhadlinin kokil varsa, onda onlarin say: hagda na
demok olar? Biz bu mosalalari ancaq xarakteristikas: O olan meydanlar izarinds 0yronacayik.

Hor iki sualin miisbat cavabi vardir. ikinci sual hagda, demok olar ki, homiso coxhadlinin
koklorinin sayi, Bezu teoremina asasan, tokrarligi da nazara alinmagla, ¢goxhadlinin doracasindan
boyik ola bilmaz.

Torif 1. Ixtiyari f(x) e K[x] ¢oxhadlisinin K meydanda koki varsa, onda bela meydan
cabri gapal: meydan adlanir.

Yuxaridaki geydlora asason hokm etmok olar ki, R haqiqi adadlor meydan: cabri gapali
meydan deyil. Eyni sOzlori rasional odadlor meydan: haqda da soylomok olar. Cabri gapal
meydanlarin bazi xassalori vardir.

Xassa 1. Cabri gapali meydanda ixtiyari n daracali coxhadlinin n sayda koki vardir.

Bu xassa Bezu teoremindan dorhal alinir.

Xassa 2. Cabri gapali meydanda ixtiyari n doracali f(x) coxhadlisi asagidaki kimi Xotti

vuruglara ayrilir:
FO) =a(x=x)---(x=X,),

burada a, bu ¢coxhodlinin ylksok amsali, X,...,X, isa onun kokloridir.

Isbat:. Sorta asason, f(x) coxhedlisinin K meydaninda heg olmazsa bir kokii vardir. Bu
koku x, kimi isare edok. Bezu teoremins asasan, yaza bilorik:

f(x)=(x-x)f(x).

Aydindir ki, f,(x)e K[x] olmagla, f (x) coxhadlisinin do ylksek amsali @, olacaqdir. Bu
prosesi sonuncu sifir doracali gismat alinanadok davam etdirmok olar. Asanligla yagin etmok
olar ki, sonuncu gismat a, -dir. Xasse 2 bununla isbat olundu.

Xassa 3. Cobri gapali meydanda gatirilmoyan ¢coxhadlilor ancaq bir daracali ¢oxhadlilor-
dir.

82. Haqigi amsall coxhadlilarin xassalari
Bu paragrafin noticalori cobrin asas teoreminin isbatina hazirlig mogsadi ilo verilsa do
onlar mistagil shamiyyato malikdir. Lakin bu naticalardan bazilarinin isbat: kursumuzdan kenara
cixdigr Ugtin onlart isbatsiz gobul edacayik. Homin naticalorin tam isbatini oxucular asagida
togdim olunan adoabiyyatdan tapa bilarlor.
Lemma 1. Hoqigi amsalli coxhadlilorin (hogigi olmayan) kompleks koklari ciit-cit gosma

kompleks adadlordir.
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Isbatz. Tutaq ki, hagigi amsall:
f(x)=a,+ax+---+ax"
coxhadlisinin o kompleks koku vardir. Onda,
O=a,+aa+--+aa".
Qosma kompleks adoada kegsok, yaza bilarik:
O=g,+aa+--+aa" =a,+aa+---+aa",
yoni f(a)=0.Lemma 1 isbat olundu.

Lemma 2. Hor bir kompleks amsalli goxhadli Gglin hagigi amsalli elo goxhadli vardir ki,
onun har bir kokd, yaxud bu kékiun gosmasi, verilon goxhadlinin kokudar.

Qeyd edok ki, lemma 1-o asasan verilon ¢coxhadlinin bitin koklari homin hagiqi omsall
coxhadlinin koklari icarisindadir.

Lemma 2-nin isbat:. Forz edok ki,
f(x)=a,+ax+---+a,Xx" €C[x]
kompleks amsall: coxhadlidir. Asagidaki kimi yeni ¢oxhadli quragq:
g(x)=f(x)- fF(x);
burada
f(x)=a, +ax+--+ax".
Onda yaza bilorik:
g(x)=f(x)- f(X)=c, +C X+ +C, X"

V&

C,=aa,+aa, ,+--+a ,a+aa.
Bu comds k >n oldugda a, =0 gobul olunur. Asanhgla yagin etmok olar ki,

C,=q,a,+aa,,+--+a,,a +a.,a,=c,.
Demoli, ¢, amsallart haqiqi adodlordir. Hor hanst « kompleks adadi tiglin
g(e) = f(@)- f(2)=0

olarsa, onda f(a)=0v f(a)=0 olmaldir. Birinci halda « f(x) coxhadlisinin kokiidiir. ikinci

halda iss,

O=g,+ao+-+a,a"=a,+aa +-+a,a",
yani a odadi f(x) ¢coxhadlisinin kokudir. Lemma 2 isbat olundu.

Lemma 3. n tortibli nor bir matris 6z xarakteristik coxhadlisinin kokud(r.
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Bu teorem odobiyyatda Keli-Hamilton teoremi adi ilo mashurdur va onu isbatsiz gabul
edak.

Lemma 4. Hor bir hogiqi amsalli ¢oxhdali hagigi odadlor meydaninin mioayyan
genislanmasinda Xatti vuruglara ayrilir.

Isbat:. Umumiliyi pozmadan gobul etmok olar ki, verilon goxhadli unitar va gatirilmoayan
coxhadlidir, oks halda onu gatirilmoyan vuruglarin hasili kimi yazmaq olar. Verilon ¢oxhadlini

f(x)=x"+ax"" +---+a_x+a, (1)

soklinds yazaqg. Bezu teoremina asason gostarmok kifayatdir ki, bu ¢oxhdalinin hagiqi adadlor
meydanmin miayyan genislanmasinds ne¢ olmazsa bir koki vardir.

Qeyd edok ki, n tartibli M (R) matrislor halgasinda ¢:a+ oE (burada o e R, E isa n
tartibli vahid matrisdir) xatti inikasi vasitasi ilo milayyan olunan R, =¢(R) = M (R) alt halgas:

haqiqi adadlor meydani ilo izomorf olan alt meydan muoyyan edir (isbat edin). Asagidaki kimi

toyin olunan Ae M_(R) matrisino baxaq:

0 -~ -—a,
A= 0 _E.ln—l ,

bu matrisin birinci satrini va sonuncu siitununu atsag, n-1 tortibli vahid matris alinir. A matrisina
verilon ¢coxhadlinin mugsaiyat edici matrisi deyilir. Ovvalco misaiyat edici matrisin bozi mihim

xassalarini geyd edok.

1. A matrisinin xarkteristik coxhadlisi (—1)" f (X) soklindodir. Dogrudan da,

-2 0 - -—a -2 0 - -—a,
amagl=| b TE T TRyt AT Ty, -
6 0 —/l.—a1 0 o _/1._a1

-4 0 —-a,,
= (=) l _./l _at”’s +(-D)"a, A+ (-D)"a, ==

O 0 - —-4A-4
=A)"+(=D)" A+ + ()" A+ (D"a, = ()" f(X).
2. A matrisi R(a) sados genislonmasinds v : 0+ a6 (« -ya vurma) xotti operatorunun

tobii bazisdo matrisidir.
Bu xassani isbat etmok Ug¢iin avvalca tabii bazisi yazaq:

2 -1
1, a,a’,...,a"".
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yW=al=a,yl@)=a-a=a*,. . . .ya"?*)=a-a"*=a"",

1

y@")=a-a"t=-a, 0" ——aa-a,

munasibatlori bazis elementlorin obrzlarmin koordinat sttunlarinin asagidak: kimi oldugunu

gotorir:
0 -,
1110 -a,
I A
0) \: -a, ,

Xassa xatti operatorun matrisinin qurulmas: gydasindan alinir.

3. a A inikast inyektiv inikasdir.

Bu xassoni do ishatsiz gobul edok. Onun isbati ilo adabiyytda toqdim olunan daha genis
kurslarda tanis olmaq olar. Gostarilon xassalarin kdmayi ilo aggidaki hokmi ala bilorik.

4. a— A inikast R(a) =z R(A) izomorfizini dogurur.

R(A) genislonmasi talob olunan genislonmadir. Dogrudan da lemma 3-o vo xasse 1-o
osason A e R(A) elementi f(x) coxhadlisinin bu meydanda kokudur. Lemma 4 isbat olundu.

83. Cabrin asas teoremi
Teorem. Har bir kompleks amsalli ¢oxhadlinin he¢ olmazsa bir kompleks koki vardir.
Bu teorem cabrin asas teoremi adlanir vo o gostorir ki, kompleks adadlor meydani cobri
gapali meydandir.

Cabrin asas teoreminin isbat:. Tutaq ki, kompleks omsalli
f(x)=ax"+ax" " +---+a _X+a
coxhadlisi verilmisdir. Onda lemma 2-yos asasan, els hagiqi amsalli
g(x) =b X" + b X" +---+b, ,x+b

coxhadlisi vardir ki, verilon soxhadlinin butiin koklori g(x) coxhadlisinin koklari icarisindadir.
Belalikla, cobrin asas teoremini hoqiqi amsall: coxhadlilor tguin isbat etmok kifayatdir.

Beloliklo, hogiqi omsalli ixtiyari f(x)=a,x"+ax" " +---+a, _,x+a coxhadlisi gotiirak.
Gostorok ki, onun he¢ olmazsa bir kompleks koki vardir. iki hal mimkindir: 1) ¢oxhadlinin
daracasi tok adaddir; 2) ¢coxhadlinin doracasi cut oadaddir. Birinci halda teoremin hokmu teorem

1-don almir (bu halda ¢oxhadlinin hogigi koku vardir). Buna gora do yalniz ikinci hala baxmagla

kifayatlonmak olar.

2) Forz edok ki, n=2“n, olmagla n, tok adoddir. k adadina gdrs induksiya metodunu
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totbiq edok. ©gor k =0 olarsa, yuxarida baxilan hal alinir vo teorem dogrudur. Farz edok ki,
teorenmin dogrulugu k —1 dclin isbat olunmusdur. Teoremin hokminin dogrulugunu bu sort
daxilinds isbat edok.

Owvvalki paragrafdan malum oldugu kimi, verilon goxhoadlinin haqiqi adoadlor meydaninin

muayyan sonlu genislonmasinda koki vardir.
Qeyd edok ki, malum Frobenius teoremins asason belo genislonmo ancaq kompleks ododlor meydan: ola
bilor. Lakin Frobenius teoreminin isbati cobrin asas teoremino osaslandigi tglin ondan istifado etmok olmaz.

Belaliklo gorirtk ki, Frobenius teoremi cabrin osas teoremi ilo eyniguclidir.

Belalikla, hagiqi odadlor meydaninin elo L genislonmosi vardir ki, burada verilon
coxhodlinin n sayda koku vardir: oy, a,,...,a, . Asagidaki kimi iki ododlor sistemina baxaq:
Bi =« +aj;i, 1=12,..ni>]j

Va

oL j=12,...,n0> .

Vi = a4,
Hor iki sistemin eyni sayda, yoni (n+1)n/2=2"n,(n+1) sayda elementlori vardir. iki coxhadli
quraq:

F(x) :H(X_,Bij)

i>]
N

G(x) :H(X_?/ij)-

i>j

Bu coxhadlilorin doracalori eynidir vo 2“'n,(n+1) hasilino borabordir. n,(n+1) hasili tok
adoddir.

Bu coxhodlilordon birincisine baxag. Onun omsallari S; =a; +«; elementlorinin

elementar simmetrik funksiyalaridir. Buna gors do bu omsallar «,a,,...,a, adadlorine gors

simmetrik ¢oxhadlilordir (dogrudan da, onlrin ixtiyari yerdayismai noticosindo yalniz
coxhadlilorin ifadasindaki hadlor 6z yerini dayisir.). Demoli, onlar asas meydan daxildir, yani

haqiqi odadlordir. Buna goro do F(x) hoqigi amsalli ¢oxhadlidir vo onun daracasinda 2-nin
quvat Ustil k- dan kigikdir. induktiv farziyyays osasan onun koklori olan Bij = o; +a; odadlori
kompleks adadlardir. Eyni gayda ilo amin olmaq olar ki, y; =o;a; adadlori do kompleks
adadlordir. Viyet teoremina asason, har bir (i,j) indekslor cltl glin «;,a; oadadleri kompleks
omsallt

22 —Bz+y; =0

tonliyinin kokloridir, yani kompleks adadlordir. Bununla, cabrin asas teoreminin isbati basa catd.
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